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Heap

Um vetor A[l..m] é um (max-)heap se
Alli/2]] = Ali]

para todo i =2,3,...,m.

De uma forma mais geral, A[j..m] é um heap se
Alli/2]] = Ali]

para todo i =2j,2j+ 1,4j,...,4j+3,8j,...,8/+7,....

Neste caso também diremos que a subarvore com raiz j é um heap.
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Exemplo

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

(51]46 17|34 |41]15]14[23]30]21 10| 12]
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Desce-Heap

Recebe A[1l..m| e i > 1 tais que subarvores com raiz 2/ e 2i +1 s3o
heaps e rearranja A de modo que subarvore com raiz i seja heap.

DESCE-HEAP (A, m, i)

e+ 2i

d<+2i+1

se e < me Ale] > Ali]
entdao maior < e
senao maior < i

se d < m e A[d] > A[maior]
entao maior < d

se maior # i
entdo A[i] <> A[maior]

DESCE-HEAP (A, m, maior)

O© 00 NOOT B WN -

—_
o
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Simulacao

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

13]46 17|34 |41]15]14[23]30]21 |10 12]
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Simulacao

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

1461317 |34 |41]15]14[23]30]21 10| 12]
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Simulacao

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14641 [17[3413] 15]14[23]30]21 |10 12]
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Simulacao

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14641 [17 |34 |21]15]14[23]30] 13|10 12]

Andlise de Algoritmos — 22 sem 2019 8/82



Simulacao

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14641 [17 |34 |21]15]14[23]30] 13|10 12]
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Consumo de tempo

h := alturade i = |Ig % |

T(h) := consumo de tempo no pior caso

linha todas as execucdes da linha

-3 = 01
45 = 0O(1)
6 = 01
7 = 0(1)
8 = 01
9 = 0(1)
10 < T(h-1)
total < T(h—1)4+0(1)
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Consumo de tempo

T(h) := consumo de tempo no pior caso

Recorréncia associada:
T(hy<T(h—1)+0©(1),

pois altura de maior é h—1.
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Consumo de tempo

T(h) := consumo de tempo no pior caso

Recorréncia associada:

T(h)y<T(h—1)+06(1),

pois altura de maior é h—1.

Solugdo assintdtica: T (h) é 777.
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Consumo de tempo

T(h) := consumo de tempo no pior caso

Recorréncia associada:

T(h)y<T(h—1)+06(1),

pois altura de maior é h—1.

Solugdo assintética: T(h) é O(h).
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Consumo de tempo

T(h) := consumo de tempo no pior caso

Recorréncia associada:
T(hy<T(h—1)+0©(1),

pois altura de maior é h—1.

Solugdo assintética: T(h) é O(h).

Como h <lgm, podemos dizer que:

O consumo de tempo do algoritmo DESCE-HEAP é O(lgm)
(ou melhor ainda, O(h)).
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14]13[34[17[15] 10[46 23] 12]41[30] 21]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14[13[34[17[15] 10[46[23] 12]41[30] 21]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14[13[34[17[15] 21]46[23] 12]41[30] 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14[13[34[17]15] 21]46[23] 12]41[30] 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14[13[34[17]41]21]46[23] 12] 15[30| 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14[13[34[17]41]21]46[23] 12] 15[30| 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14]13[34[23]41]21]46[17]12]15[30| 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14]13[34[23]41]21]46[17]12]15[30] 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14]13]46[23]41]21[34[17]12]15[30] 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14]13]46[23]41]21[34[17]12]15[30| 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14]41]46[23[13] 21[34[17] 12]15[30| 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14]41]46[23[30] 21[34[17] 12]15[13] 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

14]41]46[23[30] 21[34[17]12]15]13] 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

46]41[14]23[30] 21[34[17] 12] 15]13] 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

46]41[34]23[30] 21]14[17] 12] 15]13] 10]
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Construcao de um heap

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

46]41[34[23[30] 21]14[17] 12] 15]13] 10]
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Construcao de um heap

Recebe um vetor A[1..n] e rearranja A para que seja heap.
CONSTROI-HEAP (A, n)

2 para i< |n/2] decrescendo até 1 faca
3 DESCE-HEAP (A, n, /)

Relacdo invariante:

(i0) no inicio de cada iteracdo, i+ 1,...,n sdo raizes de heaps.

T(n) := consumo de tempo no pior caso
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Construcao de um heap

Recebe um vetor A[1..n] e rearranja A para que seja heap.

CONSTROI-HEAP (A, n)
2 para i< |n/2] decrescendo até 1 faca
3 DESCE-HEAP (A, n, /)

Relacdo invariante:
(i0) no inicio de cada iteracdo, i+ 1,...,n sdo raizes de heaps.

T(n) := consumo de tempo no pior caso
Analise grosseira: T(n) é 50(lgn) = O(nlgn).

Analise mais cuidadosa: T(n) é 7777.
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T(n) é O(n)

Prova:
Consumo de DESCE-HEAP (A, n, i) é proporcional a h, logo

llgn]
T(n) = Y ollen)=hp
h=1
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T(n) é O(n)

Prova:

Consumo de DESCE-HEAP (A, n, i) é proporcional a h, logo

llgn]
T(n) = Y ollen)=hp
h=1

IA
(]
s
>

Andlise de Algoritmos — 22 sem 2019

34 /82



T(n) é O(n)
Prova:
Consumo de DESCE-HEAP (A, n, i) é proporcional a h, logo

llgn]
T(n) = Y olenl=hp
h=1

IA
(]
s
>

< 1 2 3 |lgn]
=~ n §+2—2+§+ +2Ugﬂj
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T(n) é O(n)
Prova:
Consumo de DESCE-HEAP (A, n, i) é proporcional a h, logo

llgn]
T(n) = Y olenl=hp
h=1

IA
(]
s
>

IN

1 2 3 |lgn]
n §+2—2+§+ +2ngnj

1/2

nm = 2n.
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T(n) é O(n)

Prova:
O consumo de tempo de DESCE-HEAP (A, n, i) é O(h), onde h é a
altura da arvore de raiz i. Logo,

Llgn]

T(n) = Y 2lenl=ho(n)
h=0
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T(n) é O(n)

Prova:
O consumo de tempo de DESCE-HEAP (A, n, i) é O(h), onde h é a
altura da arvore de raiz i. Logo,

Llgn]

T(n) = Y 2lenl=ho(n)

h=0
Llgn] h

(s 8)

h=0
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T(n) é O(n)

Prova:

O consumo de tempo de DESCE-HEAP (A, n, i) é O(h), onde h é a

altura da arvore de raiz i. Logo,

Llgn]

T(n) = Y 2lenl=ho(n)

h=0
Llgn] h

(s 8)

h=0

_ o<§%2_”,,>
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T(n) é O(n)

Prova:
O consumo de tempo de DESCE-HEAP (A, n, i) é O(h), onde h é a
altura da arvore de raiz i. Logo,

llgn]
T(n) = Y 2lenl=ho(n)
h=0
llgn] h
ol )
h=0

>, h
= Oln —
1/2
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

46]41[34[23[30] 21]14[17] 12] 15]13] 10|

Andlise de Algoritmos — 22 sem 2019 41/82



Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

10]41[34]23[30] 21]14[17] 12] 15[ 13| 46
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

41[10[34 23 30] 21[14[17 ] 12] 15|13 | 46]
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

41[30[3423]10]21[14[17] 12] 15|13 | 46]
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

41[30[34|23]15]21[14[17] 12] 1013 | 46]
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

41[30[34|23|15]21[14[17] 12] 1013 | 46]
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

13[30[34 |23 15| 21[14[17] 12| 1041 | 46]
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

113[30[34[23[15] 21]14[17] 12] 10[41 | 46|
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

134]30[13]23[15] 21]14[17] 12] 10[41 | 46|
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

134]30]21[23[15] 13[14[17] 12] 10[41 | 46|
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

134]30]21[23[15] 13[14[17] 12] 10[41 | 46|
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

10[30 |21 |23 15[ 13[14[17] 12]34 41 | 46]
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

10[30 |21 |23 15[ 13[14[17 ] 12]34 41 | 46]
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

30[10]21 |23 15[ 13[14[17] 12]34 41 | 46]
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

30[23]21|10|15]13[14[17] 12]34 41 | 46]
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

30[23]21 |17 |15]13[14[10| 12]34 41 | 46]
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

30[23]21 |17 15[ 13[14[10 | 12]34 41 | 46]
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Heap sort

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

12[23]21 |17 15[ 13[14[10| 30|34 41 | 46]
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Heap sort

Algoritmo rearranja A[1..n] em ordem crescente.

HEAPSORT (A, n)
0 CONSTROI-HEAP(A,n) > pré-processamento
1 m<n

2 para i < n decrescendo até 2 faca

3 A[1] + A[/]

4 m+—m-—1

5 DESCE-HEAP (A, m, 1)

RelacGes invariantes: Na linha 2 vale que:
(i0) A[m+1..n] é crescente;

(i1) A[l..m] <A[lm—+1];

(i2) A[l..m] é um heap.
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Consumo de tempo

linha todas as execucdes da linha
= O(n)
= O(1)
O(n)
= O(n)
©(n)
5 = nO(lgn)

total = nO(lgn)+O(n) =0(nlgn)

O consumo de tempo do algoritmo HEAPSORT é O(nlgn).
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Limites inferiores

CLRS 8.1
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Ordenacgao: limite inferior
Problema: Rearranjar um vetor A[l..n| de modo que
ele fique em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).
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Ordenacgao: limite inferior

Problema: Rearranjar um vetor A[l..n| de modo que
ele fique em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).

Existe algoritmo assintoticamente melhor?
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Ordenacgao: limite inferior

Problema: Rearranjar um vetor A[l..n| de modo que
ele fique em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).
Existe algoritmo assintoticamente melhor?

NAO, se o algoritmo é baseado em comparacdes.

Prova?
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Ordenacgao: limite inferior
Problema: Rearranjar um vetor A[l..n| de modo que
ele fique em ordem crescente.
Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).
Existe algoritmo assintoticamente melhor?

NAO, se o algoritmo é baseado em comparacdes.

Prova?

Qualquer algoritmo baseado em comparacGes
é uma “arvore de decisdo”.
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Exemplo

ORDENA-POR-INSERCAO (A[1..3]):

A[L] < A[2)?

SIM NAO
Al2] < Al3)? Al1] < A[3)?
SIM NAO SIM NAO
AlL<ARI<AB] Al < AB]? A2)<A[L]<A[3] Al2) < Aj3]?
N TN
Al<A[B]<A[2] AlBl<A[1]<A[2] ARI<ABIA[L]  ABI<A[RI<A[l]
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Limite inferior

Considere uma arvore de decisdo para A[l..n].
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Limite inferior

Considere uma arvore de decisdo para A[l..n].

Nimero de comparacdes, no pior caso?
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Limite inferior

Considere uma arvore de decisdo para A[l..n].

Nimero de comparacdes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decis3o.

Andlise de Algoritmos — 22 sem 2019

69 /82



Limite inferior

Considere uma arvore de decisdo para A[l..n].

Nimero de comparacdes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decis3o.

Todas as n! permutacdes de 1,...,n devem ser folhas.
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Limite inferior

Considere uma arvore de decisdo para A[l..n].

Nimero de comparacdes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decis3o.

Todas as n! permutacdes de 1,...,n devem ser folhas.

Toda arvore binaria de altura h tem no maximo 2" folhas.
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Limite inferior

Considere uma arvore de decisdo para A[l..n].

Nimero de comparacdes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decis3o.

Todas as n! permutacdes de 1,...,n devem ser folhas.
Toda arvore binéria de altura h tem no méaximo 2 folhas.

Prova: Por inducdo em h. A afirmacdo vale para h=0.
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Limite inferior

Considere uma arvore de decisdo para A[l..n].

Nimero de comparacdes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decis3o.

Todas as n! permutacdes de 1,...,n devem ser folhas.
Toda arvore binéria de altura h tem no méaximo 2 folhas.

Prova: Por inducdo em h. A afirmacdo vale para h=0.
Suponha que a afirmacdo vale para toda arvore binéria de altura
menor que h, para h > 1.
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Limite inferior

Considere uma arvore de decisdo para A[l..n].

Nimero de comparacdes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decis3o.

Todas as n! permutacdes de 1,...,n devem ser folhas.
Toda arvore binéria de altura h tem no méaximo 2 folhas.

Prova: Por inducdo em h. A afirmacdo vale para h=0.
Suponha que a afirmacdo vale para toda arvore binaria de altura
menor que h, para h > 1.

Nimero de folhas de arvore de altura h é a soma do nimero de
folhas das subarvores, que tém altura < h— 1.

Andlise de Algoritmos — 22 sem 2019 74 /82



Limite inferior

Considere uma arvore de decisdo para A[l..n].

Nidmero de comparacdes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decis3o.

Todas as n! permutacdes de 1,...,n devem ser folhas.
Toda arvore binaria de altura h tem no maximo 2" folhas.

Prova: Por inducdo em h. A afirmacdo vale para h=0.
Suponha que a afirmacdo vale para toda arvore binaria de altura
menor que h, para h > 1.

Nimero de folhas de arvore de altura h é a soma do nimero de
folhas das subarvores, que tém altura < h—1.

Logo, o niimero de folhas de uma arvore de altura h é

< 2x 21 — oh
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Limite inferior

Assim, devemos ter 2" > nl, donde h > Ig(n!).

Andlise de Algoritmos — 22 sem 2019 76 /82



Limite inferior

Assim, devemos ter 2" > nl, donde h > Ig(n!).

n ng
I > i > | =
! _I];[I_(2>
—2
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Limite inferior

Assim, devemos ter 2" > nl, donde h > Ig(n!).

Portanto,
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Limite inferior

Assim, devemos ter 2" > nl, donde h > Ig(n!).
> ﬁ . S (n)g
nl > ,'_nl = |3
=2

Portanto,

—_

h > lg(n!) > En(lgn—l).

Mais precisamente, a formula de Stirling diz que

o =) (0(3))
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Limite inferior

Assim, devemos ter 2" > nl, donde h > Ig(n!).
> ﬁ . S (n)g
nl > ,'_nl = |3
=2

Portanto,

—_

h > lg(n!) > En(lgn—l).

Mais precisamente, a formula de Stirling diz que

o =) (0(3))

Disso, temos que h > lg(n!) > Ig(2)" = n(lgn—Ige).
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Conclusao

Todo algoritmo de ordenacio
baseado em comparacdes faz

Q(nlgn)

comparacoes no pior caso.
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Portanto...

MERGESORT e HEAPSORT s3o assintoticamente étimos!
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