Quicksort e Select Aleatorizados

CLRS Secs 7.3, 7.4 e 9.2



Particione

Rearranja A[p..r] de modoque p<g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..1]

PARTICIONE (A, p, r)
x < Alr] > x & o "pivd”
I+ p—1
para j < p até r — 1 faca
se A[j] < x
entio/+ i +1
Alll < Al
Ali+1] « Alr]
devolva / + 1

0 NO 1T WN -

Invariantes: no comeco de cada iteracdo de 3-6,
(i0) Alp..i] < x (i1) Ali+1..j-1] > x (i2) Ald] = x



Particione

Rearranja A[p..r] de modoque p<g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..1]

PARTICIONE (A, p, r)
x < Alr] > x & 0 "pivd”
I+ p—1
para j < p até r — 1 faca
se A[j] < x
entio/+ i +1
Alll <+ Al
Ali+1] « Alr]
devolva / + 1

0 NO 1T WN -

Consumo de tempo: ©(n) onde n:=r — p.
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PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i<+ RANDOM (p,r)

2 Al + Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i<+ RANDOM (p,r)

2 Al + Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

QUICKSORT-ALE (A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALE (A, p, g — 1)

4 QUICKSORT-ALE (A, g+ 1,r)

Consumo esperado de tempo?

Basta contar o namero esperado de comparacdes na linha 4 do
PARTICIONE.



Consumo esperado de tempo

Basta contar o niamero esperado de comparacdes na linha 4 do
PARTICIONE.

PARTICIONE (A, p, r)
x < Alr] > x & 0 "pivd”
I+ p—1
para j < p até r — 1 faca
se A[j] < x
entio /i + i +1
Alll <+ Al
A[i+1] < A[r]
devolva / + 1

WO ~NO OB~ WN -



Consumo de tempo esperado

Suponha A[p..r] permutagdo de 1..n.

Xsp = namero de comparacdes entre a e b na
linha 4 do PARTICIONE do QUICKSORT-ALE;
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Suponha A[p..r] permutagdo de 1..n.

Xsp = namero de comparacdes entre a e b na
linha 4 do PARTICIONE do QUICKSORT-ALE;
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X = total de comparagdes “A[j] < x"

n—1 n
- T e
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a=1 b=a+1



Consumo de tempo esperado

Suponha A[p..r] permutagdo de 1..n.

Xsp = namero de comparacdes entre a e b na
linha 4 do PARTICIONE do QUICKSORT-ALE;

Queremos calcular

X = total de comparagdes “A[j] < x"

n—1 n
- T e

a=1 b=a+1

EX = 3 > Bl = 33 PriXe-1}

a=1 b=a+1 a=1 b=a+1



Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

1 se primeiro pivd em {a,...,b} €aou b
Xab = P
0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 17



Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

1 se primeiro pivd em {a,...,b} €aou b
Xab = P
0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 17
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Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

1 se primeiro pivd em {a,...,b} €aou b
)Qb:: P
0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 17

1 N 1
b—a+1 b—a+1

Pr{)gb::1} = = EH)Qb]

n—1 n
X233 X

a=1 b=a+1
E[X] = 7777



Consumo de tempo esperado

E[X] = z_: > Pr{Xe,=1}

a=1 b=a+1



Consumo de tempo esperado

n—=1 n
BX] = > > PriXp=1}
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Consumo de tempo esperado

n—=1 n
BX] = > > PriXp=1}

a=1 b=a+1

n—1 n 2
- az_:lb_za;rl b—a+1
n—1n—a 2
=20 1

a=1 k=1



Consumo de tempo esperado

n—=1 n
BX] = > > PriXp=1}

a=1 b=a+1

- Z Z b—a+1

a=1 b=a+1

n—1 n—a

=22 k+1

a=1 k=1

n—1
2(

14+

=
N[=

(]

a=1

S|



Consumo de tempo esperado

n—=1 n
BX] = > > PriXp=1}

a=1 b=a+1

- Z Z b—a+1

a=1 b=a+1

n—1 n—a

=22 k+1

a=1 k=1
n—1

< 2n (%4_%4_4_%) < 2n(1+1Inn) CLRS (A7), p.1060



Conclusdes

O consumo de tempo esperado do
algoritmo QUICKSORT-ALE é O(nlog n).

Do exercicio 7.4-4 do CLRS temos que

O consumo de tempo esperado do
algoritmo QUICKSORT-ALE é ©(nlog n).




Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 /< RANDOM (p,r)

2 Al & Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

SELECT-ALEA (A, p, r, k)
1 se p < r entao
2 g < PARTICIONE-ALEA (A, p, r)
sek=qg—p+1
entdo devolva A[q]
sek<g—p+1
entdo SELECT-ALEA (A, p,q — 1, k)
sendo SELECT-ALEA(A, g +1,r,k—(q—p+1))

~NOo ok~ W



Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i< RANDOM (p,r)

2 Al & Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

SELECT-ALEA (A, p, r, k)
1 se p < r entao
2 g < PARTICIONE-ALEA (A, p, r)
sek=qg—p+1
entdo devolva A[q]
sek<g—p+1
entdo SELECT-ALEA (A, p,q — 1, k)
sendo SELECT-ALEA(A, g +1,r,k—(q—p+1))

~NOo ok~ W

Consumo esperado de tempo?



Consumo de tempo esperado

Suponha A[p..r] permutagdo de 1..n.

Xsp = namero de comparacdes entre a e b na
linha 4 do PARTICIONE do SELECT-ALEA.

Observe que X, n3o é a mesma de antes.

De novo, queremos calcular

n—1 n
X = total de comparagdes “A[j] < x" = Z Z Xsb.
a=1 b=a+1



Consumo de tempo esperado

Suponha A[p..r] permutagdo de 1..n.

Xsp = namero de comparacdes entre a e b na
linha 4 do PARTICIONE do SELECT-ALEA.

Observe que X, n3o é a mesma de antes.

De novo, queremos calcular

n—1 n
X = total de comparagdes “A[j] < x" = Z Z Xsb.
a=1 b=a+1
Na verdade,

n=1 n n=1 n
EX] = > > EXa] = > Y PriX,=1}

a=1 b=a+1 a=1 b=a+1



Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.

Supondo a < b,

Xab:{ L
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Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.

Supondo a < b,

o 1 se primeiro pivé em {a,...,n} éaoub
ab 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 17

1 1
Pr{XQb:l} - n—a+1+n—a+1 - E[Xab]




Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.

Supondo a < b,

o 1 se primeiro pivé em {a,...,n} éaoub
ab 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 17

1 1
Pr{XQb:l} - n—a+1+n—a+1 - E[Xab]

n—1 n
X=X

a=1 b=a+1



Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.
Supondo a < b,

o 1 se primeiro pivé em {a,...,n} éaoub
ab 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 17

1 1
Pr{XQb:l} - n—a+1+n—a+1 - E[Xab]

n—1 n
X=X

a=1 b=a+1
E[X] = 7777




Consumo de tempo esperado

n=1 n n=1 n
EX] = > > ElXas] = Y > PriXa=1}

a=1 b=a+1 a=1 b=a+1
n—1 n
> =
N n—a+1
a=1 b=a+1 +
n—1
N ZQ(n—a)
N n—a+1
a=1
n—1



Consumo de tempo esperado

n=1 n n=1 n
EX] = > > ElXas] = Y > PriXa=1}

a=1 b=a+1 a=1 b=a+1
S
a=1b=a+1 n—a+l
B "2_52(n—a)
a:ln—a—kl
n—1
< ZZ < 2n
a=1

Exercicio: Refaca os calculos para um k arbitrario.



Conclusdes

O consumo de tempo esperado do
algoritmo SELECT-ALEA é O(n).




Par de Pontos Mais Préximos

KT Sec 13.7



Par de pontos mais préximos

Problema: Dados n pontos no plano,
determinar dois deles que estdo a distdncia minima.
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Par de pontos mais préximos

Problema: Dados n pontos no plano,
determinar dois deles que estdo a distdncia minima.

Esta aula: algoritmo aleatorizado cujo
consumo esperado de tempo é O(n).

Hipotese simplificadora:
todos os pontos estdo no quadrado [0, 1] x [0, 1].



Esboco do algoritmo
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Esboco do algoritmo

Problema: Dados n pontos no quadrado [0, 1] x [0, 1],
determinar dois deles que estdo a distdncia minima.

Seja 0 = dist(p1, p2) e Qi = (5, (i+21)(i) x (&, @),

para i,k =0,...,N, onde N = [2/0].




Esboco do algoritmo

Problema: Dados n pontos no quadrado [0, 1] x [0, 1],
determinar dois deles que estdo a distdncia minima.

Seja 0 = dist(p1, p2) e Qi = (5, ("Jrzl)d) x (5 M),
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para i,k =0,...,N, onde N = [2/0].

Para j < 3 até n faca:
Seja S o conjunto de pares (i, k) tais que
existe um ponto p, com ¢ < j no quadrado Q; «.



Esboco do algoritmo

Problema: Dados n pontos no quadrado [0, 1] x [0, 1],
determinar dois deles que estdo a distdncia minima.

Seja 0= diSt(plv,DZ) € Qi,k = (%) (i+21)(i) X (%7 (k21)15)7

para i,k =0,...,N, onde N = [2/0].

Para j < 3 até n faca:
Seja S o conjunto de pares (i, k) tais que
existe um ponto p, com ¢ < j no quadrado Q; «.

Calcule (r,s) tal que p; esta em Q.

Para cada (i, k) em S tal que |[r —i|<2e|s— k| <2
calcule dist(pj, pg) onde £ < j e pp € Q;
e atualize § quando necessario.



Esboco do algoritmo

Problema: Dados n pontos no quadrado [0, 1] x [0, 1],
determinar dois deles que estdo a distdncia minima.

Seja 0= diSt(plv,DZ) € Qi,k = (%) (i+21)(i) X (%7 (k21)15)7

para i,k =0,...,N, onde N = [2/0].

Para j < 3 até n faca:
Seja S o conjunto de pares (i, k) tais que
existe um ponto p, com ¢ < j no quadrado Q; «.
Calcule (r,s) tal que p; esta em Q.

Para cada (i, k) em S tal que |[r —i|<2e|s— k| <2
calcule dist(pj, pg) onde £ < j e pp € Q;
e atualize § quando necessario.

Devolva 4.
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Como fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)?
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Que ED usar para armazenar S?

Que operacdes sofre S?
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Consumo de tempo estimado

Como fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)?
Que ED usar para armazenar S?

Que operacdes sofre S?
Por iteragdo, uma inserco e algumas consultas.

Em algumas iteracBes, S muda totalmente...

Seria bom se...
inser¢des e buscas consumissem tempo (esperado) O(1).

Que ED atinge isso? Hashing!



Primeira tentativa

Distancia(p, n)
1 0« dist(p1, p2)
2 seja (ig, ko) tal que p, € Qj, , para £ =1,2
3 CR|E-HASH|NG(H) |NS|RA(H, il,kl,pl) |NS|RA(H, fz,kz,pz)



Primeira tentativa

Distancia(p, n)
1 0« dist(p1, p2)
seja (ig, ke) tal que py € Qj, x, para £ =1,2
CR|E-HASH|NG(H) |NS|RA(H, il,kl,pl) |NS|RA(H, fz,kz,pz)

para j < 3 até n faca
seja (r,s) tal que p; € Qs
para t + —2 até 2 faca
para u < —2 até 2 faca
se PERTENCE(H, r + t,s + u)
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Distancia(p, n)
1 0« dist(p1, p2)
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Primeira tentativa

Distancia(p, n)
1 0« dist(p1, p2)
seja (ig, ke) tal que py € Qj, x, para £ =1,2
CR|E-HASH|NG(H) |NS|RA(H, il,kl,pl) |NS|RA(H, fz,kz,pz)

para j < 3 até n faca
seja (r,s) tal que p; € Qs
para t, u < —2 até 2 faca
se PERTENCE(H, r + t,s + u)

entdo seja p; € Qrit,s4u cOm L < j
se 0 > dist(pj, p;) entdo o < dist(p;, pr)
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Primeira tentativa

Distancia(p, n)
1 0« dist(p1, p2)

2 seja (ig, ko) tal que p, € Qj, , para £ =1,2

3 CR|E-HASH|NG(H) |NS|RA(H, il,kl,pl) |NS|RA(H, fz,kz,pz)
4 para j < 3 até n faca

5 seja (r,s) tal que p; € Qs

6 para t, u < —2 até 2 faca

7 se PERTENCE(H, r + t, s + u)

8 entdo seja p; € Qrit,s4u cOm L < j

9 se 0 > dist(pj, p;) entdo o < dist(p;, pr)
10 se 0 foi alterado nessa iteracdo
11 entdo RECONSTRUA(H, p, j)
12 sendo INSIRA(H, r, s, p;j)

13 devolva ¢



Primeira tentativa

Distancia(p, n)
1 0« dist(p1, p2)

2 seja (ig, ko) tal que p, € Qj, , para £ =1,2

3 CR|E-HASH|NG(H) |NS|RA(H, il,kl,pl) |NS|RA(H, fz,kz,pz)
4 para j < 3 até n faca

5 seja (r,s) tal que p; € Qs

6 para t, u < —2 até 2 faca

7 se PERTENCE(H, r + t, s + u)

8 entdo seja p; € Qrit,s4u cOm L < j

9 se 0 > dist(pj, p;) entdo o < dist(p;, pr)
10 se 0 foi alterado nessa iteracdo
11 entdo RECONSTRUA(H, p, j)
12 sendo INSIRA(H, r, s, p;j)

13 devolva ¢

Consumo de tempo esperado: O(n) exceto pela linha 11.



Vers3o final

Distancia(p, n)
1 EM BARALHE(,D, n) > permutac3do aleatéria dos pontos dados
0 < dist(p1, p2)
seja (ig, ke) tal que py € Qj, x, para £ =1,2
CR|E-HASH|NG(H) |NS|RA(H, il,kl,pl) |NS|RA(H, fz,kz,pz)
para j < 3 até n faca
seja (r,s) tal que p; € Qs
para t, u < —1 até 1 faca
se PERTENCE(H, r + t,s + u)
entdo seja p; € Qrit,s4u cOM L < j
se 0 < dist(pj, p;) entdo o < dist(p;, pr)
se 0 foi alterado nessa iteracdo
entdo RECONSTRUA(H, p, j)
sendo INSIRA(H, r, s, p;j)
devolva o
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Vers3o final

Distancia(p, n)

1

© 00 NO Ol WN

[
N = O

13
14

EM BARALHE(,D, n) > permutac3do aleatéria dos pontos dados
0 < dist(p1, p2)
seja (ig, ke) tal que py € Qj, x, para £ =1,2
CR|E-HASH|NG(H) |NS|RA(H, il,kl,pl) |NS|RA(H, fz,kz,pz)
para j < 3 até n faca
seja (r,s) tal que p; € Qs
para t, u < —1 até 1 faca
se PERTENCE(H, r + t,s + u)
entdo seja p; € Qrit,s4u cOM L < j
se 0 < dist(pj, p;) entdo o < dist(p;, pr)
se 0 foi alterado nessa iteracdo
entdo RECONSTRUA(H, p, j)
sendo INSIRA(H, r, s, p;j)
devolva o

Qual é o consumo de tempo esperado?



Consumo de tempo

Seja X o namero de insercdes em H.

O consumo de tempo é proporcional a E[X].
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n

X =) 1+(-1)x) < n+§njj><j
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Consumo de tempo

Seja X o namero de insercdes em H.

O consumo de tempo é proporcional a E[X].

Seja X; a variavel binaria que vale 1 sse
a linha 12 foi executada na iteragdo j.

n

X =) 1+(-1)x) < n+§njj><j
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Mas ent3o

BIX < nt SOBDG) = 04307 PG = 1),



Consumo de tempo

Seja X o namero de insercdes em H.
O consumo de tempo é proporcional a E[X].
Seja X; a variavel binaria que vale 1 sse

a linha 12 foi executada na iteragdo j.

n

X =) 1+(-1)x) < n+§njj><j

j=1 j=1

Mas ent3o
E[X] < n+) JEX] = n+> jPr{X =1}
j=1 j=1

Note que Pr{X; =1} < 2/j, logo E[X] < n+2n=3n.



