Topicos de Analise de Algoritmos

Analise amortizada

Sec 17.4 Tabelas dindmicas do CLRS

Parte das notas de aula de um curso do Robert Tarjan.

“Amortized Analysis Explained’

por Rebecca Fiebrink, Princeton University



Tabelas dindmicas

Vetor que sofre insercées. Cada inserc3o custa 1.
Inicialmente o vetor tem 0 posicdes.

Na primeira insercdo, um vetor com uma posicio é alocado,
e o item em quest3o & inserido.

A cada inserc3o em que o vetor esta cheio, antes da insercio
propriamente dita, um vetor do dobro do tamanho é alocado,
o vetor anterior & copiado para o novo vetor e depois é desalocado.

O custo no pior caso de uma inserc3o é alto,
pois pode haver uma realocacdo.
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Tabelas dindmicas
Parai=0,1,2,....,n—1,

o 1  se i ndo é poténcia de 2
"1 i+1 seiépoténciade?2

Chame de velho um item que ja estava no vetor
no momento da dltima realocacdo do vetor,
e de novos os itens inseridos apds a altima realocaco.

Método potencial:

Que funcdo potencial vocé usaria neste caso?

Tome ®(T) como duas vezes o nimero de elementos novos em T.

Note que ®(Tp) =0e ®(T;) > 0.



Tabelas dindmicas
Parai=0,1,2,....,n—1,
o — { 1  se i ndo é poténcia de 2
1

i+1 seiépoténcia de 2

Chame de velho um item que ja estava no vetor
no momento da dltima realocacdo do vetor,
e de novos os itens inseridos apds a altima realocaco.

Método potencial:
Tome &(T) = 2num(T) — size(T),

onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) & o tamanho de T.



Tabelas dindmicas
Parai=0,1,2,....,n—1,
o — { 1  se i ndo é poténcia de 2
1

i+1 seiépoténcia de 2

Chame de velho um item que ja estava no vetor
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Tabelas dindmicas: método potencial
Parai=0,1,2,....,n—1,

o 1  se i n3o é poténcia de 2
"7l i+1 seiépoténciade?2

Tome &(T) = 2num(T) — size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) & o tamanho de T.

Vamos calcular & = ¢; + ®(T;) — ¢(T;-1).
Dois casos:

» j ndo é poténcia de 2.



Tabelas dindmicas: método potencial
Parai=0,1,2,....,n—1,

o 1  se i n3o é poténcia de 2
! i+1 seiépoténcia de 2

Tome &(T) = 2num(T) — size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) & o tamanho de T.

Vamos calcular & = ¢; + ®(T;) — ¢(T;-1).
Dois casos:

» j ndo é poténcia de 2.
num(T;) =num(T;_1)+1 e size(T;) = size(T; 1).



Tabelas dindmicas: método potencial
Parai=0,1,2,....,n—1,

o 1  se i n3o é poténcia de 2
! i+1 seiépoténcia de 2

Tome &(T) = 2num(T) — size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) & o tamanho de T.

Vamos calcular & = ¢; + ®(T;) — ¢(T;-1).
Dois casos:
» j ndo é poténcia de 2.
num(7T;) =num(7T;—1)+1 e size(T;) =size(T;_1).
G = c+(T;)—d(Ti—1)
= 14 (2num(T;) —size(T;)) — (2num(7T;—1) — size(Ti_1))
= 14240 = 3.
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Tabelas dindmicas: método potencial

Parai=0,1,2,....,n—1,

o 1  se i n3o é poténcia de 2
! i+1 seiépoténcia de 2

Tome &(T) = 2num(T) — size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) & o tamanho de T.

Dois casos:
» j ndo é poténcia de 2: ¢ = 3.
> | é poténcia de 2. _
num(7;) =num(T;—1)+1=2"4+1 e
size(T;) = 2size(T;—1) = 2num(T;_1).
& = ¢+ ®(T;)—&(Ti1)
= ¢ + (2num(T;) —size(T;)) — (2num(T;—q) — size(Ti_1))
= num(7T;)+2—num(7T;—;) = 3.



Tabelas dindmicas: método potencial

Parai=0,1,2,....,n—1,

o 1  se i ndo é poténcia de 2
"1 i+1 seiépoténciade?2

Tome &(T) = 2num(T) — size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) & o tamanho de T.

Dois casos:
» j ndo é poténcia de 2: ¢ = 3.

> | & poténcia de 2: ¢ = 3.

Conclusdo: custo amortizado por insercdo é 3.
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Move to front

Considere uma lista ligada.
Custo do acesso ao /-ésimo elemento: /.

Custo de trocar dois elementos consecutivos de lugar:
constante, descontado o tempo de acessar um deles.

Heuristica MTF:
ao acessar o elemento x, mova-o para o inicio da lista.

Com MTF, custo do acesso ao i-ésimo elemento: 2/ — 1.
Considere uma sequéncia de acessos a lista.

Qual é o custo de MTF se comparado
com um algoritmo étimo de acesso?



Move to front

Lista ligada e sequéncia de acessos a ela.

Heuristica MTF:
ao acessar o elemento x, mova-o para o inicio da lista.

Acesso ao /-ésimo elemento custa 2/ — 1.

Qual é o custo de MTF se comparado
com um algoritmo étimo de acesso?



Move to front

Lista ligada e sequéncia de acessos a ela.

Heuristica MTF:
ao acessar o elemento x, mova-o para o inicio da lista.

Acesso ao /-ésimo elemento custa 2/ — 1.

Qual é o custo de MTF se comparado
com um algoritmo étimo de acesso?

A: algoritmo arbitrario de acesso a lista.

Analise amortizada:

custo do MTF < 4 vezes o custo de A.
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Operacdes sobre a lista

Acesso e troca com anterior.

Funcdo potencial ®: 2 vezes o namero de inversées
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

Seja x o elemento acessado.

Seja k a posicdo de x na lista de MTF.

Seja / a posicdo de x na lista de A.

Suponha que A n3o troca ninguém de lugar.
Custo pelo acesso a x por MTF: 2k — 1.

Custo pelo acesso a x por A: i
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Custo amortizado do acesso

Funcdo potencial ®: 2 vezes o namero de inversées
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

k: posicdo de x na lista de MTF.
i: posicdo de x na lista de A.

Em MTF, depois do acesso,
pares com x e cada um dos k — 1 elementos trocaram de posic3o.

Existem / — 1 elementos na lista de A na frente de x.

< min{k—1,/—1} inversdes a mais depois do acesso

V

(k —1) — min{k—1,/—1} inversdes a menos

Entdo A® < 2(2min{k—1,/—1} — (k — 1)).
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Custo amortizado do acesso

Funcdo potencial ®: 2 vezes o namero de inversées
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

A® < 4min{k—1,i—1} — 2(k — 1).

Custo amortizado:
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Custo amortizado do acesso

Funcdo potencial ®: 2 vezes o namero de inversées
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

A® < 4min{k—1,i—1} — 2(k — 1).

Custo amortizado:

¢ = c+A®
< 2k—1+4min{k—1,i—1} —2(k —1)
< 14 4min{k-1,/—-1}
< 4.

Logo o custo amortizado por acesso de A &€ no maximo 4.
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Custo amortizado
Funcdo potencial ®: 2 vezes o niimero de inversdes
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

O custo amortizado por acesso € no maximo 4
em relacdo ao custo de A... se A n3o fizer trocas...

E se A fizer trocas também?
Com uma troca, o custo de A sobe de 1.

E o potencial, como se altera?  Sobe ou desce de 2.

Ou seja, o custo de A &/ + t,
onde t & o nimero de trocas de A apds o acesso de x,
e A® < 4min{k—1,/—1} — 2(k — 1) + 2t.
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Custo amortizado
Funcdo potencial ®: 2 vezes o niimero de inversdes
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

O custo amortizado por acesso € no maximo 4
em relacdo ao custo de A... se A n3o fizer trocas...

E se A fizer trocas também?
Com uma troca, o custo de A sobe de 1.

E o potencial, como se altera?  Sobe ou desce de 2.

Ou seja, o custo de A &/ + t,
onde t & o nimero de trocas de A apds o acesso de x,
e A® < 4min{k—1,/—1} — 2(k — 1) + 2t.

Custo amortizado: & < 4/ +2t < 4(i +t).

Custo amortizado por operacdo de A é no maximo 4.



Préximos capitulos

Proxima aula: splay trees

Aula seguinte: union-find

Agora: discussdo do exercicio 10 da lista 3.
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exercicio 12 do KT dar uma resposta correta, ou seja, um s-t corte
minimo, & exponencialmente pequena no nimero n de vértices de G.
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Algoritmo de Karger sugerido no exercicio 12 do KT:

Remova de G qualquer aresta entre s e t.

Escolha aleatoriamente, com probabilidade uniforme, uma aresta de G.
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Exercicio 10 da lista 3

Algoritmo de Karger sugerido no exercicio 12 do KT:

Remova de G qualquer aresta entre s e t.

Escolha aleatoriamente, com probabilidade uniforme, uma aresta de G.
Contraia e repita até que restem apenas os vértices s e t.

Devolva E¢ juntamente com todas as arestas entre s e t removidas.

Ha dois s-t cortes minimos: d(s) e &(t).
s t Fixe um deles, digamos C* = §(s).

Vamos delimitar Pr[C* ser a resposta].

Suponha que fizemos i contracbes e C* ainda aparece em G.

Que cara teria o grafo G depois destas i contracées?



Exercicio 10 da lista 3

Algoritmo de Karger sugerido no exercicio 12 do KT:

Remova de G qualquer aresta entre s e t.
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Algoritmo de Karger sugerido no exercicio 12 do KT:
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Exercicio 10 da lista 3

Algoritmo de Karger sugerido no exercicio 12 do KT:

Remova de G qualquer aresta entre s e t.

Escolha aleatoriamente, com probabilidade uniforme, uma aresta de G.
Contraia e repita até que restem apenas os vértices s e t.

Devolva E¢ juntamente com todas as arestas entre s e t removidas.

Suponha que fizemos i contracdes
e C* = )(s) ainda aparece em G.

Restam n — i vértices em G.

Chame de t o vértice resultante da
contracdo de qualquer aresta incidente a t.

Neste ponto, G teria n — i — 2 + d arestas incidentes a s,
e mais menos de 3(n — i — 2 4 d) arestas:



Exercicio 10 da lista 3

Algoritmo de Karger sugerido no exercicio 12 do KT:

Remova de G qualquer aresta entre s e t.

Escolha aleatoriamente, com probabilidade uniforme, uma aresta de G.
Contraia e repita até que restem apenas os vértices s e t.

Devolva E¢ juntamente com todas as arestas entre s e t removidas.

Suponha que fizemos i contracdes
e C* = )(s) ainda aparece em G.

Restam n — i vértices em G.

Chame de t o vértice resultante da
contracdo de qualquer aresta incidente a t.

Neste ponto, G teria n — i — 2 + d arestas incidentes a s,
e mais menos de 3(n — i — 2 4 d) arestas:
n— i — 2+ d arestas incidentes a t, correspondentes as de s,



Exercicio 10 da lista 3

Algoritmo de Karger sugerido no exercicio 12 do KT:

Remova de G qualquer aresta entre s e t.

Escolha aleatoriamente, com probabilidade uniforme, uma aresta de G.
Contraia e repita até que restem apenas os vértices s e t.

Devolva E¢ juntamente com todas as arestas entre s e t removidas.
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e mais menos de 3(n — i — 2 4 d) arestas:
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e um passeio com pelo menos n — j — 3 arestas, visitando os vértices
distintos de s e t, que eventualmente passa por t algumas vezes.
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Suponha que fizemos i contracées
e C* = 0(s) ainda aparece em G.

s t Restam n — i vértices em G.

Chame de t o vértice resultante da
contracdo de qualquer aresta incidente a t.
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Cada passagem por t contribui com uma aresta extra,
para um total de no maximo 2(n — i — 3) arestas.

d: namero de arestas maltiplas incidentes a s
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e C* = 0(s) ainda aparece em G.

s t Restam n — i vértices em G.

Chame de t o vértice resultante da
contracdo de qualquer aresta incidente a t.

Neste ponto, G teria menos de 4(n — i — 2 + d) arestas,
sendo n — i — 2 + d delas incidentes a s.



Exercicio 10 da lista 3
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Logo, a probabilidade de uma aresta fora de C*
ser escolhida a cada iteragdo é menos de 3/4.
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E a chance de C* ser a saida do algoritmo & menos de (%)" :
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Suponha que fizemos i contracées
e C* = 0(s) ainda aparece em G.

s t Restam n — i vértices em G.

Chame de t o vértice resultante da
contracdo de qualquer aresta incidente a t.

Neste ponto, G teria menos de 4(n — i — 2 + d) arestas,
sendo n — i — 2 + d delas incidentes a s.

Logo, a probabilidade de uma aresta fora de C*

ser escolhida a cada iteragdo é menos de 3/4.

E a chance de C* ser a saida do algoritmo & menos de (%)"_2.
O mesmo vale para §(t) e a chance do algoritmo

. ~ n—2
dar uma resposta certa é ent3o0 menos de 2(%) .



