Topicos de Analise de Algoritmos

Algoritmos de aproximacdo

Mais alguns exemplos

Sec 2.4 deste livro de algoritmo de aproximacgao:
https://www.ime.usp.br/ cris/aprox/



Circuito hamiltoniano

G: grafo conexo




Circuito hamiltoniano

G: grafo conexo

Circuito hamiltoniano: circuito que passa por todos os vértices



Problema do Caixeiro Viajante

Dados
grafo completo G
comprimento ¢;; da aresta ij (ij € Eg)

Problema (TSP): Dados G e ¢, encontrar
circuito hamiltoniano C em G de comprimento ¢(C) minimo.



Variantes do Caixeiro Viajante

TSP métrico
» grafo completo
» fun¢do comprimento ¢ satisfaz
desigualdade triangular: £; < ly + £y Vi, j, k € Vg

k

N



Variantes do Caixeiro Viajante

TSP meétrico
» grafo completo
» funcdo comprimento ¢ satisfaz
desigualdade triangular: £; < ly + £y Vi, j, k € Vg

k

Resultados Conhecidos:

» NP-dificil mesmo se ¢, € {1,2} para toda aresta e [GJ79]
» Dificil de aproximar [SG76]

» 3/2-aproximagdo para o caso métrico [C76]

» PTAS para o caso euclideano [A98,M99]



2-aproxima¢do p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
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2-aproxima¢do p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo euleriano P (polinomial)

ciclo euleriano: passeio fechado que passa exatamente uma vez por cada aresta

(4) Obtenha de P circuito hamiltoniano C
(5) Devolva C
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2-Aproximac¢do p/o TSP Métrico

Algoritmo TSPM-Rosenkrantz-Stearn-Lewis (G, ()
T < mst(G, )
T+ T+T
P <« euler(T")
C < atalho(P)

devolve C

Tempo de execugdo: O(n?)

n: o namero de vértices de G
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2-Aproximac¢do p/o TSP Métrico

Delimitagdo inferior:  OPT > £(T)

onde T é arvore geradora de comprimento minimo

C*: circuito hamiltoniano de comprimento minimo
e: aresta de C*

C* — e é arvore geradora

OPT = #(C*) > U(C*—e) > T).
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2-Aproximac¢do p/o TSP Métrico

Delimitagdo inferior: OPT > ¢(T)

onde T é arvore geradora de comprimento minimo

C*: circuito hamiltoniano de comprimento minimo
e: aresta de C*

C* — e é arvore geradora

OPT = 6(C*) > ((C*—e) > (T). O

Teorema: TSPM-Rosenkrantz-Stearn-Lewis é uma
2-aproximac3o polinomial para o TSP métrico.

UC) < UP) = T') = 24T) < 20PT. O
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(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo
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Algoritmo de Christofides

(1) Arvore geradora de comprimento minimo

(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo

no subgrafo induzido pelos vértices de grau impar (polinomial)
(3) Junte os dois obtendo T euleriano

(4) Obtenha ciclo euleriano P de T’

(5) Obtenha de P circuito hamiltoniano C



Algoritmo de Christofides

(1) Arvore geradora de comprimento minimo

2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo

no subgrafo induzido pelos vértices de grau impar (polinomial)
(3) Junte os dois obtendo T euleriano

(4) Obtenha ciclo euleriano P de T’

(5) Obtenha de P circuito hamiltoniano C

(6) Devolva C



Algoritmo de Christofides

Algoritmo TSPM-Christofides (G, ¢)
T < mst(G, )
| < conjunto de veértices de grau impar de T
M <« edmonds(G[/], ¢)
T+~ T+M
P <« euler(T")
C < atalho(P)
devolve C

(G[/]: subgrafo de G induzido por /)



Algoritmo de Christofides

Algoritmo TSPM-Christofides (G, ¢)
T < mst(G, )
| < conjunto de veértices de grau impar de T
M <« edmonds(G[/], ¢)
T+~ T+M
P <« euler(T")
C < atalho(P)
devolve C

(G[/]: subgrafo de G induzido por /)

Tempo de execucio: n3

n: o namero de vértices de G
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Algoritmo de Christofides: analise

Uma segunda delimitagdo inferior: OPT > 2¢(M)
onde M é e. p. de comprimento minimo em G[/]

C*: circuito hamiltoniano de comprimento minimo
I: conj. vért. de grau impar de T (|/| & par)
C’: circuito induzido por C* em |/

C’ determina dois emparelhamentos perfeitos em G[/]: M; e M-



Algoritmo de Christofides: analise

Uma segunda delimitagdo inferior: OPT > 2¢(M)

onde M é e. p. de comprimento minimo em G[/].

Prova:
20(M) < £(My) + (M)
= {C
< UC) (pela desigualdade triangular)

I

O
S
H



Algoritmo de Christofides: analise

Teorema: TSPM-Christofides & uma
%—aproximagéo polinomial para o TSP métrico.



Algoritmo de Christofides: analise

Teorema: TSPM-Christofides & uma
%—aproximagéo polinomial para o TSP métrico.

Prova:

(9

IA

o)

o T)+ M)
OPT + % OPT
3

= OPT.
2



Algoritmo de Christofides: analise

Teorema: TSPM-Christofides & uma
%—aproximagéo polinomial para o TSP métrico.

(9

oT)

UT)+ (M)
OPT + % OPT
3

= OPT.
2

IA

Melhor algoritmo de aproximac3o conhecido para o TSP métrico.



Algoritmo de Christofides: exemplo justo
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Algoritmo de Christofides: exemplo justo

Christofides

2n + 1 vértices
Comprimento: 3n




Algoritmo de Christofides: exemplo justo

Christofides

2n + 1 vértices
Comprimento: 3n

Circuito 6timo
\ L L . L L . L L . /
° ° ° ° °

Comprimento: 2n+1




TSP Euclideano

PTAS: esquema de aproximacdo polinomial

(1 + €)-aproximagdo polinomial para todo € > 0 fixo
Arora’96 e Mitchel'96: PTAS para o TSP euclideano

Ideia:
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linomial para todo ¢ > 0 fixo

TSP Euclideano

PTAS: esquema de aproximagdo polinomial

-aproximac¢ao po

(1+¢€)

Arora’96 e Mitchel'96: PTAS para o TSP euclideano

Ideia:

-

[l milils Bt e S A e B
I I 1 I [ | 1 | |
I I 1 I [ | 1 | |
Lol _L_____L__4
I I 1 I [ | 1 | |
I I 1 I [ | 1 | |
| | 1 | [ | | | |
. n 2 n | T ]
| [ ] + ] 1 | |
| 1 I | 1 | |
. o S I T » I S
| 1 I [ | 1 | |
| 1 e 1 | 1 | |
] [ ! ' ! ' ! ]
iy’ el i e S L aiaiai
| 1 | 1 o, 1 | |
| 1 I [ [ [ | |
--d------g -+ --H---F--1
| 1 | [ | 1 | |
| 1 I 0 1 | |
e L _po__L__1
| T e 1 |
o! I [ 1 I
! ! 1 1 |

\\\\\ T

I
I



linomial para todo ¢ > 0 fixo

-aproximac¢ao po

(1+¢€)

Arora’96 e Mitchel'96: PTAS para o TSP euclideano

PTAS: esquema de aproximagdo polinomial

TSP Euclideano
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TSP Euclideano

PTAS: esquema de aproximagdo polinomial

(1 + €)-aproximagdo polinomial para todo € > 0 fixo

Arora’96 e Mitchel'96: PTAS para o TSP euclideano

|deia:

Circuito que respeita portal:
entra e sai dos quadrados da disseccdo através de portais.

Algoritmo: Encontra um circuito hamiltoniano mais curto
que respeita os portais por programacio dindmica.

Tal circuito esta t3o préximo quando se queira de um TSP tour.



Resultado de Inaproximabilidade

o : N — N funcio polinomialmente computavel

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir «(n)-aproximagao
polinomial p/o TSP(G,¢), onde n:=|Vg|, entdo P=NP.



Resultado de Inaproximabilidade

o : N — N funcio polinomialmente computavel

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir «(n)-aproximagao
polinomial p/o TSP(G,¥), onde n := |V;|, entdo P=NP.

Problema HC: Dado G, decidir se G tem ou n3o um circuito
hamiltoniano.

» NP-completo [K72]



Resultado de Inaproximabilidade

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir «(n)-aproximagao
polinomial p/o TSP(G,¢), onde n := |V;|, entdo P=NP.

a(n)-aproximagdo polinomial p/o TSP

4

algoritmo polinomial p/o HC



Resultado de Inaproximabilidade

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir «(n)-aproximagao
polinomial p/o TSP(G,¢), onde n := |V;|, entdo P=NP.

a(n)-aproximagdo polinomial p/o TSP «+ A

4

algoritmo polinomial p/o HC + B



Resultado de Inaproximabilidade

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir «(n)-aproximagao
polinomial p/o TSP(G,¢), onde n := |V;|, entdo P=NP.

a(n)-aproximagdo polinomial p/o TSP «+ A

4

algoritmo polinomial p/o HC + B

Algoritmo B (G)
H « grafo completo em V;
para cada e em Eg faca £ + 1
para cada e em Ep \ Eg faga fe < (| Vs|)|Ve| + 1
C « A(H, 0)
se £(C) < o |Ve)|Ve|
entdo devolva “Sim”

sendo devolva “N3o"



Resultado de Inaproximabilidade

A polinomial = B polinomial



Resultado de Inaproximabilidade

A polinomial = B polinomial

se existe circuito hamiltoniano em G,
entdo OPT = |Vg| e

I(C) < a|Vel) OPT = o|Ve)| Vel



Resultado de Inaproximabilidade

A polinomial = B polinomial
se existe circuito hamiltoniano em G,

entdo OPT = |Vg| e

I(C) < a|Ve|)OPT = of|Ve])| Vel

se ndo existe circuito hamiltoniano em G,
entao
(C) > o|Ve])I V| +1

pois qq circ. hamilt. usa e & E¢
(i.e., le = a(|Vg|)|Ve|+1).



Para completar...

PTAS

_\ Tsp

TSP Métrico
TSP Euclideano



Cobertura por conjuntos

Instancia:

» conjunto base finito £
» cole¢do S = {S1,...,Sm} de subconjuntos de £

» custo ¢; > 0 para cada S; em S
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» conjunto base finito £

» colecdo S = {S1,...,Sn} de subconjuntos de £

» custo ¢; > 0 para cada S; em S
Objetivo: encontrar cobertura S’ C S de E de custo minimo.
Relaxac3o linear: Dados E, S e ¢, encontrar x que

minimize 3, ¢; x;

sujeito a Zj:eeijj > 1 para cada e em £

xj>0paraj=1,...,m



Cobertura por conjuntos

Instancia:
» conjunto base finito £
» colecdo S = {S1,...,Sn} de subconjuntos de £
» custo ¢; > 0 para cada S; em S
Objetivo: encontrar cobertura S’ C S de E de custo minimo.

Relaxac3o linear: Dados E, S e ¢, encontrar x que
minimize 3, ¢; x;
sujeito a Zj:eeijj > 1 para cada e em £
xj>0paraj=1,...,m

Este & o programa primal, que denotaremos por (P).



Arredondamento deterministico

ARREDDET (E,S,c) =8 =1{S5.....5,}

1

D1 WN

x* < solugdo da relaxagdo linear (P)
para cada e em E faca
fo — |{j: e € S5}
f < max{f.:e€ E}
I {j:x>1/f}
devolva /
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D1 WN

x* < solugdo da relaxagdo linear (P)
para cada e em E faca
fo — |{j: e € S5}
f + max{f.: e € E}
I {j:x>1/f}
devolva /

Como (P) pode ser resolvido em tempo polinomial,
o consumo de tempo do algoritmo é polinomial.
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o consumo de tempo do algoritmo é polinomial.
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Arredondamento deterministico

ARREDDET (E, S, c) >S={S51,...,5n}
1  x* < solugdo da relaxagdo linear (P)
para cada e em E faca
fo — |{j: e € S5}
f + max{f.: e € E}
I {j:x>1/f}
devolva /

D1 WN

Como (P) pode ser resolvido em tempo polinomial,
o consumo de tempo do algoritmo é polinomial.

Mas / € mesmo uma cobertura?

Como Zj:eesj xf > 1 tem exatamente f, < f termos,
um deles tem que valer pelo menos 1/f.



Arredondamento deterministico

ARREDDET (E, S, ¢c) >S={S51,...,5n}
1  x* < solugdo da relaxagdo linear (P)
para cada e em E faca
fo — |{j: e € S5}
f + max{f.:e€ E}
I {j:x>1/f}
devolva /

D1 WN

Lema: | & uma cobertura.

Prova: Como Zj:eesj x; > 1 tem exatamente fo < f termos,
um deles tem que valer pelo menos 1/7.



Arredondamento deterministico

ARREDDET (E, S, ¢c) >S={S51,...,5n}
1  x* < solugdo da relaxagdo linear (P)
para cada e em E faca
fo — |{j: e € S5}
f < max{f.:e€ E}
I {j:x>1/f}
devolva /

D1 WN

Lema: | & uma cobertura.

Prova: Como 3. .cs
um deles tem que valer pelo menos 1/7.

xj‘ > 1 tem exatamente f, < f termos,

Teorema: ARREDDET é uma f-aproximacio.
Prova: () =3 116 <> (g fx)="fzp < fOPT.



Arredondamento de solucio dual

ARREDDUAL (E,S,c) =S8 ={S5.....5,}

1 y* < solugdo do dual da relaxagdo linear (P)
2 I Xees ve = G
3 devolva /'



Arredondamento de solucio dual

ARREDDUAL (E, S, ¢) >S={5,..., Sm}
1 y* < solugdo do dual da relaxagdo linear (P)

2 i Yees ¥ =g}
3 devolva /'

O consumo de tempo é polinomial.



Arredondamento de solucio dual

ARREDDUAL (E,S,c) =S8 ={S5.....5,}

1 y* < solugdo do dual da relaxagdo linear (P)
2 I Xees ve = G
3 devolva /'

O consumo de tempo é polinomial.

Lema: /" & uma cobertura.

Prova feita na aula.



Arredondamento de solucio dual

ARREDDUAL (E,S,c) =S8 ={S5.....5,}

1  y* < solugdo do dual da relaxagdo linear (P)
2 T Yees v = G
3  devolva /’

O consumo de tempo é polinomial.

Lema: /" & uma cobertura.

Prova feita na aula.

Teorema: ARREDDUAL é uma f-aproximacgio.

Prova feita na aula.



Algoritmo primal-dual

PRIMALDUAL (E,S,c) >SS ={5,..., Sm}

1

~N O kW N

para cada e em E faga y. <+ 0

[+ {./ : ZeeSJYe = CJ}

enquanto existe € que ndo é coberto por / faca
¢ < min{¢; — Zeesj Ye : j tal que € € 5;}

Ye! & Yer + ¢
|+ {J : Zeesjye = Cj}
devolva /



Algoritmo primal-dual

PRIMALDUAL (E,S,c) >S={5,..., Sm}
1 paracadaeem E faca y. < 0

2 T H{j Yees Ye =G}

3 enquanto existe € que n3o é coberto por / faca
4 ¢ < min{¢; — Zeesj Ye : j tal que € € 5;}
5 Ye' <= Ye! F €

6 [ {j: Zeesjye:cj}

7  devolva /

Consumo de tempo polinomial, sem resolucio de PL!



Algoritmo primal-dual

PRIMALDUAL (E,S,c) >S={5,..., Sm}
1 paracadaeem E faca y. < 0

2 T H{j Yees Ye =G}

3 enquanto existe € que n3o é coberto por / faca
4 ¢ < min{¢; — Zeesj Ye : j tal que € € 5;}
5 Ye' <= Ye! F €

6 [ {j: Zeesjye:cj}

7  devolva /

Consumo de tempo polinomial, sem resolucio de PL!

Claro que / &€ uma cobertura.



Algoritmo primal-dual

PRIMALDUAL (E,S,c) >S={5,..., Sm}
1 paracadaeem E faca y. < 0

2 T H{j Yees Ye =G}

3 enquanto existe € que n3o é coberto por / faca
4 ¢ < min{¢; — Zeesj Ye : j tal que € € 5;}
5 Ye' <= Ye! F €

6 [ {j: Zeesjye:cj}

7  devolva /

Consumo de tempo polinomial, sem resolucio de PL!
Claro que / &€ uma cobertura.

Teorema: PRIMALDUAL é uma f-aproximacg3o.

A mesma prova do ARREDDUAL funcional



Algoritmo guloso

GULOSO (E,S,c) &8 =1{Si.....5}

1

O NO 1T BWDN

[« 0
para j < 1 até mfagca 5; « §;
enquanto / n3o é uma cobertura faca

I« 1U{k}
paraj < latém faca
S — S \ Sk
devolva /



Algoritmo guloso

GULOSO (E,S,c) =& =1{5.....5,}
1 1«0

2 paraj< 1até mfaca 5 « S

3 enquanto / ndo é uma cobertura faca
4

5 I« 1U{k}

6 para j <— 1 até m faca

7 S — S \ Sk

8 devolva /

Consumo de tempo polinomial, sem resolucdo de PL!



Algoritmo guloso

GULOSO (E,S,c) =& =1{Si.....5.)
1 /1«0

2 paraj< 1até mfaca 5 « S

3  enquanto / n3o é uma cobertura faca
4

5 I« 1U{k}

6 para j <— 1 até m faca

7 S — S \ Sk

8 devolva /

Consumo de tempo polinomial, sem resolucdo de PL!

Claro que / &€ uma cobertura.



Algoritmo guloso

GULOSO (E,S,c) =& =1{5.....5,}
1 1«0

2 paraj< 1até mfaca 5 « S

3 enquanto / néo é uma cobertura faca
4

5 | IU {k}

6 para j <— 1 até m faca

7 S — S \ Sk

8 devolva /

Consumo de tempo polinomial, sem resolucdo de PL!
Claro que / &€ uma cobertura.

Teorema: GULOSO é uma H,-aproximac¢do, onde n = |E]|.



