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Lista 2

1. Considere a sequéncia de vetores
AR[1.. 28, Ap_q 12871, Lo AL .21, Ap[1..29].

Suponha que cada um dos vetores é crescente. Queremos reunir, por meio de sucessivas operacoes
de intercalacao (= merge), o contetido dos vetores Ag, ..., Ar em um tunico vetor crescente
B[1..n], onde n = 2¥*1 — 1. Escreva um algoritmo que faca isso em O(n) unidades de tempo.
Use divisao e conquista. Vocé nao precisa escrever o cédigo da rotina INTERCALA, mas precisa
dizer o que ela faz exatamente. Justifique.

2. A remocao da superficie escondida é um problema em computacgéao grafica que raramente precisa
de introducao: quando o Joao ta na frente da Maria, vocé pode ver o Joao, mas nao a Maria;
quando a Maria t4 na frente do Jodo, ... Vocé entendeu a idéia.

A beleza desse problema é que vocé pode resolvé-lo mais rapidamente do que a intuicdo em
geral sugere. Aqui estd uma versao simplificada do problema onde ji podemos apresentar um
algoritmo mais eficiente do que a primeira solugao em que se pode pensar. Imagine que sao
dadas n retas nao verticais no plano, denotadas por Li,..., L,. Digamos que L; é dada pela
equacao y = a;x + b;, para ¢ = 1,...,n. Suponha que nao hé trés retas entre as retas dadas que
se interseptam mutuamente num mesmo ponto. Dizemos que a reta L; é a mais alta numa dada
coordenada x = x( se sua coordenada y em xg é maior que a coordenada y em xy de todas as
outras retas dadas. Ou seja, se a;xg + b; > ajzo + b; para todo j # i. Dizemos que L; é visivel
se existe uma coordenada x na qual ela é a mais alta. Intuitivamente, isso corresponde a uma
parte de L; ser visivel se vocé olhar para baixo a partir de y = oo.

Escreva um algoritmo O(nlgn) que recebe uma sequéncia de n retas, como descrito acima, e

devolve a subsequéncia delas que é visivel.

3. Altere a implementagao do algoritmo de Shamos e Hoye vista na aula 2 para que, no COMBINE,
sejam calculadas apenas distancias entre pontos de lados distintos da colegao. (Dica: deixe para
intercalar depois da chamada do COMBINE.)

4. Exercicios 30.1-3 e 30.1-7, e problema 30-2 do CLRS.

5. Modifique o algoritmo visto em aula para calcular a inversa da transformada discreta de Fourier
em tempo O(nlgn).

6. Exercicios 28.2-4 e 28.2-5 do CLRS.

7. Dado um algoritmo linear “caixa-preta” para encontrar uma mediana de um vetor, dé um algo-
ritmo simples, linear, que resolve o problema do k-ésimo minimo. Use divisao e conquista.

8. Sejam X[1..n]eY[l..n] dois vetores, cada um contendo n nimeros ordenados. Dé um algoritmo
O(lgn) para encontrar a mediana de todos os 2n elementos nos vetores X e Y. Mostre que seu
algoritmo funciona e que de fato consome tempo O(lgn).

9. No SELECT-BFPRT, os elementos do vetor sao divididos em grupos de 5. O algoritmo continua
linear se dividirmos os elementos em grupos de 77 E em grupos de 37 Justifique sua resposta.



10.

11.

12.

Considere a seguinte variante do PARTICIONE-BFPRT, que chamaremos de PARTICIONE-D.
Em vez de acionar o SELECT-BFPRT para calcular a mediana das medianas, ela aciona re-
cursivamente o proprio PARTICIONE-D, para calcular uma “mediana aproximada” do vetor das
medianas. Suponha que o PARTICIONE-D rearranja o vetor A[p..d] e devolve um indice ¢ tal
que A[p..q—1] < Alq] < Alg+1..d] e max{k,n—k} <9n/10,onde n =d—p+1lek =qg—p+1.
Analise o consumo de tempo da variante do SELECT-BFPRT que chama o PARTICIONE-D em
vez do PARTICIONE-BFPRT.

Tente provar por inducdo a suposicao feita sobre o PARTICIONE-D no exercicio acima. (Vocé
pode assumir que para vetores pequenos, por exemplo, com até 5 elementos, 0 PARTICIONE-D
devolve uma mediana do vetor.) Apresente a prova da suposi¢do ou explique porque vocé nao
consegue prova-la. O que acontece com a sua prova/argumento caso vocé substitua a fragao
9/10 por uma outra fragdo « mais préxima de 1?7 Caso vocé nao consiga provar a suposicao,
vocé é capaz de descrever um contra-exemplo para ela?

(Exercicio 4 do KT) Vocé esté trabalhando com alguns fisicos que precisam estudar, como parte
de seu projeto experimental, as interacoes entre um grande ntmero de particulas carregadas
eletricamente. Basicamente, o ambiente deles funciona da seguinte maneira. Eles tém uma
estrutura de grade neutra, e eles usam esta estrutura para colocar as particulas carregadas
numa linha reta, regularmente espacadas. Assim, podemos modelar esta estrutura como os
pontos {1,2,...,n} na reta real. Para cada ponto j em {1,2,...,n}, eles tém uma particula
com carga ¢j, que pode ser positiva ou negativa.

Eles querem estudar a forca total em cada particula, medindo-a e entao comparando o resultado
medido com uma previsao calculada computacionalmente. E nesta parte computacional que eles
precisam da sua ajuda. A forca total da rede sobre a particula j, pela Lei de Coulomb, é igual a
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onde C' ¢ uma constante. Eles escreveram o seguinte programa para calcular F; para todo j:

Algoritmo CalculaF(g,n, j)
1. para j < 1 até n faca
2 F[j]«+ 0
3 para i < 1 até n faca
4. set <
5. entdo F[j] + F[j] + C qlilqlj)/(j — i)
6 set>j
7 entdo F[j] « F[j] — Cqlilals]/(j —1)?
8. devolva F

Nao ¢ dificil analisar o consumo de tempo do algoritmo acima: cada invocagao do para interno
leva tempo ©(n) e ele é invocado n vezes. Assim o tempo consumido por este algoritmo é ©(n?).

O problema é que, para valores grandes de n, como os que os seus colegas fisicos estao traba-
lhando, o programa leva varios minutos para executar. Por outro lado, o ambiente experimental
deles estd otimizado de modo que eles colocam n particulas, fazem a medicao e estao prontos
para manipular outras n particulas em poucos segundos. Assim eles realmente gostariam de ter
um programa que calculasse as forgas F; muito mais rapidamente, numa velocidade comparével
a de seus experimentos.

Ajude os seus colegas fisicos projetando um algoritmo que compute o vetor de forgas F[1..n]
em tempo O(nlgn).



