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Lista 6

. (CLRS 17.1-2) Mostre que se incluirmos uma operacao Decrementa nas operagoes de
manipulacdo de um contador binédrio com k bits, n operagdes podem custar tempo ©(nk).

. (CLRS 17.2-1) Uma sequéncia de operagoes sobre uma pilha é executada numa pilha cujo
tamanho nunca excede k. Depois de cada k operagoes, uma cépia da pilha toda é feita para
propésito de back-up. Mostre que o custo de n operagoes sobre a pilha, incluindo a operacao
de cépia para back-up, é O(n), atribuindo valores adequados de créditos a cada operagao.

. (CLRS 17.2-3) Suponha que desejamos nao apenas incrementar um contador mas também
algumas vezes reinicializa-lo com zero. Mostre como implementar um contador com um vetor
bindrio de maneira que qualquer sequéncia de n operagoes incremental e zera_contador
consuma tempo O(n), desde que o contador esteja inicialmente com zero. (Dica: Mantenha
um apontador para o 1 mais significativo do contador.)

. Suponha que desejemos que nossa tabela dinamica também seja diminuida se sua ocupacao
diminui significativamente. Ou seja, queremos que, em uma remogao, caso a tabela fique
“muito vazia”, seja alocado um novo vetor menor, e os elementos que estao atualmente na
tabela grande sejam copiados para o vetor menor e o vetor grande seja desalocado. Sugira um
esquema para isso que resulte em um custo amortizado constante para operagoes de insercao
e remocao. Faca a andlise do esquema proposto justificando a sua resposta.

. Considere a seguinte alternativa para representar um contador bindrio com k bits. O contador
é representado por dois vetores com k posigoes, P[0..k — 1] e N[0..k — 1], onde, para cada
i, no maximo um entre P[i] e N[i] vale 1. (O valor real do contador ¢é a diferenca P — N.)

Abaixo estdo implementacoes das operagoes de Incrementa e Decrementa para tal repre-
sentacdo. Para simplificar, assumimos que o nimero k é grande o suficiente para que os
algoritmos abaixo nao acessem um indice invalido.

Algoritmo Incrementa (P, N) Algoritmo Decrementa (P, N)
1. 10 1. 10
2. enquanto P[i] =1 faca 2. enquanto N[i] =1 faca
3. P[i]«0 3. N[i] + 0
4. 1 1+1 4. 1 1+1
5. se N[i] =1 5. se Pli]=1
6. entdo N[i| + 0 6. entdo P[i] < 0
7. sendo P[i] + 1 7. sendo N[i] + 1

Abaixo estd um exemplo destes algoritmos em agao. (Note que qualquer niimero exceto o zero
pode ser representado de diversas maneiras.)

P = 10001 P = 10010 P = 10011 P = 10000 P = 10000 P = 10000 P = 10001
N = 01100 +1 N = 01100 +1 N = 01100 +1 N = 01000 —1 N = 01001 —1 N = 01010 +1 N = 01010
P—-—N=5 P—-—N=6 P—-N=7 P—-—N=38 P—-—N=7 P—-—N=6 P—-N=7

Suponha que o contador comeca de (0,0) (ou seja, P = 0¥ e N = 0F), e sejam aplicadas n
operacoes, cada uma delas sendo um Incrementa ou um Decrementa. Suponha que n < 2F,
de modo que de fato os algoritmos nao acessem um indice invalido dos vetores. Neste caso, o
custo de pior caso do Incrementa e do Decrementa é O(lgn).

Prove que o custo amortizado do Incrementa e do Decrementa é O(1).



6. Exercicio 1.3 de http://cs.nyu.edu/ yap/classes/funAlgo/05f/lect/16.pdf.
7. Dados n + 1 pontos p,p1,...,pn, dizemos que p é uma combinacdo convexa de pi,...,p, se
existem nimeros reais ndo-negativos A, ..., A\p taisque (a) > A = le(b) Ying A\ipi = p.
O fecho convexo de uma colecao finita de pontos é o conjunto de todas as combinagoes convexas
de pontos da colecao. O casco convero de uma colecao finita de pontos é o poligono que
delimita o fecho convexo dessa colecao. Como o casco convexo é um poligono, ele pode ser
dado por uma seqiiéncia de pontos: os vértices do poligono. Note que os pontos dessa seqiiéncia
sao sempre pontos da colegao original de pontos.
O seguinte algoritmo, de Graham, determina o casco convexo da cole¢ao {p1,...,pn}. Vamos
supor, para simplificar, que nao ha na colecao trés pontos colineares. No pseudo-cédigo abaixo,
para trés pontos distintos p, ¢ e w, denotamos por 6(p, ¢, w) o angulo entre a reta que passa
por p e q e a reta que passa por q e w.
GRAHAM(p,n)
1 PRELIMINARES (p, n)
2 pln+1] < pl1]
3 1] < p[1]
4 t+1
5 para k < 2 até n faga
6 t—t+1
7 ct] < plK]
8 enquanto t > 2 e 0(c[t — 1], c[t], p[k + 1]) < 180° faca
9 t—t—1
10 devolva ¢
PRELIMINARES(p, n)
1 min+1
2 para i< 2 até n faga
3 sey(pli]) <y(p[min])
4 entao min < 1
5 pl1] < p[min]
6 seja ¢ um ponto tal que a reta que passa por ¢ e p[l] é paralela ao eixo x
7 ordene p[2..n] de modo que 6(q,p[1],p[2]) < --- < 6(q, p[1], p[n])
Demonstre que as linhas 2 a 10 do algoritmo de Graham consomem tempo O(n).
8. Como na aula para o rr-splay step, faca a andlise do [r-splay step e do r-splay step.
9. Mostre que lg(lg*n) = O(lg*(Ign)).
10. Considere a implementagao do union-find por arvores enraizadas com compressao de caminhos

e heuristica dos ranks (a arvore de menor rank é pendurada na de menor rank no union).
Considere uma sequéncia qualquer (vélida) de m operagdes MAKESET, FINDSET e LINK em que
todas as operacoes LINK aparecem antes das operacoes FINDSET. Mostre que tal sequéncia
consome, no pior caso, tempo O(m). O que acontece com o tempo consumido por uma
sequéncia deste tipo se apenas compressao de caminhos estiver implementada?



