Topicos de Analise de Algoritmos

Algoritmos de aproximacdo

Uma introducdo

Sec 11.1 e 11.2 do KT
Sec 2.4 deste livro de algoritmo de aproximagio

https://www.ime.usp.br/ cris/aprox/
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Problemas de Otimizacdo Combinatéria

conjunto de instancias

para cada instancia /,
um conjunto Sol(/) de solugdes viaveis e
uma fung¢do val(S) para cada solugdo S em Sol(/)

Se Sol(/) é vazio, | & inviavel, caso contrario, | & viavel.

Problema de minimizacdo: Dada uma instancia / viavel,
encontrar uma solu¢do S em Sol(/) tal que val(S) & minimo.

Problema de maximizacdo: Dada uma instancia / viavel,
encontrar uma solugdo S em Sol(/) tal que val(S) & maximo.

opt(/): valor 6timo (valor de uma solugdo 6tima)
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Como lidar com problemas NP-dificeis?

Um dito em engenharia:

“Rapido. Barato. Confiavel. Escolha dois.”

Podemos ter algoritmos que (1) encontram solu¢des 6timas
(2) em tempo polinomial (3) para qualquer instancia.

Abrimos m&o de (3) quando procuramos casos particulares
do problema que conseguimos resolver eficientemente.

Em programac3o inteira por exemplo abre-se m&o de (2).

Em algoritmos de aproximagdo, abrimos mdo de (1):

buscamos boas solucdes que
possam ser obtidas eficientemente.
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Algoritmos de aproximacao

Algoritmo A é de aproximacio se
é polinomial e existe o > 0 tal que

val(A(/)) < a-opt (/)
para toda instancia / do problema (de minimiza¢3o).

A é uma a-aproximacdo e
«v & a razdo de aproximagdo (ou garantia de performance).

« > 1 para problemas de minimiza¢do

Para problemas de maximizac3o,
a desigualdade é invertida e v < 1.

Objetivo: « tio perto de 1 quanto possivel
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Problema dos k-centros

Dados: grafo completo G = (V/, E), inteiro k >0 e
distancias d;; para cada i e j em V tais que d;; = 0 para todo /,
djj = dj; para todo i e j, e djj < diy + dyj.

S: conjunto n3o vazio de vértices
d(i,S) == min{dj; :j € S}
raio de S: max{d(/,S):i€ V}

Objetivo: encontrar conjunto S com k vértices de V e raio minimo.

Vamos mostrar uma 2-aproximacdo para o problema.
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INFORMADO (n, k, d)

S+ 0 ~—V
enquanto D # () faca

seja s um elemento arbitrario de
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remova de [ os vértices a distancia até 2r de s
devolva S

SOk wWw N

O algoritmo acima usa no maximo k centros.

Esboco da prova:
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Se soubéssemos o valor 6timo...

Vamos supor que V = {1,...,n} e seja r o valor Stimo.

INFORMADO (n, k, d)

1 S<0 ~—V

2  enquanto D # () faca

3 seja s um elemento arbitrario de

4 S« SU{s}

5 remova de [ os vértices a distancia até 2r de s
6 devolva S

O algoritmo acima usa no maximo k centros.

Esboco da prova: Cada novo elemento incluido em S
leva consigo todo o cluster que o contém no 6timo.

Faca uma busca binaria pelo valor 6timo.
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2 enquanto |5| < k faga
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Mas ndo precisa do valor 6timo...

Vamos supor que V = {1,...,n}.

GULOSO (n, k, d)

1 S+ {1}

2 enquanto |S| < k faga

3 J < argmax{d(¢,5): £ € V} > mais distante de S
4 S+ Ssu{}

5 devolva S

Teorema:
GULOSO é uma 2-aproximacdo para o problema dos k-centros.

Esboco da prova: E um caso particular do anterior.
Especificamente, o j escolhido aqui poderia ser
um s do algoritmo anterior em cada itera¢3o.



Problema dos k-centros

Teorema: Se existe uma «a-aproximacido para
o problema dos k-centros com « < 2, entdo P = NP.



Problema dos k-centros

Teorema: Se existe uma «a-aproximacido para
o problema dos k-centros com « < 2, entdo P = NP.

conjunto S de vértices tal que
todo vértice do grafo ou estd em S ou é adjacente a um vértice de S.



Problema dos k-centros

Teorema: Se existe uma «a-aproximacido para
o problema dos k-centros com « < 2, entdo P = NP.

conjunto S de vértices tal que
todo vértice do grafo ou estd em S ou é adjacente a um vértice de S.

Problema: Dado um grafo G e um inteiro k > 0,
existe um conjunto dominante em G de tamanho no maximo k?



Problema dos k-centros

Teorema: Se existe uma «a-aproximacido para
o problema dos k-centros com « < 2, entdo P = NP.

conjunto S de vértices tal que
todo vértice do grafo ou estd em S ou é adjacente a um vértice de S.

Problema: Dado um grafo G e um inteiro k > 0,
existe um conjunto dominante em G de tamanho no maximo k?

Este problema é NP-completo.



Problema dos k-centros

Teorema: Se existe uma «a-aproximacido para
o problema dos k-centros com « < 2, entdo P = NP.

conjunto S de vértices tal que
todo vértice do grafo ou estd em S ou é adjacente a um vértice de S.

Problema: Dado um grafo G e um inteiro k > 0,
existe um conjunto dominante em G de tamanho no maximo k?

Este problema é NP-completo.

Esboco da prova do teorema: Reducdo do conjunto dominante.



Problema dos k-centros

Teorema: Se existe uma «a-aproximacido para
o problema dos k-centros com « < 2, entdo P = NP.

conjunto S de vértices tal que
todo vértice do grafo ou estd em S ou é adjacente a um vértice de S.

Problema: Dado um grafo G e um inteiro k > 0,
existe um conjunto dominante em G de tamanho no maximo k?

Este problema é NP-completo.

Esboco da prova do teorema: Reducdo do conjunto dominante.

Dados G e k, defina djj =1 se i e j sdo vizinhos em G,
e djj = 2 caso contrario.



Problema dos k-centros

Teorema: Se existe uma «a-aproximacido para
o problema dos k-centros com « < 2, entdo P = NP.

conjunto S de vértices tal que
todo vértice do grafo ou estd em S ou é adjacente a um vértice de S.

Problema: Dado um grafo G e um inteiro k > 0,
existe um conjunto dominante em G de tamanho no maximo k?

Este problema é NP-completo.

Esboco da prova do teorema: Reducdo do conjunto dominante.

Dados G e k, defina djj =1 se i e j sdo vizinhos em G,
e djj = 2 caso contrario.

Ha conjunto dominante com k vértices sse a a-aproximagcdo com
a < 2 aplicada a (V(G), k, d) encontra um tal conjunto dominante.
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Circuito Hamiltoniano

G: grafo conexo

Circuito Hamiltoniano: circuito que passa por todos os vértices



Problema do Caixeiro Viajante

Dados
grafo completo G
comprimento /; da aresta ij (ij € Eg)

Problema (TSP): Dados G e ¢, encontrar
circuito Hamiltoniano C em G de comprimento ¢(C) minimo.
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TSP métrico
» grafo completo
» funcdo comprimento ¢ satisfaz
desigualdade triangular: £ < ly + 4y Vi, j, k € Vg
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Variantes do Caixeiro Viajante

TSP métrico
» grafo completo
» funcdo comprimento ¢ satisfaz
desigualdade triangular: £ < ly + 4y Vi, j, k € Vg

k

Resultados Conhecidos:

» NP-dificil mesmo se ¢, € {1,2} para toda aresta e [GJ79]
» Dificil de aproximar [SGT76]

» 3/2-aproximagdo para o caso métrico [C76]

» PTAS para o caso Euclideano [A98,M99]



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo Euleriano P (polinomial)

ciclo Euleriano: passeio fechado que passa exatamente uma vez por cada aresta



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo Euleriano P (polinomial)

ciclo Euleriano: passeio fechado que passa exatamente uma vez por cada aresta

(4) Obtenha de P circuito Hamiltoniano C



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo Euleriano P (polinomial)

ciclo Euleriano: passeio fechado que passa exatamente uma vez por cada aresta

(4) Obtenha de P circuito Hamiltoniano C



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo Euleriano P (polinomial)

ciclo Euleriano: passeio fechado que passa exatamente uma vez por cada aresta

(4) Obtenha de P circuito Hamiltoniano C



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo Euleriano P (polinomial)

ciclo Euleriano: passeio fechado que passa exatamente uma vez por cada aresta

(4) Obtenha de P circuito Hamiltoniano C



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo Euleriano P (polinomial)

ciclo Euleriano: passeio fechado que passa exatamente uma vez por cada aresta

(4) Obtenha de P circuito Hamiltoniano C



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo Euleriano P (polinomial)

ciclo Euleriano: passeio fechado que passa exatamente uma vez por cada aresta

(4) Obtenha de P circuito Hamiltoniano C



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo Euleriano P (polinomial)

ciclo Euleriano: passeio fechado que passa exatamente uma vez por cada aresta

(4) Obtenha de P circuito Hamiltoniano C



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo Euleriano P (polinomial)

ciclo Euleriano: passeio fechado que passa exatamente uma vez por cada aresta

(4) Obtenha de P circuito Hamiltoniano C



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo Euleriano P (polinomial)

ciclo Euleriano: passeio fechado que passa exatamente uma vez por cada aresta

(4) Obtenha de P circuito Hamiltoniano C



2-aproximacdo p/o TSP Métrico

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo Euleriano P (polinomial)

ciclo Euleriano: passeio fechado que passa exatamente uma vez por cada aresta

(4) Obtenha de P circuito Hamiltoniano C
(5) Devolva C
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2-Aproximacdo p/o TSP Métrico

Algoritmo TSPM-Rosenkrantz-Stearn-Lewis (G, /)
T < mst(G, )
T« T+T
P <« Euler(T")
C <+ atalho(P)

devolve C

Tempo de execucdo: O(n?)

n: o namero de vértices de G
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2-Aproximacdo p/o TSP Métrico

Delimitacdo inferior:  opt > ¢(T)

onde T é arvore geradora de comprimento minimo

C*: circuito Hamiltoniano de comprimento minimo
e: aresta de C*

C* — e & arvore geradora

opt = (C*) > ¢C*—e) > 4T). O

Teorema: TSPM-Rosenkrantz-Stearn-Lewis & uma
2-aproximacdo polinomial para o TSP métrico.

UC) < #P) = KT') = 24(T) < 20pt. D
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Algoritmo de Christofides

(1) Arvore geradora de comprimento minimo

(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo

no subgrafo induzido pelos vértices de grau impar (polinomial)
(3) Junte os dois obtendo T’ Euleriano

(4) Obtenha ciclo Euleriano P de T’

(5) Obtenha de P circuito Hamiltoniano C

(6) Devolva C
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Algoritmo de Christofides

Algoritmo TSPM-Christofides (G, ¢)
T < mst(G, )
| < conjunto de vértices de grau impar de T
M «+ Edmonds(G[/],¢)
T+ T+ M
P <« Euler(T")
C <+ atalho(P)
devolve C

(G[/]: subgrafo de G induzido por /)

Tempo de execucdo: n3

n: o namero de vértices de G
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Algoritmo de Christofides: anéalise

Uma segunda delimitagdo inferior: opt > 24(M)
onde M é e. p. de comprimento minimo em G[/]

C*: circuito Hamiltoniano de comprimento minimo
I: conjunto de vértices de grau impar de T (|/| & par)
C’: circuito induzido por C* em |/

C’ determina dois emparelhamentos perfeitos em G[/]: M; e M,



Algoritmo de Christofides: analise

Uma segunda delimitagdo inferior: opt > 2/4(M)
onde M é e. p. de comprimento minimo em G[/].

Prova:
20(M) < (M) + (M)
= /C
< (Cr) (pela desigualdade triangular)

Il

]
ke

=
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Algoritmo de Christofides: anéalise

Teorema: TSPM-Christofides & uma
%—aproximagéo polinomial para o TSP métrico.

¢(C)

IN

(P)
o1’
(T + £(M)

1
opt + 5 opt

30t
2 Pt



Algoritmo de Christofides: anéalise

Teorema: TSPM-Christofides & uma
%—aproximagéo polinomial para o TSP métrico.

“(C) < «P)
- (T

= UT)+ M)

IN

1
opt + 5 opt

30t
2 Pt

Melhor algoritmo de aproximac3o conhecido para o TSP métrico
até 2020, quando foi apresentada uma (3/2 — €)-aproximac3o.



Algoritmo de Christofides: exemplo justo
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2n + 1 vértices
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Algoritmo de Christofides: exemplo justo

Christofides

2n + 1 vértices
Comprimento: 3n




Algoritmo de Christofides: exemplo justo

Christofides

2n + 1 vértices
Comprimento: 3n

Circuito étimo
\ @ . 2 @ . 2 @ . 2 /
o o o o o

Comprimento: 2n+1
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TSP Euclideano

PTAS: esquema de aproximacio polinomial

(1 + €)-aproximag¢do polinomial para todo € > 0 fixo
Arora’96 e Mitchel'96: PTAS para o TSP Euclideano

|deia:
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TSP Euclideano

PTAS: esquema de aproximacio polinomial

(1 + €)-aproximag¢do polinomial para todo € > 0 fixo
Arora’96 e Mitchel'96: PTAS para o TSP Euclideano

|deia:
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TSP Euclideano

PTAS: esquema de aproximacio polinomial

(1 + €)-aproximagdo polinomial para todo € > 0 fixo

Arora’96 e Mitchel'96: PTAS para o TSP Euclideano

|deia:

Circuito que respeita portal:
entra e sai dos quadrados da disseccdo através de portais.

Algoritmo: Encontra um circuito Hamiltoniano mais curto
que respeita os portais por programacio dindmica.

Tal circuito esta t3o préximo quando se queira de um TSP tour.



Resultado de Inaproximabilidade

a : N — N funcio polinomialmente computavel

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir a(n)-aproximagdo
polinomial p/o TSP(G,¢), onde n := |V;|, entdo P=NP.



Resultado de Inaproximabilidade

a : N — N funcio polinomialmente computavel

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir a(n)-aproximagdo
polinomial p/o TSP(G,¢), onde n := |V;|, entdo P=NP.

Problema HC: Dado G, decidir se G tem ou n3o um circuito
Hamiltoniano.

» NP-completo [K72]
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Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir a(n)-aproximagdo
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Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir a(n)-aproximagdo
polinomial p/o TSP(G,¥), onde n := |V;|, entdo P=NP.

a(n)-aproximacdo polinomial p/o TSP+ A
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algoritmo polinomial p/o HC + B



Resultado de Inaproximabilidade

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir a(n)-aproximagdo
polinomial p/o TSP(G,¥), onde n := |V;|, entdo P=NP.

a(n)-aproximacdo polinomial p/o TSP+ A

4

algoritmo polinomial p/o HC + B

Algoritmo B (G)
H < grafo completo em Vg
para cada e em Eg faca fe + 1
para cada e em Ey \ Eg faga le + a(|Vi]|)|Ve| +1
C + A(H,?)
se £(C) < a(|Ve])| Ve
ent3o devolva “Sim”

sen3o devolva “N3o



Resultado de Inaproximabilidade

A polinomial = B polinomial



Resultado de Inaproximabilidade

A polinomial = B polinomial

se existe circuito hamiltoniano em G,
entdo opt = |Vg| e

I€) < a(lVelyopt = a(|Ve))| V.



Resultado de Inaproximabilidade

A polinomial = B polinomial

se existe circuito hamiltoniano em G,
entdo opt = |Vg| e

I€) < a(lVelyopt = a(|Ve))| V.

se n3o existe circuito hamiltoniano em G,
entao
0C) = a|Ve])|Ve| +1

pois qq circ. hamilt. usa e € Eg
(i.e., Le = a(|Ve])|Ve|+1).



Para completar...

PTAS

_\ Tsp

TSP Métrico
TSP Euclideano



