Topicos de Analise de Algoritmos

Teoria dos Jogos Algoritmica
Casamentos estaveis

Sec 1.1 do KT. Por curiosidade, leia também
o verbete sobre Stable marriage problem da wiki.
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Casamentos

Atribuicdo de médicos a programas de residéncia,
usuarios a servidores em grandes redes distribuidas de Internet,
estudantes a universidades, etc.

H - conjunto de homens

M - conjunto de mulheres

Cada homem tem ordem estrita de preferéncia sobre M.

Cada mulher tem ordem estrita de preferéncia sobre H.

Adicione homem/mulher ficticio para
representar a possibilidade de ficar solteiro/solteira.

Assim |H| = |M]|.

Emparelhamento de H em M: alocacdo de homens a mulheres.
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Casamentos estaveis e pares bloqueadores

H - conjunto de homens M - conjunto de mulheres

Cada homem tem ordem estrita de preferéncia sobre M.
Cada mulher tem ordem estrita de preferéncia sobre H.

de H em M: alocacdo de homens a mulheres.
Um emparelhamento é instavel se
existem homens h e h' e mulheres me m’ tq
m é emparelhada com h, m’ com H', mas m'=,m e h=,, H.

Neste caso, h e m’ preferiam se casar um com o outro.

O par (h,m’) € um ,
e um emparelhamento é se ndo tem par bloqueador.
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Casamentos estaveis: exemplo

Ordens de preferéncias para n = 3:

~hy
my
m
m3

> hy
mq
m3
my

~h3 ~my 7 m
my h hs
my hs ht
ms3 hy hy

~ms
h
hs
hy



Casamentos estaveis: exemplo

Ordens de preferéncias para n = 3:

h1 ~hy 7 hs “mi T mx T ms
my  mp M h h3 h
my m3 m hs hy hs
m3  mp  m3 hy hy hy

O emparelhamento {(h1, m1), (h2, m2), (h3, m3)} & instavel,
pois (h1, m>) € um par bloqueador.



Casamentos estaveis: exemplo

Ordens de preferéncias para n = 3:

~hy
my
m
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m
m3
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> hs
my
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m3

h  hs
hs M hs
hy  hy  h

O emparelhamento {(h1, m1), (h2, m2), (h3, m3)} & instavel,

pois (h1, m2) é um par bloqueador.

Ja o emparelhamento {(h1, m1), (ha, m3), (h3, my)} é estavel.



Casamentos estaveis: exemplo

Ordens de preferéncias para n = 3:

>h1 ~hy 7 hs “mi T ma T ms
my mp  m h hs h
m ms3 mo h3 hl h3
m3  my  m3 h2 h2 h2

O emparelhamento {(h1, m1), (h2, m2), (h3, m3)} & instavel,
pois (h1, m2) é um par bloqueador.

Ja o emparelhamento {(h1, m1), (ha, m3), (h3, my)} é estavel.
Dadas as listas de preferéncias de todos,
existe emparelhamento estavel?

Como encontrar um, se existe?
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Algoritmo da aceita¢do postergada (Gale e Shapley)

Vers3o com proposta masculina:
Cada homem propde a primeira mulher de sua lista.

Cada mulher que recebeu mais de uma proposta
recusa todas, exceto a do homem mais alto em sua lista.
Para esse, posterga a sua resposta.

Nova rodada:

Cada homem que teve sua proposta recusada
propde a préxima mulher de sua lista.

Cada mulher com mais de uma proposta recusa todas,
exceto a do homem mais alto em sua lista.

Eventualmente recusa proposta recebida em rodada anterior.
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Algoritmo com proposta masculina

Cada homem propde a primeira mulher de sua lista.

Cada mulher que recebeu mais de uma proposta
recusa todas, exceto a do homem mais alto em sua lista.
Para esse, posterga a sua resposta.

Cada homem que teve sua proposta recusada
propde a préxima mulher de sua lista.

Cada mulher com mais de uma proposta recusa todas,
exceto a do homem mais alto em sua lista.

Repete esse processo,
sempre progredindo nas listas dos homens.

O processo entdo termina (em nio mais que n? rodadas).



Algoritmo no exemplo

>~ hy
my
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ms3
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Algoritmo no exemplo

>~ hy
my
m
ms3

Primeira rodada:

h1 propde para mp

> hy
my
ms3
ma

> hs ~m
my h
my h3
m3 h>

hy propGe para my

~m, " ms
hs h
h hs
ha ha

h3 propde para my



Algoritmo no exemplo

~h T hy
my my
my m3
m3 my

Primeira rodada:

h1 propde para mp

> hs

my
ms3

my rejeita a proposta de ho.

hy propGe para m;

—my = ms
hs h
h hs
ha ha

h3 propde para my



Algoritmo no exemplo

>h1 ~hy 7 hs mi T ms T ms
moy ma ma hl h3 hl
mi ms3 mo h3 h1 h3
m3 moy ms3 h2 h2 h2

Primeira rodada:

h1 propde para mp hy propGe para m h3 propde para my
my rejeita a proposta de ho.

Segunda rodada:

hy propde para ms, e o algoritmo termina.



Algoritmo no exemplo

>~ hy
my
my
ms3

Primeira rodada:

h1 propde para mp

> hy
my
m3
my

> hs

my
ms3

my rejeita a proposta de ho.

Segunda rodada:

hy propGe para m

hy propde para ms, e o algoritmo termina.

ma 7 ms
hs h
h hs
ha hy

h3 propde para my

Emparelhamento produzido: {(h1, m2), (h2, m3), (h3, m1)}



Algoritmo no exemplo

h1 " hy
my m
my m3
m3 moy

Primeira rodada:

h1 propde para mp

> hs

my
ms3

my rejeita a proposta de ho.

Segunda rodada:

hy propGe para m

hy propde para ms, e o algoritmo termina.

ma 7 ms
hs h
h hs
ha hy

h3 propde para my

Emparelhamento produzido: {(h1, m2), (h2, m3), (h3, m1)}

Note que tal emparelhamento é estavel!
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Estabilidade do emparelhamento

Teorema: O emparelhamento produzido
pelo algoritmo da aceitacdo postergada é estavel.

Esboco da prova:

Suponha, por contradi¢do, que o emparelhamento n3o é estavel e
sejam (h, m) e (', m") casais tais que (h, m") &€ um par bloqueador.
Ouseja, M =, me h>=,, h.

Como m'’ =), m, pelo algoritmo,
h propds para m’ antes de propor a m e foi rejeitado.

Entdo m’ estava com um homem mais bem colocado que h
na sua lista de preferéncias, e teria terminado com um homem
mais bem colocado que h, e ndo com /' que é tal que h =, 1. O



Estabilidade do emparelhamento

Teorema: O emparelhamento produzido
pelo algoritmo da aceitacdo postergada é estavel.

Emparelhamento produzido: {(h1, m2), (h2, m3), (h3, m1)}

No exemplo, aplicando a versdo da proposta feminina,
obtemos o emparelhamento {(h1, m1), (h2, m3), (hs, m2)}.

>h1 ~hy 7 hs mi T ms T ms
moy ma ma h1 h3 hl
my m3  m hs  h h3

m3  my m3 hy hy hy



Estabilidade do emparelhamento

Teorema: O emparelhamento produzido
pelo algoritmo da aceitacdo postergada é estavel.

Emparelhamento produzido: {(h1, m2), (h2, m3), (h3, m1)}

No exemplo, aplicando a versdo da proposta feminina,
obtemos o emparelhamento {(h1, m1), (h2, m3), (hs, m2)}.

>~ hy
my
my
ms3

> hy
mq
m3
my

= hs . mma s
my h hs h
mo h3 h1 h3
m3 h2 ho ho

Diferente do obtido pela proposta masculina!



Estabilidade do emparelhamento

Teorema: O emparelhamento produzido
pelo algoritmo da aceitacdo postergada é estavel.

Emparelhamento produzido: {(h1, m2), (h2, m3), (hs, m1)}

No exemplo, aplicando a versdo da proposta feminina,
obtemos o emparelhamento {(h1, m1), (h2, m3), (hs, m2)}.

>~ hy
my
my
ms3

> hy
m
m3
my

~hs ~my  Tmy 7 ms
ma h1 h3 hl
my hs  h h3
ms3 h2 h2 h2

Diferente do obtido pela proposta masculina!

Ha alguma diferenca significativa entre estes emparelhamentos?
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Emparelhamento v é 6timo-masculino se ndo ha emparelhamento
estavel 1 tq p(h) >4 v(h) ou u(h) = v(h) para todo hem H e
w(j) >=j v(j) para algum j em H.
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Emparelhamentos 6timos

Emparelhamento v é 6timo-masculino se ndo ha emparelhamento
estavel 1 tq p(h) >4 v(h) ou u(h) = v(h) para todo hem H e
w(j) >=j v(j) para algum j em H.

Definicdo de emparelhamento 6timo-feminino é analoga.
Teorema: O algoritmo da aceitacdo postergada com proposta
masculina (feminina) produz um escalonamento étimo-masculino

(6timo-feminino).

Provaremos algo mais forte!
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Dica para a prova anterior

Seja best(h) a mulher mais bem posicionada na lista de h tq
existe emparelhamento estavel com h casado com best(h).

Considere S = {(h, best(h)) : h € H}.

Qualquer que seja a ordem em que os homens proponham no algoritmo
da proposta masculina, o emparelhamento produzido é exatamente S.
(Pense que as propostas podem estar sendo feitas assincronamente.)

Em particular, S & um emparelhamento!
Se provarmos o acima, provamos o teorema anterior:
Teorema: O algoritmo da aceitacdo postergada com proposta

masculina (feminina) produz um escalonamento étimo-masculino
(6timo-feminino).



Afirmacdo mais forte

S = {(h,best(h)) : h € H}, onde best(h) é mulher melhor posicionada
na lista de h que é esposa de h num emparelhamento estavel.

Qualquer que seja a ordem em que os homens proponham no algoritmo
da proposta masculina, o emparelhamento produzido é exatamente S.



Afirmacdo mais forte

S = {(h, best(h)) : h € H}, onde best(h) & mulher melhor posicionada
na lista de h que é esposa de h num emparelhamento estavel.

Qualquer que seja a ordem em que os homens proponham no algoritmo
da proposta masculina, o emparelhamento produzido é exatamente S.

Esboco da prova: Seja E execuc¢do do algoritmo que n3o devolve S.
Entdo existe um h que terminou com mulher distinta de m = best(h).
Note que h fez uma proposta para m e foi rejeitado. Suponha que foi
o primeiro h que foi rejeitado em E por best(h). Seja i’ o homem
com quem m estava quando rejeitou h. Entdo /'~ h.

Seja S’ um emparelhamento estavel em que h esta casado com m e
seja m’ a esposa de /' em S’. Como, em E, /' nio tinha sido rejeitado
por best(h’) quando estava com m, temos que m =, best(h’). Por
outro lado, best(h") =, m’, pois i’ terminou com m’ em S’

Logo m = m', e portanto (', m) &€ um par bloqueador para S’. [



Resumo e exercicio

Seja best(h) a mulher mais bem posicionada na lista de h tq
existe emparelhamento estavel com h casado com best(h).

Considere S = {(h,best(h)) : h € H}.

Qualquer que seja a ordem em que os homens proponham no algoritmo
da proposta masculina, o emparelhamento produzido é exatamente S.

Teorema: O algoritmo da aceitacdo postergada com proposta
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Resumo e exercicio

Seja best(h) a mulher mais bem posicionada na lista de h tq
existe emparelhamento estavel com h casado com best(h).

Considere S = {(h,best(h)) : h € H}.

Qualquer que seja a ordem em que os homens proponham no algoritmo
da proposta masculina, o emparelhamento produzido é exatamente S.

Teorema: O algoritmo da aceitacdo postergada com proposta
masculina (feminina) produz um escalonamento étimo-masculino
(6timo-feminino).

Exercicio: Defina worst(m) analogamente e mostre que, no algoritmo
da proposta masculina, cada mulher m fica casada com worst(m).
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Algoritmo a prova de estratégia

N3o ha incentivo para alguém mentir sua ordem de preferéncia.

Seja best(h) a mulher mais bem posicionada na lista de h tq
existe emparelhamento estavel com h casado com best(h).

Considere S = {(h,best(h)) : h € H}.
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da proposta masculina, o emparelhamento produzido é exatamente S.

Teorema: O algoritmo da aceitacdo postergada com proposta
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Obvio da afirmacdo acima.



Algoritmo a prova de estratégia

N3o ha incentivo para alguém mentir sua ordem de preferéncia.

Seja best(h) a mulher mais bem posicionada na lista de h tq
existe emparelhamento estavel com h casado com best(h).

Considere S = {(h,best(h)) : h € H}.

Qualquer que seja a ordem em que os homens proponham no algoritmo
da proposta masculina, o emparelhamento produzido é exatamente S.

Teorema: O algoritmo da aceitacdo postergada com proposta
masculina (feminina) € um mecanismo a prova de estratégia
para os homens (mulheres) .

Obvio da afirmacdo acima.

Vimos na aula que é possivel, em alguns casos, uma mulher terminar
com um marido melhor mentindo a sua ordem de preferéncia.



Aula que vem

Algoritmos de aproximagio
Uma introducdo

Sec 11.1 e 11.2 do KT
Sec 2.4 deste livro de algoritmo de aproximag3o:

https://www.ime.usp.br/ cris/aprox/
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Problemas de Otimizacdo Combinatdria

conjunto de instancias

para cada instancia /,
um conjunto Sol(/) de solugdes viaveis e
uma fungdo val(S) para cada solugdo S em Sol(/)

Se Sol(/) é vazio, | & inviavel, caso contrario, | é viavel.

Problema de minimizac3o: Dada uma instancia / viavel,
encontrar uma solu¢do S em Sol(/) tal que val(S) & minimo.

Problema de maximizacdo: Dada uma instancia / viavel,
encontrar uma solugdo S em Sol(/) tal que val(S) é maximo.

opt(/): valor 6timo (valor de uma solugdo 6tima)
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Como lidar com problemas NP-dificeis?

Um dito em engenharia:

“Rapido. Barato. Confiavel. Escolha dois.”

Podemos ter algoritmos que (1) encontram solu¢des étimas
(2) em tempo polinomial (3) para qualquer instancia.

Abrimos m&o de (3) quando procuramos casos particulares

do problema que conseguimos resolver eficientemente.

Em programag3o inteira por exemplo abre-se mao de (2).

Em algoritmos de aproximacado, abrimos mao de (1):

buscamos boas solucées que
possam ser obtidas eficientemente.
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Algoritmos de aproximacio

Algoritmo A é de aproximacdo se
é polinomial e existe o > 0 tal que

val(A(/)) < a-opt (/)
para toda instancia / do problema (de minimizag3o).

A & uma a-aproximacgdo e
«v & a razdo de aproximagdo (ou garantia de performance).

a > 1 para problemas de minimizacio

Para problemas de maximizac3o,
a desigualdade é invertida e v < 1.

Objetivo: « t3o perto de 1 quanto possivel



