/-ésimo menor elemento

CLRS Sec 9.3



/-ésimo menor

Problema: Encontrar o i-ésimo menor elemento de A[1.. n].

Suponha A[1.. n] sem elementos repetidos.

Exemplo: 33 &€ o 40. menor elemento de:

1 10
12299 ]32[88[34[33[11]97[55]66] A

1 4 10
|11[22]32]33[34]55]66]88]97]99] ordenado




/-ésimo menor

Recebe A[l..njeitalque 1</ <n
e devolve valor do /-ésimo menor elemento de A[1..n].

SELECT-ORD (A, n, /)
1 ORDENE (A, n)
2 devolva A[/]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é O(nlgn).




/-ésimo menor

Recebe A[l..njeitalque 1</ <n
e devolve valor do /-ésimo menor elemento de A[1..n].

SELECT-ORD (A, n, /)
1 ORDENE (A, n)
2 devolva A[/]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é O(nlgn).

Da para fazer melhor?



Algoritmo linear?

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?

para o i-ésimo menor?



Algoritmo linear?

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?

para o i-ésimo menor?

Sim!

Usaremos o PARTICIONE do QUICKSORT!



Particione

Rearranja A[p..r] de modoque p<g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..1]

PARTICIONE (A, p, r)
x < Alr] > x & o "pivd”
I+ p—1
para j < p até r — 1 faca

se A[j] < x

entido/ + i +1
Alll < Al]

Ali+1] < Alr]
devolva / + 1

O NO 1B WN -

r

p
A [99]33]55]77]11]22]88]66]33]44|




Particione

Rearranja A[p..r] de modoque p<g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..1]

PARTICIONE (A, p, r)
x < Alr] > x & o "pivd”
I+ p—1
para j < p até r — 1 faca

se A[j] < x

entido/ + i +1
Alll < Al]

Ali+1] + Alr]
devolva / + 1

O NO 1B WN -

r

p q
A [33]11]22]33]44[55]88]66]77]99|




Particione

Rearranja A[p..r] de modoque p<g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..1]

PARTICIONE (A, p, r)
x < Alr] > x & o "pivd”
I+ p—1
para j < p até r — 1 faca

se A[j] < x

entido/ + i +1
Alll < Al]

Ali+1] < Alr]
devolva / + 1

O NO 1B WN -

O algoritmo PARTICIONE consome tempo ©(n).




Algoritmo SELECT

Recebe A[p..r]eitalque 1 </ <r—p+1
e devolve valor do /-ésimo menor elemento de A[p..r].

SELECT(A, p, r,i)
sep=r
ent3o devolva A[p]
q < PARTICIONE (p, r)
k<—qg—p+1
se k=1
ent3o devolva A[q]
se k> |
ent3o devolva SELECT (A, p,qg — 1,/)
sendo devolva SELECT (A, g+ 1,r,i — k)

© 0 NO O WD



Algoritmo SELECT

SELECT(A, p, r, i)
sep=r
entdo devolva A[p]
g < PARTICIONE (A, p, r)
k—qg—p+1
se k=1
entdo devolva A[q]
se k> |
ent3o devolva SELECT (A, p,q — 1,/)
sendo devolva SELECT (A, g+ 1,r,i — k)

© 0N~ WDN -

p q




Consumo de tempo

T(n) = consumo de tempo maximo quando n=r —p+1

linha consumo de todas as execuces da linha

12 =0(1)
3 = 0O(n)
47 =0(1)
8 =T(k—-1)
9 = T(n— k)
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T(n) = consumo de tempo maximo quando n=r —p+1

linha consumo de todas as execuces da linha

12 =0(1)
3 = 0O(n)
47 =0(1)
8 =T(k—-1)
9 = T(n— k)

T(n) =0©(n)+max{T(k—1),T(n—k)}

Pior caso: T(n) = ©(n)+ T(n—1)



Consumo de tempo

T(n) = consumo de tempo maximo quando n=r —p+1

linha consumo de todas as execuces da linha

12 =0(1)
3 = 0O(n)
47 =0(1)
8 =T(k—-1)
9 = T(n— k)
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Pior caso: T(n) = ©(n)+ T(n—1) = ©(n?)



Consumo de tempo

T(n) = consumo de tempo maximo quando n=r —p+1

linha consumo de todas as execuces da linha

12 =0(1)
3 = 0O(n)
47 =0(1)
8 =T(k—-1)
9 = T(n— k)

T(n) =0©(n)+max{T(k—1),T(n—k)}

Pior caso: T(n) = ©(n)+ T(n—1) = ©(n?)
Caso médio: ©(n) usando PARTICIONE-ALEA.



Selecdo em tempo linear

Como fazer algo melhor?



Selecdo em tempo linear

Como fazer algo melhor?

Vamos usar de novo divisdo e conquista.

Veremos o algoritmo BFPRT,
de Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan.



Selecdo em tempo linear

Como fazer algo melhor?

Vamos usar de novo divisdo e conquista.

Veremos o algoritmo BFPRT,
de Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan.

Se o pivé do PARTICIONE for a mediana do vetor,
qual seria o consumo de tempo do SELECT?



Select-BFPRT

Recebe A[p..r] e i tal que 1 </ < r—p+1 e devolve
um indice g tal que A[g] é o i-ésimo menor elemento de A[p..r]

SELECT-BFPRT(A, p,r,i)
sep=r
entdo devolva p > p e ndo Alp|
g < PARTICIONE-BFPRT (A, p, r)
k<—qg—p+1
se k=1
entdo devolva g > g e ndo Alq|
se k> i
ent3o devolva SELECT-BFPRT (A, p,q — 1,1)
sendo devolva SELECT-BFPRT (A, g + 1,r,i — k)

© 0o NO OB~ WwN



Particione-BFPRT

p q

'

k—1 n—k

Rearranja A[p..r] e devolve um indice g, com p < g <'r,
tal que A[p..q—1] < Alq] < A[g+1..r] e

max{k —1,n— k}<—+3

onden=r—p+lek=qg—p+1

Suponha que
P(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
PARTICIONE-BFPRT quando n=r—p+1



Consumo de tempo

T(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
SELECT-BFPRT quando n=r—p+1

linha consumo de todas as execucdes da linha

12 =0(1)
3 P(n)
4-7 :@( )
8 = T(k-1)
9 = T(n— k)

T(n) =0(1)+ P(n) + max{T(k —1), T(n— k)}
< O(1) + P(n) + T([{5] +3)



Particione-BFPRT
1 H

max{k — 1,n— k} < n— <3 E EH —3)

3n n
<n-—[=_-3)=—
<n <10 3) 10+3



Particione-BFPRT
n=r—p+1

PARTICIONE-BFPRT (A, p, r)

1 paraj+ p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]—1) faca
2 ORDENE (A,J,j+4)

3 ORDENE (A, p+5[n/5], r)



Particione-BFPRT
n=r—p+1

PARTICIONE-BFPRT (A, p, r)

1 paraj+ p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]—1) faca
2 ORDENE (A,J,j+4)

3 ORDENE (A, p+5[n/5], r)

4 paraj <« 1até [n/5]-1 faca
5 Alp—1+/] < Alp+5/-3]
6 Alp—1+[n/5]] < All(p+5[n/5]+r)/2]]



Particione-BFPRT

ni=r—p+1

PARTICIONE-BFPRT (A, p, r)

1
2
3

4
5
6

para j < p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]—1) faca
ORDENE (A, j,j+4)
ORDENE (A, p+5|n/5], r)

para j «+ 1 até [n/5]|—1 faca
Alp—1+/] < Alp+5/-3]
Alp~1+[n/51] ¢+ AlL(p+5n/5]+r)/2]]
k <= SELECT-BFPRT(A, p, p+[n/5|-1, [([n/5]+1)/2])

A[K] < A[r]
devolva PARTICIONE (A, p, r)



Consumo de tempo do Particione-BFPRT

P(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
PARTICIONE-BFPRT quando n=r—p+1

linha consumo de todas as execucdes da linha

13 = [n/5]6(1) = O(n)
46 =[n/510(1) = O(n)

7 = T([n/51)
8 =0(1)
9 = 0O(n)




Consumo de tempo do Select-BFPRT

T(n) :== consumo de tempo maximo do algoritmo
SELECT-BFPRT quando n=r—p+1

Temos que

T(n) < ©(1) + P(n) + T (H-ﬂ +3>
<0(1)+0(n) + T(ED + T<H—ﬂ +3>

~otm+7([2]) 7 ([ 2] +2)

para n=2,3,...,



Como adivinhei classe O7?

Arvore da recorréncia:

)



Como adivinhei classe O7?

Arvore da recorréncia:

(»)
&)



Como adivinhei classe O7?

Arvore da recorréncia:



Como adivinhei classe O7?

Arvore da recorréncia:




Como adivinhei classe O7?

Arvore da recorréncia:




Contas

nivel | 0 1 2 ... k-1 k
n

9 92 9k—1 gk
FRL T [



Contas

nivel | 0 1 2 k—1 k
9 92 9k—1 gk
soma ‘ n En 102” W” Wn
101 10
n

gk—l



Contas

nivel | 0 1 2 ... k-1 k
2 k—1 k
soma ‘ n %n %n W” ]-gwn
10%-1 10%
w<n§9—k = k:“Ong;)rfl
9 9k—1 9/(
5(”):n+1—0n++mn+m
9 9k
( +tpt +10k)n
9k+1

< 10n



Consumo de tempo do Select-BFPRT

T(n) pertence a mesma classe O que:

S(n) =1 paran<30

sty <5 ([2])+5 (| 15| +3) + 7 pare 030

n ‘30 60 90 120 150 180 210 240 270 300

5(n)‘32 144 280 362 514 640 802 940 1114 1261

Vamos verificar que S(n) < 80n paran=1,2,3,4,...

Prova: Se n=1,...,29, entdo S(n) =1 < 80 < 80n.
Se n=30,...,99, entdo

S(n) < 5(120) = 362 < 80 x 30 < 80n.



Recorréncia

Se n > 100, ent3o

sw=s([2) +5([%2] 1)+
2 g0 m +80 (HOW +3>

gso(g )+80<10+4>+n

— 80~ +8O+80—O +320+n

= 16n 4+ 56n + n + 400
= 73n+ 400
< 80n (pois n > 100).

Logo, T(n) & O(n).



Conclusao

O consumo de tempo do SELECT-BFPRT é O(n).




Davidas

Davidas sobre as listas?

Duvidas pré-prova?



Davidas

Davidas sobre as listas?

Duvidas pré-prova?

Prova: terca, 10 de setembro, das 10-12h.

Plantdes de monitoria:
tercas e quintas das 13h as 14h na sala B-10.



