MAT0334 - MAT5721: Introducao a analise Funcional
Espacos normados e espacos de Banach - Lista 1

Wilson Cuellar

. Sejam ||+ ||1 e ||+ ||]2 duas normas equivalentes num espago vetorial X.
a) Mostre que as sequéncias de Cauchy em (X, [/ .]|1) e (X, ]|+ ]|2) sdo as mesmas.
b) Mostre que lim, o ||z, — 2|1 =0 <= lim, o0 |2 — |2 = 0.

¢) Conclua que (X, || .]1) é de Banach se e somente se (X, || .||2) é de Banach.

. Sejam A e B subconjuntos de um espago normado X e o € K. Mostre que

a) oA = aA

b)) A+ BCA+B

c) Se A ¢é limitado, entdao A é limitado.

. Lembremos que dois espacos topologicos K e L sdo homeomorfos se existe um bijecao ¢ de
K sobre L tal que ¢ e ¢! sdo funcdes continuas.

Sejam ||+ [|1 e || « ||2 duas normas equivalentes num espago vetorial X. Sejam Bj e Bs as
bolas unitarias fechadas de (X, ||+ |1) e (X, «||2), respectivamente. Mostre que B; e B sao
homeomorfos.

. Sejam X um espago normado e A um subconjunto de X. O conjunto conv(A), chamado de
envoltoria convera de A, é definido como a intersecido de todos os subconjuntos convexos de
X que contém A.

a) Mostre que conv(A) é um conjunto convexo.

b) Mostre que

conv(A) = {Z)\mz : Z)\izl, com \; > 0, xieA,i:I,...,nenGN}.
i=1 i=1

c¢) Prove que se A e B s@o subconjuntos convexos e compactos de X, entdao conv(A U B) é
compacto.

d) Se A é compacto entao conv(A) é compacto?

e) Mostre que se A C R"™ é compacto, entdao conv(A) é compacto.

. Mostre que o espaco X = C*([0,1],R) das fungdes em [0,1] a valores reias com derivada

continua munido da norma || f|| = max {||f|lec, || /' |lcc} € um espago de Banach. (X, | .]lc) é
de Banach?

. Mostre que o conjunto {f € C[a,b] : f(z) > 0 para todo x € [a,b]} é aberto em C[a,b].

. Mostre que a seguinte fungao define uma norma em C[0, 1] que nao é equivalente & norma
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8. Seja X = C([0,1],R). Dados f € X, e>0exy,...,z, em [0,1] considere
Vf#ﬂl,-..,:cn,e = {g e X |f(Il) - g(ajl)| <€, 1= 17 cee 7n} .
a) Verifique que 7 = {U C X : Vf € U,3e > 0,3x1,...,2, € [0,1] tais que Viy o . C U}
define uma topologia em X. Essa topologia é chamada de topologia da convergéncia pontual
em X.
b) Mostre que qualquer sequéncia de elementos de X converge em rela¢do a 7 se e somente
se ela converge pontualmente.
¢) Mostre que 7 nao é metrizavel.
9. Seja X um espaco de Banach. Mostre que £ = {f : X — R : f é Lipschitz e f(0) = 0} mu-
nido da norma @) — F)
r)—J\Y
£l zipy = sup {; r#ye X}
[z =yl
é um espago de Banach.
10. Mostre que a norma |||z||| := Y52, 27%|z;| em f2 ndo é equivalente com a norma || . [|2.
11. Mostre que a fungdo f definida em ¢; por f(z) = ((X |zi))* + X, %|xi|2)1/2 ¢ uma norma
equivalente em /7.
12. Seja 0 < p < 1. Mostre que a fungao f(x,y) := (Jz[P + |y[?)'/P nao ¢ uma norma em R,
13. Sejam 1 < p < g < oo. Mostre que ¢, C ¢, e Ly[0,1] C L,[0,1].
14. Mostre que para todo p > 1, £, é linearmente isométrico a um subespaco de L0, 1].
15. Sejam I' um conjunto e p € [1,00]. Mostre que ¢o(I') e £,(I") sao espagos de Banach.
16. Seja BC(0, 1) o espago das fungoes continuas e limitadas em ]0, 1] com a norma da convergéncia
uniforme. BC(0, 1) é de Banach? Mostre que BC(0,1) nao ¢ separavel.
17. Sejam X um espago vetorial normado e Y um subespago fechado de X. Prove que se Y e
X/Y sao espagos de Banach, entdo X é um espago de Banach.
18. Sejam Y, Z subespagos fechados de um espago de Banach X tais que Y é isomorfo a Z. Sao
X/Y e X/Z necessariamente isomorfos?
19. Mostre que a norma em f,/c, é ||Z|| = limsup |z;| para cada x = (2;); € leo.
20. Seja cgyp o espaco das sequéncias escalares que sao nulas exceto para um numero finito de
termos. Mostre que ¢y = ¢g em £.
21. Prove que um espago de Banach X é separavel se e somente se Sx é separével.
22. a) Seja Y um subespago fechado de um espago de Banach X. Mostre que se X é separavel,
entdo Y e X/Y é separavel.
b) Mostre que se Y e X/Y sa@o separaveis, entdao X é separavel.
Sugestoes

3.) Defina uma fungao ¢ de By sobre By por ¢(0) = 0 e p(z) = 21 o para z € By \ {0}. A
continuidade no 0 segue da equivaléncia das normas.

4. ¢) Mostre que conv(AU B) é a imagem por uma fungao continua do compacto {(a, 8); a, 8 >
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0,0+ =1} x Ax B.



e) Mostre que se z € convA, entao existem n + 1 pontos z1,...,z,+1 de A e n + 1 reais nao
negativos A1, ..., \,y1 tais que Z?:Jrll Ai=lex= Z?:Jrll XiZ1.

5.) X nao é fechado em C(]0, 1].R).

8.) Essa topologia na verdade é a topologia produto R

c) Se metrizével, considere B(0;1/n) e abertos Vo an

[0,1]
C B(0;1/n). Seja a € [0,1] que
nao pertence a |, ey Uy<j<p, 77 € uma sequéncia (f,) em X tal que limy, 1o fn(z) = 0 exceto
para x = a.

13.) Tome z = (x;) € £, tal que [[z[lp, = 1. Assim |z;] < 1, de onde |z;]? < [z;P. Segue
que Htzq < ||m||§p = 1. A desigualdade para espacos de fungoes segue da desigualdade de Holder
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tomando r = ¢/p.

14.) Considere o subespagco gerado por {f,}, onde f, = (n(n + 1))1/px[ Ly

16.) Fixe {f,} em BC(0,1) tal que supp f, C [, 5] € [ fulloo = 1. Defina T': £o, — BC(0,1)
por T'((an))(t) = anfn(t) parat € [n%rl, 11, Assim, BC(0,1) contém uma copia isomorfa de ls.

17.) Se (xy) é de Cauchy em X, entao existe z € X tal que ,, — Z. Existe (y,) em Y tal que
(xn, —x — yn) — 0. Segue que (y,) é de Cauchy, de onde y, =y e z, = x + y.

18.) Nao. Seja X = fg, Y = {(0,%2,%3, .. )} e/ = {(0, 0,$3,$4, .. )}

19.) H4 somente um numero finito de indices i tais que |x;| > limsup |x;| + €.

21.) Se {xy} é denso em Sx, considere {7z, }k, para algum conjunto denso {r;} em K. Se S
¢ enumeravel e denso em X, considere { ﬁ, z €S}

22. b) Se {«,,} é um conjunto denso em X/Y e {z,} é denso em Y, escolhendo y, € 4, e
considerando {y,, + zx; n, k € N}, obtemos um conjunto denso em X.



