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Resumo

Santos, J. B. Variagoes do teorema de Banach Stone. Dissertacao de Mestrado - Instituto de

Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

Este trabalho tem por objetivo estudar algumas variagoes do teorema de Banach- Stone. Elas
podem ser encontradas no artigo Variations on the Banach- Stone Theorem, [14]|. Além disso, apre-
sentamos um resultado, provado por D. Amir em [1], que generaliza a versao classica do Teorema
de Banach- Stone. Consideramos os espagos C(K) e C(L), que representam os espagos de fungoes
continuas de K em R e de L em R respectivamente, onde K e L sao espacgos Hausdorff compactos.
O enunciado da versao classica do teorema de Banach- Stone é a seguinte: "Sejam K e L espagos
Hausdorff compactos. Entao C(K') é isométrico a C(L) se e somente se, K e L sao homeomorfos".
Apresentamos a primeira das variacoes que considera isomorfismo entre dlgebras e foi feita por
Gelfand e Kolmogoroff em [15], no ano de 1939. A segunda versao apresentada trata de isomorfismo
isométrico e a demostragdo é originalmente devida a Arens e Kelley e é encontrada em [2]. Final-
mente, estudamos o teorema provado por D. Amir e apresentado em [1]|. Este teorema generaliza
o teorema classico de Banach- Stone e tem o seguinte enunciado: Se K e L s&o espagos Hausdorff
compactos e T' é um isomorfismo linear de C(K) sobre C(L), com ||T]| - HT‘IH < 2 entao K e L sao

homeomorfos".

Palavras-chave: Banach- Stone, fun¢oes continuas, estrutura extremal.
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Abstract

Santos, J. B. Variations Banach- Stone Theorem. Dissertacao de Mestrado - Instituto de

Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

This work aims to study some variations of the Banach- Stone theorem. They can be found in
the article Variations on the Banach- Stone Theorem, [14]. In addition, we present a result, proved
by D. Amir in [1], that generalizes the classic version of the Theorem Banach- Stone. We consider
the spaces C(K') and C(L), representing the spaces of continuous functions from K into R and from
L into R respectively, where K and L are compact Hausdorff spaces. The wording of the classic
version of the Banach- Stone theorem is as follows: "Let K e L be compact Haudorff spaces. Then
C(K) is isometric to C(L) if, and only if, K and L are homeomorphic". Here the first of the variations
that considers isomorphism between algebras and was made by Gelfand and Kolmogoroff in [15],
in 1939. The second version presented is about isometric isomorphisms and the demonstration is
originally due to Arens and Kelley and it is found in [2]. Finally, we study the theorem proved by
D. Amir and presented in [1]. This theorem generalizes the classical theorem Banach- Stone and
states the following: "Let K e L be compact Haudorff spaces and let T be a linear isomorphism

from C(K) into C(L), with ||T]| - HT‘IH < 2. Then K and L are homeomorphic".

Keywords: Banach- Stone, continuous functions, extremal structure.
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Introducao

O teorema de Banach- Stone, ao longo do tempo, tem encontrado varias extensoes e generaliza-
¢Oes, além de resultados que o fortalecem. Esta dissertagdo tem como objetivo apresentar algumas
destas versoes do teorema de Banach- Stone.

Em 1932, em [4], Banach demonstrou o seguinte resultado: "Sejam K e L espagos métricos
compactos. Entao C(K) é isométrico a C(L) se e somente se K e L sdo homeomorfos". Ja em 1937,
Stone em [24] generalizou o resultado para espagos compactos arbitrarios e esta generalizagao é
conhecido como Teorema Classico de Banach- Stone.

Estudamos a demonstracao feita pelos matematicos Gelfand e Kolmogoroff em 1939 que tra-
balharam separadamente. Outra versao estudada aqui ¢ devida originalmente a Arens e Kelley |[2]
e pode ser encontrada em [13]. Também enunciamos e apresentamos a demonstra¢ao do teorema
provado por Amir [1], em 1966, que generaliza a versao classica de Banach- Stone. Neste trabalho,
foram utilizados os artigos [1], [14] e o livro texto [13].

Vamos apresentar agora um resumo de cada capitulo deste trabalho.

O objetivo do capitulo 1 é fazer uma apresentagao dos resultados bésicos de topologia e de
analise funcional necessarios para o bom entendimento desta dissertacao.

O capitulo 2 tem por objetivo apresentar o teorema de Banach- Stone para isomorfismos alge-
bricos. Esta versao do teorema foi feita por Gelfand e Kolmogoroff em [15] no ano de 1939. Vamos
dar uma visao geral de cada secao deste capitulo, lembrando que os resultados encontrados em cada
secao sao os necessarios para o bom andamento desta dissertacao.

A secéio 2.2 tem como tema Algebras de Banach. Nesta secéio, o objetivo principal é introduzir a
algebra de Banach mais utilizada nesta dissertagao, C(K), que é o conjuntos de todas fungoes con-
tinuas f : K — C, onde K é um espaco topologico Hausdorff compacto, com a norma do supremo.
Outro objetivo desta secao é definir os termos homomorfismos escalares e isomorfismos entre alge-
bras. Além disso, foram enunciados alguns resultados sobre esses assuntos, que sdo fundamentais

para a proxima segao do capitulo 2.

pal
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Na secao 2.3, o objetivo principal é enunciar e demonstrar teorema de Banach- Stone para
isomorfismos élgebricos. O enunciado deste teorema é o seguinte: "Sejam K e L espagos Hausdorff
compactos. Entao C(K) e C(L) sao algebras isomorfas se e somente se, K e L sao homeomorfos.
Além disso, todo isomorfismo de algebra T : C(L) — C(K) é da forma T'(f) = f o h, onde
h: K — L é um homeomorfismo". E para isso, s@o ncessarios alguns resultados sobre algebras de
Banach e ideais.

O objetivo do capitulo 3 é apresentar o teorema classico de Banach- Stone. A demonstragao
desta versdo, aqui apresentada, é devida originalmente a Arens e Kelley [2] e precisa da teoria de
estrutura extremal que pode ser encontrada no livro [13]. Por esse motivo, a segao 3.2 é dedicada ao
estudo de estrutura extremal e para isso sao necessarias as teorias de topologia fraca e de topologia
fraca estrela, assuntos abordados nas segoes 1.4 e 1.5 respectivamente. Na se¢do 3.3 é enunciado e
demonstrado o Teorema de Banach- Stone, juntamente com alguns resultados necessarios para a
demonstragao.

Em 1966, D. Amir, provou em [1] um teorema que generaliza o teorema classico de Banach-
Stone. Este teorema tem o seguinte enunciado: "Se K e L sdo espagos Hausdorff compactos e T é
um isomorfismo linear de C(K') sobre C(L), com ||T|| - HT_IH < 2 entao K e L sao homeomorfos. O
capitulo 4 tem como objetivo estudar esse teorema, utilizando o artigo [1] como base.

Na secao 4.2 sdo apresentados dois exemplos em que o teorema nao vale se || T - HT‘IH = 2.
J& na segdo 4.3 sao enunciados e demonstrados lemas necessarios para demonstragao do teorema
principal deste capitulo, que é enunciado e provado logo em seguida na mesma segao.

Por dltimo, no capitulo 5 damos uma visao geral dos avancos obtidos sobre o Teorema de
Banach- Stone apresentando alguns resultados de generalizagao e extensao obtidos depois do resul-

tado apresentado por Amir [1] que foi abordado no capitulo 4.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é dar uma visao geral dos temas basicos necessérios para o andamento
desta dissertagao.

A se¢@o 1.2 tem como finalidade dar as defini¢oes e resultados necessarios de topologia geral e
teoria de conjuntos. As demonstragoes destes resultados podem ser encontradas em [12].

Na secao 1.3, estao os resultados bésicos sobre espagos de Banach. As demonstragoes dos re-
sultados, além de mais detalhes sobre o tema, podem ser encontrados em [11], [20], [22] e [23]. Na
se¢do 1.4, damos a definigdo de topologia fraca, além dos resultados que dependem de topologia
fraca, necesséarios para essa dissertagdo. As demonstragoes sdo encontradas em [22]|. Finalmente, a
secdo 1.5 versa sobre topologia fraca estrela, assunto necessario quando falarmos sobre estrutura
extremal no capitulo 3. As demonstragoes dos resultados dessa se¢do podem ser encontrados em
[13] e [23].

1.2 Teoria dos conjuntos e Topologia Geral

O conteudo apresentado nesta segao pode ser encontrado em [12] e [17].

Definigao 1.2.1. Uma ordem parcial num conjunto A € uma relagdo bindria < em A satisfazendo

as sequintes condigcoes, para todos a,b,c € A:
(a) a < a;

(b) Sea=beb=c, entaoa <c; e

(c) Sea=<beb=a, entio a=Vb.

Um conjunto com uma ordem parcial é chamado conjunto parcialmente ordenado.

Definigao 1.2.2. Seja A um conjunto parcialmente ordenado.

(a) Uma cadeia em A é um subconjunto C' de A tal que para todo a,b em C, oua <b oub < a.

(b) Uma cota superior de um subconjunto B de A é um elemento u € A tal que b < u para todo
beB.
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(c) Um elemento m de A é maximal se m < a implica que m = a para a € A.

Lema 1.2.3 (Lema de Zorn). Um conjunto parcialmente ordenado em que cada cadeia tem

uma cota superior contém pelo menos um elemento mazimal.
Demonstragao. Vide [17], pagina 62. [ ]

Definicao 1.2.4. Uma relagao de ordem total sobre um conjunto A ¢ uma relagio de ordem
parcial = sobre A com a propriedade que para quaisquer x,y em A ou x =y ouy = x. Neste caso

A é denominado conjunto totalmente ordenado ou cadeia

Definicao 1.2.5. Uma topologia num conjunto X € uma colegio T de partes de X, chamados

abertos da topologia com as sequintes propriedades:

(a) @ e X pertencem a T;
n

(b) Se Ai, As, ..., A, € T entao ﬂ A, eT;e
i=1

(c¢) Dada uma familia arbitrdria (Ax)aer, com Ax € T para cada \ € L tem-se U Ay eT.
AEL

Um espago topologico é um par (X, 1), onde X é um conjunto e T € uma topologia em X .

Definigao 1.2.6. Seja X um espaco topoldgico. O interior de um conjunto A C X € a unido de

todos conjuntos abertos contidos em A. Vamos denotar o interior do conjunto A, por intA.
Observagao 1.2.7. Um conjunto B € aberto se, e somente se B = intB.

Definigao 1.2.8. Seja X um espago topoldgico. Seja A C X um subconjunto. Definimos a fronteira

de A como sendo o conjunto:
0A=AX\A=4\intA

Definigao 1.2.9. Um espago topologico X € um espago T3 se satisfaz o sequinte axioma: Dado
um par de pontos distintos a,b € X, existem abertos U,V tais que a € U,b & U,a € V,b € V. Os

abertos U e V' nao sao necessariamente disjuntos.

Definicao 1.2.10. Um espaco topologico X, chama-se espago de Hausdorff quando, para cada
par de pontos distintos x,y em X, existem abertos U e V tais que x e Uy eV e UV = @.

Observagao 1.2.11. Um espa¢o de Hausdorff é um espago T1.

Definicao 1.2.12. Um espago topologico X chama-se mnormal quando X € T e dados F,G C X
fechados, com F NG = 0 existem abertos U,V C X com FCU,GCV eUNV = .

Defini¢ao 1.2.13. Uma cobertura de um conjunto X é uma familia {As}scs de subconjuntos de

X tal que U As = X. Se X é um espago topoldgico, {As}ses € uma cobertura aberta de X se

seS
todos 0s conjuntos Ag sao abertos.
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Definicao 1.2.14. Um espaco topoldgico Haudorff X é compacto se todo recobrimento aberto de
X possui um sub- recobrimento finito, isto é, para toda cobertura aberta, { As}ses do espago X existe
um conjunto finito {s1,...,s5} C S tal que X = Ag, ... U As,

Proposigao 1.2.15. Todo espaco de Hausdorff compacto € normal.

Definigao 1.2.16. Um espago topoldgico X é completamente regular se e somente se satisfaz
o sequinte axioma: Se F' é um subconjunto fechado de X e p € X nao pertence a F, entdo existe
uma fungao continua f: X — [0,1] tal que f(p) =0 e f(F) = 1.

Lema 1.2.17 (Lema de Urysohn). Se X é um espago topoldgico normal e A, B C X sao fechados
disjuntos entao existe f : X — [0,1] continua tal que f(x) = 0 para todo x € A e f(x) =1 para
todo x € B.

Demonstragao. Vide [12], pagina 41. [ |

Observagao 1.2.18. Segue do Lema de Urysohn 1.2.17 que todo espago mormal € completamente

reqular.

Definigao 1.2.19. Sejam X um espaco topoldgico e A C X um subconjunto. Definimos a fungao

caracteristica como:

1 z€A
0 z¢& A

xa(z) =

Proposigao 1.2.20. Sejam X espaco topoldgico e A C X. A fungdo caracteristica de A € descon-

tinua no ponto k € A se e somente se k pertence a fronteira de A, ou seja, em OA.

Demonstragio. De fato, seja k € 9A. Vamos provar que x4 é descontinua em A. Tome € = % Seja
Vi vizinhanga de k. Como k € 0A, existem z,y € Vi, tais que x € Aey &€ A. Se k € A, tome
z=y.Sek ¢ A, tome z =z. Assim |ya(2) — xa(k)|=1>¢= 3.
Agora, vamos provar que se x4 é descontinua em k, entdo k € JA. Seja € > 0. Suponha que
k & 0A, logo k € int(A) ou k € int(X \ A). Se k € int(A), entdo existe Vj C A vizinhanga
de k tal que para todo = € Vi, |xa(z) — xa(k)] = 0 < €, ou seja, x4 ¢ continua em k o que é
um absurdo. Analogamente, mostramos que x4 ¢ continua em k € int(X \ A), o que contradiz a
hipotese. Portanto k € 0A.
|

Agora, daremos uma nocao bésica de rede, necessaria para o desenvolvimento desta dissertagao.

Mais detalhes deste contetido podem ser encontrados em [12]

Definicao 1.2.21. Diremos que I é um conjunto dirigido se I € um conjunto parcialmente

ordenado tal que, dados i,j € I existe k € I tal que k>1 ek > j.

Definigao 1.2.22. Chamaremos de rede em X a toda aplicagdo da formai € I — x; € X, sendo

I um congunto dirigido. Esta aplica¢io serd denotada por (z;)cr-

Definigao 1.2.23. Seja X um espago topoldgico. Diremos que uma rede (x;);c; em X converge a
um ponto x € X e escreveremos x; — x, se dada V € V,, onde V, é uma vizinhanga de x, existe

19 € I tal que x; € V para todo i > ig.
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Exemplo 1.2.24. (a) Cada conjunto totalmente ordenado € um conjunto dirigido. Em particular

N e R sao conjuntos dirigidos.
(b) Cada sequéncia (zn)neny em X € uma rede.
Proposigao 1.2.25. Sejam X e Y espagos topoldgicos.

(a) Se A C X, entdo um ponto x € X pertence a A se e somente se existe uma rede (x;)ier C A

que converge a x.

(b) Uma aplicagao f : X — Y € continua se e somente se , para cada rede (x;)ier que converge

a um ponto x € X, a rede (f(x;))icr converge a f(x) €Y.
(c) X ¢é Hausdorff se e somente se cada rede convergente tem um limite winico.
Demonstragao. (a) Vide [12], paginas 50, 51.
(b) Vide [12], pagina 51.

(c) Vide [12], pagina 51.

Definigao 1.2.26. Sejam I,J conjunto dirigidos
(a) Uma aplicagao ¢ : J — I é dita crescente se j; < jo implica ¢(j1) < ¢(ja2).
(b) Uma aplicagao ¢ : J — I € dita cofinal se dado i € I existe j € J tal que ¢(j) > i.

(c) Diremos que uma rede (y;)jes € wma subrede de uma rede (x;)icr se existir uma aplicagao

crescente e cofinal ¢ : J — I, tal que y; = xy(;), para cada j € J.

Teorema 1.2.27. Um espaco topoldgico nao vazio X € compacto se, e somente se, cada rede em

X admite uma subrede convergente.

Demonstragao. Vide [12], pagina 128.
|

O objetivo agora é definir uma topologia para produto infinito de espagos topologicos { Xs; s €

S}.

Definicao 1.2.28. Dados um conjunto S e uma familia {Xs;s € S}, definimos o produto car-

tesiano de {Xs;s € S}, denotado por H X, como
seS

1_[)(S — {g; N U Xs; z(s) € X, para cada s € S}.
sES seS

O valor z(s) da fungao z é usualmente denotado por =, e chamado de s-ésima coordenada de

x. Ainda muitas vezes escrevemos = = {Zs}ses.
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Definigao 1.2.29. Dado t € S, a fungdo m : H Xs — Xy definida por m(f) = f(t) € chamada
seS
de projegao de H Xs na coordenada t.
seS
Definigao 1.2.30. Seja F = {Xs;s € S} uma familia de espagos topoldgicos. Dizemos que a

topologia gerada pela base

{H Us; Us € aberto em X5 e {s € S;Us # X5} € finito }
seS

€ o produto de Tychonoff da familia F. Este espago topoldgico € geralmente denotado por H X,

seS
e esta topologia € chamanda de topologia produto.

Proposicao 1.2.31. Para cada familia de conjuntos {As}ses, onde As € um subconjunto de um

espago topoldgico X, no produto H X, temos H Ay = HZS.
seS seS seS

Demonstragao. Vide [12], pagina 78.
|

Proposicao 1.2.32. Seja {X;; s € S} uma familia nao vazia de espagos topoldgicos nao vazios, e

seja X = H Xs. Entao uma rede (z))xen converge a © € X se e somente se a rede (ws()))ren

s€S
converge a ms(x) em X, para cada s € S.

Demonstragao. Vide [12], pagina 78. |

-

Teorema 1.2.33 (de Tychonoff). Se X é compacto para cada s € S, entao o produto HXS é

S
também compacto quando equipado com a topologia produto.

Demonstragao. Vide [12], pagina 138. |

1.3 Espacgos de Banach

Definicao 1.3.1. Um conjunto nao vazio X é um espago vetorial sobre um corpo K com seus

elementos, denominados vetores, se estiverem definidas as sequintes duas operagoes:

X xX — X
(z,y) —z+y

S KxX — X
Nz)— Az

tais que para todos A\,n € K e x,y,z € X temos

(@) z+y=y+ux;

() (x4+y)+z=z+ (y+2);
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(c) Existe 0 € X tal que v+ 0 = x;

(d) Exziste —z € X tal que x + (—z) = 0;
(e) 1-z=uxa;

) Ne(z+y)=A-z+X-y;

(8) A +n)-z=Xaz+n- x;

(h) A(n-2) = (A-1) - .

Definicao 1.3.2. Seja X um espaco vetorial sobre K. Uma norma em X € uma func¢do real

Il : X — R tal que para todos x,y € X, \ € K satisfaz as sequintes condi¢oes:

(@) [lz] = 0;
() [[z]] =0 & = =0;
() [IA-=ll = AL~ ll=ll;

(@) [l +yll < [zl + llyll;

Definigao 1.3.3. Um espago normado ¢é um par (X, ||||) consistindo de um espago vetorial X e

uma norma ||| : X — R.

Definicao 1.3.4. Um espacgo vetorial normado X € um espago de Banach se X, com a métrica

induzida pela norma, é completo.

Teorema 1.3.5. Um espac¢o vetorial normado X é um espaco de Banach se e somente se toda série

absolutamente convergente em X ¢é também convergente em X.

Demonstragao. Vide [22], pagina 105. |
Definigcao 1.3.6. Sejam X e Y espacos vetoriais.

(a) A aplicagio T : X — Y ¢é uma aplicagao linear se, para todos x1,x2 € X, e para todos

escalares \, v € K,
T(Ax1 +yx2) = N(x1) + T (22). (1.1)
(b) Uma aplicagao linear T : X — Y € chamada limitada se existe uma constante M > 0 tal

que
|T(x)|| < M ||z|| para todo x € X. (1.2)
Definicao 1.3.7. Sejam X e Y espagos normados. Entao L(X,Y) denota o conjunto de todas

aplicagoes lineares limitadas de X emY . SeY = K, entao denotamos L(X,K) por X* e o chamamos
dual de X.
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Teorema 1.3.8. Sejam X e Y espacos normados.

[A)]

]

(a) Seja A € L(X,Y). Entdo a norma de A é definida como ||Al| = sup, , onde 0 € o

elemento nulo de X.

(b) SeY € um espago de Banach entao L(X,Y) é um espago de Banach com a norma dada em
(a).

Demonstragao. (a) Vide [22], pagina 114.

(b) Vide [22], pagina 114.
|

Definigao 1.3.9. Sejam X e Y espacos normados. Uma aplicagao T € L(X,Y) é uma isometria
se |[T(x)|| = ||z||, para todo x € X e se T for sobrejetora. Os espagos X e Y sao chamados

isomeétricos se ezxiste uma isometria T de X sobre Y.

Lema 1.3.10. Sejam X e Y espacos normados. Se T € uma isometria de X sobre Y, entdo
T(Bx) = By.

Demonstrag¢ao. Seja x € Byx. Veremos que T'(x) € By. De fato, pela definigdo de T, vem que
T(x) € Y. Como T é isometria e ||z|| < 1, entdao ||T(x)| = ||z|| < 1, logo T(z) € By. Entao
T(Bx) C By.

Seja agora y € By. Como T é sobrejetora, existe € X tal que T'(xz) = y. Vamos provar que
lz|| < 1. Temos que ||y|| = ||T(z)|| = ||=||, pois T é isometria e como ||y|| < 1, vem ||z|| < 1. Logo
By C T(Bx). Portanto T(Bx) = By. [ |

Teorema 1.3.11. O dual X* de um espaco normado X € sempre um espago de Banach sob a

norma:

[f ()]

[l

I1£1] zsup{ w#O}. (1.3)

Demonstragao. Vide [22], pagina 115. [ ]

Definigao 1.3.12. Sejam X e Y espagos de Banach e T € L(X,Y). Definimos o adjunto de T
como T* : Y* — X* tal que para f € Y*:

T*(f) : x — f(T(x)); para todo x € X. (1.4)

Teorema 1.3.13. Seja T € L(X,Y). Considere o adjunto de T, T* : Y* — X*. Entao:

(a) T* é linear;
(b) T* € limitado;
() 1T} = 1T~

(d) SeT é bijecao entao T* € bijecao; e
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(e) SeT éisometria entao T™ € isometria.

Demonstragao. (a) Vide [23], pagina 285.
(b) Vide [23], pagina 284.
(c) Vide [23], pagina 284.
(d) Vide [23], pagina 290.

(e) Vide [23], pagina 290.
]

Definigao 1.3.14. Seja X um espago vetorial normado sobre K. Chamamos o espago (X*)* de

espaco bidual a¢ X e usamos a notagao X**.

Definicao 1.3.15. Seja X um espago vetorial normado sobre K. Para cada x € X, associamos

naturalmente um elemento d, € X** da seguinte maneira:

0y : X* — K
fr—0:(f) = f(z).

Teorema 1.3.16 (Hahn- Banach). (a) Se X # {0} € um espago vetorial normado e xg € X
entdo existe f € X* tal que || f|| =1 e f(xo) = ||zo]

(b) Se X € um espago vetorial normado e x € X € tal que f(x) = 0 para todo f € X* entao

x=0.

(c) Seja C um conjunto convezo fechado num espago normado X . Se xg & C entao existe f € X*

tal que

Re(f(xg)) > sup{Re(f(x));xz € C}. (1.5)

d) Seja X espaco vetorial. Entao X* separa pontos.
)

Demonstragao. (a) Vide [22], pagina 135.
(b) Vide [22], pagina 135.
(c) Vide [13], pagina 43.

(d) Sejam z,y € X, com x # y. Suponha que para todo f € X*, f(x) = f(y), logo f(x —y) =0.
Pelo item (b) deste teorema, z —y = 0, ou seja, x = y. Absurdo. Portanto existe f € X* tal

que f(z) # f(y).
]
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Teorema 1.3.17 (Banach- Steinhaus). Se (A,) € uma sequéncia de operadores lineares limitados

definidos de um espaco de Banach X num espaco normado Y e
limsup || A (2)|| < o0 (1.6)
n

para todo x € X, entao sup,, ||An| < oo, isto é, a sequéncia (||A,|) € limitada.
Demonstragao. Vide [22], pagina 123. [ ]

Vamos dar a definigdo e alguns resultados sobre envoltéria convexa, que serao utéis nos proximos

capitulos.
Definigao 1.3.18. Seja X um espago vetorial.

(a) Seja A um subconjunto de X. A envoltéria convexa de A, denotado por conv(A) é o menor
conjunto convexo que contém A, ou seja, a intersecao de todos os conjuntos convexos que

contém A.

(b) Se X tem uma topologia, entao a envoltéria convexa fechada, ou gerador convezo fechado
de A, denotado por conv(A), é o menor conjunto convexo fechado que contém A, ou seja, a

intersecao de todos conjuntos convexos fechados que contém A.

Lema 1.3.19. Suponha que C4, ..., Cy, sao subconjuntos converos nao vazios de um espaco vetorial.

n
Entao conv(CyJ...\UC) consiste de todas as somas th -xj tal que tq,...,t, sdGo nimeros reais
j=1

n
nao negativos onde th =lex; €Cjquandoj=1,..,n
j=1

Demonstragao. Vide 23], pagina 268. [ |

Observagao 1.3.20. Segue de 1.3.19 paran =1 que conv(A) € a colegao de todas as combinagoes
n

convezas de elementos de A, isto €, somas da forma, E tj - xj, tal que n € N, z1,...,2, € A,
Jj=1

n
tl,...,tn > Oe th =1.
j=1

Agora para encerrar a se¢ao, vamos dar a definicdo de espago vetorial topologico e um lema que

serao uteis para o desenvolvimento da teoria do capitulo 3.

Definicao 1.3.21. Seja X um espago vetorial, com uma topologia T tal que a adi¢io de vetores €
uma operagao continua de X x X sobre X e a multiplicacdo de vetores por escalar € uma operac¢ao
continua de K x X sobre X. Entao T é um topologia vetorial de X e o par ordenado (X, T) é um

espaco vetorial topoldgico.

Lema 1.3.22. Suponha que Ky, ..., K, sdo subconjuntos convexos compactos de um espaco vetorial

topoldgico. Entao conv(Ky ...\ Ky) € compacto.

Demonstragao. Vide 23], pagina 268.
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1.4 Topologia Fraca

Considere um espago vetorial normado qualquer (X, |-]|) e defina a métrica d por d(x,y) =
|z — y|| para todo z,y € X. Usualmente a topologia métrica ¢ chamada de topologia (ou métrica)
da norma de X, ji que d é expressada em termos da norma de X. Contudo, existem outras
topologias sobre X que também sao tteis e vamos considerar a chamada topologia fraca de X.

Denotaremos a topologia da norma de X por [|-||, onde ||| é a classe de todos conjuntos abertos
de X, dados pela métrica d. Para evitar trivialidade denotamos por G um elemento nao vazio de

||I-]|. Portanto dizer que G € ||-|| ¢ dizer que:
Para todo a € G existe r > 0 tal que B(a,r) C G.

Equivalentemente: Para todo a € G existe r > 0 tal que se x € X e ||z — a|| < r entao z € G.

Definigao 1.4.1. Uma sequéncia (zy)nen em um espago normado (X, ||-||) converge fortemente
para x € X se (Tp)nen converge a x na topologia da norma ||-||, ou seja, se ||z, — x| — 0 quando

n — oo. Também escrito como x, — = (fortemente).

Para um dado espago normado X, agora desejamos introduzir a nova topologia sobre X de-
terminada por X*, onde X* é o espago dual de X, que consiste de todos os funcionais lineares

limitados f sobre X com a norma

T =sup{|f($)|-x7é0}=sup{|f(x)l; o] < 1} (L.7)

]l
para cada f € X*.

Definigao 1.4.2. Sejam a € X, f1, fo, ..., fn € X* e € > 0. Definimos o sequinte subconjunto de
X:

U=Ul(a, fi, f2, s fn,€) = {x € X; sup |fi(z—a)| < 6} (1.8)

1<k<n

Por o(X, X*) denotamos a classe de todos os subconjuntos U, definidos acima unido com o

conjunto vazio.
Teorema 1.4.3. O conjunto o(X, X™*) é uma topologia Hausdorff para o espago normado X .

Demonstragao. Vide [22], paginas 143 e 147.
|

Note que a € U(a, fi1, f2, ..., fn,€), de modo que U é uma vizinhanga de a. Iremos nos referir a
U =U(a, fi1, f2,-.., fn,€) como uma vizinhanga fraca de a. Segue do teorema 1.4.3 que o(X, X™*) é

uma topologia para X e chamamos o(X, X*) de topologia fraca em X determinada por X*.

Teorema 1.4.4. Todo conjunto fracamente aberto € aberto na topologia da norma.
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Demonstragao. Seja G € o(X,X*) e seja a € G. Entao existe Ul(a, f1, f2, ..., fn,e) € G. Como
fr € continuo em a, segue que existe dx > 0 tal que |fx(z) — fr(a)| < € se ||x — a]| < d. Defina
0 = min(éy,...,d,). Entdo x € B(a,d) implica ||z —al < 6 < d, para 1 < k < n, e assim
Supj<p<p | fx(z — a)| < € o que implica que x € U(a, f1, f2, ..., fn,€) C G. Segue que B(a ,0) C
Ul(a, f1, f2, - fn,€) C G. Portanto G € y(X). Assim o(X, X*) C v(X). [ |

~ w . . A
Observagao 1.4.5. Escrevemos x, — x para indicar que a sequéncia (Tn)nen converge a T com
respeito a (X, X*).

Observacio 1.4.6. Num espaco normado X temos x, — x se e somente se
f(xn) — f(z) quando n — oo para todo f € X*.

Demonstrag¢do. Suponha que z,, — z. Seja f € X* e sejae > 0. Entao como Uz, f,€) € o(X, X*)
e como , — x, existe ng € N tal que z, € U(z, f,e) para todo n > ng donde para tal n temos

|f(zn, — x)| < € 0 que implica
f(x) — f(x) quando n — oo para todo f € X*.

Reciprocamente suponha que para todo f € X*, f(z,) — f(z). Vamos provar que z,, —» .
Sejam fi,..., fr € X* e e > 0. Tome Ul(x, f1,..., fx,€). Como fi(z,) — fi(x),1 < i < k. Existe
no, € N tal que | fi(zn) — fi(z)| < € para todo n > ng, para cada i. Seja ng = max{ng,;1 <i <n},
logo sup{|fi(xzn) — fi(x)];1 <i < n} < e para todo n > ny. Portanto x,, € U(x, f1, ..., fx,€). Assim
T, s 1 |

Em geral, convergéncia fraca e convergéncia forte nao sao equivalentes, como pode-se ver no

proximo exemplo. Mas precisamos antes da seguinte definigao.

Definicao 1.4.7. Seja 1 < p < co. Definimos ¢, como o conjunto de todas as sequéncias (Tx)keN
] 00 1
p
tal que E |zk|P < 0o, munido da norma <Z |mk]p> .
k=1 k=1

Exemplo 1.4.8. Seja X o espaco normado ¢, (1 < p < o0). Sabemos que para todo f € 4,
o

podemos escrever f(x) = Zak:nk, para todo x € {,, onde a € {y, com (X + 1y = 1. Entdo

p g
k=1
escrevendo e; = (1,0,0,...),e2 = (0,1,0,...), ..., temos

1
len — em”p =2»

para n # m, portanto (e,) nao converge na topologia da norma. Contudo, (e,) converge fracamente
o0
a 0= (0,0,...) uma vez que f € £} implica f(en) = an e uma vez que a € £y temos Z lan]? < oo,

n=1
logo, a, — 0 quando n — oo. Portanto f(e,) — f(0) =0 quando n — oc.

Para um estudo mais detalhado sobre os espagos ¢, vide [11] e [20].

Teorema 1.4.9. Seja X um espago normado e suponha que x, — x. Entdo (Tn)nen € limitada

na norma de X, isto é, sup,, ||z,|| < co.
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Demonstragao. Para cada n € N e cada f € X*, considere 6,(f) = 65, (f) = f(xn). Entao 6, é um
funcional linear continuo no espaco de Banach X*. Também, como =, — z, segue da observacio

1.4.6 que existe

lim f(zy,) = ILm 0n(f) para todo f € X*.

n—oo

Portanto pelo teorema de Banach- Steinhauss 1.3.17, existe uma constante M > 0 tal que
|0n(f)] < M - ||f|l para todo n € N e todo f € X*.

Agora pelo teorema de Hahn- Banach, 1.3.16(a), existe f,, € X* com ||f,|| =1 e fn(zn) = ||z

para cada n € N. Consequentemente, para cada n € N

[znll = | falzn) < M - | ful = M

o que implica sup,, ||z,| < co.

1.5 Topologia Fraca Estrela

Considere X um espago normado e X* seu dual. Vamos introduzir uma topologia sobre X*
determinada por X. Essa topologia serd chamada de topologia fraca estrela.
Essa topologia sera 1til para a demonstragao do Teorema de Alaoglu, 1.5.5 que afirma que Bx~

é compacta com essa topologia.

Definicao 1.5.1. Sejam g € X*, x1,29,...,2, € X e qualquer € > 0. Definimos o sequinte subcon-
junto de X*:

V=V(g,x1,22,...,Tpn, &) = {f € X% sup |f(zx) — g(zr)] < 8} (1.9)
1<k<n
Por o(X*, X) denotamos a classe de todos os subconjuntos V definidos acima unido com o

conjunto vazio.
Teorema 1.5.2. O conjunto (X*,0(X*, X)) € um espago topoldgico de Hausdorff.

Demonstragao. Vide [22], paginas 147,148.
|

Note que g € V (g, z1, 22, ..., Tpn,€), de modo que V' ¢é uma vizinhanga de g. Iremos nos referir
aV =V(g,z1,22,...,2pn,€) como uma vizinhanca fraca estrela de g. Segue do teorema 1.5.2 que
o(X*, X) é uma topologia para X* e chamamos o(X*, X) de topologia fraca estrela em X*

determinada por X.

Observagao 1.5.3. Escrevemos fq i f para indicar que a rede (fo)acr converge a f com respeito
ao(X* X).

Proposicao 1.5.4. Se (fa)acr € uma rede em X* e f € X* entio f, BN f se e somente se
falz) — f(x), para todo x € X.
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Demonstra¢ao. Suponha que f, i f. Tome z € X e e > 0 qualquer. Como V (f,z,¢) € o(X*, X)
e fa 7 f, existe ag € I tal que f, € V(f,xz,¢) para todo a > . Assim |f,(x) — f(z)] < € para
a > ap. Portanto f,(x) — f(z), para todo =z € X.

Reciprocamente, suponha que para todo = € X, f,(x) — f(z). Vamos provar que f, i f.
Sejam 1, ...,z € X e € > 0. Considere o aberto U(f,z1,...,zk,€). Como fo(x;) — f(x;), para
1 <i <k existe ag, € I tal que |fo(zi) — f(x;)| < € para todo o > v, e para cada 1 < i < k. Seja
ap = max{ag,; 1 <i < k}. Assim sup{|fo(z;) — f(x;)];1 < i < k} < e, para todo a > . Portanto
fa €U(f,x1,..., Tk, €). Assim f, 0 f |

Para a prova do Teorema de Alaoglu a seguir, precisamos do teorema de Tychonoff 1.2.33.

Teorema 1.5.5 (Alaoglu). Se X é um espaco normado, entio a bola fechada unitdria em X*
Bx={feX%|fl <1}

é um espago Hausdorff compacto na topologia fraca estrela o(X*, X).

Demonstragao. Sabemos que o(X*, X) é Hausdorff em B+, pois é subespago de espago Hausdorff.

Agora para cada © € X defina,

D) = {seCi sl < lal | e D= [] Dlo)

zeX

onde o produto é tomado para todo x € X. Dizer que f € D é dizer que f : X — C e que
f(z) € D(x) para todo x € X, ou seja |f(z)| < ||z|| para todo € X. Ainda podemos dizer que
Bx+ C D, poisdado f € Bx+,vem que f : X — C e como ¢ linear | f(z)| < || f]|-[|z] < ||=]-1 = ||=|l,
ou seja f(z) € D(x) para todo x € X, logo f € D.

Como cada D(z) é um subconjunto fechado e limitado, pois é uma bola fechada de centro 0
e raio ||z||, temos que D(z) é compacto em C. Assim D é compacto pelo Teorema de Tychonoff
1.2.33. Assim, desde que possamos mostrar que Bx» é um subconjunto fechado do espago compacto
D, seguird que Bx+ é compacto com a topologia produto de D.

Temos que a topologia fraca estrela em Bx~+ coincide com a topologia produto em Bx+, quando
Bx+ ¢é considerado como subespago de D. De fato, defina ¢ : Bxx — D, por ¥(f) = (f(x))zex-
Temos que ¥ estd bem definida, pois |f(x)| < || f|| - [|z]| com || f|| =1 e assim ¢(f) € D.

Note que ® é injetora, pois dado f, g € Bx~, tais que {(f) = ¥(g) entao (f(2))zex = (9(z))zex,
assim f(x) = g(x), paratodo z € X elogo f = g. Alem disso, 1 é continua, pois dada a rede (fy)acr
que converge a f € Bx~ na topologia fraca estrela, temos que f,(x) — f(z) para todo z € X. Mas
esta é a convergéncia na topologia produto em D assim pela proposi¢ao 1.2.32, ¥(f,) — ¥(f).

Também vp~1 : ¢)(Bx+) — Bx+ ¢ continua, pois dada a rede ((fa(z))zex)aer que converge a
(f(x))zex, vem que fo(x) — f(z), para todo x € X, pois D tem a topologia produto. Mas isto é
equivalente a f, 7 f- Finalmente v é sobrejetora sobre sua imagem. Portanto 1 é homeomorfismo.
Assim as topologias coincidem.

Assim Bx»+ serd compacto se provarmos que Bx» é fechado na topologia fraca estrela, isto €,
Bix*w* = By-. E 6bvio que Bx+ C F Resta provar entao que Bix*w* C Bx=+. Seja f € pr*,

logo existe rede (f;); C Bx~ tal que f; B f. Vamos mostrar entao que f ¢é limitado e que ||f|| < 1.
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Como f; SN f, entao fi(r) — f(z) para todo =z € X, assim |f;(z)| — |f(x)| para todo z € X.

Para = # 0, temos ‘fl’ig(jﬁ)‘ s @l pg, hipotese f; € Bx- para todo i, logo ||fi]| < 1, isto é,

[[]]
|fﬁ§ﬁ” < 1 para todo 7. Dessa forma, ‘ﬂgﬁf' < 1 para todo x € X \ {0}. Portanto f é limitado e

Il < 1.

Logo f € Bx+. Assim Bx+ = By~ , isto é, Bx~ é subespaco fechado de um compacto D. Dessa

forma, Bx+ é compacto. [ |
Lema 1.5.6. Seja X um espaco vetorial normado.

(a) Se f € X", entio supp(f) = supgmm () ([f)-

(b) Se 6, € X™*, entdo supp(dz) = SUP e () (0x)-
Demonstragio. (a) Como B C conv(B), vem que supg(f) < Supgmy(p)(f). Agora vamos provar

que SUpgmg(p)(f) < supp(f). Seja z € conv(B), assim existe uma rede (z;) C conv(B)

Y com zt € B e

n
tal que x; — x. Mas x; € conv(B), para todo i, temos x; = Zaé - T, j

Jj=1

n n
Zaé = 1. Dessa forma ZOz; : 3:; — x e como f é continuo, f(x;) — f(z) , ou seja
j=1

j=1
FQ_af-aj) — f(a).
j=1

n

n n n
Como f ¢ linear, vem que: f(z a;ac;) = Zoz;f(a:;) < Za?sup{f(xi-); sc; € B} < Zaé--
j=1 j=1

j=1 j=1
sup{f(y); y € B} = 1-sup{f(y); y € B} =sup{f(y); y € B}. Assim f(z;) = Y ol f(z}) <
=1
sup(f), para todo i, entdo f(z) < supg(f) para = € conv(B), logo supg(f) ]é cota superior

d]g {f(z); z € conv(B)}. Assim supzomy(p)(f) < supp(f). Portanto supgmy(py(f) = supp(f)-

(b) Por uma construgao anédloga ao do item anterior provamos este item
[ |

Teorema 1.5.7. Seja X um espaco de Banach real. Se A é um conjunto convexro fraco estrela
fechado de X* e f € X*\ A, entao existe x € X tal que

f(x) > sup{g(z);g € A} (1.10)
Demonstragao. Vide [13], pagina 70. [ ]

Lema 1.5.8. Suponha que X eY sejam espagos normados. Se T € B(X,Y) entao T* é w* —w*—

continua.

Demonstragao. Vide 23], pagina 287.



Capitulo 2

O teorema de Banach- Stone para

iIsomorfismos algébricos

2.1 Introducao

Este capitulo tem por objetivo apresentar a versao do teorema de Banach- Stone para isomor-
fismos algébricos.

Os primeiros a demonstrarem essa versao foram Gelfand e Kolmogoroff [15] separadamente, no
ano de 1939. Para a demonstragao eles consideraram o espago de ideais maximais de C(X) e também

utilizaram o lema 2.3.5 devido a Stone [24].

2.2 Algebras de Banach

Definicao 2.2.1. Uma algebra X ¢ um espaco vetorial sobre K munido de uma operacao interna

de multiplicacdo de elementos de X,

XXX —X
(z,y) —z-y

tais que, para todos x,y,z em X e todo escalar A € K:
(a) z-y e X;

(b) z-(y-2) = (x-y) 2
(©)z-(y+2)=z-y+a-z;

d) (z+y) z=z-24+y-z e

(e Nz)y=A-(z-y)=z-(Ay).

Em algumas algebras existe um elemento nao nulo e tal que e - x = z- e = x. Se tal elemento
e existe ele é tinico. Esse elemento é chamado identidade da algebra.
Uma é&lgebra é chamada comutativa se tem a seguinte propriedade: x - y = y - =, para todos

x,y em X.

15
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Definigao 2.2.2. Uma algebra normada € uma dlgebra X equipada com uma norma ||-|| : X — R

que faz com que X seja um espaco normado submultiplicativo, ou seja, para todos a,b em X temos:

lla- bl < [lall - [|o]

Definicao 2.2.3. Uma algebra de Banach € uma dlgebra normada que € um espago de Banach.

Exemplo 2.2.4. Seja X um espagco normado. Entao L(X,X), o conjunto de todos operadores
lineares limitados de X em X € um espacgo vetorial normado. Agora, definamos a multiplicacao de

A1, As € L(X, X) através da composicao de operadores:
(A1 0 Ag)(z) = A1(Az(2))

para todo x € X.
E claro que Ay o Ay € linear sempre que Ay e Ay sio lineares. Além disso, quando Ay e As sdo

limitados,
[(Ar o Ag)(2)[| < [[Ax]l - |A2(2)[| < [[AL]] - [[Az]] - [[=]

e assim || Ay - As|| < ||A1|l-]|Az2]|. Como I, definido por I(x) = x para todo x € X, estd em L(X,X),
vemos que L(X,X) € uma dlgebra normada nao comutativa com identidade.
Se X for um espago de Banach, pelo teorema 1.5.8, concluimos que L(X,X) € uma dlgebra de

Banach com identidade.

Exemplo 2.2.5. Seja K um espago topologico Hausdorff compacto. O conjunto C(K) de todas as
funcgoes f : K — K continuas em K munido das operagoes definidas ponto a ponto e com a norma

do supremo € uma dlgebra de Banach comutativa com unidade.

Demonstrag¢ao. Vamos provar que C(K) é um espago vetorial. Como as operagoes sao definidas
ponto a ponto e sabemos que em K valem as propriedades de espaco vetorial, temos apenas que
provar que se f,g € C(K)e A€ K, entdo f+ge€C(K)e - fe€C(K)eafungao h=0¢€ C(K)
Temos que h =0 € C(K), pois a fun¢ao nula é continua.
Sejam f, g € C(K). Para mostrar que f+g € C(K), temos que provar que f+ g é continua. Seja,

e > 0. Como f € C(K), existe vizinhanga U de = € K tal que se y € U entao |f(z) — f(y)| < %

Também g € C(K), logo existe uma vizinhanga V de z € K tal que se y € V entao |g(z) —g(y)| < %
Tome a vizinhanga U (|V de K. Temos que se y € U]V, entao
e €
(f +9)(@) = (f +9) W = If (@) = fW)[ +1g(2) —g(y)l < 5 + 5 =¢
Assim f+g € C(K).

Agora vamos provar que A- f € C(K), onde f € C(K) .Se A =0, entao A- f =0 € C(K), como
5

j& vimos. Se A # 0, seja W > 0. Como f € C(K) entao existe vizinhanca U de = € K tal que se
~ 9 €
€ U entito |f(a) = £(5)] < 757, Tozo - £(a) = - Fw)] < - (@) = F(0)] < [N|-5; = . Portanto

A feC(K).

Dessa forma C(K) é um espago vetorial.
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Provaremos agora que C(K') é uma algebra comutativa com unidade. Sejam, f, g € C(K). Defina
(f-g)(x) = f(x) - g(x). Como as propriedades de algebra sao validas em K, basta verificar que
f-g€C(K) eque h(x) =1, para todo z € K é a unidade em C(K).

Sejam, f,g € C(K). Afirmamos que f - g é continua. Por hipotese, f € C(K), logo dado e1 > 0
existe uma vizinhanga aberta Uy de x € K tal que se y € Uy entao |f(x) — f(y)| < e1. Além disso,
g € C(K), logo existe uma vizinhanca aberta Uy de z € K tal que se y € Uy entao |g(x) —g(y)| < e1.
Como intersegao de vizinhangas é vizinhanca, tome U = Uy (U, a vizinhanca de = € K, logo se :

y € U entao

f- —(f-9W)| =
!f(fv)-g(w)—f(y)-g(y)—f(m 9(y)+ f(z)-9(y) —
—9) +9y) -

-!g(w) 9yl + 19yl -

f
g
(
|

z)-g(z) = f(y) - 9(y)| =

(z) -

(x)- f(y)+9(@)- fy)—fW)-9(y)+f(y)-9(y)| =
()= f(y) + f(y)(g(z) —g(y))| <

f@) = fl+1f@)]-lg(x) — g9(y)|

Entao se 1 < 1 e como por hipotese |f(z) — f(y)| < &1 e |g(x) — g(y)| < e1, vem que

(@) g(x) = fy) - 9| <er® +gW)|-e1+ |fW)]-e1 <er- (L4 g+ [f ()]

€1

){1’ T+ 17+ 9]

Tomando € = min }, temos que se y € U entao |f(z)-g(x)—f(v)-9(y)| < e.

Portanto, f-g € C(K
Também, como h(z) = 1, para todo z € K é continua, vem que h € C(K) e f-h=h-f = f.
Portanto C(K') ¢ algebra comutativa com unidade.
Provemos agora que ||f|| = sup{|f(¢)|; t € K} é norma em C(K). Temos que ||f| < oo, onde
f € C(K). De fato, como X é compacto e f é continua, vem que f é limitada e portanto || f| < oc.

Agora vamos verificar as propriedades de norma:

(a) Suponha que f = 0. Sabemos que || f|| > 0, pois é o supremo de ntimeros positivos. Mas como
f =0, vem que |f(t)] = 0 para todo ¢t € K, logo ||f|| = 0, j& que encontramos alguém que

atinge o zero.

Reciprocamente, suponha que || f|| = 0, assim |f(¢)| = 0, para todo ¢ € K, pois, 0 = ||f|| >
|f(t)], para todo t € K, assim f(t) = 0, para todo t € K, ou seja f = 0 como queriamos

Portanto || f|| = 0 se e somente se f = 0.

(b) Sejam f,g € C(K). Para cada t € K, vale [£(t) + g(#)] < |£(®)] + lg(®)] < ]l + llgll. Assim
171l + llgll & cota superior do conjunto {|£(t) + g(t)]:t € X}. Logo || +gll < £ + llgll.

(c) Sejam f € C(K) e A € K. Se A =0, entdo ||\ - f|| 10 =0 =0 f|l. Agora se A # 0, entdo
-
A fIl > |2 f(@)], para todo = € K, logo 12 L1 5 IX- £

Al
WA |
o > ||fll, isto & |[X- f]| > |A| - || f]]. Por outro

lado, temos que |A| - ||f]| > |A| - [f(z)] = |A- f(z)|, para todo z € K, ou seja,|A| - || f]| é cota
superior de |A- f(x)|, assim |[A| - ||f|| > ||\ - f||. Portanto [A| - ||f|l = [|A- f]l-

> |f(z)|, para todo z € K, ou seja

é cota superior de {|f(z)|;z € K}, logo

Dessa forma || f|| = sup{|f(¢)|;t € K} é norma em C(K). Portanto C(X) ¢é 4lgebra normada.
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Finalmente, vamos provar que C(K) é completo. Seja (f,)neny uma sequéncia de Cauchy em
C(K). Seja € > 0. Entao existe k € N tal que se n,m > k, entao ||f, — fim|l < &, pela definigao da
norma |f,(x) — fm(x)| < €, para todo x € K. Portanto (f,(z))nen é uma sequencia de Cauchy em
C. Como C é completo, (fn(x))nen converge em C para todo x € K. Seja f(z) = ngrfoo(fn(x))
Precisamos provar que f € C(K) e que || f — fu| — 0.

Para provar que f € C(K) temos que mostrar que f é continua em y € K. Para kg > k,

sabemos que fj, é continua, logo existe uma vizinhanca aberta U de z € K tal que se y € U entao
E .
| fro (%) = fro ()] < 3 Assim:

[f (@) = F)| = 1f(2) = fro (@) + fro (@) = fro (1) + fro(¥) — f(¥)] <

£(2) = fro @) + 1Fra(@) = Fro )|+ [ fro(9) = FW) < S+ S+ 2 =¢

De fato, fixando kg > k, vem que |f,(z) — fin(z)] < % para todo x € X, n > k. Logo 1131 (| fr(x)—

Tro(@)]) = |f(2) = fro(2)] < % Portanto f é continua em y € K. Assim, f € C(K).

Temos que ||f — fn|| — 0. De fato, como (f(z))nen é de Cauchy em K, para todo z € K,
fixando m > k. vem que |f,(x) — fu(@)] < . logo lim_(1fa(x) ~ (@) = |£(x) — fnla)] < <.
Assim || f, — f]| < e. Portanto || f — fn|| — 0.

Logo C(K) é completo. Dessa forma C(K) é algebra de Banach comutativa com unidade. W

li
n—

Definigao 2.2.6. Numa dlgebra X com identidade e, um elemento que tem inverso é chamado de
invertivel, isto ¢, x € invertivel se existe y € X tal que x-y =1y - = e. Escrevemos y = x~'. Por

U denotamos o conjunto de todos os elementos invertiveis de X.
Observagao 2.2.7. Quando o inverso existe ele € unico.

Definicao 2.2.8. Uma algebra de divisao ¢ uma dlgebra com identidade em que todo elemento

nao nulo € invertivel.

Transformacoes entre algebras que preservam as operacoes lineares e multiplicativas tem uma

importéancia especial.

Definicao 2.2.9. Sejam X,Y dlgebras sobre um corpo K. Entao uma aplicagio f : X — Y €
chamada homomorfismo se f(A-z+p-y) = X- f(x)+p- f(y) e f(x-y) = f(z)- f(y) para todos

x,y € X e para todos A\, € K, isto €, f € linear e multiplicativa.

Definicao 2.2.10. Um isomorfismo entre dlgebras é definido como homomorfismo bijetor. Um

homomorfismo f: X — K € usualmente denominado homomorfismo escalar.

Definigao 2.2.11. O conjunto X de todos os homomorfismos escalares nao nulos em X € deno-

minado espectro de X.

Lema 2.2.12. Seja X uma dlgebra de Banach e suponha que x € X € tal que ||z|| < 1. Entao,

eriste y € X tal que x -y =x +y.

Demonstra¢ao. Como X & uma &lgebra de Banach, vale a propriedade |ja-b|| < |la| - ||b]| para
o

todos a,b € X, logo ||z*|| < |z||*, k € N e como ||z|| < 1, a série Z((—l) - 2™) é absolutamente

n=1
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o0 oo o0

convergente, pois Z(H(—l)x””) = Z || < Z |z||™ = I*th’ ja que a série é geométrica.
n=1 n=1 n=1

Mas X é um espago de Banach, logo toda série absolutamente convergente é convergente, assim a

o
série Z ((=1) - 2™) converge. Seja entdo y a soma da série. Assim, —x — 22 — 23 — ... = y, entdo
n=1
—x?—x3—z*—... = 2+y. Por outro lado, z-(—z—2%—23—...) = z-y ou seja, —x?—2>—zt—... = z-y.
Portanto z +y =z - y. |

Teorema 2.2.13. Seja X uma dlgebra de Banach e f: X — C um homomorfismo escalar. Entao
|f(z)] < ||z|| para todo x € X. Assim todo homomorfismo escalar sobre uma dlgebra de Banach é

necessariamente um funcional continuo.

Demonstragao. Suponha que exista z € X, z # 0 tal que |f(z)| > ||z||. Entao f(z) # 0 e podemos

escrever r = L, de modo que f(z) = 1e ||z|| < 1. Pelo lema 2.2.12, existe y tal que -y = z+v,
z

donde f(x) - f(y) = f(z) + f(y), isto é, f(y) = 1+ f(y), ja que f(z) = 1, o que é um absurdo.

Portanto |f(z)| < ||z|| para todo z € X. [ |

Observagao 2.2.14. Sabemos que se uma dlgebra de Banach X tem dimensdo finita, entao todo
funcional linear é continuo. Mas se X tem dimensao infinita, a afirmacao € falsa. De fato, seja (by,)
uma sequéncia linearmente independente em Sx, seja B uma base normalizada do espago vetorial
de X que inclui (by). Defina Tp : B — C por Tp(b,) = n para cadan € N e Tg(b) = 0 para os outros
membros b em B. Entao Tg pode ser estendido a um membro T em B(X,Y) e T € nao limitado jd

que T'(Sx) € um conjunto nao limitado.

Proposigao 2.2.15. Se X € uma dlgebra de Banach com unidade e e ¢ : X — C é um homomor-

fismo escalar nao nulo entao ¢ (e) = 1.

Demonstrag¢ao. Como ¢ é nao nulo, existe a € X tal que p(a) # 0, logo p(a) = p(a-e) = p(a)-¢(e),

assim p(e) = 1 como queriamos. [ |

Corolario 2.2.16. Se f € um homomorfismo escalar nao nulo em uma dlgebra de Banach X com

unidade, entio ||f|| =1, ou seja X C Sx-.

Demonstrag¢ao. Como f é um homomorfismo escalar, entao pelo teorema 2.2.13, |f(x)| < ||z| para

todo z € X. Para z # 0, ’J‘c‘ﬁﬁ’ < 1, ou seja, 1 é cota superior de ’Jﬁ(ﬁ’)’, para todo x € X, x # 0,
x T

logo 1 > sup,e x 420 |‘ﬂi;:n||)| Portanto || f|| < 1. Além disso, pela proposigao 2.2.15, vem que f(e)= 1.

Portanto ||f|| = 1. [ |

2

Proposigao 2.2.17. Seja X wuma dlgebra de Banach com unidade. O espectro X ¢ um espago

topoldgico compacto com a topologia fraca estrela.

Demonstracio. Considere X = {¢ + X = K; ¢ é linear, multiplicativo e ¢ # 0} um subespaco
topologico de (X*,o(X*, X)).

Vamos entao provar que X ¢ compacto. Seja S o conjunto de todos os funcionais lineares
multiplicativos em X. Vamos mostrar que S é fechado na topologia fraca estrela, ou seja, que

S = 8. Como S C S, basta provar que S° C S. Seja ¢ € S, entdo existe uma rede
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(¢i)ier C S tal que ¢; SN ¢. Vamos mostrar que ¢ € S. Temos que ¢; i ¢ se e somente se
oi(x) — ¢(x), para todo = € X.
Sejam x,y € X e A € K. Logo

(@) ¢(z +y) =lim(gi(x +y)) = lim(¢pi(x) + ¢i(y)) = lim ¢;(x) + lim ¢;(y) = ¢(x) + d(y);

(b) d(A-2) =limi(A-2) = lim A - dy(z) = A -limgy(z) = A- $(x); e

(c) d(x-y) = lim gy - y) = lim(9u() - $i(y)) = lim ¢3(x) - lim &3 (y) = B(x) - H(y)-

Portanto ¢ € S. Assim § = 5
Pelo teorema de Alaoglu 1.5.5, Bx+ = {f € X* || f|| < 1} é fraco estrela compacto. Como
|l¢|l = 1, para todo ¢ € S\ {0}, vem que S C Bx=+ e como S ¢ fraco estrela fechado, vem que S &

fraco estrela compacto.

1
Além disso, ¢ = 0 é ponto isolado de S. De fato, tome a vizinhanca V(gf),e, 2>= {g €

N 1 N
X;|g(e)] < 2}. Nesta vizinhanga existe apenas ¢ = 0, ja que |g(e)| = 1 para g # 0 em X. Entao

X & fechado em S, pois X = S\ {0}. Portanto, X é compacto. [
A partir de agora X denotard uma algebra de Banach comutativa com identidade e.

Definicao 2.2.18. Um ideal I em X ¢ um subespaco vetorial de X tal que para todo r € X e para
todoi €1, vale quex-i €1 ei-x € 1.

Exemplo 2.2.19. Para um t € [0,1] fizo, considere o conjunto I = {z € C[0,1];z(t) = 0}. Temos
que I € um ideal na dlgebra de Banach C[0,1]. De fato, seja f € C[0,1] e g € I. Logo g(t) = 0,

para t € [0,1] fiwo. Assim, (f-g)(t) = f(t)-g(t) = f(t)-0=0e(g-f)(t) =g(t)- f(t) =0-f(t) =0,
logo f-geleg-fel.

Definigao 2.2.20. Um ideal I em X é chamado proprio se I # X. Um ideal préprio M em X €

chamado maximal se quando M C I, onde I € um ideal, entdo I = X ou I = M.
Lema 2.2.21 (Krull). Cada ideal préprio I estd contido em algum ideal mazimal M.
Demonstragao. Vide [3], pagina 4. |

Teorema 2.2.22. Seja X uma dlgebra de Banach comutativa com identidade e e U o conjunto de

todo elementos invertiveis de X. Se x € X \ U entao existe um ideal mazimal M tal que x € M.

Demonstragao. Defina I = {x-y;y € X}. Temos que I é ideal. De fato

(a) I é subespago, pois,

e 0cl jAqueleXelO=ux-0;

e Sejama,be [ ,entdoa=x-y1eb=x -y, comyy,ys € X,logoa+b=x-y1+z-ys =
z-(y1ty2) €lse

e Sejama€le €K assima=xz-y,comy € X,entdo A-a=A-(z-y)=x-(\-y) € I.
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(b) Sejam z € X ei € [, entdoi =z -y, paraalgumy € X, assimz-i=z2-(x-y)=x-(2-y) € [
eiz=(x-y)-z=x-(y-2)€l.

Logo I é ideal.

Agora, suponha por absurdo, que I = X. Entao, como e € X, vem que e € I, donde e
=x-y=1y-x, para algum y € X contrariando o fato de x nao ser invertivel. Assim I # X, isto é,
1 ¢é ideal proprio. Pelo lema de Krull 2.2.21, I estd contido em algum ideal maximal M. Portanto

x € M, como queriamos. |

Teorema 2.2.23. Seja X uma dlgebra de Banach comutativa com identidade e. Se M € um ideal

maximal em X entao existe um homomorfismo escalar nao nulo f tal que M = ker(f).
Demonstragao. Vide [22], pagina 168. ]

Teorema 2.2.24. Se X ¢é uma dlgebra de Banach comutativa com identidade e e se x € X \ U,

entao existe homomorfismo escalar nao nulo f : X — K tal que f(z) = 0.

Demonstragao. Como X é uma algebra de Banach com identidade e x € X \ U, entdo pelo teorema
2.2.22 existe um ideal maximal M tal que x € M e dessa forma, pelo teorema 2.2.23 existe um
homomorfismo escalar nao nulo f: X — K tal que M = ker(f), logo f(z) = 0, como queriamos.

|

Proposigao 2.2.25. Seja X wuma dlgebra de Banach com unidade e. Sejam @, ¢ homomorfismos

escalares nao nulos em X. Assim ¢ = ¢ se e somente se, ker(yp) = ker(¢).

Demonstragao. Claramente se ¢ = ¢ entao ker(p) = ker(¢).

Por outro lado, suponha que ker(y) = ker(¢). Dado x € X temos que = — ¢(z)- e € ker(yp),
pois p(e) = 1, logo z—p(x)- e € ker(). Assim 0 = §(z—p(z)-e) = ¢(x)—p(x)-d(e) = o) — ().
Logo ¢(z) = ¢(x), para todo x € X, como queriamos. [ |

Observagao 2.2.26. Seja X uma dlgebra de Banach com unidade e. Sejam @, ¢ funcionais lineares
em X. E claro que o = ¢ implica que ker(p) = ker(¢). Porém ker(¢) = ker(¢) ndo implica que
¢ =0

Demonstracio. De fato, considere os seguintes funcionais, ¢ : R? — C definida por ¢(z,y) = x+iy
e ¢ : R? — C definida por ¢(x,y) =y + iz.
Obviamente ¢ e ¢ sao lineares. Também ker(yp) = ker(¢) = {(0,0)}. Mas ¢ # ¢. [ |

Proposigao 2.2.27. Se X ¢é uma dlgebra de Banach comutativa com unidade e e p : X — K €

um homomorfismo escalar nao nulo entao ker(y) € um ideal mazimal em X.

Demonstracio. E facil verificar que ker(y) € subespago e ideal de X.

Temos que ker(p) é ideal proprio. De fato, suponha que ker(p) = X. Entao, se x € X, vem
que x € ker(p), logo ¢(x) = 0 para todo = € X, ou seja ¢ = 0 o que contraria a hipotese. Portanto
ker(p) é ideal proprio.

Agora veremos que ker(yp) é maximal. Denote M = ker(y). Ja sabemos que M é proprio. Para

mostrar que M é maximal, considere I ideal de X tal que M C I C X. Suponha que M # I e
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vamos provar que I = X. Como M # I, existe vg € I \ M. Assim ¢(vg) # 0. Seja agora v € X e

considere o elemento

U=10v-— - (2.1)
¢(vo)
Temos que u € ker(y). Como M C I, vem que u € I e como vy € I, teremos por (2.1) que
v=u-+ cp((v)) -vg € I, ja que I éideal. Portanto X C I. Dessa forma X = I. Assim, ker(p) é ideal
¥{vo
maximal em X. |

Teorema 2.2.28 (Gelfand- Mazur). Seja X uma dlgebra de Banach complexa de divisio. Entdo

X é isomorfo a C.
Demonstragao. Vide [22], pagina 165. [ |

Proposigao 2.2.29. Se X € uma dlgebra de Banach complexa comutativa com unidade, entio o

conjunto dos homomorfismos escalares nao nulos é nao vazio.

Demonstra¢ao. Vamos analisar as seguintes situages: A primeira é se todo elemento de X é inver-
tivel e a segunda é se existe um elemento de X que nao é invertivel.

Se todo elemento nao nulo de X é invertivel entao pelo teorema de Gelfand Mazur 2.2.28, existe
@ : X — C isomorfismo que é um homomorfismo escalar ndao nulo.

Por outro lado, se existe x € X nao nulo que nao é invertivel, entdao = - X é um ideal préprio
de X. Sendo assim, pela demonstragdo do teorema 2.2.22 existe J ideal maximal em X tal que
x - X C J. Logo pelo teorema 2.2.23 existe um funcional linear multiplicativo nao nulo ¢ tal que
ker(p) = J. [ ]

2.3 Teorema de Banach- Stone

Nesta segao vamos apresentar a demonstragao do teorema de Banach- Stone para isomorfismos
algébricos, feita for Gelfand e Kolmogoroff [15] em 1939.

Para atingir este objetivo, precisamos da seguinte definicao.

Definicao 2.3.1. Seja K um espacgo topoldgico Hausdorff compacto. Para todo x € K, considere
0z : C(K) = K a fungao definida por §,(f) = f(x), para todo f € C(K).

Proposigao 2.3.2. Temos que d, definido em 2.3.1 é um homomorfismo escalar nao nulo em

C(K) chamado funcional de Dirac.

Demonstragio. De fato sejam f,g € C(K),\ € K
(@) 6:(f +9) = (f +9)(x) = f(x) + g(x) = 02(f) + 0z(9);
(b) 6x(A-f) = (A-F)(@) =X fz) = A-6:();
(¢) 6u(f-9) =(f-9)(x) = fz) - g(x) = 0.(f) - 5 (9); €

(d) Tome f(x) =1 para todo x € K, assim vemos que d; é nao nulo.
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]
Lema 2.3.3. Seja K um espago topoldgico Hausdorff compacto. Entao C(K) separa pontos.

Demonstragao. Sejam x,y € K distintos, vamos provar que existe f € C(K), tal que f(x) # f(y).
De fato temos que K ¢é T}, pois por hipotése, K ¢ de Hausdorff. Temos ainda que {z} e {y} sao
fechados. Também, como z,y sao distintos, {z}, {y} s@o disjuntos. Portanto, pelo lema de Urysohn

1.2.17 existe uma fung¢do continua f em K tal que f(z) = 0 e f(y) = 1. Consequentemente

f(x) # f(y). n

Lema 2.3.4. Seja K um espago topoldgico Hausdorff compacto. Entao ({0x; k € K}, w*) é home-

omorfo a K.

Demonstragao. Seja ¥ : K — ({x; k € K}, w*), definido por ¥(k) = 0. Temos que ¥ & injetora.
De fato, sejam ki, ks € K, k1 # k2. Como, pelo lema 2.3.3, C(K) separa pontos, dx, # 0f,. Logo,
U(k1) # W(ky). Temos que ¥ é sobrejetora por construgao. Agora mostraremos que W é continua.
Seja (k;) C K uma rede tal que k; — k, k € K. Logo f(ki) — f(k) para todo f € C(K), em
particular, dy, i 0. Portanto ¥ é continua. Logo como K é compacto e W é continua e bijetora,

vem que ¥ é homeomorfismo. |

Lema 2.3.5 (Stone 1937). Se ¢ € um homomorfismo escalar nao nulo em C(K) entao existe um

unico x € K tal que @ = 9.

Demonstrag¢ao. Suponha que exista um homomorfismo escalar nao nulo ¢ em C(K) tal que ¢ # d,,
para todo x € K. Sendo assim, ker(y) € ker(d,), para todo x € K pois, pela proposi¢ao 2.2.27,
ker(¢) é um ideal maximal em C(X) e assim os tunicos ideais de C(X) contendo ker(p) sao ker(p)
e C(X).

Portanto, para cada = € K, existe f, € ker(yp), tal que f, & ker(d,), ouseja, d,(fz) = fz(z) # 0.

Como f, € C(K), entao f, é continua, logo existe uma vizinhanga V, de x tal que f;(y) # 0 para

todo y € V. Dessa forma | f.(y)|> = fo(y)- fe(y) > 0, para todo y € V,. Uma vez que K é compacto,
existe Vi, Viy, ..., Vi, cobertura finita de K com 1,29, ...,xn € K € fuy, fug, - fz, € ker(p), tais
que | fz,, (y)|* # 0, para todo y € V. Defina f = 3"}'_; | fz,|>. Temos que f € C(K), pois fx € C(K),
1 <k <n e afun¢do modulo é continua. Também g = } € C(K), pois f(y) = > 7y |fe (W)]? > 0,
para todo y € K.

Portanto temos 1 = ¢(e) = ¢(f - 9) = (X j_y far - far - 9) = 2pey ©(fur) - 9(fr) - 0(9) = 0,
pois fz, € ker(y), o que é um absurdo. Logo ker(¢) C ker(d;), para algum x € K.

Temos que ker(p) = ker(d,), para algum x € K. De fato, como ker(p) C ker(d,), ker(p) #
C(K), pois 0, # 0 e ker(p) é ideal maximal, vem que ker(y) = ker(d,) , para algum = € K. Logo,
pela proposi¢ao 2.2.25, ¢ = §, para algum = € K

Para provar a unicidade, suponha que existam z,y € K distintos tais que ¢ = 6, e ¢ = §,. Pelo
lema 2.3.3, C(K) separa pontos, logo, existe f € C(K) tal que f(z) # f(y), assim d,(f) # dy(f),

ou seja, d; # 6, o que & um absurdo. |
A seguir apresentamos o Teorema de Banach- Stone para isomorfismos algebricos.

Teorema 2.3.6 (Gelfand e Kolmogoroff 1939). Sejam K e L espagos Hausdorff compactos. Entdo

C(K) e C(L) sao dlgebras isomorfas se, e somente se K e L sao homeomorfos. Além disso, todo
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isomorfismo de dlgebra T : C(L) — C(K) € da forma T(f) = f o h para todo f € C(L), onde

h: K — L € um homeomorfismo.

Demonstra¢ao. Suponha que h : K — L seja um homeomorfismo. Sendo assim, considere T :
C(L) — C(K) dada por T'(f) = f o h. Vamos demonstrar que T é um isomorfismos de algebras.
Sejam f,g € C(K), a € Ce z € K, logo

(@T'(f) + T(9))(x) = aT(f)(x) + T(g)(x) = a(f o h)(x) + (g 0 h)(z)
= a(f(h(x))) + g(h(z)) = (af)(M(x)) + g(h(x))
= (af +g)(h(z)) = ((af +g) o h)(x) = T(af + g)(x).

+
_|_

Dessa forma, T'(af + g)(x) = (aT(f) + T'(g9))(z), para todo =z € K, para todos f,g € C(K) e
a € C . Portanto T(af + g) = oT(f) + T(g), isto &, T & linear.

Também T é multiplicativa. De fato,

(T(f) - T(9)(x) = T(f)(x) - T(g)(x) = (f o h)(x) - (g © h)(x)
= f(h(z)) - g(h(x)) = (f - 9)(h(z)) = (f - 9) © h(z)
=T(f-g)(x).

Assim, (T'(f) - T(g9))(z) = T(f - g)(z), para todo x € X e para todos f,g € C(K) , logo
T(f)-T(g)=T(f9).

Agora, vamos mostrar que T é injetora, ou seja, que ker(T) = {0}. Temos que T'(f) = 0 implica
f=fo(hoh™ Y= (foh)oh™ ' =T(f)oh™! =0, logo f =0, como queriamos.

Além disso, dado g € C(K), temos que goh™t € C(L), poish ™' : L w Keg: K - Kea
composta é continua, ja que h ¢ um homeomorfismo e g ¢ continua. Assim T(goh™!) = (goh™1)oh =
go(hoh™!) =g. Logo T é sobrejetora.

Finalmente T é uma isometria. De fato ||T'(f)| = sup,cx |(T(f)(x))| = supex |f(h(z))| =
supyer, [ f ()] = [Ifl, j& que h é sobrejetora. Portanto 7" é isomorfismo de dlgebras.

Reciprocamente, suponha que 7' : C(L) — C(K) seja um isomorfismo de élgebras. Para cada z
€ K,6, 0T :C(L) — K é um homomorfismo escalar nao nulo, pois é composta de homomorfismos
escalares nao nulos, onde 0 ¢ o funcional de Dirac de z. Pelo lema 2.3.5 existe um tnico y = h(z) €
L tal que 0, o T' = 6p(z), ou seja, T(f)(z) = f(h(z)), para todo f € C(L) pois 6, o T'(f) = T(f)(w)
e Sy () = F(h()).

Temos entao definida uma funcao h : K — L. Para provar que h é continua, seja N uma
vizinhanga do ponto yg = h(xp). Como L é normal, pelo Lema de Urysohn 1.2.17, existe um
fungao continua fo : L — [0,1] tal que fo(yo) = 1 e fo(y) = 0 para todo y € L\ N. Como
T(fo)(t) = fo(h(t)) é continuo em t € K, o conjunto U = {t € K; fo(h(t)) # 0} é uma vizinhanca
de zg. Se t € U, entao f(h(t)) # 0, logo h(t) € N, assim h(U) C N. Portanto h é continuo.

Aplicando um raciocinio analogo para T—! : C(K) — C(L), obtemos uma aplicacdo continua
H:L — K tal que T~(f) = f o H, para todo f € C(K). Dessa forma, ho H = Id e H o h = Id.

Antes de provarmos essas duas afirmag¢des vamos provar o seguinte:
(a) Para todo f € C(L), f = fo(ho H), implica que ho H = Id.

De fato, suponha que exista y € L tal que h o H(y) # y. Como pelo lema 2.3.3, C(L) separa
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pontos, existe f € C(L) tal que f(hoH(y)) # f(y). Absurdo, pois por hipotese, f = fo(hoH),
para todo f € C(L). Portanto h o H = Id.

(b) Para todo g € C(K), g =go (H oh), implica que H o h = Id.
A prova desta afirmagao é analoga a do item (a) acima .

Agora vamos provar que h o H = Id. Seja f € C(L), logo f = T7YT(f)) = T"Y(foh) =
(foh)oH = fo(hoH), assim pelo item (a), h o H = Id. Finalmente, provemos que H o h = Id.
Seja k € C(K), assim k = T(T~Y(k)) = T(ko H) = (ko H) o h = ko (H o h), logo pelo item (b)
Hoh=1d [ |
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Capitulo 3

O teorema de Banach- Stone para

1Isomorfismos 1sométricos

3.1 Introdugao

Este capitulo tem por objetivo apresentar a versao classica do teorema de Banach- Stone. A
demonstracao exposta aqui ¢ devida originalmente a Arens e Kelley [2] e para seu entendimento é
necessario a teoria de estrutura extremal.

A primeira demonstragio desta versdo do teorema de Banach- Stone foi apresentada por Stone
e pode ser encontrada em [24].

Para a demonstragao deste teorema foram necesséarios os teoremas de Alaoglu 1.5.5, Krein-
Milman 3.2.10, Choquet 3.2.16, Milman 3.2.17, entre outros.

Neste capitulo, trataremos apenas de espacos de Banach reais, pois o para o caso de espacos de
Banach complexos seria necessario a teoria de espagos vetoriais topologicos o que fugiria do escopo
de uma dissertacao de mestrado.

Aqui apresentamos a versao feita em [13], neste texto feito para reais.

3.2 Estrutura Extremal
Todos espacos vetoriais considerados neste capitulo sao reais.

Definigao 3.2.1. Seja C um subconjunto de um espaco normado X. Um elemento x € C é chamado
ponto extremal de C se o ponto nao estd no interior de nenhum segmento fechado nao trivial em

C.

Definigao 3.2.2. (a) Um Hiperplano de um espago vetorial X é um subespago Y de X de

codimensao 1.

(b) H C X € chamado subespago afim de X se existe y € X e um subespago vetorial Y de X
tal que H =y +Y.

(c) Se X estd munido de alguma topologia vetorial, entao uwm hiperplano fechado afim é um

subespaco afim dado por um hiperplano fechado.

27
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Definicao 3.2.3. Seja X um espaco vetorial. Considere um conjunto convero K C X. Um subes-

paco afim H de X € wma variedade suporte de K em X se

()
(b)

KNH#0; e

se um segmento [x,y] C K tem um ponto interior em H entao [x,y] C H.

Proposigao 3.2.4. Seja X um espag¢o normado e X* seu dual.

(a)

(b)

Seja K C X um subconjunto convexo. Se f € X*, f # 0 e se existe k € K tal que supy (f) =
f(k) = a, entio H = f~1({a}) = {x € X; f(x) = a} ¢ uma variedade suporte fechada de K.

Considere K C X* um conjunto convero de um espag¢o de Banach X*. Se §, € X™* € nao
nulo e se existe ¢ € K tal que supg (8;) = 0.(¢) = ¢(x) = , entio H = (§,) " ({a}) € uma
variedade suporte fechada de K.

Demonstragao. (a) Vamos comegar provando que H é subespago afim de X. Como f # 0, entao

(b)

existe 1 € X tal que f(z1) # 0, logo considere zyp = f(oz ] - x1. Afirmamos que H =
x1
xo + ker(f). De fato, seja y € zg + ker(f), assim y = % -1 + (3, para algum S € ker(f).
x1
o e
Dessa forma, = — 21 + )z - flxr) + = «. Portanto y € H. Logo
1) = 1(5Eg 71+ 8)= g S + 59 ye H Log

xo + ker(f) C H. Sejay € H. Tome v = z — f(?c ] - x1. Temos que, v € ker(f), pois
1
) = f<z i '“)Z FG) = gy Son) =@ —a =0 Asim 2 = gos w4y,

v € ker(f). Dessa forma, H C xg + ker(f). Portanto, H = o + ker(f). Logo H é subespago
afim de X.

Temos que H (K # (), pois k € H() K. Também, H é fechado, pois é a imagem inversa de

um conjunto fechado por uma fungao continua.

Além disso, suponha que [z,y] C K e para algum A € (0,1), \-z+ (1 =\)-y € f~1({a}), ou
seja, f(A-z+(1—A)-y) = a. Se f(x) < o, entao a = f(A-z+(1=X)-y) = - f(x)+(1-N)-f(y) <
A-a+ (1 —=X)-a=a, o que éum absurdo. Logo f(x) = . Analogamente, concluimos que
f(y) = a. Dessa forma, para A € (0,1), fA-z2+ (1 —=X)-y) =X f(z)+ (1 -N)fly) =
A-a+ (1 —=)N)-a=a. Portanto, para A € [0,1], f(A-z+ (1 — X) - y) = .. Assim [z, y] C H.
Portanto H é variedade suporte fechada de K.

De fato, de modo anéalogo ao item (a), provamos que H é um subespago afim de X*. Temos

que H( K # 0 pois ¢ € H() K. Temos que H é fechado, pois ¢ imagem inversa de fechado.

Além disso, suponha que [p, 9] C K e para algum A € (0,1), temos 0, (A-p+ (1 —N)-¢) = a.
Logo, se 0z(p) < aentdo a = 0z;(A- o+ (1 =X)-¢p) = A-p+ (1 =X -Y)(x) =X p(z)+
(I =M¢Y(x) <A-a+(1—=X)-a=aoqueéum absurdo, logo J,(¢) = a. Analogamente,
concluimos que d,(¢) = a. Portanto d,(¢) = o = (), mostrando que para todo A € [0, 1],
temos 0z (A -+ (1 —N)-9) = a, isto é [p,1] C H. Portanto H é variedade suporte fechada
de K.
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Observagao 3.2.5. Seja X um espaco normado e X* seu dual.

(a) Se K C X € fraco compacto e convezo, entao para um dado f € X* podemos sempre encontrar
k € K tal quesupg (f) = f(k) = a, e portanto H = f~1({a}) é uma variedade suporte fechada
de K em X, pela proposi¢ao 3.2.4 (a)

De fato, como K € fraco compacto, e f € fraco continuo, existe k € K tal que f(k) = supy(f).

(b) Se K C X* ¢ fraco estrela compacto e convexo, entao para um dado 6, € X** podemos sempre
encontrar ¢ € K tal que supg (0;) = 6.(¢) = a, e portanto H = (6,) " ({a}) € uma variedade
suporte fechada de K em X*, pela proposicao 3.2.4 (b)

De fato, como K € fraco estrela compacto e §, € X** € fraco estrela continua, existem ¢ € K

tal que 9, (p) = supg(0y).

Lema 3.2.6. Seja K um subconjunto convexro de um espaco normado X. Se H € uma variedade
suporte de K em X tal que H(K = {x} para algum x € X, entio x € Ext(K).

Demonstragao. Claramente z € K, pois H (K = {z}. Suponha que z ¢ FEzt(K), logo z =

1
— -+ (z1 4 z2), para x1,x2 € K distintos. Entao o interior do segmento [z1,z2] C K tem um ponto

2
em H, isto é, x € H, logo [x1,z2] C H() K, pois H é variedade suporte. Mas isto é um absurdo,
pois H K = {z}. [ |

Proposicao 3.2.7. Seja X um espago de Banach real. Seja { My} uma familia de subespagos afim
de X. Entao (| My é um subespago afim de X.

Demonstracao. Sabemos que M, é um subespaco afim para todo «, logo M, = aq+ B, com o € X
e B, C X subespago, para todo a. Seja z € [| My, logo z = aq + by, para b, € B, e para todo «.

Entao podemos escrever M, = z + B, para todo a. De fato, seja x € M,, logo x = an + ¢4,
com ¢, € By, entdo x =z — by + ¢ = 2+ (¢ — ba) € 2z + By, pois B, é subespago. Dessa forma
M, C 2+ B,.

Seja agora y € z+ By, entdo y = z+dy, do € By, assim y = aq+bo+do = aq+ (bo+da) € M,.
Assim z + B, C M, Portanto M, = z + B,.

Dessa forma, temos que (| M, = z + [ Ba. De fato, seja k € z + () Ba, logo k = z + j, onde
j € (| Ba- Logo, k € z + B, para todo «, entdao k € M, para todo «, assim k € (| M,. Portanto
2+ Ba C [ M,. Por outro lado se k € (| M, entdao k € M, para todo «, assim k € z+ B, para
todo a, entao k = z + by, com b, € By, para todo a, assim b, € () By, pois como k e z sao fixos e
bo = k — z, para todo «, logo k € z + () By. Portanto (| M, C z 4+ () Ba. Logo (1 My = 2z + () Ba.

Dessa forma, () M, é subespago afim, pois interse¢do de subespagos é subespaco. |

Proposigao 3.2.8. Sejam X um espago de Banach real e X* seu dual.

(a) Considere K C X um subconjunto convezxo fraco compacto. Seja {My} wma cadeia de varie-

dades suportes fechadas de K. Entao (M, € uma variedade suporte de K.
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Considere K C X* um subconjunto convexo fraco estrela compacto. Seja {My} uma cadeia
de variedades suportes fraco estrela fechadas de K. Entao (M, € uma variedade suporte de
K.

Demonstragiao. (a) Como {M,} é uma cadeia de variedades suportes de K, entao pela proposigao

(b)

3.2.7, (| M,, é subespago afim de X e é fechado, pois é interse¢ao de fechados.

Também (M) K = N(MaK) # 0. De fato, vamos verificar primeiro que M, (K é
fracamente compacto para todo «a. Por hipétese K é fracamente compacto logo, K é fraca-
mente fechado; Também por hipotese M, é fechado, logo é fracamente fechado, assim M, (| K
é fracamente fechado e como M, (K C K, vem que M, () K é fracamente compacto, para

todo a.

Agora vamos verificar que (|(My () K) # 0. De fato, como M, (K é fracamente compacto

segue que M, (K é fracamente fechado para todo «. Seja L = {aq,...,n} um conjunto

finito. Como { M, } é uma cadeia, podemos, sem perda de generalidade, relacionar os elementos

{My,, ..., My, } da seguinte forma: M, C ... C M,,, assim M, (VK C ... C M,, [ K. Dessa
n

forma, ﬂ(Maz ﬂK) # 0, pois My, (K # 0. Assim ((My(K) # 0, uma vez que K é
i=1

fracamente compacto e {M, [ K} é uma familia de fracamente fechados em K satisfazendo

a propriedade da intersecao finita.

Agora se [z,y] C K tem um ponto interior em [ M,, entdo [x,y] tem ponto interior em M,
para todo a, logo [z,y] C M,, para todo «, ja que M, é variedade suporte de K. Portanto
[z,y] C () Mg. Assim () M, é variedade suporte fechada de K.

Como {M,} é uma cadeia de variedades suportes de K, entao pela proposi¢ao 3.2.7 (| M, é

subespacgo afim de X e é fraco estrela fechado, pois é intersecao de fraco estrela fechados.

Também (M,) K = (Mo K) # 0. De fato, vamos verificar primeiro que M, (| K
é fraco estrela compacto para todo a. Por hipotese K é fraco estrela compacto logo, K é
fraco estrela fechado; Também por hipotese M, é fraco estrela fechado, assim M, () K é fraco
estrela fechado e como M, (K C K, vem que M, ) K ¢ fraco estrela compacto, para todo

Q.

Agora vamos verificar que [(M, [ K) # 0. De fato, como M, () K é fraco estrela compacto

segue que M, (| K é fraco estrela fechado para todo a. Seja L = {a,...,a,} um conjunto

finito. Como { M, } é uma cadeia, podemos, sem perda de generalidade, relacionar os elementos

{Mqy,, ..., My, } da seguinte forma: M, C ... C My, assim M,, (VK C ... C My, () K. Dessa
n

forma, ﬂ(Mal m K) # 0, pois M, (K # 0. Assim [((M, () K) # 0, uma vez que K ¢é fraco

i=1
estrela compacto e {M, () K} é uma familia de fraco estrela fechados em K satisfazendo a

propriedade da interse¢ao finita.

Agora se [p, ¢] C K tem um ponto interior em () My, entdo [¢, ¢| tem ponto interior em M,
para todo «, logo [¢, @] C M,, para todo «, ja que M, é variedade suporte de K. Portanto
[0, d] C () Mqy. Assim () M, é variedade suporte fraco estrela fechada de K.
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Lema 3.2.9. (a) Seja K um subconjunto fraco compacto convexo de um espago de Banach real

(b)

X. Se H é uma variedade suporte fechada de K, entao H contém ponto extremo de K.

Seja K um subconjunto convexo fraco estrela compacto de um espaco de Banach real X*. Se

H ¢ uma variedade suporte fechada de K, entao H contém ponto extremo de K.

Demonstra¢ao. (a) Seja M a familia de todas as variedades suportes fechadas de K contidas em

(b)

H e parcialmente ordenada pela inclusao. Temos que M # (), pois, H € M.

Se {M,} é uma cadeia em M, pela proposi¢ao 3.2.8, temos que (| M, é variedade suporte de

K e é fechada, pois é intersecao de fechados.

O conjunto M é parcialmente ordenado pela inclusao, ou seja, M,, < M,, se e somente se
My, C M,,. Assim M é limitado inferiormente por (| My, logo pelo Lema de Zorn existe um

elemento minimal My em M.

Provaremos que My [ K é um conjunto unitario. Suponha que existam x,y € M) K dis-
tintos. Pelo teorema 1.3.16 (d), existe f € X* tal que f(x) # f(y). Uma vez que My K
¢ fracamente compacto, existe k € Mo [ K tal que f(k) = a = supy,nx(f)- Entdo, pela
proposicio 3.2.4 (a), f~1({a}) é uma variedade suporte de My () K.

J& sabemos pela proposicao 3.2.7 que M’ = My () f~({a}) é um subespago afim, pois é inter-
se¢ao de subespacos afins. Também M’ # (), pois k € M’. Observamos também que M’ é uma
variedade suporte de K. De fato, M' K = (Mo f'({a}))NK = f1{a}) N(Mo N K) #
0, uma vez que f~'({a}) ¢é variedade suporte de My (K. Agora, se [a,b] C K tem ponto
interior em M’, entao tem ponto interior em My e como M ¢é variedade suporte em K, vem
que [a,b] C My. Assim [a,b] C Mo K. Também [a,b] tem ponto interior em f~!({a}) e
como f~1({a}) é variedade suporte em My () K, temos que [a,b] C f~1({a}). Dessa forma
(0.t € Mo/~ ({a}) = M.

Como f(x) # f(y), entdo ou x ou y nao pertencem a M’, isto é¢, M’ é um subconjunto
proéprio de My, mas isto € um absurdo, pois por hipétese, My é um elemento minimal, ou seja,

My C M'. Logo pelo lema 3.2.6, H contém ponto extremo de K.

Seja M a familia de todas as variedades suportes fraco estrela fechadas de K contidas em H

e parcialmente ordenada pela inclusao. Temos que M # (), pois H € M.

Se {M,} ¢ uma cadeia em M, entao pela proposicao 3.2.7, (| M, ¢é subespaco afim de X e é

fraco estrela fechado, pois é intersecao de fraco estrela fechados.
Analogamente ao que foi feito no item (a) existe um elemento minimal My em M.

Provaremos que My (] K tem um tnico ponto extremo. Suponha que existam 1, p2 € My (| K
distintos, logo existe z € X tal que ¢1(z) # @a(z), entdo dz(p1) # 6z(v2). Como My (K é
fraco estrela compacto, existe p € My () K tal que d,(p) = o = supyy, n k(dz). Entdo, pela
proposigao 3.2.4 (b), 6;1({a}) é uma variedade suporte de My () K.
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Ja sabemos que M’ = My 6, ({a}) é um subespago afim, pois ¢ intersegio de subespacos
afins. Também M’ # (), pois ¢ € M'. Observamos também que M’ ¢ uma variedade suporte
de K. De fato, M'NK = (Mo 6;'{a}))NK = 6, ({a}) V(Mo K) # 0, uma vez que
6,1 ({a}) é variedade suporte de My () K. Agora, se [v, ¢] C K tem ponto interior em M’, entdo
tem ponto interior em My e como My é variedade suporte em K, vem que [v, ¢] C My. Assim
[v,¢] € My () K. Também [v, ¢] tem ponto interior em d;({a}) e como 6, !({a}) é variedade
suporte em My () K, temos que [v, ] C 6,1 ({a}). Dessa forma [v,¢] C Mo, ({a}) = M’

Como (1) # d.(p2), entao ou 1 ou pg, nao pertencem a M’, isto é, M’ é um subconjunto
proprio de My, mas isto é um absurdo, pois por hipdtese My é elemento minimal, ou seja,
My C M'. Logo pelo lema 3.2.6 H contém ponto extremo de K.

|

Teorema 3.2.10 (Krein- Milman). Sejam X um espago de Banach e X* seu dual.

(a)
(b)

Se K C X € fraco compacto e convexo, entao K = conv* (Ext(K)).

Se K C X* € fraco estrela compacto e convexo, entio K = conv” (Ext(K)).

Demonstrag¢ao. (a) Seja B = conv®(Ext(K)). Vamos demonstrar que B = K. Temos que B C K.

(b)

De fato, sabemos que Ext(K) C K e isto implica que conv(Ext(K)) C conv(K) e como, por
hipétese K é convexo, K = conv(K), assim conv(Ext(K)) C K, entao conv® (Ext(K)) c K*

e como K é fraco compacto, entdo K é fraco fechado, logo B C K.

Agora, vamos provar que K C B. Suponha que K ¢ B, entao existe ¢ € K \ B. Pelo teorema
de Hahn- Banach, 1.3.16(c), existe f € X* tal que f(c) > supg(f). Como K ¢é fraco compacto,
existe a = supg (f). Considere H = f~1({a}). Temos que H ¢ variedade suporte fechada de

K, assim pelo lema 3.2.9, H contém um ponto extremo x de K. Mas

f(@) = a=sup(f) = f(c) > sups(f),
onde a primeira desigualdade se deve ao fato de ¢ € K. Assim f(z) > supg(f), logo x & B o
que é um absurdo, ja que z € Ext(K) e dessa forma deveriamos ter z € B = conv® (Ezt(K)).
Portanto K C B. Assim K = conv”(Ext(K)).

Seja B = conv* (Ext(K)). Vamos demonstrar que B = K. Temos que B C K. De fato,
sabemos que Ezt(K) C K e isto implica que conv(Ezt(K)) C conv(K) e como, por hipdtese
K & convexo, K = conv(K), assim conv(Ext(K)) C K, entdo conv® (Ext(K)) C¢ K* e

como K é fraco estrela compacto, entao K é fraco estrela fechado, logo B C K.

Agora, vamos provar que K C B. Suponha que K ¢ B, entao existe ¢ € K \ B. Pelo teorema
de Hahn- Banach 1.5.7, existe 0, € X** tal que d,(¢) > supg(d,). Como K é fraco estrela
compacto, existe a = supy (6;). Considere H = §,({a}). Temos que H & variedade suporte

fechada de K, assim pelo lema 3.2.9, H contém um ponto extremo 1 de K. Mas

0z(Y) == Sl}zp(ém) > 0z(p) > supp(dz),
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onde a primeira desigualdade se deve ao fato de ¢ € K. Assim 6,(¢)) > supp(0;), logoy & B o
que é um absurdo, ja que ¢ € Ext(K) e dessa forma deveriamos ter ¢ € B = conv®” (Ext(K)).
Portanto K C B. Assim K = conv” (Ext(K)).

[ |

Definigao 3.2.11. Sejam X um espago de Banach real e X* seu dual.

(a) Um semi- espago de X ¢é um conjunto fraco aberto de uma das sequintes formas: {x €

X; f(z) < a} ou{z € X; f(z) > a} para algum f € X*\ {0} e € R.

(b) Um semi-espago de X* é um conjunto fraco estrela aberto de uma das sequintes formas:
{f e X* f(z) <a} ou{feX* f(x) > a}, para algum x € X \ {0} e a € R.

Observagao 3.2.12. Neste capitulo vamos considerar os sequintes semi-espacos: {x € X; f(z) <
al e{f e X* f(z) <a}.
Definicao 3.2.13. Seja C um subconjunto de um espago de Banach X. Uma fatia de C é uma

intersecao de C' com um semi-espaco de X.

Lema 3.2.14. (a) Intersegées finitas de fatias em X formam uma base da topologia fraca.

(b) Intersegoes finitas de fatias em X* formam uma base da topologia fraca estrela.
Demonstragao. (a) Vamos provar a afirmac¢do para uma vizinhanga de zero. A prova para a
vizinhanga de y # 0 é anéloga.

Seja V. = V(0, f1,..., fn,e) = {z € X;sup(fi(x)) < e,1 < i < n}. Considere V; = {z €

n

X; fi(x) < e} uma fatia de X. Vamos mostrar que ﬂ VicV.
i=1
n
De fato, seja x € ﬂ V; C V, entdao x € V; para todo 1 < i < n, logo fi(z) < € para todo
i=1
1 <4 < n,logo sup(f;(x)) < ¢, ou seja, x € V, como queriamos.

(b) Vamos provar a afirmagao para uma vizinhanc¢a de um funcional nulo. A prova para a vizi-

nhanga de ¢ # 0 é analoga.

Seja V.= V(0,21,...,xn,¢) = {f € X*;sup(f(z;)) < &, 1 < i < n} uma vizinhaga para o

funcional nulo na topologia fraca estrela. Considere V; = {f € X*; f(x;) < £} uma fatia de

n
X*. Vamos mostrar que ﬂ VicV.
i=1

n

De fato, seja f € ﬂ Vi, entao f € V; paratodo 1 < i < n,logo f(z;) < ¢ paratodo 1 <i <mn,
i=1

logo sup(f(z;)) < e, ou seja, f € V, como queriamos.

|

Proposigao 3.2.15. Seja C um conjunto convero num espag¢o de Banach X e seja x um ponto
n n

extremo em C. Se x = Z)\i - T;, com Z)‘i =1, N>0ex; €Cparai=1,..,n, entdo x = x;

. i=1 i=1
para algum 1.
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Demonstracao. Vamos provar por indugao em n. Se n = 1, nao ha o que provar, pois z = 1.
Sen =2 entdo x = A1 - x1 + Ao - T2, com A + Ao = 1. Se  # x1 e & # X9, entdo é possivel
construir um segmento contido em C, cujo centro é z, o que contradiz a hipotese de x € Ext(C).
Logo x = x1 ou z = x9
Paran = 3, entdo x = A\i-z1+A2-To+A3-x3, com A\ +Xo+A3 = 1. Assim A-x1+Xo- 2o+ A3-23 =

A1 A2 ) A1 2
A+ Ao) - : : Xz - x3. S — :
(A1 + A) <)\1+)\2 SR VT $2>+3 S Rl VIS VR S VIS W

3
= (A1 4+ A2) y+ A3 x3, com Z A; = 1. Pelo caso anterior, x = y ou x = x3. Se £ = x3, obtemos
i=1

- Ty, entao

A2

! + = 1, novamente pelo caso anterior x = x1 ou
A+ Ao AL+ Ao ’

0 que queriamos. Se x = ¥, como

T = X9, como querfamos.

Suponha agora que o resultado valha para n = k — 1 e vamos provar que vale para n = k. Seja
k k

T = E A - T;, com E A; = 1. Podemos escrever x da seguinte forma:
i=1 =1

k—1 k—1
A1 Ak—1 ) Z
xr = E )\i' 7'5614‘...-}-7'1’]@_1 +)\k‘.%'k: )\i'y+)\k-xk (3.1)
k— k—
i=1 <Zi:11 Ai Zi:ll Ai i=1

A Ak
onde y = . T+ ...+ Okl Tip_1 |. Pelo caso n = 2, obtemos, £ = y ou x = x%. Se
S S
i=1 ‘M i=1 "\

T = xp, nao ha o que provar. Se x = y usando a hipdtese de indugao obtenho x = x; para algum i,

como queriamos. [

Lema 3.2.16 (Choquet). (a) Seja C um conjunto convero fraco compacto num espago de Banach
X. Para todo x € Ext(C) e para cada subconjunto fraco aberto V- de C' contendo x, existem
f e X" eaceR tais que

C(NzeX; f(z)>a}lCV. (3.2)

(b) Seja C um conjunto convezo fraco estrela compacto num espago de Banach X*. Para todo
v € Ext(C), e para cada subconjunto fraco estrela aberto V- de C' contendo ¢, existem ¢ € X**

e a € R tais que

C( o€ X" 1(¢) >a}CV. (3.3)

Demonstrag¢iao. (a) Seja V uma vizinhanga de x na topologia fraca relativo a C' da forma V =
f/'lﬂﬂf/k, onde V; é uma fatia de C, para todo 1 < i < k, ou seja V; = ViNC, com V;
sendo semi- espagos abertos de X. O lema 3.2.14 garante que podemos tomar a vizinhanga

dessa forma.

k k

Entao = ¢ U((X \ %)mC). De fato, se z € U((X \ V;)ﬂC), entdo z € (X \ V;))NCO),
i=1 =1

para algum ¢ = 1,...,k, logo z € C e z & Vj, para algum i = 1, ...k, ou seja, z ¢ V; para
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algum i = 1, ...,k o que é um absurdo, pois V = V; N---N Vi ¢ uma vizinhanca de z.

k
Consequentemente, = & conv U((X \ Vl)mC’) De fato, como = € Ext(C),
i=1

k

sex € conv U((X\VZ) ﬂ (), entdo, pelo lema 1.3.19, z = Z?Zl(xj-)\j), comz; € (X\V;)NC
i=1

e Z§:1 Aj = 1, logo pela proposicao 3.2.15 = xj, para algum j, pois € Ext(C), o que é

k
um absurdo, j& que x ¢ U((X \ Vi) ﬂC)

=1

k

Temos que = ¢ conv U((X \ Vi) ﬂC’) De fato, vamos provar primeiro que ((X \ V;)(C)
i=1

é fraco compacto. Temos que V; = {z € X; fi(x) < a;} para f; € X" e a; € R, logo

X\Vi={z € X; fi(x) > a;} e portanto X \ V; é a imagem inversa de um conjunto fechado
por uma fungao fraco continua e dessa forma X \ V; é fraco fechado. Como C' ¢ fraco compacto,
vem que C' é fraco fechado. Logo ((X \ V;) [ C) ¢é fraco fechado contido em C e portanto fraco

compacto.

Agora vamos verificar que ((X'\V;) () C) é convexo. Sejam z,y € ((X\V;) [ C), vamos mostrar
que A-z+(1=X)-y e (X\Vi))C), A € [0,1]. Como z,y & V;, entao fi(z) > aj e fi(y) > a,
logo fi(A-2+(1=A)-y) =X filz) + (1 =N fi(y) > a;, logo A - 2+ (1 = \) -y € X \ Vi, para
A € [0,1]. Portanto (X \ V;) [ C é convexo, pois C, por hipotese, é convexo. Dessa forma, pelo

k
lema 1.3.22, conv U((X \ Vi) ﬂ C) ¢é fraco compacto e contido em X, logo ¢é fraco fechado.

=1
k k

Assim, = ¢ conv U((X \ Vi) ﬂ ('), pois provamos acima que * & conv U((X \ Vi) ﬂC’)
i=1 i=1

k
Como conv U (X\Vh) ﬂ C' é convexo, entao pelo Teorema de Hahn Banach 1.3.16 (c), aplicado

i=1
k

ao conjunto, conv U(X \ Vi) ﬂ C existe f € X* e a € R tal que
i=1

k

f(z) > a > sup{f(z);x € conv U(X\Vl)ﬂC}

=1

k k
E pelo lema 1.5.6(a) vem que sup{f(z);x € conv U(X \ Vi) ﬂC} = sup{f(x);z € U(X\

i=1 i=1
Vi) ﬂ C'}. Logo

k
f(2) > a > sup{f(a);o e | J X\ V) )€}
=1

Entao a fatia C({z € X; f(z) > a} contém z, pois z € C, ja que = € Ext(C) e f(x) > .
Também a fatia esta contida em V. De fato, seja a € C({z € X; f(2) > a}, logo a € C e
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fla) > a;sea gV, entdo a ¢ V; para algum i = 1,.... k. Assim, a € (X \ V;)[) C para algum

k

it =1,...,k, e entdo a € U((X \ Vi)ﬂC), o que é um absurdo, pois f(a) > sup{f(y);y €
i=1

k

U((X \ Vi) ﬂ C)}. Portanto a fatia esta contida em V', como queriamos.
i=1

Seja V uma vizinhanca de ¢ na topologia fraca estrela relativo a C' da forma V = V; N--N Vie,
onde V; é uma fatia de C, para todo 1 < i < k, ou seja V; = Vi C, com V; sendo semi-

espacos abertos de X*. O lema 3.2.14 garante que podemos tomar a vizinhanga dessa forma.

k k

Entao ¢ ¢ U((X*\V;)HC) De fato, se ¢ € U((X*\Vz) mC), entao ¢ € (X*\V;)NCO),
i=1 =1

para algum i = 1,....k, logo ¢ € C e ¢ € V;, para algum i = 1,....k, ou seja, ¢ & V; para

algum i = 1,...,k 0 que ¢ um absurdo, pois V =V} N---N Vi ¢ uma vizinhanca de ®.

k
Consequentemente, ¢ & conv U((X* \ V;)ﬂC) De fato, como ¢ € Euxt(C),

i=1
k k
se ¢ € conv U((X* \ Vi)ﬂC), entao pelo lema 1.3.19 ¢ = Z(«pj - Aj), com @; € ((X*\
i=1 j=1

ViiNC)e

J

k
o que é um absurdo, ja que ¢ & U((X* \ Vi) ﬂC)
i=1

Aj = 1. Logo, pela proposigao 3.2.15, ¢ = ¢;, para algum j, pois ¢ € Ext(C),

k
=1

k
Temos que ¢ ¢ conv®” U (X*\V;) ﬂ (). De fato, vamos provar primeiro que ((X*\V;) [ C)
i=1
é fraco estrela compacto. Temos que V; = {f € X*;0,.(f) < a;} para z; € X e a; € R. Logo,

X\ Vi = {f € X*6,,(f) > a;} e portanto X* \ V; é a imagem inversa de um conjunto
fechado por uma fungao fraco estrela continua e dessa forma X* \ V; é fraco estrela fechado.
Como C' é fraco estrela compacto, vem que C' ¢ fraco estrela fechado. Logo ((X*\ V;)(C) é

fraco estrela fechado contido em C' e portanto fraco estrela compacto.

Agora vamos verificar que ((X*\ V;)(C) é convexo. Sejam f,g € ((X*\ V;)(C), vamos

mostrar que A- f+ (1 —=X)-ge€ (X*\ Vi) C), A € [0,1]. Como f,g ¢ Vi, entdo oz, (f) > o

€ 0z,(9) = i, logo 0z, (A- f+ (1 =A)-g) = (A- f+ (1= A)g)(wi) = ai, logo A- f+(1-A)-g €

X*\ Vi, para A € [0,1]. Portanto (X* \ V;)[C ¢é convexo. Dessa forma, pelo lema 1.3.22
k

conv U ((X*\ V) m () é fraco estrela compacto e contido em X*, logo é fraco estrela fechado.

i=1
k

k
Assim ¢ ¢ conv®” U((X* \ Vi) ﬂ (), pois provamos acima que ¢ ¢ conv U((X* \Vi) mC’)
i=1 i=1

k
Como conv U(X* \ Vi) ﬂ C' é convexo, entao pelo Teorema de Hahn Banach 1.5.7 aplicado
i=1
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k
ao conjunto conv U(X* \ Vi) ﬂC, existe 0, € X*™ e a € R tal que
i=1

k
3z () > a > sup{0,(¢); ¢ € conv U((X* \ Vi) ﬂC’)}

i=1

k

E pelo lema 1.5.6(b) vem que sup{d,(1);¥ € conv U((X* \ Vi)ﬂC) = sup{d,(¢);¢ €
i=1

k

Ux\ v o)y

i=1

Entéao a fatia C({T' € X*;6,(T) > a} contém ¢, pois ¢ € C, ja que p € Ext(C) e §,(p) > a.

Também a fatia estd contida em V. De fato, seja p € C({T' € X*;6,(T) > a}, logo p e C e

dz(p) > a;se p gV, entdo p € V; para algum i = 1,..., k, assim p € (X*\ V;) [ C para algum
k

i=1,..,k, entdo p € U((X* \ Vi)ﬂC), o que é um absurdo, pois d;(p) > «a. Portanto a

=1
fatia esta contida em V', como queriamos.

Teorema 3.2.17 (Milman). (a) Seja C' um conjunto convexo fracamente compacto num espago

(b)

de Banach X. Se B C C ¢ tal que conv”(B) = C, entio Ext(C) C B”.

Seja C' um conjunto convexo fraco estrela compacto num espaco de Banach X*. Se B C C ¢é
—w*

tal que conv*” (B) = C, entio Ext(C) C B

Demonstragio. (a) Suponha que Ext(C) ¢ B, ou seja, existe z € Ext(C) e z ¢ B*. Entdo

(b)

existe um aberto fraco V' de C contendo z, tal que V (| B = (). Pelo Lema de Choquet 3.2.16,
existem f € X* e a € R tais que

f(:L‘)>ozeCﬂ{z€X; f(z) >a}CV. (3.4)
Portanto [C'({z € X; f(2) > a}|( B = 0. Dessa forma, sup,cp f(z) < a.

Pelo lema 1.5.6 (a), vem que supg(f) = supzemy(p) (f) Dessa forma, f(z) > a > supgmgp)(f)-
Isto contradiz o fato de C' = conv*(B), pois x € C e f(z) > SuPgmy(p)(f). Logo, Ext(C) C

w

B".

Suponha que Fzt(C) ¢ Ew*, ou seja, existe ¢ € Ext(C) e ¢ & B Entdo existe um aberto
fraco estrela V' de C contendo ¢, tal que V(B = 0.

Pelo lema de Choquet 3.2.16 existem 6, € X** e a € R tais que
Sa(p) > ae C[ T € X*;6,(T) > a} C V. (3.5)

Portanto [C'({T' € X*;6,(T") > a}]( B = 0. Dessa forma, supg(d,) < a.

Pelo lema 1.5.6 (b), vem que supp(de) = SuPgyper (p)(0c). Dessa forma, 0.(p) > o >
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SUD e () (0z)- Isto contradiz o fato de C' = conv”” (B) e p € C.

3.3 Teorema de Banach- Stone

A partir de agora iremos aplicar os resultados anteriores para o espac¢o de Banach real C(K),

visando a demonstragdo do Teorema de Banach- Stone 3.3.3. Comegamos com o seguinte lema.

Lema 3.3.1. Seja K um espago topoldgico Hausdorff compacto. Entio Ext(Begy«) = {£0k; k €
K}, onde 0, € C(K)* € o funcional de Dirac, definido em 2.5.1.

Demonstragao. Mostraremos que todos os pontos extremos de Be (g« sdo da forma £, ou seja, que
Ext(Beky«) € {£0krer- Seja A = conv”” {+5;}. Afirmamos que A = Be(ry+- De fato, temos que
{£0k tvex C By« logo conv{£dy}ker C convBe(f)«, mas Be(k)- é convexa, logo convBe gy« =
Be(roy+, ou seja conv{+0x }kere © Be(k)«, assim conv®” {6} C %‘f e pelo teorema de Alaoglu
1.5.5, Be(xy« € fraco estrela compacto. Logo, fraco estrela fechado, entao conv® {+6,} C Be(rys
isto ¢, A C Bk«

Agora, provaremos que Be(g)« C A, onde A = conv*” {46, }. Suponha que Begy- € A, logo
existe ' € Be(gy+ \ A e pelo teorema 1.5.7, existe f € C(K) tal que F(f) > sup{G(f);G € A}.
Sabemos do paragrafo anterior, que A C Be(f)«, logo para todo G € A, [|G]|| < 1. Assim G(f) <
IG(f) <G - IfIl £ 1-[|f]] = || f]l, para todo G € A, isto é, existe sup{G(f); G € A}. Seja entao

p = sup{G(f);G € A} > 0. Tome g = g € C(K), assim F(g) = F(i) = ;F(f) > ;‘p =1
além disso, sup{G(g);G € A} = Sup{G(]J;);G € A} = sup{}l9 -G(f);G € A} = 11) -sup{G(f); G €
A} = ! -p = 1, assim sup{G(g);G € A} =1 e F(g) > 1. Dessa forma, ||g|| = sup,ecx(9(k)) =

SUPer 0k(9) < upyes Glg) = 1. Logo, F(g) < [F(9) < IIFl- lgll < 11 =1, 0 que é um absurdo,
pois vimos anteriormente que F'(g) > 1. Portanto Be(kys C A. Assim Be(gy« = A.

Dessa forma, pelo :feorema de Milman 3.2.17(b), para topologia fraca estrela, obtemos que
Ext(Be(xy) € {0k pex

Pelo lema 2.3.4, ({0x; k € K}, w*) é homeomorfo a K e analogamente provamos que ({—dx; k €
K}, w*) ¢ homeomorfo a K. Assim {0;; k € K} e {—0; k € K} sao fraco estrela compactos. Dessa
forma {£dx; k € K} = {0k; k € K} U{—0r; kK € K} é fraco estrela compacto e portanto fraco
estrela fechado. Assim Ext(Be(gy«) C {+0x; k € K}.

Agora, vamos provar que d;, é um ponto extremo de B g+, ou seja, {dx; k € K} C Ext(Be(k)«)-
Dado ky € K, considere a familia V de todas as vizinhangas abertas de kg € K. Dado U € V, pelo
Lema de Urysohn 1.2.17, existe fu € Bek) tal que fy(ko) = 1 e fy = 0 em K \ U. Entao
Hy ={F € C(K)*; F(fy) = 1} é uma variedade suporte fraco estrela fechada de Bex-.

De fato, temos que Hy () Be(xy- # 0, pois dx, € Hy () Bek)+- Seja [F, G] C Be(gy- um seg-
mento com ponto interior em Hy ou seja, para A € (0,1), A-F'+(1-A)-G € Hy. Como F,G € Be k-,
entdo ||F|| < 1e |G| <1, assim F(fy) < |F(fu)l < ||F|l - lfull < 1-1 =1 e analogamente
G(fy) < 1. Suponha P(fu) < 1, logo 1 = (A+ F+ (1 - \)- G)(fu) = A- F(fu) + (1 - \) - G(fy) <
A+ (1 —X) =1, absurdo, logo F(fy) = 1. Agora supondo que G(fy) < 1 como F(fy) = 1, vem
quel=AN-F+1-XN-G)(fu)=X-F(fu)+(1—=X)-G(fu) <A+ (1 =) =1, absurdo e assim
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G(fv) =1. Paraa € (0,1), vem que o - F(fy)+ (1 — a) - G(fy) = 1. Portanto [F, G| C Hy. Como
Be(xy+ € convexo, vem que Hy ¢ variedade suporte de Be gy«

Vamos ver agora que Hy é fraco estrela fechado, ou seja, Hy = ?Uw*. E claro que Hy C ?Uw*.
Seja entao F € HiUw*, entao existe (F;) C Hy uma rede tal que F; v, F, ou seja, Fi(g) — F(9g)
para todo ¢ € C(K). Em particular, F;(fy) — F(fv), mas Fi(fy) = 1, para todo 4, assim
F(fy) = 1, pois é limite de rede constante. Também F € C(K)*, ja que é limite de fungdes em
C(K)*. Assim F' € Hy. Portanto Hy; é fraco estrela fechado.

Defina H = ﬂ Hy. Como 6y, € Hy, para todo U € V, vem que H # () ¢ é uma variedade

vey
suporte fraco estrela fechada de Be(gy«. De fato, como H ¢é intersedao de conjuntos fraco estrela

fechados, entdo H é fraco estrela fechado. Agora falta verificar que é uma variedade suporte de
Be (k)< Como H ¢ intersegao de variedades suporte, entao pela proposicao 3.2.7, vem que H é um
subespago afim. Temos que H [ Be(k)« # 0, pois dx, € H ) Be(k)+- Seja agora [F, G] C By« um
segmento com ponto interior em H. Vamos provar que [F,G] C H. Como [F, G] tem ponto interior
em H, entao [F,G] tem ponto interior em Hy, para todo U € V, assim [F, G| C Hy, para todo
U €V, pois Hy ¢ uma variedade suporte de Be(g)«. Portanto [F,G] C H. Dessa forma, H é uma
variedade suporte de Be(f)x-

Sabemos que Be(f)« € convexo e pelo teorema de Alaoglu 1.5.5, Be(f)« € fraco estrela compacto.
Como H & uma variedade suporte fraco estrela fechada de Be(k)-, entao pelo lema 3.2.9 (b), H
contém ponto extremo de Be(fy-. Mas, como Ext(Be(xy+) C {£dx; k € K}, vem que os candidatos
a ponto extremos sao {+£dy; k € K}.

Agora, para k # ko, 0 € H e —0; & H. De fato, se § € H, entdo d, € Hy, para todo U € V.
Como K ¢é Hausdorff, existem U; e Us vizinhangas disjuntas de k e kg respectivamente. Temos
que fy(k) = 0x(fu) = 1 para todo U € V, pois §; € Hy para todo U € V. Em particular, como
Uz € V, segue que f,(k) = 0k(fu,) =1 e fu,(K \ Uz2) = 0. Mas kg € K \ Us, pois kg € Uy, com
Ui (NUz = 0. Assim, fy,(ko) = 0, o que é um absurdo, ja que kg € Hy, para todo U € V e Uy € V
(consequentemente, fir, (ko) = 1). Logo, 0, & H se k # ko. Agora se —d;, € H, entao 0x(fr) = —1,
ou seja, fy(k) = —1, para todo U € V, mas fyy como definida s6 assume os valores 0 ou 1. Absurdo.
Logo, —6 € H se k # k.

Como provamos acima H ¢ uma variedade suporte fraco estrela fechada de Be g+, logo pelo lema
3.2.9 (b), vem que H contém ponto extremo de Be(k)+- Por outro lado, sabemos que os candidatos
a ponto extremos de Be (g« sao {£0y; k € K} e como 6y, € H, concluimos que dx, € Ext(Be(ky+)-
Portanto {0x; k € K} C Ext(Be()+), ja que ko € K & arbitrario.

Agora provaremos que se h € Ext(Be)-), entdo —h € Ext(Beg)). Dessa forma como
o € Ext(Bek)+), entdo vamos mostrar que —d0, € Ext(Be(gy-), ou seja Ext(Beg)«) € si-
h1 + ho

2

= h, o que é um absurdo, pois h € Ext(Be(f)«).

métrico. Suponha que —h ¢ Ext(Begy-), logo —h =
—hy + (—hg)

, para hi,hy € Be(), entao

—hy,—hs € BC(K)*7 logo
Assim, como {d3; k € K} C Ext(Bg(k)+), vem que {—dy; k € K} C Ext(Be(f+). Dessa forma,
{£0k; k € K} C Ext(Be(g)«). Portanto Ext(Be(g)«) = {£0k frek- [ |

Lema 3.3.2. Sejam X e Y espacos de Banach. Seja T : X — Y uma aplicagdo linear bijetora. Se
C' € um subconjunto convero de X entao T(Ext(C)) = Ext(T(C)).

Demonstrag¢ao. Vamos provar primeiro que T'(Ext(C)) C Ext(T(C)). Isso é equivalente a mostrar
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que Y \ Ext(T(C)) C Y \ T(Ezt(C)). Seja entdo, y € Y \ Ext(T(C)), logo y ¢ Ext(T(C)),
ou seja, y = %(a +b), para a,b € T(C). Assim, a = T'(a1) e b = T(b1), com aq,b1,€ C, logo
y = $(T(a1) + T(b1)) e como T ¢é linear, y = T(3(a1 + b1)). Assim y ¢ T(Ext(C)). Portanto
y € Y\T(Ezt(C)). Dessa forma Y\ Ext(T(C)) C Y \T(Ext(C)). Assim T(Exzt(C)) C Ext(T(C)).
Agora, vamos provar que Ext(T(C)) C T(Exzt(C)). Isso é equivalente a mostrar que Y \
T(Ext(C)) C Y \ Ext(T(C)). Sejay € Y \ T(Ext(C)), assim, y ¢ T(FExt(C)), ou seja, y nao
¢ imagem de nenhum elemento de Ext(C). Dessa forma, y = T'(z), onde z ¢ Ext(C), assim
z=3(a+b), coma,be C. Logoy=T(3(a+b)). Como T élinear y = £(T'(a) + T(b)). Portanto
y & Ext(T(C)). Assim y € Y \ Ext(T(C)). Logo Y \ T(Ext(C)) C Y \ Ext(T(C)). Dessa forma
Ext(T(C)) C T(Ext(C)).
Portanto T(Ext(C)) = Ext(T(C)).
|

Teorema 3.3.3 (Banach- Stone). Sejam K e L espagos compactos. Entao C(K) é isométrico a C(L)
se e somente se K e L sao homeomorfos. Além disso, toda isometria linear T : C(K) — C(L) €

da forma

T =ell)-(foh)l), I €L (3.6)

onde h : L — K é um homeomorfismo e € : L — R é uma fungao continua com |e(1)] = 1 para
todol € L.

Demonstra¢ao. Suponha que K e L sejam homeomorfos, entao de modo analogo ao teorema 2.3.6,
prova-se que C(K) é isométrico a C(L), com £(I) = 1, para todo [ € L.

Reciprocamente suponha que 7' é uma isometria de C(K) sobre C(L). Considere o adjunto de
T:

T* : C(L)* — C(K)* (3.7)

Pelo teorema 1.3.13, temos que T ¢ linear, limitado, isometria e bijecao.

Portanto pelo lema 1.3.10 T*(Bg(r)«) = Bek)«- Agora, pelo lema 3.3.2 T*(Ext(Bery+)) =
Ext(T*(Bery+)) = Ext(Beky) = {+k}rex, onde a tltima igualdade se deve ao lema 3.3.1.
Novamente pelo lema 3.3.1 temos que Ext(Bery-) = {£01}ier. Dessa forma, T*({+d1}1er) =
{£0k thek

Como T™ é bijegao, para cada [ € L, considere 0; e existe um tunico h(l) € K, onde h : L — K
e tnico escalar £(I) = &1, onde ¢ : L — R tal que T"(&;) = &(1) - dp (-

Vamos provar que € : L — R, ¢(I) = £1 é continua. Seja, (l,) C L uma rede convergindo a
l € L, ou seja, I, — . Logo f(lo) — f(I) para todo f € C(L), assim &;, (f) — d;(f), para todo
f e C(L), logo dy, % 5. Pelo lema 1.5.8, T* é w* — w* continua, assim 7%(d;,) SN T*(¢;), logo
vem que €(la) - Ip(1,) SN e(l) - 6pqy portanto €(la) - Op(,)(9) — () - Sp(1y(g), para todo g € C(K).
Em particular para g = 1 € C(K), €(la) - 0p1.)(9) — (1) - 01y (g) implica e(lo) — &(I). Portanto
€ é continua e dy, o, 1.

Vamos mostrar que h é continua. De fato, seja (l,) uma rede em L tal que I, — [, como
T*(41,,) SN T*(61), vem que €(la) - Op(1,,) N g(1) - (1) Por outro lado, sabemos que (la) — &(1).

Assim se £(l) = 1, ent@o a partir de um certo indice £(lo) = 1, logo &y, SN Sy e se e(l) = —1,

la
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entao a partir de um certo indice €(lo) = —1, logo —dj(,,) 0 —0p(1), OU seja, dp(,) AN On(1)-
Assim aplicando o lema 2.3.4 vem que 6~ (65,)) SEN 6~ H(bp@y), isto &, h(ly) —> h(l). Portanto h
¢é continua.

Falta verificar que h é bijetora. Para ver que é sobrejetora, temos que provar que h(L) = K.
Como & 6bvio que h(L) C K, seja entdo k € K, logo 6y € Ext(Be(xy+) = T*(Ext(Be(ry+) e como
T & bijegao, existe um tnico [ € k tal que 6, = &(l) - T*(0;) = Op(;). Assim k = h(l). Portanto h é
sobrejetora.

Sejam agora, l1,ls € K tais que h(l1) = h(l2). Temos dois casos para analisar:

(a) Se e(l1) # €(l2). Como h(ly) = h(l2), entao pela definigao de T, T*(6;,) = —T7(d;,). Temos
que T™ é bijegdo, logo 6, +6;, = 0, isto é f(l1) + f(l2) = 0 para todo f € C(K), em particular
para f = 1, vem que, 1 = —1, 0 que é um absurdo. Logo, nao ocorre ¢(l1) # €(l2) quando
h(l1) = h(ly).

(b) See(ly) = e(ly), entdao T*(0;,) = T*(d1,), logo pela definigao de 7%, Iy = Is.

Portanto h é injetora. Assim h é bijetora. Dessa forma, como h é uma bijecdo continua e L é

compacto, vem que h ¢ um homeomorfismo, como queriamos. Por outro lado, T'(f) (1) = (6;0T)(f) =

(T*(60))(f) = e(l) - 0py (f) = €(l) - (f o h)(I), para todo | € L e assim T'(f)(I) = (1) - (foh)(l). W
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Capitulo 4

O teorema de Banach- Stone para

isomorfismos com distorcao menor que 2

4.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é provar o teorema de Amir encontrado em [1] que generaliza o teorema
classico de Banach-Stone. Sejam K e L espagos Hausdorff compactos e C(K) e C(L) os espagos de
Banach correspondentes das fungoes reais continuas de K e L, com a norma do maximo.

O teorema ¢ o seguinte: "Se existe um isomorfismo 7" de C(K) em C(L) e || T| - HT_1 H < 2, entao

K e L sdo homeomorfos". A distorgao do isomorfismo T ¢ o valor || T'|| - || T~

4.2 Exemplos

Suponha que exista um isomorfismo linear T de C(K) sobre C(L). Se T' é uma isometria, entao
IT|| - |77 = 1 < 2, assim pelo teorema de Banach Stone, K e L sdo homeomorfos. A seguir

apresentamos dois exemplos em que o teorema de Amir [1] nao é valido, se ||T|| - HT_lH > 2.

Exemplo 4.2.1. Seja X uma sequéncia de pontos isolados: x1, x2, ... com dois pontos de acumu-
lagdo: x9, — 20 e xop1 — x'. Seja Y uma sequéncia de pontos isolados: vy, Y1, y2,..., com um

ponto de acumulagdo: Yy, — Y.
Para f € C(X) defina T(f):
T(f)(yo) = f(2°) — f(=")

(f)
T(f)(y2x) = (xzk) 3 (%) = f(=h)]
T(f)(y2k+1) : [f(mo) — f@N] + f(zar11)
T(f)(y) =3 [f( )+ f(zh)]
Temos que T € um isomorfismo linear de C(X) sobre C(Y), com ||T|| =2 e HT_lH = %

Demonstracao. De fato, primeiro note que X e Y nao sao homeomorfos, pois X tem dois pontos
de acumulagao e Y tem um.

Agora note que T' estd bem definida, ou seja, T'(f) € C(Y) para todo f € C(X). De fato,
sabemos que toda aplicagdo em pontos isolados é continua e portanto T'(f) é continua nos pontos
isolados. Agora, veremos que T'(f) é continua em y. Como y é ponto de acumulagao de Y, suponha

sem perda de generalidade que y, — y. Vamos mostrar que T'(f)(yn) — T(f)(y).

43
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Se n = 2k, entdo T(f)(yar) = f(z2x) — 3 - [f(2°) — f(z1)]. Como f € C(X) e o, —> 27, entéo
Flasw) — £(a), logo T(F)(ya) —> £ — 3+ £(a%) + 1+ f(&) = 1-[£%) + F&)] = T()),
assim T(f)(y21) — T(/)(y).

Sen = 2k+1, entdo T(f)(yar+1) = 5-[f(2°) = f(2")]+ f (22r41)- Como f € C(X) e w41 — ',
entdo f(zopr1) — f(z'), logo T(f)(yars1) — 3-f(20) = 5- f(@") + f(a"), assim T(f)(y2k11) —
T(f)(y).

Portanto T'(f)(yn) — T(f)(y). Logo T'(f) é continua.

Vamos, verificar que T' ¢ linear. Sejam f,g € C(X) e A € R, assim:

(A D)) +9E%) = (A ) - g(a') =
=X-T(f)(wo) + T(9)(yo)-

= AT (f)(w2w) +T(9)(y2r), TA- f+9)(Y2r+1) =
A ( )(y) + T(g)(y). Dessa forma, temos que T'

T\ f+9)(yo) = (A f+g)( 9)— (A f+9)( N =
A (f(2°) = f(@h) + (9(2°) — g(z1))

De modo analégo, provamos que T'(\- f + g)(y2x)
A T(f)(yar+1) + T(9)(Yor+1) e TN - f+9)(y) =

¢é linear.

Agora, vamos verificar que T' é injetora, isto é, que kerT = {0}. Seja f € kerT, logo T(f) =0,

f@) = fa") =0 f(z%) =0
floo) =5 F@) =@ =0 e d T@) =0
5 [F(@°) = f&")] + f(w2r41) =0 f(zar) =0
5 [f@®) + f@h)] =0 J(wopy1) =0

ou seja, f = 0. Portanto kerT = {0}.
Também T ¢ sobrejetora. De fato, é 6bvio que T(C(X)) C C(Y), agora resta mostrar que
C(Y) CT(C(X)). Seja, entao g € C(Y), queremos f € C(X) tal que T'(f) = g, ou seja,

T(f)(yo) = 9(yo) f@ar) = g(yar) + 3 '9(3/0)
T(f)(y2r) = 9(y2x) implica que f(@ars1) = g(yart1) — 3 - 9(vo)
T(f)(yor+1) = 9(Yor+1) f(@®) =1 9(yo) +g(y)
T(f)(y) = g(y) f(@) = g(y) = 59(wo)-

Agora, vamos mostrar que f € C(X). Sabemos que toda aplica¢ao em pontos isolados é continua,

O e 2!, Sabemos que xg, — 2°

assim falta verificar que f é continua nos pontos de acumulacao x
e Torr1 — ', Sem perda de generalidade, provemos que f(xor) — f(2°) e f(wops1) — f(xh).
Como g € C(Y) e yar, — ¥, entdo g(yax) — ¢g(y). Dessa forma, como f(wax) = g(yar)+3-9(%0),
vem que f(z21) — g(y) + & - g(yo), assim f(zak) — F(a0).
Da mesma forma como, g € C(Y) e yop+1 — ¥, assim, g(yor+1) — g(y). Logo, sabendo que
f(@art1) = 9(y2ks1) — 5 - 9(yo), temos f (1) — 9(y) — 5 - 9(%0), ou seja, f(wart1) — f(ah).
Assim f € C(X). Portanto T' é sobrejetora e

Y9)(war) = g(y2k) + 5 - 9(v0)

)
Y(9)(w2k+1) = 9(yars1) — 5 - 9(¥0)
9)(°) =1 g(wo) + 9(y)

)(

g 1

T
T
T
T71

(
(
i
(

at) = g(y) — $9(vo).
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Dessa forma, 7' é um isomorfismo linear. Agora, vamos provar que ||| = 2. Sabemos que,

17N = sup{[| ()5 [If]] < 1}, onde [T(f) = sup{|T(f)(y)]; y € Y} = [T'(f)(y;)], para algum j,
pois Y é compacto. Assim, como

T o)l = [£(2°) = f@D)] < [F@O] + [FEO] < I+ 1A =211

1

T )| = | fam) = 5+ 1) = £ < el + 5 -2 1) <2111

1

(e = |3 176 - 5] < 2 1] e

T(F)(w)| = \; ) + f(wl)]‘ <2/

Vem que ||T]| < 2 e tomando f € C(X) definida, por f(2°) = 1, f(z!) = =1, f(wy) = 1 e
f(zar41) = —1, temos que ||T(f)|| = 2 e portanto ||T’|| = 2, como queriamos.
=

Finalmente, vamos verificar que HT‘ % Dessa forma, utilizando a inversa encontrada,

quando provamos que 1" é sobrejetora, temos que

3
gl +llgll =5 - llglls

DO |

774 6) ) = | 5 - ot00) + 900)| < 5 L)l + 90 <

774 0) )] = o) ~ 5 00| < la)] + 5 - o) < gl + -l = 5 -l

1 1 3
< Z. < Z. = Z. .
5 < |g(yar)| + 5 l9(yo)| < llgll + 5 gl 5 lgll;

‘T_l(g)($2k)| = ‘g(y%) + L 9(yo)

1 1 3
<|9(y2rt1)| + 3 lg(yo)| < llgll + 5 lgll = 3 lgll -

1T~ (g) (war11)| = ’g(?JQkJrl) - % - 9(v0)

Assim, T*IH < % e tomando g € C(Y') definida, por g = 1, obtemos HT*1H = % |

Agora apresentaremos mais um exemplo onde o teorema de Amir [1] nao é valido se ||T||-||[T!|| =
2.

Exemplo 4.2.2. Seja X o intervalo unitdrio [0,1]. Seja Y o circulo unitdrio {e*™*; 0 < x < 1}
mais o ponto isolado 0. Para f € C(X) defina T(f):

Temos que T' € um isomorfismo de C(X) sobre C(Y), tal que ||T|| =2 e ||T71]| = 3.
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Demonstracao. De fato, primeiro note que, como X é um intervalo da reta, entdo X é conexo. A
prova desta afirmacao pode ser encontrado em [21], pagina 96.

Assim se Y fosse homeomorfo a X, entdo Y seria conexo. Mas Y néo é conexo, logo X e Y néo
sao homeomorfos.

Agora vamos verificar que T esta bem definida, ou seja, que T'(f) € C(Y') para todo f € C(X).
Seja (y,) C Y uma sequéncia tal que y, — y com y € Y. Provemos que T'(f)(yn) — T(f)(y).

Se y = 0, entdo y, = 0 a partir de um certo indice n, logo T'(f)(yn) — T(f)(y). Suponha
entdo que y # 0. Temos que y, = €™ = cos(2rxy,) + i - sin(2nzy,) e y = ¥ = cos(2nz) +
i - sin(27x). Como, y, — y, entdo e2™@n — 2™ ge e somente se cos(2mxw,) — cos(2mx) e
,3) considere arccos : [—1,1] —» [0, 7] e para = € [3, 1],
tome arccos : [—1, 1] — [, 27]. Assim, 27z, — 27z, logo xz, — z. Como f € C(X), vem que

sin(2rz,) — sin(27z). Para z € [0

¢ continua, logo f(z,) — f(z), assim T(f)(e*™®n) — T(f)(e***), como queriamos. Portanto,

T(f)eC(Y).
Provemos que T é linear. Sejam f,g € C(X) e A € R, logo:

TA-f+9)0) = f+9)1) = (X f+9)0) = Alf(1) = FO)] + [9(1) — 9(0)] = AT (f)(0) + T(g)(0)

TS +9)(e) = O +9)(@) + (5 ~ DS +9)(1) = (AF + ) 0)] = NT(D(E) + T(g)(e™).

Dessa forma T é linear.
Temos que T ¢ injetora. De fato, seja f € kerT, logo T(f) = 0, entao T(f)(0) = 0 e
T(f)(e*™™) = 0, assim

{ (1) = (0) =0
@)+ (5 =) [f(1) = £(0)] =0

A partir das equagdes acima vemos que f(z) = 0, para todo = € (0,1). Agora, como f € C(X),
entdao f(x) =0, para todo x € (0,1) = [0,1]. Assim f =0, isto é, T' é injetora.

Além disso, T' é sobrejetora, ou seja, T(C(X)) = C(Y). De fato, é 6bvio que T(C(X)) C C(Y).
Seja agora g € C(Y'), vamos provar que existe f € C(X), tal que T'(f) = g. Dessa forma:

{ T(f)(0) = g(0)
e27ri:e

. implica que
T(f)(e2mim) = gle2miey 0 {

e assim obtemos

T71(9)(0) = g(1) — 34(0)
T~Yg)(z) = g(e*™) — (3 — x)g(0)
T (g)(1) = g(1) + 34(0)

Além disso, temos que T~ 1(g) é continua. De fato, seja (z,,) € X uma sequéncia tal que z,, — z,

com x € X. Dessa forma, para cada n € N, e>™n = cos(27mz,,) +i-sin(2mx,) e 2™ = cos(2mx) +i-

sin(2rz). Como x,, — x entdo 2mx,, —> 2wz e como as fungdes seno e cosseno sao continuas vem
que cos(2mz,) — cos(2mz) e sin(2mwx,) — sin(2mx). Assim e2™n — €27 ¢ como g é continua,

vem que g(e2mz") — g(e%m).
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—z) - ¢g(0). Logo

N[ =

Por outro lado como z, — =, concluimos que —(3 — z,) - g(0) — —(
T Y(g)(zn) — T (g)(x). Portanto C(Y) C T(C(X)).

Agora veremos que ||T']| = 2. Temos que:

T(HO) = (1) = FO < SO = [FOF < N+ IFIF =20 £1l5

TOE™)] = [+ (5 = D) = £ < 171+ 52151 = 2171

2
Logo, ||T']] < 2. Tome, agora f € C(X) definida por f(x) = 2z — 1. Assim, obtemos que
IT(f)|| = 2 e portanto ||T'|| = 2, como queriamos.
T_IH = % De fato,

7" !—1 ) (1~ 2)(0 >\<||g||+ loll =3 gl
»T-1<g><1>»=\g<1>+;g< >\<ugu+ loll = gl
»T-1<g><o>»=\g<1>—;g< >\<||gu+ loll = lgl-

Dessa forma, HT‘lH < % Tome, agora g € C(Y), definido, por g(0) = 1, g(e*™*) = 1 — x. Assim

obtemos que HT_I(g)H = % e assim HT‘IH = % , como queriamos. |

Somente em 1975 foi dado um exemplo onde o teorema de Banach- Stone nao vale para distorgao

igual a dois. Este exemplo foi dado por Cohen [10]. O exemplo é o seguinte:

Exemplo 4.2.3. (Cohen [10]) Seja I = [0,1] e considere os sequintes homeomorfismos com dominio
I:a,a,bb,c ¢ d d SejaA, B,C, D espacos Hausdorff compactos arbitrdrios com os pontos dis-
tintos Pa, Pp, Pc, Pp respectivamente. Assuma que estes 12 espacos a[l], a[I], b[I], b[I], ¢[I], ¢[I], d[I], d[I], A, B
sao dois a dois disjuntos.

Defina Y como a unido disjunta dos espagos alll, b[I|, c[I], d[I], A, B, C, D com as sequintes
identificagoes: a(0) = b(0), ¢(0) = d(0), a(l) = P4, b(1) = Pg, ¢(1) = P¢, d(1) = Pp.

Defina X como a unido disjunta de a[l], b[I], ¢[I], d[I], A, B, C, D com as seguintes identifi-
cagoes: a(0) = ¢(0), b(0) = d(0), a(1) = P4, b(1) = P, ¢(1) = Pg, d(1) = Pp.

Para escolha adequada de A, B, C e D, X eY nao sdo homeomorfos.

Defina T : C(X) — C(Y) como segue. Seja f € C(X).

T(f)(a(t) = (L+0f @) - (L O)f@d(r) 0<t<1
T(F)(A() = (1 - DF@1) + (L+ ) f(dF) 0<t<1
T(H() = —(1+ ) FEE) + (1 - )f@(t) 0<t<1
T()(e(t)) = (1 - fB0) + L+ Of@(1)  0<t<1
T(f)(z) =2 f(2) ze AUCcUD
T(f)(z) = =2 f(2) cen
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Temos que em cada um dos oito espagos a[l], blI], c[I], d[I], A, B, Ce D, T(f) € continua
e T(f) € consistente com as identificagoes que define Y a partir destes espagos. Dessa forma,
T(f)eC(Y), eT estda bem definida. Além disso, T € linear e ||T| = 2.

Defina agora F : C(Y) — C(X) como seque. Seja g € C(Y) e D(t) = (14+t)2+(1—1t)? = 2(1+¢2).

Fan) = oo+ G Pam) ose<

F(g)(d(t)) = —%?t;)g(a(t)) + (g(rt;)g(d(t)) 0<t<1

PG =~ S Dg00) + By oo

iy (1 —1) (1+1)

Flo)(e(t) = ptotn) + Gotaew)  n<t<a

Flg)(v) = 5 - 9(0) ve AUCUD

Flg)(z) =~ - 9(0) veB

A funcao F(g) estd bem definida e é continua. Portanto F estd bem definida e é linear. Como
% = 1Jit2 <1, vem que ||F| = 1.

Finalmente podemos checar que T e F sdo transformagoes mutuamente inversas.

4.3 O teorema

Nesta se¢ao, vamos demonstrar o teorema principal do artigo [1]. Comegaremos com alguns

lemas que sao necessarios & demonstracao do teorema.

Definigao 4.3.1. Seja K espagco Hausdorff compacto. Defina C4(K) = {f € C(K); f >0, ||f|l =

1}.
Lema 4.3.2. Sejam K e L espagos Hausdorff compactos e T um isomorfismo linear de C(K) sobre
C(L). Denote | T|| = a e ||T7| = B e assuma que o - B < 2. Entdo existe um isomorfismo ¢ de

C(K) sobre C(L) satisfazendo:
(@) lloll=a;
(b) [~ =8:
(c) »(1)(y) = a-(2—a-pB), para todo y € L;
(d) Para cada f € Cy(K) existe algum y € L tal que o(f)(y) > &;

(e) o 1(1)(z)>B-(2—a-B), para todo x € K ;

Q=

(f) Para cada g € Cy(L), existe algum x € K tal que ¢~ 1(g)(x) >

Demonstragao. (a) Sejayp € L et =T(1)(yo). Se |t| < a, tome 0 < ¢ < a — |t]. Como T'(1) é
continua, existe uma vizinhanga N de yg € L, em que |T(1)(y) — t| < € paratodoy € N. Como
L é compacto e N & aberto entao L\ N é fechado. Logo pelo Lema de Urysohn, existe g € C4 (L)
tal que g(L\ N) =0 e g(yo) = 1. Considere as fungoes: G1(y) = T(1)(y) + (a—t—¢)-g(y) e
Gao(y) =T()(y) — (a+t—¢€) g(y).
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Vamos provar que |G;(y)| < «, para todoy € L e i =1,2. Isso é claro para y € L\ N, ja que
g(y)=0eT(1)(y) <|T(1)(y)| < T(1)]| < ||T|| = . Resta provar que vale a afirmacao para
y € N. Provar que |G;(y)| < a é equivalente a mostrar que —a < G;(y) < a.

Comecaremos provando que G1(y) < a. Assim:

Giy) =TW)(y) +(a =t —¢)-gly) <TA)(y) + (a —t —¢) - |g(y)| <
TW(y) +(a—t—e)- gl <TM)(y) +(a—t—¢) <[T(1)(y) —t|+a—-e<eta-c=a

como queriamos. Agora vamos provar que G1(y) > —a, e isto é equivalente a o > —G1(y).

Dessa forma

~Gi(y) = -T()(y) —(a—t—¢)-g(y) = -T(1)(y) + (—a+t+e)-g(y) <
—T()(y) + (—a+t+e) gy < -TD)(y) + (—a+t+e) gl <
T (y) + (—a+t+e) <[-T()(y) +t|—a+e=T(1)(y) —t|—a+e<e-a+e<a

onde e—a+¢e < « se e somente se 2¢ < 2« se e somente se € < « e sabemos que € < a—|t| < a.
Portanto, |G1(y)| < «, para todo y € L. De modo analogo, prova-se que |Ga(y)| < «, para
y € N. Dessa forma |G;(y)| < a, paratodoy € Lei=1,2.

G| < - B, para i = 1,2, ja que |7 = 8

Para algum xp € K, temos ’T‘l(g)(azoﬂ > é De fato, suponha que para todo z € K,
[T~ (g)(2)] < & Mas ||| = a, logo |T| - |T"(g)(x)| < 1, entdo 1 = |lg]| = [|T o T~ (g)|| <
IT1- |7~ (o) || = ITII- [T~ (9) ()| para algum z € K, logo 1 < | T|- [T~} (9)(2)| < a- 5 =1,

o que é um absurdo. Portanto para algum zy € K, temos ‘Tﬁl(g)(xo)‘ > é

Como [T (g)(z0)| > %, entdo T~ (g)(wo) 2 L ou T71(g)(z9) < —1. Vamos analisar cada

1
70[, @

caso. Se T7*(g)(wo) > L, entdo como ||T7( H < a-fB,vem que a- B > T HG)(xo) =

T=HT1) + (a =t —e)g)(zo) = T HT(1))(z0) + (a —t — &) - T7H(g)(x )=1+(04—75—€)'
T (g)(w0) > 1+1(a—t—¢). Assim a-8 > 14+ 1 (a—t—¢) e isso implica que t > o+ (2— v 3) —

Se T71(g)(xp) < —é, entdo de modo anélogo ao caso anterior, provamos que valem, af >
T~ HGo)(zo) > 1+ Li(a+t—c)et < —a2—afp) +e.

Assim, temos que [t| > «(2 — aff) — € e como ¢ é arbitrariamente pequeno e t = T'(1)(yo),

vem que

T(1)(yo)l 2 (2 — ap) (4.1)

Observe que a desigualdade 4.1 é valida também quando, |T'(1)(y0)| = a. De fato, vamos
provar que @ > a(2—a-f). Como a-f > 1, entdao —a-3 < —1,logo a(2—a-f) < a(2—1) = «,
como queriamos. Portanto, como yy € L é qualquer, a desigualdade 4.1, vale para todo y € L,

ou seja

|T(1)(y)| > a(2 — aB) para todo y € L. (4.2)
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Vamos provar que o conjunto A = {y € L; T'(1)(y) > 0} é aberto e fechado em L. De fato,
temos que A é a imagem inversa de um aberto por uma fungao continua, logo A é aberto em
L. Por outro lado, vamos verificar de A ¢ fechado em L, ou seja, que A = A. Como A C A,
basta provar que A C A. Seja k € A, entdo existe rede (k;) C A tal que k; — k e como T'(1)
é continua, T'(1)(k;) — T'(1)(k). Sabemos que k; € A para todo 4, logo T'(1)(k;) > 0, assim
T(1)(k) > 0. Como a- 3 < 2, entdo 2 — - > 0, assim (2 — « - §) > 0 e entdo, por 4.2,
IT(1)(y)] > a-(2—a-B) > 0 para todo y € L. Assim |T(1)(y)| > 0 implica T'(1)(y) # 0.
Portanto, k € A. Assim A é fechado em L.

Seja xa(z) = L sezed a fungao caracteristica de A. Defina ¢ : C(K) — C(L), por

0, sex g A

o(f) =(2-xa—1)-T(f). Temos que ¢(f) esta bem definida, pois ¢(f) € C(L), para todo
f € C(K) . De fato, sabemos que T'(f) € C(L), agora vamos verificar que x 4 é continua. Pelo
teorema 1.2.20 sabemos que a fungao caracteristica de A é descontinua nos pontos de fronteira
de A, ou seja, em dA. Agora como A é aberto e fechado, entao sua fronteira é vazia. Portanto

XA € continua. Assim 2 - x4 — 1 é continua e dessa forma ¢(f) € C(L), como querfamos.

Agora vamos provar que ¢ é um isomorfismo de C(K) sobre C(L). De fato, vamos comegar
com a linearidade de ¢. Sejam f,g € C(K), A € R. Logo

oA fH+9)=2-xa—1)-TA-f+g)=2-xa—1)-N-T(f)+T(g)] =
A2xa—1) - T(f)+(2-xa—1)-T(g) = X p(f) + »(g)

como queriamos. Para provar a injetividade, mostraremos que ker ¢ = {0}. Seja f € ker ¢,
logo ¢(f) =0, entao (2-xa—1)-T(f) =0ecomo2-x4—1# 0, vem que T'(f) = 0, logo f =0,
pois T' é injetora. Assim, ¢ é injetora. Finalmente, veremos que ¢ é sobrejetora, ou seja, que

©(C(K)) = C(L). Como ¢ 6bvio que ¢(C(K)) C C(L), basta verificar que C(L) C ¢(C(K)). Seja

h € C(L). Tome f =T"! )6 C(K).Também ¢(f) = h. Assim C(L) C ¢(C(K)).

(2-xa—1)
Portanto ¢ é sobrejetora. Dessa forma, ¢ é isomorfismo linear.
T(f)(z)sexe A

Agora, vamos mostrar que = «. Sabemos que para cada x € L, ) =
8 que [|o]| que p p(f)(x) {_T(f)(x) oz d A

logo [p(f)(@)] = |T(f)(@)|. entao [[(f)I| = [[T(f)ll. Assim [l¢]| = [[T] = a. Portanto
lell = a.
(b) Através de uma construgao semelhante a do item (a), provamos que Hcpflu = 8.

(c) Provaremos agora que ¢(1)(y) > a - (2 — a - ), para cada y € L. Sabemos que ¢(1)(y) =

{ T(1)(y)sey € A
~T(1)(y) sey ¢ A

T (Y = a-(2=a-p), assim T(1)(y) > a- (2= a-B) ou T(1)(y) < —a-(2—a-f). Logo
T(1)(y) > - (2—a-B) ou =T (1)(y) > a- (2 — «- B). Dessa forma p(1)(y) > a- (2 —a - B).

ou seja, |p(1)(y)| = |T(1)(y)| e como pela desigualdade 4.2 temos que
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Vamos provar que, para cada f € C4(K), existe algum y € L tal que ¢(f)(y) > % Se
fe Co(K), entao [p(1)(y) —2-o(f) ()] = le(1 = 2f)(y)| < a, para todo y € L. De fato,
lo(L=20) (W) < lle(t =20 < llell - 1 =2 f|| < a1 = @, pois como f € Cy(K), entdo

0<f<1l,logol>1—-2-f>—1,assim ||[1 —2-f]| <1.

Portanto, (f)(y) = 5-(¢(1)(y)—a) = 5-a-(1—a-B). De fato, temos que (1) (y)~2-¢(f)(y) <
o)) - 2- p(F)(w)] < . Assim ~2-0(H)(y) < a—p(1)(y), entio p(£)(y) > 1-(p(1)(y)—a).
Por outro lado, sabemos que ¢(1)(y) > a-(2—a-B), logo 3-(¢(1)(y)—a) > & (a-(2—a-B)—a) =
Lo (2—a-B-1) = }-a-(1—a- ). Dessa forma o(/)(y) > 1-(9(1)(y)—a) > 3-a-(1—a-H).

Para algum yo € L, temos |¢(f)(yo)| = 5. De fato, suponha que para todo y € L, le(f)(y)] <
5- Mas [jo™!|| = B, logo ||~ - [(f ( )| < L Entao, 1 = |[f] = [l¢~ o(N)] < [l
le(NIl = [[e~ | - [e(f)(y)] para algum y € L. Logo, 1 < ||| - [¢(f)(y)] < B-% =1, 0 que
¢ um absurdo. Portanto para algum yo € L, temos |¢(f)(yo)| > 5

Mas o(f)(y) < —% é impossivel, uma vez que, 1 < o - # < 2 implica % ca-(1—a- B) > — ﬁ

De fato, vamos provar primeiro que 1 < a - < 2 implica % ca-(l—a-p) > _B‘ Como
1<a-f<2,entao0>1—-a-5>—1, logo% a- (1—0z-ﬁ) > La(-1) = —}a. Por outro
lado, o - B < 2, implica —« - 8 > —2, entdo — 5 < —3%, assim % -(1—a-ﬂ)>—%a>—%,
como querfamos. Agora, como ¢(f)(y) > % -« (1 —a-pB) > f%, vem que é impossivel

o(f)(yo) < —%. Portanto o(f)(yo) > % , para algum y € L como queriamos.

Vamos provar que ¢~ (1)(z) > 8- (2 — a - f8), para todo = € K.

De modo anal6go a demonstracao da desigualdade 4.2, provamos que |<p_1 (1)($)‘ > B-(2—a-p)
para todo x € K. Considere agora o conjunto B = {x € K; ¢~ 1(1)(x) < 0}, de modo anélogo

a demonstracao de que o conjunto A é aberto e fechado, mostramos que B é aberto e fechado.

Seja xp a fungao caracteristica de B que é continua, pois B é aberto e fechado em K. Defina
H(z) = ¢ 1(1)(x) + B(3 — apf) - xp(x). Temos que |H(x)| < B, para todo x € K. De fato, se
x ¢ B, entao xp(r) =0 e como ’gp_l(l)(:v)} < ng‘l(l)H < H<p_1H = (3, vem que |H(z)| < S,
parax ¢ B. Agorase, x € B, vamos provar que —3 < H(z) < 5. Comecemos com H(z) > —f,

o que é equivalente a —H (z) < . Temos que

—H(z) = -~ (1)(2) = BB — af)xs(z) = —p~ ' (1)(x) — B(3 — aﬂ)
= (@) = BB —aB) = ¢ (1)()| = BB —aB) < |l ' (1)[ - BB —ap) <
7| = BB —aB) =5~ BB ~aB) <P

pois B(3 — af) > 0. Logo H(x) > —f como queriamos. Agora provemos que H(z) <
Sabemos que |~ (1)(x)| = B(2—aB), logo ' (1)(x) = B2—af) ou g~ (1)(z) < —A(2—a
Mas como z € B, entao ¢~ (1)(z) < 0,logo ¢~ 1(1)(z) < —B(2—afB). Assim, como xg(z) =
vem que H(z) = o~ (1)(z) + A(3 — af) < —B(2 — o) + B(3 — af) = f. Logo H(z) <
Portanto |H(z)| < 3, para todo = € K.

B.
B).
1,
B.

Dessa forma, [|p(H)[| < af, pois [[p(H)| < [¢] - [[H]| < b, ja que [¢]] = a.
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Suponha que xp # 0, assim xp € C4(K). Pelo item (d) deste lema, existe yg € L tal
que o(xB)(yo) > % Entao af > ¢(H)(yo) > 4 — af. De fato, como ||p(H)| < af, entao
¢(H)(yo) < af. Por outro lado, p(H)(yo) = ¢(~ (1) +B(3—aB)-x5)(y0) = (v~ (1)) (yo) +
BB —apf) - o(xs)(y) > 1+ B3 —ap) - % = 4 — af3. Consequentemente se aff > 4 — af3, ou
seja, a8 > 2, o que ¢ um absurdo. Portanto ypg deve ser zero, ou seja B = ().

Dessa forma, vamos provar que ¢~ (1)(z) B(2 — af), para cada x € K. Sabemos que
¢ 1 (D)@)] > B2 - aB), logo ou ¢ (1)(x) > A2~ aB) ou ¢~ (1)(x) < —B(2 — aB). Como
XB ¢ zero , sabemos do pardgrafo anterior que B = (), onde B = {x € K; ¢~ 1(1)(z) < 0},
logo ¢~ (1)(z) > 0, para todo x € K. Portanto é impossivel que ¢~ 1(1)(x) < —3(2 — af).
Logo ¢~ (1)(z) > B(2 — af), para todo € K como querfamos.

>
>

Vamos provar agora que, para cada g € Cy (L), ¢~ 1(g)(z) > é, para algum x € K. Seja agora
g € C4(L), entdo |~ (1)(z) —2- ¢ (g)(2)| = |cp (1—2g)(z )| < 3, pois como g € C4(L),
vem que 0 < g(y) < 1, paratodo y € L, logo |1 — 2g|| < 1. Assim, o1 (g)(z) > $(¢~ 1 (1)(2)—
B) = 3B(1 = ap). De fato, como ¢~ '(1)(z) — 2¢~(9)(x) < |o(1)(x) — 20~ (9)(2)| < B,

)(x)
logo ¢ (1)(z) — 297 (g)(z) < B, entdo ¢~ (g)(z) > ( H1)(z) = B). Por outro lado,
sabemos que ¢~ !(1)(z) > B(2 — af) e dessa forma (¢ (1)(z) — B) > 3B(1 — af3). Portanto

P (9)(2) = 5(¢7 (D)(2) = B) = 38(1 — ap).

Dessa forma para algum zy € K, temos ‘go_l(g)(xo)‘ > é De fato, suponha que para

todo z € K, o7 (g)(z)] < 1. Mas |lg| = «a, logo [l¢]| - [¢ 7 (9)(z)| < 1, entdo 1 =
ol

lgll = H@OSO Y@ < llell - [je(9)
el - ‘go 1 ‘ < é -a = 1, o que é um absurdo. Portanto, para algum zy € K, temos

[ g)(z )\ 2 1

= Jlell - |¢7 (9)(z)|, para algum = € K, logo 1 <

Mas ¢~ 1(g)(z) < —é ¢é impossivel, uma vez que, 1 < af < 2, implica %,8(1 —af) > —é. De
fato, como 1 < aff < 2, vem que 0 > 1 —aff > —1, entao %B(l —af) > 1,8 Por outro lado,
af < 2, implica —af > —2, logo —= < ﬁ , assim 2B(l —af) > — 5 > —=, como querfamos.
Logo, —% > ¢~ Y(g)(z) > $8(1 — 046) > —=, 0 que é um absurdo. Portanto e 1(g)(x) > L,

para algum z € K, como queriamos.

|
Sejam K, L, ¢, como no lema anterior. Para f € C;(K) defina:
1 1
PU) = {ue Liolf - ) = ~ a2 - ad) ). (4.3
Analogamente, para g € C;(L), defina
L1 1
Qlg) =qz € K397 (g—5)@) 2 =562~ ab) . (4.4)

Lema 4.3.3. Sejam K e L espagos Hausdorff compactos. Seja ¢ o isomorfismo definido no lema

4.3.2
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(a) Se fi1, fo € C+(K) e fi(z) < fa(x), para todo x € K, entao {y € L; o(f1)(y) > %} C

ZntP(fQ) .

(b) Se g1, g2 € C+(L) e g1(y) < go(y), para todo y € L, entio {x € K; o~ (g1)(y) > é} C

intQ(g2).

Demonstragao. (a) Sejayo € {y € L;o(f1)(y) > %} # () (pelo lema 4.3.2 (d)). Se (1 — f2)(yo) <

0
©(5)(y0), entdo temos (f2 — §)(yo) = (3 — (1 = f2))(%0) = ©(3)(v0) — (1 = f2)(yo) > 0

Agora se (1 — f2)(yo) > ©(3)(yo), considere a funcdo F(z) = 1 —2(fo(z) — fi(z)) € C(K),
temos que ||[F|| < 1. De fato, como fi, fo € C4(K), vem que F é continua. Agora, resta
mostrar que ||F'|| < 1. Para isto, basta provar que |F(z)| < 1, para todo = € K, que é
equivalente a mostrar que —1 < F'(x) < 1, para todo x € K.

Comecemos provando que F'(x) < 1 para todo x € K. Como fi(z) < fo(z), para todo z € K,
entao —2(fa2(x) — f1(z)) <0, logo F(z) <1 para todo z € K, como querfamos.

Agora provemos que F(x) > —1, para todo x € K. Temos que F(z) > —1 se e somente
se 1 —2(fa(x) — fi(x)) > —1, se e somente se —2(fa(z) — fi(x)) > —2, se e somente se
fao(x) — fi(z) < 1, se o somente se fa(x) < 1+ fi(z), o que é verdade, para todo z € K,
pois se existisse z € K tal que fa(z) > 1+ fi(z), iria contradizer o fato de f, € C4(K), pois
|| f2|| > 1. Portanto ||F|| < 1.

Dessa forma, temos a = [|¢|| > [|(F)|| > [¢(F)(yo)| > go(F)( 0). Por outro lado, ¢(F)(yo) =
e(1=2(f2=f1))(wo) = (1= fo— fot f1+[1)(yo) = ¢(fi—(fa—f1)+(1=f2))(w0) = »(f1)(y0)—

(f2—f1)(2/0)+<ﬂ(1 £2)(yo) = =0 (f2= 1) (yo) +e(1—f2) (y ) > 5—o(fo fl)(yo) ©(3)(yo)-
Logo a > 5 — ¢(f2 = f1)(%0) + ¢(3)(y0), implica (f2 — f1)(yo) > —a + 5 + ©(3)(¥0)-

Portanto <P(f —35)(Wo) = o1+ (f2— f1) — 5)(W0) = (/1) (yo) + o (f2 — f1) (o) — ¢(3)(10) >
5 —a+5+¢(3) (o) — ¢(5)(y0) = 25 — a > 0, pois af < 2. Dessa forma ¢(f2 — 3)(yo) > 0.

Portanto yo € intP(f2), pois ¢(f2 — 1) (o) € (—Ha(2 — aB), o).

(b) Através de uma construc¢ao analoga a do item anterior provamos este item.

Lema 4.3.4. Seja g € C4(L). Dado xo € intQ(g), existe f € C4(K) tal que:

(a) F(K\Q(9) =

(b) f =1 numa vizinhanga de xo;

(c) {y€ L; g(y) =1} CintP(f); e

(d) P(f) c{yeL;gly) >0}

Demonstragao. (a) Por hipotese K é compacto, logo ele é Ty, Ta, T3 e Ty. Como K ¢é T3 e

ro € intQ(g), existe vizinhanga V de xq tal que V C intQ(g). Tome entdo os seguintes
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conjuntos fechados disjuntos: A = K \intQ(g) e B = V. Pelo Lema de Urysohn (que podemos
aplicar, ja que K é Ty), existe f1 € C+(K) tal que f{ = 0 em A e f; = 1 em B. Como
K\ Q(g9) c K\ intQ(g) e V CV, segue que f1(K \ Q(g)) =0 e f; = 1 numa vizinhanga de

ZQ-

Defina f(z) = max{ fi(z), %g@‘l(g — 3)(2)}, onde ¢ foi construida no lema 4.3.2. Temos que
f € C4(K). De fato, como f; e %go_l(g — %) sdo continuas, entao f é continua, logo falta

provar que f > 0e || f|| = 1.

Se f(z) = fi(x), para z € K, como fi(x) € C+(K), temos f(z) = fi(x) >0, para z € K. Se
f(x) = 2¢7H(g — 3)(2), para z € K, entdo f(z) = Z¢ 7" (g — 3)(z) > fi(z) > 0.

Finalmente veremos que ||f|| = 1. E claro que || fi| = 1. Também H%np‘l(g— %)H < 1. De

fato,
|2672 - || = 2lle7 0~ Dl < 2l llg— 3l = 2-8llg— 4l =2 lg — 2l <23 =1

pois como g € Cy(L), entdo 0 < g(y) < 1, para todo y € L, logo -3 < (¢ — 3)(y) < 3.
Portanto f € C4(K).

Agora, vamos verificar que f(K \ Q(g)) = 0. Como por hipdtese, f1(K \ Q(g)) = 0, basta
verificar que %cp*l(g — 1)(z) <0, para todo z € K \ Q(g). Seja z € K \ Q(g), logo z & Q(g),
assim ¢~ 1(g — 3)(z) < —75B(2 — ), dessa forma %gp‘l(g — 3)(z) < —3(2— aB) < 0, pois
2 — af > 0. Portanto f(K \ Q(g)) =0.

Agora verifiquemos que f = 1 numa vizinhanga de zy. Ja4 sabemos que f € C4(K), assim
0 < f(z) < 1, para todo x € K e como por hipotese, fi = 1 numa vizinhanca de x,

concluimos que f = 1 numa vizinhanca de zg.
Vamos provar que {y € L; g(y) = 1} C intP(f). Temos que vale a relagao:

0< %5f(x) — o Hg - %)(x) < -8+ i5(2 — afl), para todo x € K. (4.5)

De fato, para primeira desigualdade como f(x) > %Lpfl(g — %)(:L’), para todo x € K, vem que
3Bf(@) =97 (g — 3)(x) > 0.

Agora vamos verificar a segunda desigualdade. Para isso vamos considerar dois casos: = € Q(g)
e x ¢ Q(g). Comecemos considerando o caso em que x € Q(g). Como f € C4(K), entao
0 < f(z) <1, logo 36f(x) < 38. Ja que z € Q(g), entdo —¢p~ (g — 3)(z) < 38(2 — af).
Dessa forma, %ﬁf(:):) — o Yg— %)(1‘) < %B + %6(2 — a3) como querfamos.

Agorase, x € Q(g), pelo item (a) deste lema, f(x) = 0. Como g € C4(L) vem que Hg - %H < %,
o1l = 8.1z (g — | < -l — 4] < 5. Assim: —o (g b)) <
lo™ (g — %)(w)} < |l g - %)H < 1p < ip+ LB(2 - ap), como queriamos. Portanto vale
a relagao 4.5, para todo x € K.

além disso,
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Temos, entao

550 - P - Pl <

5 iﬁ + 1 5(2 — af3), para todo x € K (4.6)

De fato, suponha, que para algum z € K

380 - D) -0 - )| > 19+ 1552 - aB)

Dessa forma, ou 38(f — 3)(z) =~ (9= 3)(2) > B8+ 138(2—ap) ou 38(f —5) (@) — ¢~ (g -

3)(x) < =18 — £B(2 — ap). Vamos analisar cada caso.

Se 38(f —3)(@) —¢ g —3)(x ) 1B+ 1582 —ap), entao 38f(x) — 18— ¢ (g —3)(z) >
46—1— 126(2 af), logo, 26]‘(:6) g %)( ) > %B—i— %6(2—046) o que contradiz a segunda
desigualdade de 4.5.

Se 38(f—3)(x)—¢ Hg—3)(x) < —18—5B(2—ap), entdo 38f(x) — 18— ' (g—3)(x) <
—iﬁ — 1—125(2 — af3), assim %Bf(x) — (g — %)(:U) < —%5(2 — af) < 0 o que contradiz a
primeira desigualdade de 4.5.

Portanto

“B(f—3)@) — e Mg — 5)(@)

2 2 2

‘ Logr— 1L ! 8+ 1502 ap) (4.7)

para todo x € K.

Assim

5090 = )0~ = )| < oB+ (pod2—aB). puratodoy € L. (49
De fato, |58o(f — 3)(y) — (9 — 3) | = \ sow DGBe(f = 3))W) — (poe g -3 W) =
(38 o) (f —5) W) —ple (g —3 \ = |eGB(f —5)) — el g —3) )] <
le(GB(f—3) — e Hg— )| < HsOII H 5 — 35— Mg =D =al38(f - $)(x) — ¢
para algum = € K e pela desigualdade 4.7, a|%5(f— %)(a:) — o g~ %) x)‘ < a%ﬂ +
a158(2 — af). Portanto |380(f — 3)(y) — (9 — 3) ()| < 108 + $aB(2 — aB) para todo
y € L.
Logo

1 1 1

LB6(f — D))~ (9 )W) < ta8 + Sas(2— ag), para todo y € L.

como queriamos. Dessa forma,

—tap—Lap2—aB) < 1Be(f— D) — (9— W) < 308+ HaB(2—ap).

Assim se, y € L é tal que g(y) = 1, temos
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(y) > 3 — 1B — 5aB(2—aB) = (3 — HaB)(2—aB) >0

N[ —
w\H
»M»—*

3Bo(f —

pois como, 1 < aff < 2, entao (2 — af) > 0 e consequentemente (i — %aﬁ) > 0. Portanto
{y € L; g(y) = 1} CintP(f).

Agora vamos provar que P(f) C {y € L; g(y) > 0}. Como g € C4+(L), entao g(y) > 0, para
todo y € L. Seja entao y ¢ {y € L; g(y) > 0}, logo g(y) = 0. Assim

1

SB0U — 5)) < (] — 1508)(2 — aB) < —3 B=a(2 ~ af).

De fato, por 4.8 vem que

3B0(f — 5 W) — (9 — () < 1B+ 15082 — af)

logo

assim

L8o(f - 1)) < —3+1aB+LaB2—af) = Laf—L+1aB—La26? = —(1—Lap)(2—aB).

Agora, vamos ver que

De fato, suponha que

logo

(1 — 5aB)(2 - aB) < HaB(2 —aB)
entao

1 1 1
Z_ﬁaﬂ < ﬂaﬂ

ou seja, af > 2, o que é um absurdo. Portanto
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Assim
e(f = $)y) < —5a(2 - ap)

Dessa forma, y ¢ P(f). Portanto P(f) C {y € L; g(y) > 0}.

Através de uma construcao analoga ao do lema 4.3.4, provamos o seguinte lema.

Lema 4.3.5. Seja f € C4(K). Dado yo € intP(f), existe g € C+(L) tal que:
(@) g(L\ P(f)) =0;

(b) g = 1 numa vizinhanga de yo;
(c) {z € K; f(z) =1} CintQ(g); ¢

(d) Qg) C{z € K; f(x) >0}
Agora vamos apresentar o principal resultado desta se¢ao criado por Amir e apresentado em [1].

Teorema 4.3.6 (Amir [1]). Se K e L sao espagos Hausdorff compactos e T é um isomorfismo
linear de C(K) sobre C(L) com ||T| - ||T~|| < 2, entdo K e L sio homeomorfos.

Demonstracao. Para cada x € K defina:

o(x) = ﬂ{P(f), f€Ci(K), f =1 numa vizinhanca de z} (4.9)

Vamos provar que o(x) # 0. Se fi(x) = 1, numa vizinhanca de z, para i = 1,2,...,n, seja
fr(x) = min{ f;(z); 1 <i <n}, entao pelo lema 4.3.3

{y € L; o(fi) () 2 ;} C {int(P(fi))} € {P(fi)}, para todo i = 1,...,n. (4.10)

Logo {y € L; ¢(fi)(y) > 5} € ({P(fi); i =1,..n}

Agora observe que pelo lema 4.3.2 (d), {y € L; o(fx)(y) > %} # 0, logo {P(fi);i=1,..n}#0
e como L é compacto, toda familia de conjuntos fechados de L satisfazendo a propriedade da
intersecao finita tem interse¢ao nao vazia. Portanto o(z) # ().

Vamos mostrar agora que o(x) € um conjunto unitario. Sejam y1, yo € L distintos em o(x). Como
L ¢ Hausdorff, {y1} e {yo} s@o fechados e disjuntos. Portanto pelo Lema de Urysohn 1.2.17, existe
g € C(L) tal que g(y1) =1 e g(yo) = 0. Se o~ (g — 3)(z) > —158(2 — af), entdo = € int(Q(g)),

logo pelo lema 4.3.4, existe f; € C+(K) tal que f; = 1 numa vizinhanca de x e pelo item (d) do
lema 4.3.4, yo & P(f1), ja que yo & {y € L; g(y) > 0}. Agora, se o~ (g — 3)(2) < —158(2 — ap),
entdao ¢ 1[(1 — g) — 3](z) > 0. De fato, como ¢ é isomorfismo linear, vem que ¢!

e (1 —g) — 3)(z) = —¢ g — 3)(x) > 0. Assim, z € intQ(1 — g) e pelo lema 4.3.4, existe

é linear, assim

fo € C+(K) que vale 1 numa vizinhanga de x e pelo item (d), do lema 4.3.4, y; & P(f2), ja que
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yi € {y € L; (1 —g)(y) > 0}. Portanto, como yo e y; sdo distintos em o(x), entdo yo & P(f1) ou
y1 & P(f2) e como o(x) # (), entao o(z) consiste de apenas um ponto. Logo o : K — L é uma
func¢ao bem definida.

Agora vamos provar que ¢ é uma fungdo continua em K. Sejam zg € K e N uma vizinhanca
de o(xp). Queremos encontrar, fi,...,f, € C+(K), tais que f; = 1 numa vizinhanca U; de zo
e ({P(fi); i = 1,..,n} C N. De fato, por hipotese, (JP(f) C N, onde f € Cy(K) e f =1
numa vizinhanca de xg. Logo L\ N C L\ (P(f), mas L\ P(f) = U(L \ P(f)). Dessa forma,
L=NUL\N)C NUWUJL\P(f))), onde NJU(L\ P(f))) ¢ uma cobertura de abertos. Como
L é compacto, admite subcobertura finita, logo existem f1,..., f, € C4(K) tal que f; = 1 numa

vizinhanga U; de xg e

L NULNP(f)ULN P(f2))U-. UL P(fn))-
Mas, L\ N C (L\ P(f1)) UL\ P(f2))U-..UL\ P(fn)), pois L\ N ¢ N. Assim tomando o
complementar, vem que: ﬁ P(f;) C N.
Assim se x € ({Us; zlz:l 1,...,n}, entdo = € U; para todo i = 1,...,n, como U; é aberto, entao
U; é vizinhanga de z e f; = 1 para todo ¢ = 1,...,n. Entao, o(x) € O{P(fi);i =1,....,n} C N.

Portanto o é continua.
Para cada y € L defina:

I'(y) = ﬂ{Q(g), g € C4(L), g = 1 numa vizinhanga de y} (4.11)

De modo anélogo & prova de o, provamos que I' é unitario e que I' define uma funcao continua de
Lem K.
Vamos provar agora que o ¢ um homeomorfismo e que sua inversa é I'. Se g € C4(L) ¢ 1 numa

vizinhanga de o(z), entdo g(o(z)) =1 e z € Q(g). Caso contrario, suponha que z € Q(g), logo

1 1
v (g - 5)(37) < —55(2 —af)
entao
g - )(2) < =B - ap)
v Wy 12
assim
o g - 2)(@) > —=p2 — af)
vy 12
entao

_ 1 1
o -9+ 5)(95) > —Eﬁ@ —af)
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logo

F7 (1= 9) ~ @) > ~ 1552~ a)
ou seja = € intQ(1 — g).

Dessa forma, se x € intQ(1 — g), pelo lema 4.3.4, existe f € C4(K) tal que o(z) € P(f) e
(1—g)(P(f)) > 0. De fato, pelo lema 4.3.4, f = 1 numa vizinhanga de z, logo o(x) = ({P(f); f €
C+(K), f = 1 numa vizinhanga de } C P(f), entdo o(x) € P(f), jA que o(z) tem apenas um
ponto. Além disso, seja y € P(f). Entao, pelo lema 4.3.4, (1 —g¢)(y) > 0, e também, (1 —g)(z) > 0
para todo z € P(f). Mas isso é impossivel, pois o(z) € P(f) implica 1 — g(o(x)) > 0, ou seja,
g(o(x)) <1, o que contradiz o fato de g(o(z)) = 1.

Portanto = € Q(g) e isso implica que x = I'(o(z)). De fato, por hipotese,

I(o(x)) = {Q(9); g € C+(L), g = 1 numa vizinhanca de o(x)}

e como x € Q(g), vem que x € I'(o(z)), logo = I'(o(x)). Portanto o ¢ injetora.

Agora, se f € C4(K) é 1 numa vizinhanca de I'(y), entdao y € P(f). Caso contrario y €
int(P(1 — f)). Dessa forma, se y € int(P(1 — f)), pelo lema 4.3.5, existe g € C4(L) tal que
I'(y) € Qg) e (1—£)(Q(g)) > 0 o que é impossivel. Portanto, y € P(f). Assim y = o(I'(y)). Assim,
o & sobrejetora.

Como, o e I' sdo continuas e inversas uma da outra, entdo o é um homeomorfismo, como

queriamos.
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Capitulo 5
Conclusao

No ano de 1932, em [4]|, Banach demonstrou, para os espagos de fungdes com valores reais, o

seguinte resultado:

Teorema. (Banach- Stone) Sejam K, L espagos métricos compactos. Entao C(K) € isométrico

a C(L) se e somente se K e L sao homeomorfos

Em 1937, Stone em [24] estendeu o resultado para espagos compactos arbitrarios e esta generali-
zagao é conhecido como Teorema Cléssico de Banach- Stone. Arens e Kelley [2|, em 1947 provaram
o Teorema de Banach- Stone considerando o espago de fungdes com valores complexos.

Michael Cambern [5], em 1966 mostrou com a hipétese de enumerabilidade que a conclusao do
teorema permanece verdadeira para uma classe de aplicagoes um pouco mais geral do que isometrias.

Desse modo ele provou o seguinte:

Teorema. Se K e L sao espacos Hausdorff localmente compactos enumerdveis, e T € um iso-
morfismo linear continuo com a norma do supremo de Co(K) sobre Co(L) com limite estritamente

menor que 2,
AT < ITON < NTINAL fecE), IT] <2

entdo K e L sao homeomorfos.

Onde Cy(K) consiste de todas as fungdes continuas com valores complexos em K

Amir [1], em 1966, independente de Camberm provou um resultado analogo para o espago de
funcoes com valores reais. Esse resultado pode ser encontrado no capitulo 4 desta dissertagao. Assim
com esses resultados eles generalizaram o Teorema de Banach- Stone.

Ja no ano de 1967, Cambern mostrou em [6] o resultado acima sem a hipotese da enumerabili-
dade. Tornando, dessa forma, essa hipotese dispensavel.

Uma outra extensao do teorema de Banach- Stone foi obtida por Y. Gordon [16], em 1970. Aqui

identificamos K(® como a a-ésima derivada de K. Ele provou o seguinte:

Teorema. Sejam K e L espagos Hausdorff localmente compactos e seja T : Co(K) — Co(L)

um isomorfismo injetor. Se existe um ordinal o tal que |K(°‘)’ > |L(0‘)’ entao ||T| HT_lH > 3.

Ja Bahattin Cengiz [9], em 1978, provou que se Cy(K) e Co(L) sao isomorfos topologicamente

entdo eles tem a mesma cardinalidade, ou seja, |K| = |L|.
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No ano de 1982, Jarosz [18]| obteve uma generaliza¢ao para os espagos de Banach X cujo dual
satisfaz uma condigao geometrica envolvendo ||T| || T~|| e o nimero g, onde T' é um isomorfismo
de C(K, X) sobre C(L, X).

Michael Cambern (8], em 1985, considerou um espago de Banach uniformemente convexo X e

tomou Bx a bola unitéria e o valor

e1+ e
2

5(s) = inf {1—

ej,e2€Bx

; ler — ez > 8}

Assim ele provou o seguinte teorema:

Teorema. Sejam K e L espagos Hausdorff compactos e X um espaco de Banach uniformemente
convezo. Se T € um isomorfismo de C(K, X) sobre C(L, X) satisfazendo ||T|| [|[T7|| < (1—6(1))7*,

entdo K e L sao homeomorfos.

Também em 1989, Jarosz [19] definiu o seguinte parametro:
p(X) = sup{min{[z1 + Azal; |A| = 1}; 21,22 € Sx}

onde X é um espago de Banach e Sy é a esfera unitaria em X. Assim ele provou que se pu(X*) < 2,
entao se existe um isomorfismo 7" : C(K, X) — C(L, X) com ||T| HT_lH < «, onde o = T ax)
entao K e L sdo homeomorfos.

Como vimos o Teorema de Banach Stone encontrou ao longo do tempo, varias extensoes e gene-
ralizacoes. Algumas delas foram discutidas nesta dissertacao outras citadas nesta curta conclusao,
mas ainda existem outros resultados sobre o tema, alguns ainda em aberto. Um desses problemas
é citado por Michael Cambern |7].

Em [7] Cambern mostra que no caso em que X é um espago de Hilbert de dimensao finita a
existéncia de um isomorfismo 7" : C(K, X) — C(L, X) com ||T| HT_lH < /2 implica que K e L

sao homeomorfos. O que ainda nao se sabe é se a constante /2 é 0 maior ntimero possivel.
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