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Resumo

Neste trabalho, provamos varios teoremas relacionados a operadores de composicao entre
algebras de Banach uniformes (uB-algebras) e élgebras de Fréchet uniformes (uF-dlgebras).
Definimos certos tipos de uB-algebras A(Y') e B(X), e queremos obter propriedades do operador
de composicao T, em termos da aplicacao g que induz tal operador. Provamos que os ftens: (4)
T=T,: AY) — B(X) ¢ compacto; (ii) g(X) é relativamente compacto em (Y,||-]]) e (i)
gl : X = (Y,||]]) € continua; sao equivalentes. Como consequéncia provamos que se (E, [|-]] )
¢ um espaco de Banach, U C E um aberto limitado e T, : H*(U) — H*>*(U) é um operador de
composicao usual induzido pela aplicacdo g : U — U, entdo T, ¢ compacto se e somente se g(U)
¢ relativamente compacto em (U, ||-||,). No mesmo sentido, provamos que sdo equivalentes: (7)
T, ¢ um operador fracamente compacto; (ii) A aplicacio g: X — (Y,0(A', A")) é continua; e
(i31) §(X) € relativamente compacto em (Y ,o(A’, A”)). No caso de uF-algebras, mostramos que
se T : Apy(Y) — By(X) é um homomorfismo pontualmente limitado em X, entdo T'(A) C D(X)
e T é continuo, onde D(X) é uma uB-algebra contida em By(X). Se T': Ay(Y) — By(X) é um
homomorfismo unitério, entao " = T, ¢ um operador de composigao usual se, e somente se, para
cada n € N, existe k(n) € N tal que g(X,,) C mA. Mostramos também que se A e B sdo

uF-algebras com espectros M4 = U K, e Mg = U L,, respectivamente, T'=T,: A — B é
neN neN
um homomorfismo unitario e considerando as afirmacoes: (i) T, € um operador compacto; (ii)

g(Ly,) € relativamente compacto em (M, T,), para todo n € N; e (iii) g

Lo Ln — (My,71,) €

continua, para todo n € N; mostramos que (i) = (i) < (i17).
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Abstract

In this work, we prove several theorems related to composition operator between uniform
Banach algebras (uB-algebras) and uniform Fréchet algebras (uF-algebras). We define certain
types of uB-algebras A(Y) and B(X), and we to obtain properties of a composistion operator
T, in terms of the induced mapping g. We prove that the following conditions: (i) T = T} :
A(Y) — B(X) is compact; (ii) g(X) is relatively compact in (Y, ]]-|]) e (i1i) gl : X — (Y, ]]]])
is continuous; are equivalent. As a consequence, we prove that if (E,||-||,) is a Banach space,
U C E is a bounded open subset of E and T}, : H>*(U) — H>(U) is a composition operator
induced by the mapping ¢g : U — U, then T, is compact if and only if g(U) is relatively compact
in (U,||-||,)- In the same sense, we prove that are equivalent: (i) T, is a weakly compact
operator; (ii) The mapping g : X — (Y,0(A’, A")) is continuous; and (iii) g(X) is relatively
compact in (Y,o(A’', A”)). In the case of uF-algebras, we show that if 7 : Ay(Y) — By(X) is a
pontually bounded homomorphism in X, then T(A) C D(X) and T is continuous, where D(X)
is a uB-algebra contained in By(X). If T : A(Y) — Bp(X) is a unitary homomorphism, then
T =T, is a usual composition operator if, and only if, for each n € N, there exists k(n) € N
such that ¢g(X,) C mA.

My = U K, and Mg = U L, respectively, T" = T, : A — B is a unitary homomorphism
neN neN
and if we consider the conditions (i) T} is a compact operator; (ii) g(Ly) is relatively compact

We also show that if A and B are uF-algebras with spectra

in (M, 7,), for every n € N; and (iii) g|p, : Ln — (Ma,T,) is continuous, for every n € N;

we show that (i) = (i1) < (7).
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Introducao

O objetivo principal desta tese é o de estudar propriedades de certos tipos de operadores
T : A — B, chamados de operadores de composicao, onde A e B sao dlgebras especificas,
chamadas de algebras uniformes.

Dados dois espagos vetoriais de fungoes complexas A(Y') e B(X), definidas nos conjuntos Y
e X, respectivamente, e uma fungdo g : X — Y tal que fog € B(X), sempre que f € A(Y),
é natural considerar o operador T, : A(Y') — B(X) dado pela composigao com a fungao g, ou
seja, T,(f) = fog, Vf € A(Y). Este operador é claramente linear e é chamado de operador
de composicao.

Abordaremos nesta tese o caso em que A(Y') e B(X) sao édlgebras uniformes de Banach ou
Fréchet. Neste caso, o operador de composicao ¢ um homomorfismo de algebras e estaremos in-
teressados em obter propriedades do homomorfismo T, : A(Y') — B(X) em termos da aplica¢ao
g: X — Y. Com isso, pretendemos obter corolérios para algebras de fungoes holomorfas.

Operadores de composicao tém sua origem na Fisica, onde também sao conhecidos com
operadores de Koopman, devidos a B.O. Koopman, que em 1931 comecgou a pesquisa sobre tais
operadores (Veja [20]). O estudo de operadores de composigao estabelece uma forte conexao
entre teoria de funcoes analiticas e a teoria de operadores.

Ao longo da historia, diversos autores publicaram trabalhos relacionados a operadores de
composicao definidos em diversos espacos de funcoes, e com aplicagoes em diversas areas. Su-
gerimos 5] e [26] como referéncias para o tema.

Nesta tese, estudamos este assunto dentro da area de Holomorfia. Neste contexto, diversos
resultados recentes sobre operadores de composicao entre algebras de funcoes analiticas podem

ser encontrados nos trabalhos de P. Galindo [1, 7, 8, 12, 9, 11], R. Aron [1], M. Lindstrén [1, 7,



8,9, 11], R. Ryan [11], F. Behrouzi [2, 3|, T. W. Gamelin |7, 8], H. Mahyar [3|, L. Lourenco [12],
L. Moraes [12], D. Carando [4]. Tais trabalhos dedicaram-se a estudar a propriedades como
compacidade e compacidade fraca do operador de composicao T, em termos da aplicacao g. Em
particular, em [1], os autores provam que um operador de composi¢do Ty, : H>*(Bg) — H*(Bg)
é compacto se e somente se T, é fracamente compacto e g(Bg) é relativamente compacto em
E, onde Bg é a bola unitaria do espago de Banach E. Em [12], os autores mostram que todo
operador de composicao pontualmente limitado T, : A — H;,(U) possui imagem na &lgebra de
Banach H*(U). Estes dois resultados, entre outros, sao generalizados nesta tese.

A seguir, descrevemos como ¢ feita a organizacao deste trabalho:

No capitulo 1, é feita uma revisao sobre algebras de Banach e algebras de Fréchet. Em
particular, introduzimos e exploramos propriedades béasicas dos Operadores de Composicao

entre estas algebras.

No capitulo 2 trabalhamos com operadores de composicao entre algebras uniformes.

Na secao 2.1 definimos algebras de Banach em conjuntos arbitrarios e nos dedicamos a
estabelecer condigoes necessarias e suficientes para que um operador de composicao T : A(Y) —
B(X) seja compacto ou fracamente compacto, em termos da aplicagdo g : X — Y que induz
este operador. Como caso particular, provamos que se T, : H*(V) — H>(U) é um operador de
composicao usual induzido pela aplicacao g : U — V', onde U e V sao abertos e V' ¢ limitado,
entdo T, é compacto se e somente se g(U) é relativamente compacto em (V, || - ||,)-

Na secao 2.2 seguimos a mesma ideia da secdo 2.1 para definirmos algebras de Fréchet uni-
formes em conjuntos arbitrarios. Um dos nossos objetivos é explorar as principais propriedades
destas algebras e estabelecer condigdes para que um operador de composicao T, : A,(Y) —
B,(X) seja um operador de composi¢ao usual. Em particular, provamos que se A = A4,(Y) e
B = B,(X) sao uF-algebras e 7' : Ay(Y) — By(X) é um homomorfismo unitario, entdo 7, é

um operador de composicao usual se, e somente se, para cada n € N, existe k(n) € N tal que

—

9(Xn) C (Yim)) 4
Também na Secao 2.2, estudamos homomorfismos unitarios compactos e pontualmente limi-

tados entre uF-algebras. Mostramos que todo homomorfismo unitério (fracamente) compacto é



pontualmente limitado e estabelecemos condi¢oes necessérias e suficientes para que um homo-
morfismo unitario seja pontualmente limitado. Particularmente, mostramos que se A e B sao
uF-élgebras e T, : A — B é um operador de composi¢ao, entao T, ¢ pontualmente limitado se e
somente se g(Mp) é relativamente compacto em M 4. Se T, : A — B é pontualmente limitado,
mostramos que T(A) C D, onde D é uma uB-algebra que é sub-algebra de B e T é continuo.

Mostramos também que se A e B tém espectros M4 = U K, e Mg= U L,,, respectivamente,

neN neN
eT,: A— B éum operador de composicdo compacto entdo g(L,) é relativamente compacto

em (My,7,), para todo n € N. Além disso, provamos que esta tltima afirmagao é equivalente

aglp, : Ln — (Mg, 7,) é continua, para todo n € N.



Capitulo 1

Algebras Uniformes

O objetivo deste capitulo é introduzir definicoes e resultados que serao utilizados no
decorrer desta Tese. Por conter varios resultados basicos, a leitura deste capitulo é dispensavel
no caso de o leitor ter familiaridade com o tema.

Se E é um espaco normado complexo, denotaremos por £’ o dual topolégico de E'. Usaremos
as notagoes o(E’, E") e o(F', F) para denotar as topologias fraca e fraca-estrela em E’, respec-
tivamente.

Se X & um espago topologico, denotemos por C(X) a algebra das funcoes complexas conti-
nuas em X, munida com a topologia da convergéncia uniforme sobre os subconjuntos compactos

de X e das operagoes pontuais.

1.1 Resultados Basicos

Definicao 1.1. Um espaco Hausdorff X é chamado de k-espaco se M C X é fechado sempre
que M N K é fechado em K, para todo subconjunto compacto K C X.

Definicao 1.2. Um espaco Hausdorff X é chamado de hemicompacto se existe uma sequéncia
crescente de compactos (K, )nen, isto é, K,, C K, 41, para cada n € N, de X tal que para cada
subconjunto compacto K C X, existe n € N tal que K C K,,. Neste caso dizemos que tal

sequéncia (K, )nen € uma sequéncia fundamental de compactos em X.



Definicao 1.3. Um espaco topolégico X é chamado de completamente regular se para cada
x € X e cada vizinhanca U de z existe uma fun¢ao continua f: X — [0,1] tal que f(z) =1e

fly)=0em X —U.

Definicao 1.4. Um espaco topologico X é normal se para cada par de fechados disjuntos M;

e M,, existem abertos disjuntos O; e Oy tais que M; C O e My C Os.
O Lema 1.5 abaixo é conhecido como Lema de Uryshon:

Lema 1.5. ([25], pg. 207) Seja X um espaco normal. Dados dois fechados disjuntos N; e
Ny de X e um intervalo fechado [a,b] da reta , existe uma fungdo continua f : X — [a, b] tal
que f(z) = a, para todo z € Ny e f(y) = b para todo y € Ns.

Em particular, todo espaco normal é completamente regular.

Definicao 1.6. Seja K um espaco Hausdorff compacto. Dizemos que um subconjunto S de
C(K) & equicontinuo se para todo € > 0 e todo x € K existe uma vizinhanca N = N(z) tal que
supsup| f(x) — ()] < e.

fES teN

O Teorema 1.7 abaixo é conhecido como Teorema de Arzela-Ascoli.

Teorema 1.7. ([25], pg. 278, Teorema 45.4) Se K é um espaco Hausdorff compacto, entao

um conjunto em C(K) é relativamente compacto se e somente se ¢ limitado e equicontinuo.

Definicao 1.8. Uma rede (f,,) de func¢oes complexas definidas em um conjunto K é chamada de
quase-uniformemente convergente em K se existe uma funcao fo em K tal que f,(z) — fo(x)
para cada x € K e tal que para cada ¢ > 0 e oy dados, existe um ntmero finito de indices
ai, ..., , > Qg tais que para cada x € K, temos

min [fo, () = fo(w) < e

Teorema 1.9. ([6], pg. 268, Teorema 11) Sejam K um espago Hausdorff compacto e (f,)
uma rede em C(K) que converge pontualmente a uma funcao fy. Entao fy é continua em K se

e somente se (f,) converge quase-uniformemente em K.



Defini¢ao 1.10. Uma familia F' C C(K) é dita quase-equicontinua em K se y, — y implica
que a convergéncia f(y.) — f(y) é quase uniforme em F'. Isto ¢, para cada ¢ > 0 e oy dados

existe um conjunto finito aq, ..., o, > g tais que para cada f € F, temos

min |f(ya,) — f(y)| < e

1<i<n

Teorema 1.11. ([6], pg. 269, Teorema 14) Sejam K um espago Hausdorff compacto e

F C C(K). As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(1) F élimitado e quase-equicontinuo em K;
(77) O fecho de F' na topologia fraca de C(K) é fracamente compacto.
O Teorema 1.12 abaixo é chamado de Teorema de Ascoli.

Teorema 1.12. ([25], pg. 290, Teorema 47.1) Seja K um compacto Hausdorff e M C C(K).
A fim de que M seja relativamente compacto é necessario e suficiente que M seja equicontinuo

e que o conjunto M (x) seja relativamente compacto, para cada x € K.
Definicao 1.13. Sejam F, F espacos normados e T': £ — I um operador linear.

(7) Dizemos que T'é compacto se T leva conjuntos limitados de £ em conjuntos relativamente

compactos de F.

(7i) Dizemos que T é fracamente compacto se T leva conjuntos limitados de £ em conjuntos

fracamente relativamente compactos de F'.

Lema 1.14. ([6], pg. 486, Teorema 6) Sejam E e F espacos de Banach. Um operador
T : F — F & compacto se e somente se o operador adjunto 7" : F' — E' leva redes limitadas

que convergem em (F’' o(F’, F')) em redes que convergem em (E', || - ||).

Lema 1.15. ([6], pg. 484, Lema 7) Um operador T : E — F ¢é fracamente compacto se e
somente se o seu adjunto 1" : (F',o(F', F)) — (F',o(F', F")) & continuo.

Defini¢ao 1.16. Um espaco vetorial topologico E é um espaco localmente convexo (ELC) se

existe uma base de vizinhangas de zero formada por vizinhancas convexas.



Definicao 1.17. Seja E um espaco vetorial topolégico. Um subconjunto L C E é dito limitado
se para cada vizinhanca de zero U C F, existe 0 > 0 tal que AL C U, para todo A tal que
Al < 6.

Agora vamos definir algumas topologias no dual topolégico de um espaco localmente convexo

(ELC) Hausdorf:
Notagao 1.18. Sejam E um ELC Hausdorff e £’ o seu dual topologico.

(1) Denotemos por S(E’, E) a topologia forte em E’, ou seja, a topologia da convergéncia

uniforme sobre os subconjuntos limitados de E (veja [18], pg. 220);

(7i) Denotemos por 7, a topologia compacto-aberta em E’, ou seja, a topologia da conver-

géncia uniforme sobre todos os subconjuntos compactos de E (veja [18], pg. 236);

(#4i) Denotemos por 7 a topologia em E’ da convergéncia uniforme sobre os subconjuntos

absolutamente convexos e compactos de E e denotamos (E',7) = E. (veja [18], pg. 235);

(tv)  Denotemos por o(E’, E) a topologia fraca-estrela em E'.

Temos a seguinte relagao entre estas topologias:
o(E' E)<71<71,<B(FEE). (1.1)

Definicao 1.19. Sejam E e F espagos localmente convexos Hausdorff, e seja T': £ — F um

operador linear.

(1) Dizemos que T é um operador compacto se existe uma vizinhanca de zero V' C FE tal

que T (V') é um subconjunto relativamente compacto de F.

(7i) Dizemos que T é um operador fracamente compacto se existe uma vizinhanca de zero

V C E tal que T(V) é um subconjunto fracamente relativamente compacto de F.

Defini¢ao 1.20. Uma dlgebra topoldgica A é uma algebra que é um espago vetorial topologico,

tal que a multiplicacao

crAxA — A



é continua.
Dizemos que A é uma dlgebra com unidade se A tem uma unidade e, # 0. Dizemos que A

é comutativa se f-h =h- f para todo f,h € A.

Nesta Tese, trabalharemos sempre com algebras complexas comutativas A com unidade

e, #0.
Definigao 1.21. Seja A uma algebra.

(¢) Uma semi-norma p : A — [0,400) é chamada de sub-multiplicativa se
p(f -h) < p(f)-p(h), Vf, h e A

(i)  Um subconjunto U C A é chamado de multiplicativo se U> = {x-y; v,y e U} C U.

A proxima proposicao estabelece uma relacao entre as semi-normas multiplicativas e os

conjuntos multiplicativos:
Proposigao 1.22. ([15], pg. 61) Sejam .4 uma algebra e p uma semi-norma em .A.

(i) O conjunto V, = {f € A;p(f) < 1} é um conjunto absorvente, absolutamente convexo

e multiplicativo.
(7i) Se U é um conjunto absorvente, absolutamente convexo e multiplicativo, entao
py(z) =inf{p >0z € p- U}
define uma semi-norma multiplicativa em A.

Uma algebra topologica é chamada de localmente multiplicativamente convera (algebra
LMC), se existe uma base de vizinhancas de zero constituida de conjuntos convexos e mul-

tiplicativos.

Definicao 1.23. Sejam A e B algebras. Dizemos que uma aplicacgao 7" : A — B é um

homomorfismo se para quaisquer f,h € A, u € C, temos:

a)  T(f +ph) =T(f) + pT(h);



b) T(f-h)=T(f) T(h).

Se a aplicagao T é bijetiva, dizemos que ela é um isomorfismo e que as algebras A e B sao

1somorfas.

1.2 Algebras de Banach Uniformes

Um dos objetivos desta secao é o de definir o espectro de uma B-algebra A, denotado por
M 4, definir uma topologia conveniente em M 4, chamada de topologia de Gelfand, e mostrar que
M 4, munido desta topologia, ¢ um conjunto compacto. Definiremos um isomorfismo isométrico
que nos permitira identificar a uB-algebra A a uma sub-algebra fechada de C(M4), o espaco
das funcoes complexas continuas definidas no compacto M 4, munido da topologia de Gelfand.
Maiores detalhes sobre este tema podem ser encontrados em [14], [23] e [28].

Também nesta secao, apresentamos diversos resultados sobre homomorfismos unitarios
entre uB-dlgebras que sao conhecidos na literatura, porém quase sempre observados e nao
demonstrados. Mais precisamente, estudamos certas propriedades do operador T, em termos da
aplicacao g e estabelecemos uma correspondéncia bijetiva entre o conjunto dos homomorfismos
unitarios (continuos) 7' : A — B e o conjunto das aplica¢oes (continuas) g : Mp — M4 tais

que fog € gsempre que f € A.

Defini¢ao 1.24. Um conjunto A é chamado de dlgebra de Banach compleza (B-dlgebra) se A

¢ uma algebra e um espago de Banach complexo tal que:
a) |f Rl < IfIF- [Pl VFh e A
b) ledll =1.

Exemplo 1.25. Sejam K um espago Hausdorff compacto e C(K) o conjunto de todas as fungoes
complexas continuas em K. Munindo C(K) com a norma do supremo e das opera¢oes usuais

temos uma B-algebra.

Da mesma forma que definimos os ideais de um anel, temos:



Definicao 1.26. Seja A uma &lgebra comutativa. Um subconjunto I de A é dito um ideal de
A se I é um subespaco vetorial de Ae h-f e Aparatodohele fe A Umideal I # Aé
chamado de ideal préprio de A. Um ideal proprio que nao esté contido em nenhum outro ideal

proprio de A é chamado de ideal maximal de A.

Definicao 1.27. Seja A uma B-algebra. Chamaremos de espectro de A o conjunto de todos

os ideais maximais de A, e o denotaremos por M 4.
O Teorema 1.28 abaixo é conhecido como Teorema de Gelfand-Mazur.

Teorema 1.28. ([14], pg. 2, Teorema 1.4) Seja A uma B-algebra. Se A é um corpo, entao

A é isometricamente isomorfo a C.
Proposicao 1.29. (|23], pg. 215, Proposigao 30.2) Seja A uma B-algebra. Entao:
(1) O fecho de um ideal proprio de A é um ideal proprio de A;
(7i) Cada ideal maximal de A ¢é fechado.
Proposigao 1.30. ([23], pg. 215, Teorema 30.3) Seja A uma B-algebra. Entao:
(i) O niicleo de cada homomorfismo complexo nao nulo de A ¢ um ideal maximal de A,

(1) Cada ideal maximal de A é o nicleo de um tinico homomorfismo complexo nao nulo de

A.

Sendo assim, quando A4 é uma B-dlgebra, existe uma bijecao entre os ideais maximais e os

homomorfismos complexos nao nulos de A e podemos fazer a seguinte identificagao:
My ={¢: A= C; ¢ ¢ um homomorfismo nao nulo} C A".

Proposicao 1.31. ([15], pg. 14, Teorema 1.2.8) Seja .4 uma B-algebra. Entao o espectro

My de A é nao vazio.

Teorema 1.32. (|28], pg. 37, Corolario 8.6) Seja A uma B-dlgebra. Entdo valem as

seguintes afirmacoes:
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(1) My é um subconjunto da bola unitaria fechada de A’;

(i) My é o(A, A)-compacto.

Para cada f € A definimos f : M4 — C da seguinte maneira:

flp) = o(f), Vo € M4.

Dizemos que fé a transformada de Gelfand de f. O conjunto A= {f : f € A} é denominado
representacao de Gelfand de A e a aplicagao I' : A — A dada por I'(f) = f & chamada de
transformacao de Gelfand.

Vamos considerar em M4 a menor topologia que torna cada transformada de Gelfand f
continua. Tal topologia é chamada de topologia de Gelfand e, de agora em diante, a menos que
explicitemos o contrario, consideramos M 4 munido com a topologia de Gelfand.

Notemos que tal topologia coincide com a topologia o(A’, A) induzida em M4 e por isso,
em alguns casos, utilizaremos a notacao o(A’, A) para denotar a topologia de Gelfand em M 4,

apesar de M, ndo ser um subespaco vetorial de A’

Observagio 1.33. De maneira natural, podemos definir em A as seguintes operacdes pontuais:
(i) (F+9)(@) = F(e)+a(e) = o) +¢lg) = o(f + 9) = ([ +9)(¢), Yo € Ma;
(i) (af)(@) = af(p) = p(af) = (af)(p), Vo € Ma, Yo € C;

(i) (F-3)(p) = F() - 9(0) = o(f) - ¢(9) = (- 9) = (] - 9)(0), ¥ € Mos.

Assim, temos que A ¢ uma algebra sobre C. Considerando em M 4 a topologia de Gelfand,

temos que cada f : M4 — C é continua e portanto A ¢ uma sub-algebra de C(M4), onde
C(My) ={h: M4 — C; h é continua},
considerando C(M4) munido da topologia usual. Em particular, temos

£l = sup |f(9)], Vf € A.

pEM 4
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Proposigcao 1.34. Seja A uma algebra de Banach. A transformacgao de Gelfand é um homo-
morfismo continuo de A sobre A.
Demonstracao: Da Observacao 1.33 segue que A ¢ uma algebra sobre C e que a aplicacao de
Gelfand I' : A — A é um homomorfismo de algebras. Além disso, para cada f € A temos
IPHI =1/ = sup [f(@)] = sup [p(f)] < sup ollIf] = I£]]
peEM 4 PEM A pEM 4
ou seja,

ITCHI = I < £ VF € A,

o que prova que [' é continua. [

Teorema 1.35. ([15], pg. 15) A transformacao de Gelfand f — f é uma isometria se e
somente se ||f2|| = ||f||?, para toda f € A. Neste caso, A é uma sub-dlgebra fechada de
C(My).

Como consequéncia imediata do Teorema 1.35, temos o Corolario 1.36 abaixo:

Corolario 1.36. Seja A uma B-algebra tal que ||f||*> = ||f%||, Vf € A. Se o(f) = ¢(9),
Yo € My, entao f = g.

O Teorema 1.37 abaixo é conhecido como Teorema do Idempotente de Shilov, e serd

utilizado diversas vezes nesta Tese.

Teorema 1.37. ([14], pg. 88, Corolario 6.5) Seja A uma B-algebra e seja N um subconjunto
que & aberto e fechado de M 4. Entdo existe um tinico elemento f € A que satisfaz f2 = f e

N

f = Xy, onde x, € afuncao caracteristica de V.

Defini¢ao 1.38. Uma dlgebra de Banach uniforme (uB-dlgebra) é uma algebra de Banach A
tal que || f?|| = || f||?, para toda f € A.

Observagao 1.39. Segue do Teorema 1.35 e da Definicao 1.38 que para uma uB-édlgebra A,
a identificacio f € A «— f € ./I, dada pela transformacao de Gelfand, ¢ um isomorfismo

isométrico. Assim, A pode ser identificada a sub-algebra fechada A de C(My).

12



Em particular, em uma uB-algebra A, podemos escrever

£l = 1]l = sup [f(@)],Vf € A,

pEM 4

e A é uma uB-algebra.
Daqui em diante estaremos sempre usando a identificacao f <> f e em muitos casos nao

faremos distincao entre f e f .
A seguir, apresentaremos alguns exemplos de uB-algebras.
Exemplo 1.40. A B-élgebra C(K) apresentada no Exemplo 1.25 é uma uB-algebra.

Exemplo 1.41. ([21], pg. 4) Seja D o disco unitario aberto em C e seja H>°(D) o conjunto
das fungoes analiticas e limitadas em . Munindo H*(ID) com a norma do supremo e das

operacoes usuais, temos uma uB-algebra.

Exemplo 1.42. ([21], pg. 4) Sejam D (resp. D) o disco unitario fechado (resp. aberto) em
C. Denotamos por A(DD) o conjunto de todas as funcdes complexas, continuas em D e analiticas
no disco aberto . Munindo A(DD) com a norma do supremo e das operagoes usuais, temos

uma uB-élgebra, denominada dlgebra de disco.

Exemplo 1.43. ([23], pg. 211) Seja K um subconjunto compacto de um espago de Banach
complexo F e consideremos a uB-algebra C(K) com a norma do supremo e das operagoes usuais.
Se P(E) denota a algebra de todos os polindmios continuos P : E — C (Veja [23], pg. 14) e
P(K) denota o fecho de P(E) em C(K), entdao P(K) é uma uB-algebra que é uma sub-éalgebra
fechada de C(K).

Exemplo 1.44. Sejam £ um espago de Banach e F' uma uB-algebra. Se U é um aberto

qualquer em FE, os espacos

H>®(U; F):={f:U — F | f é analitica e limitada}

HE(U; F) == {f € H*(U; F) | f & uniformemente continua em U},

13



munidas das operagoes pontuais sao uB-algebras, com respeito a norma

If1l = supllf (@), vf € H=(U; F).
xe
Quando F = C, escrevemos H>®(U) em vez de H®(U;C) e H2(U) em vez de H(U; F).

Exemplo 1.45. ([21], pg. 5) Seja E um espaco de Banach e seja ' uma uB-algebra. Seja
Awu(nBg, F) o espaco de todas as aplicacdes f : nBrp — F que sdo holomorfas em nBy e
uniformemente fracamente continuas em nB g, munido com a topologia gerada pela norma

flln = sup [[f(2)l], Vf € Awu(nBg, F).

zenBg

E facil de ver que Ay, (nBg, F) ¢ uma uB-algebra para todo n € N. No caso particular em que

F = C, escrevemos simplesmente A, (nBg), ao invés de A, (nBg, C).
Os Exemplos 1.46 e 1.47 abaixo sao exemplos de algebras de Banach que nao sao uB-algebras:

Exemplo 1.46. ([15], pg. 4) Denotemos por C*([0,1]) a dlgebra de todas as fungdes comple-
xas que tem derivada continua até a ordem k, definidas no intervalo [0, 1] e com as operagoes

usuais. Entao C*([0,1]) é uma algebra de Banach com respeito a norma

Pt (f) =28 sup{|f{()] -t €[0,1],i = 1,23, ...k},
onde f denota a k—ésima derivada de f, mas ndo é uma uB-4lgebra.

Exemplo 1.47. ([14], pg. 6) Seja a € (0,1]. A &lgebra de todas as fungoes f : [0,1] — C

tais que

HOESICI}

1flla = sup [F(0)]+ sup { i
0<t<1 |s — ¢

0<s<t<1

é denotado por Lip,[0,1]. Estas algebras sao chamadas de dlgebras de Lipschitz. As éalgebras

de Lipschitz sao algebras de Banach com respeito a norma || f||,, mas ndo sao uB-algebras.

Nos proximos resultados, a menos que dito explicitamente o contrario, estaremos traba-
lhando com uB-élgebras.
A Proposicao 1.48 abaixo nos d4 uma caracterizacao importante utilizada por muitos autores

para definir uB-algebras.
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Proposicao 1.48. A algebra A é uma uB-algebra se e somente se A é isometricamente isomorfa
a um subespaco fechado de C(K), para algum compacto Hausdorff K, que separa os pontos de
K e contém as constantes.
Demonstracao: Suponhamos primeiramente que A é uma uB-dlgebra. Assim, sabemos da
Observacao 1.39 que A é isometricamente isomorfa ao subespaco fechado AdeC (M 4) e portanto
podemos tomar K = M 4. Além disso, se ¢, 1) € M 4 sao tais que f(gp) = f(z/;), para todo f € A,
temos o(f) = ¥(f), Vf € A e portanto ¢ = 1), ou seja, A separa os pontos de M 4. Agora
notemos que dado A € C, temos que Ae, € A, onde e, denota a identidade de A. Desta forma,
(XEA)(QO) = p(Xe,) = Ap(e,) = A e portanto A contém as constantes.

Reciprocamente, suponhamos que A é isometricamente isomorfa a um subespaco fechado N

de C(K), para algum compacto Hausdorff K, que separa os pontos de K e contém as constantes.

Denotemos este isomorfismo isométrico por ¥ : A — N C C(K). Assim, V(A) = N e

111 = () = sup [¥(5)(@)

para cada f € A. Desta forma,

121 =2 =12 - O =12 - O = 1COI- 1O =[O =117
e portanto, da Defini¢ao 1.38 segue que A é uma uB-algebra. 0

Defini¢ao 1.49. Sejam A e B algebras e T : A — B um operador linear. Dizemos que T é
um homomorfismo unitdrio se T é um homomorfismo de dlgebras e T'(e4) = ep, onde e4 e ep

representam, respectivamente, as unidades de A e B.

Defini¢ao 1.50. Sejam A e B uB-édlgebras. Um Operador de Composicao entre as uB-algebras
Ae Béum operador da forma Tg(f) = fog,onde g: Mg — My étal que fog € B: sempre

que f € A. Dizemos que T; € induzido pela aplicagao g.

Lema 1.51. Sejam A e B B-algebras e g : Mg — M4 tal que fo g € [5’\7 sempre que f € A.
Entao g é continua.
Demonstracao: Sejam (y,) uma rede em Mp e ¢ € Mp tais que ¢, — @. Assim, para cada

h € B temos ¢q(h) — (h) e portanto h(pa) — h(p). Seja agora f € A e notemos que por
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hipstese fog € B portanto (fog)(a) = (Fog)(), ou seia, f(g(ga)) = (F(g())), ou ainda,
9(pa)(f) = g()(f). Assim, g(¢a) — g(p) e portanto g : Mg — M4 é continua na topologia

de Gelfand. 0

Lema 1.52. ([13]) Sejam A e B B-lgebras e T, : A — B um operador de composicio. Entao
T, ¢ um homomorfismo unitério continuo.

Demonstragao: Dada uma aplicacao g : Mg — M4 tal que fo g € B sempre que f € A,
vamos mostrar que Tg(f) = fo g ¢ um homomorfismo unitario de A em B. Para isso, notemos

que dados f',ﬁ € ﬁ,g@ € Mg e a € C temos:

o Ty(f+ah)(p) =T,(f+ah)(p) = [(f+ah)ogl(p) = (f+ ah)(g(¢)) = g(@)(f +ah) =
9(@)(f) + ag(e)(h) = f(a(e)) + h(ag(p)) = (f o g)(¢) + a(h o g)(p) =
Ty(F)() + aTy(h)() = (Ty(f) + aT,(h))(¢);

o T

Il
—
~
=

o
=,
—
S
~—
~

>
~—
<
—
=

I
2,
)
~
=

Il

Foi) (@) =Ty(f h) ()
(f

9(@)(f) - 9(e)(h) = flg(e)) - hlg(p)) = Ty(H)(p) - T, (M) () = [T,(HT,(W)](¥);

o Ty(ea)(p) =(eacg)(p) =calg(p)) = glp)lea) =1 =ples) = és(y).

Sendo assim, T,(f + ah) = T,(f) + aT,(h), T,(f - h) = T,(f) - T,(h), Vf,h € A, Yo € C e
T,(é4) = ég, ou seja, T, é um homomorfismo unitario. Mostremos agora que T}, é continuo.

Para isso, sejam (fn) cAe fe A tais que f, — f em AcC C(M,). Entao

1fo = fll = sup |fule) = f()] =0 (n = o0).

pEM 4

Assim, lembrando que g(Mp) C My, temos

1Ty(f2) = Te(DIl = sup [Ty(f)($) = T(H@) = sup |(fuog)(w) = (f 0 g)(¥)]

YeMp YeMp
sup | fu(9()) = flg())| = sup |fule) = F@)| < sup |fule) = F()| = 0 (n = o0)
PYeEMp peg(Mp) PpEM 4
e com 1sso mostramos que 7 : A — B é continuo. 0

Observagao 1.53. Sejam agora A e B uB-algebrase I'y : A — Ae Iy:B— B as respectivas

transformacoes de Gelfand. Facilmente se mostra que I'y e I's sao homomorfismos unitarios e
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segue do Teorema 1.35 que I'y : A — A C C(My) e I'y : B — B C C(Mjg) sdo isomorfismos
isométricos. Denotemos por Fl_l e Fz_l as aplicacoes inversas de I'y e I', respectivamente, segue

que ' e T';' também sdo homomorfismos unitarios continuos.

Proposigao 1.54. ([13]) Se A e B sao uB-algebras. Entao:

(1) Cada homomorfismo unitario 7' : A — B induz um operador de composigao (continuo)

Tg:./zl\—>l§;

(17) Cada operador de composigdo (continuo) T, : A — B induz um homomorfismo unitario

continuo T : A — B através da relacio T =T, ' o T,o0ly;

(#4i) Existe uma correspondéncia bijetiva entre o conjunto dos homomorfismos unitarios (con-
tinuos) T : A — B e o conjunto das aplicacdes (continuas) g : Mg — M4 tais que fog € B

sempre que f € A.

Demonstragao: (i) Seja 7' : A — B um homomorfismo unitario. Definimos, g(¢) = ¢ o T,
para cada ¢ € Mpg. Mostremos que g : Mg — M4 estd bem definida. Como p(e,) = 1 ¢
T(e,) = e, temos que g(p) # 0. Agora, basta notar que dados f,h € A, o € Ce ¢ € Mp

temos

o g(p)af+h)=w(T(af+g) =@l (f)+T(h)) =ap(T(f))+p(T(h) =ag(p)(f)+
9(p)(h);

o 9@ -h)=@(T(f-h)=e(T(f)-Th) =(T(f)) e(T(h)=g()([) - g(e)(h).

Assim, pelo Teorema 1.32, temos que g(p) € M4, sempre que ¢ € Mp e portanto g estd bem

definida. Além disso, dado ¢ € Mp temos que

N —

(fo9)(p) = f(g(p)) = (p o T)(f) = ¢(T(f)) = T(f)(p),

e portanto fo g e B sempre que f € A, ou seja, podemos definir a aplicacao 7} : A — B dada

por T,(f) = fo g. Agora, pelo Lema 1.52 temos que o operador de composigao T : A= g,

induzido pela aplicacao g ¢ um homomorfismo unitario continuo.
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(i1) Seja Ty : A — Bum operador de composicao induzido por uma aplicacao g : Mg — M 4.
Seja agora T : A — B definido por T = I';' o T, oI'y. Segue da Observacao 1.53 e do Lema
1.52 que I'y, T;' e T, sao homomorfismos unitarios continuos e portanto 7' também ¢ um
homomorfismo unitario continuo.

(73) Seja T : A — B um homomorfismo unitario. Entao, pela demonstragao do item (i), temos
que a aplicagao g : Mg — M4 dada por g(p) = p o T, para toda ¢ € Mg, estd bem definida e
é tal que fo g e B sempre que f € A. Assim, segue do Lema 1.51 que g é continua (topologia
de Gelfand). Reciprocamente, dada uma aplica¢ao (continua) g : Mz — M4 tal que foge B\,
sempre que f € A, podemos definir o operador de composi¢ao (continuo) 7, : A — B. Pelo

item (47), temos que T}, induz um um homomorfismo unitario continuo 7" : A — B. O

Corolario 1.55. Todo homomorfismo unitario 7' : A — B, onde A e B sao uB-algebras, é
continuo.

Demonstracao: Segue diretamente dos itens (i) e (i) da Proposigao 1.54. O

Observacao 1.56. Em particular, se A e B sao uB-algebras, a Proposi¢ao 1.54 estabelece
uma correspondéncia bijetora entre o conjunto dos homomorfismos unitarios 7' : A — B e o

conjunto dos operadores de composicao T : A — B através da da associacao T +— g = T’\MB,

onde 7" : B' — A’ denota o operador adjunto de T, que satisfaz o seguinte diagrama:
A-L-B (1.2)
1 T
.A Tg> B
O

Iremos utilizar o isomorfismo isométrico dado pelas transformacoes de Gelfand e o diagrama
(1.2) para estudar propriedades dos homomorfismos unitarios (continuos) entre uB-algebras
T:A— B em termos do operador de composigao T} : A g, onde g = T"| -

De agora em diante, e até o final deste capitulo, estaremos utilizando a Observagao (1.39)
para identificar as uB-algebras A > A e B B. Em virtude da Observagao 1.56, nao faremos

mais distingao entre 7' : A — Be T} : A B.
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1.3 Algebras de Fréchet Uniformes

Nesta secao, abordaremos alguns conceitos bésicos sobre F-algebras, bem como as prin-
cipais propriedades do espectro destas algebras. Definimos no espectro M4 da F-élgebra A
uma topologia conveniente, que também chamamos de topologia de Gelfand, e mostraremos
M 4 munido desta topologia ¢ um conjunto hemicompacto. Estabelecemos um isomorfismo to-
poldgico que nos permitira entender uma uF-élgebra como uma sub-algebra fechada de C(M 4),
o espaco das funcoes complexas continuas definidas em M4, munido da topologia de Gelfand.
Outras informagoes sobre este tema podem ser obtidas em [15].

Também nesta secao, definiremos operadores de composicao entre uF-algebras e estu-
daremos algumas propriedades destes operadores. Em particular, dadas as uF-algebras A e
B, sabemos que existe uma bijecao entre o conjunto dos homomorfismos unitarios continuos
T : A — B e o conjunto das aplicacoes continuas g : Mg — M4 tais que go f € E, para
toda f € A. Definiremos diferentes topologias nos duais A’ e B’ e exploraremos propriedades
da aplicagdo g : Mg — M4, quando M4 e Mg possuem estas topologias induzidas de A" e B,

respectivamente.

Defini¢ao 1.57. Dizemos que A é uma dlgebra de Fréchet (F-algebra), se A é uma algebra

LMC completa e metrizavel.

A topologia de uma F-algebra, com unidade e,, pode ser gerada por uma sequéncia de
semi-normas sub-multiplicativas (p, )nen, que satisfaz as seguintes condicoes (Veja [15], pg 64,

3.1.7):
(&) Pu(f) S Pualf), VR e NVS € A;
(i1) pnle,) =1,Yn eN.
Assim sendo, usaremos a seguinte definicao:

Definigao 1.58. Seja A uma F-algebra com unidade e,. Por sequéncia fundamental (ou ge-
radora) de A, entendemos a sequéncia de semi-normas (p, )neny que gera a topologia de A e

satisfaz:
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(&) p(f) S Pual(f), VR e NV € A
(i7) pnle,) =1,Vn e N.
Exemplo 1.59. Cada B-algebra ¢ uma F-algebra.

Exemplo 1.60. ([15], pg. 65) Denotemos por C*([0,1]) a élgebra de todas as fungoes
infinitamente diferencidveis no intervalo unitario, onde a soma e a multiplicacao sao definidas

pontualmente. Munimos C'*°([0,1]) com a topologia gerada pelas semi-normas:
pa(f) =2""sup{| f*¥(z) ;2 €[0,1], k=0,1,2,3,...,n — 1},

onde f*) denota a k-ésima derivada de f. Pode-se mostrar que, com esta topologia, C*°([0, 1])

¢ uma F-algebra que nao é uma B-algebra.

O Teorema 1.61 abaixo estabelece condigbes sobre o espago X para que C(X) seja uma

F-algebra:

Teorema 1.61. ([15], pg. 69) Seja X um espago completamente regular. Entao C(X) é uma

F-algebra se e somente se X é um k-espaco hemicompacto.

Uma questao que continua em aberto até os dias de hoje é determinar se existem homo-
morfismos ¢ : A — C que nao sao continuos, onde A é uma F-algebra. Este problema ja foi
estudado por varios matematicos e é conhecido como Problema de Michael. Isto motivou a

seguinte defini¢ao:
Defini¢ao 1.62. Seja A uma F-algebra.

(1) Denotaremos por S4 o conjunto de todos os homomorfismos complexos nao nulos ¢ :
A — C e denotamos por M4 ao subconjunto de todos os membros continuos de S 4.

Dizemos que M4 é o espectro de A.

(i) Para cada f € A, definimos a funcao

~

fi: S84 — C
¢ — ¢(f),
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onde f é chamada de transformada de Gelfand de f, e denotamos
A=l | € A}

(731) Consideraremos em Sy, respectivamente em My, a topologia mais fraca tal que todas
as transformadas de Gelfand sao funcoes continuas em Sy, respectivamente em M 4. Esta

topologia é chamada de topologia de Gelfand .

Lembremos que o espectro de uma B-élgebra A (com identidade) ¢ um conjunto o(A’, A)-

compacto e nao vazio (Teorema 1.32 e Proposi¢ao 1.31). Nos resultados desta se¢do veremos
que, em geral, o espectro de uma F-algebra nao é um conjunto compacto, e sim um conjunto
hemicompacto nao vazio. Como consequéncia teremos o Teorema de Gelfand-Mazur, isto é, se
A é uma F-dlgebra que é um corpo, entao A é isomorfa a C. Neste sentido, exibiremos uma
correspondéncia bijetiva entre o conjunto dos ideais maximais fechados de A e os elementos de
M y.
Observagao 1.63. Sejam A e B duas F-algebras cujas topologias sao geradas pelas sequén-
cias fundamentais de semi-normas (p,)nen € (Gn)nen, respectivamente, e seja 7' : A — B um
homomorfismo. Entao T é continua se e somente se para cada k € N, existe n(k) € N e uma
constante C} > 0 tais que

@w(T(f)) < Cr - pay(f), Vf € A.

Notemos que no caso especial em que

pu(f?) = pu(f)?, Vf € A,Vn e N,

4n(h?) = qn(h)?, Yh € B,¥n € N,

temos

m

a(T(f))*" = ae(T(f*")) < Co - pay (f*) < Crpniy (f))?

Elevando em ambos os lados por 27 e fazendo m — oo, concluimos que podemos considerar
Cr = 1. Em particular, um elemento ¢ € S, é um elemento de M4 se e somente se existe

n € N tal que
eI < palf), Vf € A (1.3)
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Exemplo 1.64. Pode-se mostrar (veja [15], pg. 73), que Sew) = Mcw) = R e, mais geral-
mente (veja [15], pg.188, Exemplo 10.1.7-(i7)), que Sex)y = Mex) = X para cada k-espaco

hemicompacto X. 0

Definicao 1.65. Sejam A e B F-algebras e seja T : A — B um homomorfismo de algebras

continuo e nao nulo. O operador adjunto espectral é definido por
T @ Mg — My
p +—> @pol.

Note que se A é uma B-algebra, nao precisamos exigir a continuidade de T para que T*

esteja bem definido.

Lema 1.66. ([15], pg. 76) Sejam A, B e T' como na Definicao 1.65. Entao
(1) T* é continuo.
(19) T* é injetivo se T possui imagem densa.

(i1i) (SoT)* =T*0S* onde S: B — D é um homomorfismo de algebras continuo e nao

nulo e D é uma F-algebra.
(tv)  T* & um homeomorfismo se T' é injetivo.

Observacao 1.67. Vamos utilizar o Lema 1.66 para determinar o espectro de uma F-algebra.
O desenvolvimento abaixo foi extraido de [15], pg. 77.

Seja A uma F-algebra cuja topologia é definida por uma sequéncia de semi-normas (p,)nen
Sem perda de generalidade, estamos supondo que p,(f) < p,11(f), Vn € N, Vf € A. Para
cada n fixo, denotemos por I, o ideal I,, = Ker(p,) = {f € A; p.(f) = 0}, e denotemos por
A,, o completamento da algebra A/I,, com relacado a norma p, (f + I,,) = pn(f).

Desta forma, A, é por definicao uma B-algebra. Notemos que A, possui identidade pois

estamos supondo que A possui identidade. Seja

o A — A,

f— [+
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a projecao canodnica. Assim, 7, é um homomorfismo continuo que possui imagem densa e
portanto, pelo Lema 1.66, temos que 7 : M4, — M4 é continua e injetiva.

Mas como A, é uma B-algebra, temos que M4, ¢ compacto e portanto
Ty o My, =m0 (Ma,) C My

¢ um homeomorfismo.
Seja ¢ um elemento qualquer de M 4. Por (1.3), existe n € N tal que |o(f)| < p.(f),Vf € A.

Definamos
o A/l, — C

f+1, — o(f).

Assim, podemos ver facilmente que ¢ estd bem definida e é um homomorfismo de algebras

continuo. Se denotarmos a tnica extensao de ¢ a A, também por ¢, temos que ¢ € My, e
T (@) = @(mn(f)) = &(f + 1n) = (), f €A,

ou seja, ™ ($) = .

Por outro lado, se 1) € M4, entao

T ()N =1 o m) (N = [¥(f + L)l S po(f + In) = pa(f), Vf € A,

e portanto
To(Ma,) ={¢ € Mu; lo(f)l < pu(f), Vf € A} (1.4)
Além disso, para n < m temos 75 (My,) C 75 (Ma,,), €
My = 7 (Ma,).
neN

Agora notemos que 75 (M4, ) ¢ compacto pois 7 é continua e My, é compacto, ou seja,
mostramos acima que o espectro de uma F-algebra pode ser escrito como uma uniao enumeravel
de conjuntos compactos.

Como 7} é injetiva, vamos identificar 7 (M4, ) com My, e escrever

Ma= ] Ma,. (1.5)

neN
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O Teorema 1.68 abaixo complementa a observacido 1.67, mostrando que (My, ), é uma

sequéncia fundamental de compactos para M 4.

Teorema 1.68. ([15], pg. 79) Seja A uma F-algebra e seja A,, como definidos acima. Entao:

My = U My,

neN

e (M4, )nen é uma sequéncia fundamental de compactos para My, isto é, M4 é um espago

hemicompacto.

Corolario 1.69. O espectro de uma F-algebra ¢ um conjunto nao vazio.

Demonstracao: Basta notar que, pela Proposi¢ao 1.31, M 4, é nao vazio. 0
Outra consequéncia imediata é o Teorema de Gelfand-Mazur:
Teorema 1.70. ([15], pg. 80) Se A ¢ uma F-algebra que ¢ um corpo entao A = C.

O Exemplo 1.71 abaixo mostra que em geral o espectro de uma F-algebra nao é um conjunto

compacto:

Exemplo 1.71. Seja H(C) a F-algebra das fungoes inteiras munida das operagdes usuais e da

topologia dada pela familia de semi-normas

pu(f) = sup | f(2)], Vf € H(C),n € N.

|z|<n

Pode-se mostrar que My ) é homeomorfo a C, que nao é compacto (Veja [21], pg. 19).

Teorema 1.72. ([15], pg. 82) Seja A uma F-algebra. Entdo a correspondéncia
o — kerp

estabelece uma bijecao entre M4 e o conjunto dos ideais maximais fechados de A.

O Teorema 1.73 abaixo ¢ uma versdo do Teorema do Idempotente de Shilov (Teorema

1.37) para F-élgebras.
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Teorema 1.73. ([15], pg. 132) Seja A uma F-algebra e seja N C M 4 um subconjunto aberto
e fechado. Entdo existe um tinico elemento f € A tal que f?> = f e f é a funcao caracteristica

de N.

Definicao 1.74. Seja A uma F-algebra. Entao A é chamada de dlgebra de Fréchet uniforme
(uF-dlgebra) , se existe uma sequéncia fundamental de semi-normas (p,,)nen que define a topo-
logia de A tal que

Pa(f?) = pal(f)?, Vf € A, Vn € N.

Exemplo 1.75. Cada uB-4lgebra ¢ uma uF-algebra.

Exemplo 1.76. Se X é um k-espaco hemicompacto completamente regular. Entao a F-algebra

C(X) considerada no Teorema 1.61 é uma uF-algebra.

Exemplo 1.77. (|[21], pg. 17) Sejam E um espago de Banach, F' uma uB-algebra e H,(E, F')
o espaco de todas as funcoes inteiras de £ em F', que sao limitadas sobre os limitados de
E. Munindo H,(E, F) com a topologia da convergéncia uniforme sobre os limitados de F e

das operagbes usuais, temos que H,(FE, F') é uma uF-algebra. Quando F' = C, escrevemos

simplesmente H,(E) ao invés de H,(E, C).

Exemplo 1.78. ([21], pg. 17) Sejam E um espaco de Banach, F' uma uB-algebra e H,,(E, F')
o subespaco de H,(E, F') formado pelas fungoes que, quando restritas aos limitados de E, sao
fracamente uniformemente continuas. Assim, temos que H(E, F') é uma uF-algebra que é

uma sub-algebra de H,(F, F'). Quando F' = C, escrevemos simplesmente H,,,(F) ao invés de

Huwu(E,C).

Exemplo 1.79. ([21], pg. 17) Sejam E um espaco de Banach, F' uma uB-algebra e Hyx (E, F)
o conjunto o conjunto de todas as aplicagoes f € H,(E, F') tais que existe uma vizinhanca V; de
zero em F tal que f(V}) é relativamente compacto em F'. Munindo Hyx (F, F') com a topologia
da convergéncia uniforme sobre os limitados de F e das operagoes usuais, temos que Hyx (E, F')

é uma uF-algebra. Quando F' = C, escrevemos simplesmente Hyx (E) ao invés de Hyi (E, C).

Exemplo 1.80. ([15], pg. 93, Exemplo 4.1.4 - iv)) A F-algebra A = C*[0, 1] dada pelo

Exemplo 1.60 nao é uma uF-algebra.
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Vejamos agora mais alguns exemplos de uF-algebras. Seja U um aberto no espaco de Banach

E. Definimos a distancia de x a fronteira de U como sendo
dy(z) = sup{r > 0; B(z,7) C U} = inf ||z — y|.
yedU
Se L é um subconjunto de U, entao a distancia de L a fronteira de U é definida por

dU(L) = inf dU(ZU)

zeL

Dizemos que L C U é U-limitado se L é limitado e existe € > 0 tal que L + B(0,¢) C U, ou
seja, dy (L) > 0.

Exemplo 1.81. Sejam £ um espaco de Banach complexo, F' uma uB-algebra e U C F um
aberto. Denotamos por H,(U; F') a algebra das aplica¢oes holomorfas f : U — F que sao
limitadas em cada conjunto U-limitado, onde as operacoes sao definidas pontualmente. Seus
elementos sao chamados de aplicacoes holomorfas do tipo limitado .

Consideremos os seguintes conjuntos
1
Un:{xEU;H:cH<n e dU(x)>2—n}. (1.6)

Os conjuntos (U, )nen formam uma sequéncia fundamental crescente (U, C U,yq, ¥n € N) de
abertos U-limitados, ou seja, cada conjunto U-limitado esta contido em algum U,,.
A algebra H,(U; F') é uma uF-algebra, quando munida da topologia gerada pelas seminor-

mas

pn(f) = sup || f(x)]], n € N.

.Z’EUn

Quando F' = C, escrevemos H,,(U) em vez de H,(U; C).

Exemplo 1.82. Denotemos por
Huwu(U; F) ={f : U — F; f é fracamente uniformemente continua em cada U — limitado}.

Mostra-se que H,,(U; F') é uma sub-dlgebra fechada de H,(U; F'), se munida da topologia

da convergéncia uniforme sobre os U-limitados, e portanto é uma uF-algebra.
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Exemplo 1.83. Seja U C E’ um conjunto aberto. Denotamos por
Huwu(U; F)={f:U — F; f € o(E', E) uniformemente continua em cada U — limitado}.

Assim, temos que Hy (U; F') € uma sub-algebra fechada de H,(U; F'), munida com a to-

pologia da convergéncia uniforme sobre os U-limitados, e portanto é uma uk-algebra.

Exemplo 1.84. Seja
Hao(U; F) ={f:U = F :||fllp@sr <00, Ve € Uetodo0<r<d,(x)}
Podemos ver facilmente que H,(U; F') C Ha(U; F).

Proposicao 1.85. Se £ é um espago de Banach separavel, entao H,(U; F) é uma uF-algebra.
Demonstracao: Como FE é separavel, temos que U é separavel. Seja {z,}, um subconjunto
enumeravel denso em U. Assim, o conjunto B = {B(xz,,0);6 € Q} é uma cole¢do enumeravel
de bolas abertas em U tal que toda bola contida em U esta contida em alguma bola de B.

De fato, sejam = € U, r,s > 0 tais que 0 < 7 < dy(x) e 0 < r+ s < dy(x). Seja
n € N tal que z,, € B(z,s). Entdo B(xz,r) C B(xz,, 7 + s). Agora basta tomar 6 € Q tal que
0<r+s<0<dy(x).

Desta forma, H4(U; F') é uma algebra de Fréchet com relagao a topologia gerada pela familia

de semi-normas

Pr(f) = sup [[f(2)]]

z€B(xn,r)

Como
pn,r(fQ) = p?z,r(f)avf € Hd(U? F)7
temos que Hq(U; F') é uma uF-algebra. O
Seja A uma F-algebra. Aplicacao I' : A — A dada por I'(f) = f,Vf € A, é chamada de

transformacao de Gelfand, onde f é a transformada de Gelfand de f e A= {f|MA; f e A} sao
dados pela Definicao 1.62.

Observacao 1.86. Procedendo como na Observacao 1.33, sabemos que A é uma algebra sobre

C e que a transformacao de Gelfand I' : A — A é um homomorfismo de algebras. Considerando
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em M4 a topologia de Gelfand, temos que cada f : M4 — C é continua e portanto A & uma
sub-algebra de C(My), onde C(My) = {h: M4 — C; h é continua}.

Em particular, temos que A ¢ uma uF-algebra gerada pelas semi-normas

pa(f) = sup |f(9)],Vf € A,

pEMa,

onde

M= Ma,,
neN
e (My, )nen € a sequéncia fundamental de compactos para M4 dada pelo Teorema 1.68.

O Teorema 1.87 abaixo é um analogo para ukl-algebras da Proposicao 1.48.

Teorema 1.87. Seja A uma &lgebra.

(i) Se A é uma uF-algebra, entao a transformacao de Gelfand
r - A — A
fo—f

define um isomorfismo topolégico e algébrico.

(17) As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) A ¢é uma uF-algebra;

(2) A contém as constantes e é topologica e algebricamente isomorfa a uma sub-algebra
completa de C(X), que separa os pontos, onde X é um espago hemicompacto e C(X) é

munido com a topologia compacto aberta.

Demonstracao: (i) Pelo Teorema 1.68, temos que M 4 é um espago hemicompacto. Seja (pn)n

a sequéncia fundamental de seminormas para A tal que
pn(f2> = pn(f)27 Vf € A,Vn e N.
Sejam A,,, 7, e p), definidos na Observacao 1.67. Assim temos que

Pl (h*) = pl,(h)*, Vh € A,,
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e portanto cada A, é uma uB-algebra e escrevemos
Blla,, = Pa(R), Yh € A,.

Sendo assim, para cada f € A e n € N temos

o~

palF) = Bo(ma(£)) = 1@l Dty = Wl = 1 Pl - (17)

onde estamos identificando My, e 7, (My,) (Observagao 1.67) e estamos denotando a trans-
formagao de Gelfand de m,(f) por m Como a topologia em A6 gerada pelas semi-
normas || - |laz, , temos que I' ¢ um homomorfismo algébrico e topologico. Agora, notemos
que ' & injetora. De fato, sejam f,h € A tais que I'(f) = T'(h), ou seja, f = h. Assim,
||]/”\||]\4An = ||/ﬁ||MAn, Vn € N e portanto p,(f) = pa.(h), Vn € N e portanto f = g. Como
F:A— A sobrejetora, segue que I' é uma bijecao sobre a sua imagem.

Desta forma, provamos que I' : A — A ¢ um isomorfismo algébrico e topologico.

(1) Veja [15], pg. 92, Teorema 4.1.3. O
Como consequéncia imediata do Teorema 1.87, temos o Corolario 1.88.
Corolario 1.88. Seja A uma uF-algebra. Se o(f) = v(g), Yo € My, entdo f = g.

Observacgao 1.89. Segue do Teorema 1.87 que para uma uF-algebra A, a identificagdo f €
A +— f € A dada pela transformacao de Gelfand é um isomorfismo algébrico e topologico e
da Observacao 1.86, temos que A é uma sub-algebra de C(My). Assim, A pode ser identificada
a sub-algebra fechada A de C(M.4).

Daqui em diante usaremos a identificacao f <> f e em muitos casos nao faremos distincao
entre f e f Em particular, em uma uF-algebra A, podemos escrever

Pu(f) = [fllaea, = sup [f(#)]

pEM 4,

Definicao 1.90. Um Operador de Composicao entre as uF-algebras Ae Béum operador da
forma Tg(f) = fo g, onde g : Mg — M4 é tal que fo g e l?, sempre que f € A. Dizemos que

T, & induzido pela aplicacdo g.

29



Lema 1.91. Sejam A e B uF-algebras e T}, : A — Bum operador de composicao. Entao
(a) T,: A — B ¢ um homomorfismo unitério:
(b) T, é continuo se g : Mg — M4 é continua.

Demonstragao: (a) Segue as mesmas idéias da demonstracdo do Lema 1.52.
(b) Sejam (fm) cAe fe A tais que fm — f em A. Assim, para cada n € N temos que
sup [ fm() = f(0)[| = 0 (m — o0).
peKn,
Se g : Mg — My é continua e sendo L, um compacto de Mg, segue que g(L,) é um

compacto de M 4. Assim, ¢g(L,) C Ky, para algum k(n) € N e portanto

sup [T, (fn) () = To(H(@I = sup [|(fm 0 9)(9) = (f 0 9)(@)|

pELn p€eLn
= sup  |[fa@) = fWI < sup |[|fu(¥) = f()]] = 0 (m — o0)
YEG(Ln)CKp(n) YEK(n)
e portanto T} é continuo. O

Neste capitulo também utilizaremos a notacdo (My,o(A’, A)) para denotar o espaco M4

munido com a topologia de Gelfand.

Observagao 1.92. Sejam agora A e B uF-algebrase I'y : A — Ae I'y:B— B as respectivas
transformacoes de Gelfand. Facilmente se mostra que I'y e I's sao homomorfismos unitarios e
segue do Teorema 1.87 que I'y : A — A C C(My) e Iy : B — B C C(Mjg) sdo isomorfismos
topologicos. Denotemos por 'y e I'; ! as aplicagdes inversas de I'; e T'y, respectivamente. Nao

¢ dificil ver que T';' e I';! também sdo homomorfismos unitarios continuos.

Proposigao 1.93. Sejam A e B uF-algebras. Entao:

(1) Cada homomorfismo unitario continuo 7' : A — B induz um operador de composigao

continuo T, : A — B;

(1) Cada operador de composicao continuo 7, : A — B induz um homomorfismo unitario

continuo T : A — B através da relacio T =T, ' o T,0Ty;
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(#41) Existe uma correspondéncia bijetiva entre o conjunto dos homomorfismos unitarios con-
tinuos T : A — B e o conjunto das aplicagoes continuas g : Mg — M 4 tais que fog € B

sempre que [ € A.

Demonstracao: (i) Sejam T : A — B um homomorfismo unitario continuo e g : Mg — Mp
o adjunto espectral de T'. Mostremos agora que g : Mg — M4 esta bem definida. De fato,
procedendo como na demonstragao da Proposicao 1.54(i), podemos mostrar que g(¢) ¢ linear
e multiplicativa, para cada ¢ € Mpg. Além disso, como T : A — B é continuo, segue que
g(p) = @ oT & continuo, para cada ¢ € Mp e como p(eg) = 1 e T(eyq) = ep, temos que
g(p) # 0, ou seja, g(p) € M4 para todo ¢ € Mg e consequentemente g : Mg — M4 esta bem

definida. Segue do Lema 1.66 que g é continua. Além disso, dado ¢ € Mg temos que
(fo9)(@) = (po I)(F) = w(T($) = T()(e).

e portanto fo g € B sempre que [ € A, ou seja, podemos definir o operador de composicao

T, : A — B dada por Tg(f) = fog. Agora segue do Lema 1.91(b) que T, : A = Béum

homomorfismo unitario continuo.

(1) Seja T, : A — Bum operador de composi¢do continuo. Do Lema 1.91(a) temos que T, é

um homomorfismo unitario. Seja agora T : A — B definido por T = I';! 0 T, o T';. Segue da

Observacdo 1.92 que I'; e I';* sdo homomorfismos unitarios continuos e portanto 7' também é

um homomorfismo unitario continuo.

(1ii) Seja T : A — B um homomorfismo unitario continuo. Refazendo a demonstracio do

item (i), temos que existe g : My — M4 continua tal que foge B sempre que f € A.

Reciprocamente, dada uma aplicacao continua g : Mg — M4 tal que fo g € [3\7 sempre que

f € A, podemos definir o operador de composicao 7 : A—B que é continuo, pelo Lema 1.91.

Pelo item (77), temos que T, induz um um homomorfismo unitario continuo 7' : A — B. O

Observagao 1.94. Em particular, se A e B sao uF-algebras, a Proposicao 1.93 estabelece uma
correspondéncia bijetora entre o conjunto dos homomorfismos unitarios continuos 7' : A — B

e o conjunto dos operadores de composicao continuos T, : A — B através da da associacao
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T — g que satisfaz o seguinte diagrama:

(1.8)

De fato, para mostrar que I'; ' o T,oI'y =T, ou seja, que a relagao dada pelo diagrama (1.8) é

verdadeira, basta proceder como na Observacao 1.56. 0

Iremos utilizar o isomorfismo topologico dado pela transformacao de Gelfand e o diagrama
(1.8) para estudar propriedades dos homomorfismos unitarios entre uF-algebras T : A — B
em termos do operador T} : A — g, onde g = T"|y,. De agora em diante, utilizaremos a
Observacgao 1.89 para identificar as uF-algebras A < Ae B+ B. Em virtude da Observacao
1.94, nao faremos mais distincao entre 7' : A — B e T : A B.

Ao contrario das uB-édlgebras, nao é garantido que todo homomorfismo unitario 7' : A — B,
onde A e B sao uF-algebras, é continuo. A Proposicao 1.95 abaixo estabelece uma condicao
necessaria e suficiente para que um homomorfismo unitario 7' : A — B seja continuo, onde A e

B sao ulF-algebras. Nesta Tese, estaremos interessados em homomorfismo unitarios continuos.

Proposigao 1.95. Sejam A e B uF-algebras e T : A — B um homomorfismo unitario. Entao
T ¢é continuo se e somente se ¢ o T € M 4 para cada ¢ € Mpg.

Demonstracao: (=) Se 7' : A — B & um homomorfismo unitario continuo, segue diretamente
que poT' € M4 para cada ¢ € Mg.

(<) Suponhamos que poT" € M 4 para cada ¢ € Mp. Definimos g : Mg — M4 por g(¢) = poT,
para toda ¢ € Mp. E facil ver que ¢ estd bem definida e é continua. Procedendo como na
demonstragao da Proposicdo 1.93(i), temos que o operador de composicao T}, : A — B dado

por T,(f) = f o g estd bem definido e pelo Lema 1.91 temos que T}, é continuo. Assim pela

Proposicao 1.93(ii) temos que T : A — B é continuo. O

Denotaremos por [ a topologia S(FE’, E), definida em 1.18(7). Por conveniéncia, escrevere-

mos (M4, B) para indicar o espago M4 munido da topologia § induzida por (A’, 5).
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Proposicao 1.96. Sejam A e B uF-dlgebras e seja T, : A — B um homomorfismo unitério
continuo. Se L C Mp é o(B', B)-limitado, entao existe ng € N tal que g(L) C K,,.
Demonstracao: Como L é equicontinuo, ele é relativamente compacto por Alaoglu e como

Mp é hemicompacto segue que existe ky, tal que g(L) C K,,. O

Lema 1.97. Seja A uma uF-algebra e (K,,),en uma sequéncia fundamental de compactos para
M 4. Entao K, é B-limitado em My, para cada n € N.
Demonstracao: De acordo com a Observagao 1.67, temos que K, = 7, (My, ), onde A, ¢é
uma algebra de Banach e 7, : A — A,, ¢ um homomorfismo continuo.

Desta forma, o operador adjunto 7/, : (A, 8) — (A’, ), é linear e continuo ([16], pg. 151,
Corolario 3). Sendo assim, 7/, leva S-limitados em (-limitados. Mas A/, é um espago de Banach
e portanto (A, || -||) = (AL, ) e como M4, ¢ um subconjunto da bola unitaria em A/, temos

que 7, (My,) = K, é p-limitado em (A’, ), para cada n € N. O

Proposicao 1.98. Sejam A e B ulF-algebras. Se T, : A — B ¢ um homomorfismo unitério
continuo, entao g(L,) é f-limitado em My, Vn € N.

Demonstracao: Pelo Lema 1.97, temos que L,, é S-limitado. Como Tj, : A — B ¢é linear e
continuo, o operador adjunto T, : (B',8) — (A’,8) ¢ linear e continuo (Veja [16], pg. 111,
Corolario 3 ou [17], pg. 83, Corolario 3). Sendo assim, T, leva S-limitados em [-limitados.

Mas g(L,) = T,(Ly) e portanto g(L,) & B-limitado para cada n € N. O
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Capitulo 2

Operadores de Composicao entre Algebras

Uniformes

Neste capitulo, trabalharemos com operadores de composicao entre algebras uniformes.
Nosso principal objetivo é estabelecer uma relacao entre certas propriedades do operador de
composi¢ao T, em termos da aplicacao g que induz este operador. A menos que explicitemos o

contrario, estaremos considerando M 4 munido com a topologia de Gelfand.

2.1 Operadores de composicao entre Algebras de Banach
Uniformes em Conjuntos Arbitrarios

Nesta secao definiremos &lgebra de Banach em um conjunto arbitrario Y. Mostraremos
que tais algebras, denotadas por A(Y), sdo uB-algebras e estabeleceremos condigoes necessérias
e suficientes para que um homomorfismo unitario 7' : A(Y) — B(X) seja um operador de
composicao induzido por uma aplicacao g : X — Y. Nesta perspectiva, estudaremos operadores
de composicao compactos e fracamente compactos e estabeleceremos condigdes necessarias e
suficientes para a compacidade (Teorema 2.19) e compacidade fraca (Teorema 2.25) de um
operador de composicdo usual 7, : A(Y) — B(X), onde A(Y) e B(X) sao uB-algebras, em

termos da aplicacio g: X — Y.
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Seja Y um conjunto qualquer. Denotamos por D(Y') o conjunto de todas as funcdes com-

plexas definidas e limitadas em Y, ou seja,

D) = {:¥ = Gl = supl )] <

Proposicao 2.1. (D(Y),||-||) é uma uB-algebra.
Demonstracao: Pode-se ver facilmente que D(Y') é uma algebra sobre C, onde as operagoes
sao definidas pontualmente e que (D(Y), || - ||) € um espago normado.

Seja (fn)n uma sequéncia de Cauchy em (D(Y),|| - ||). Assim, dado € > 0 existe N € N tal
que

1fi = fill = sup [fily) = fi(y)] <€ sei,j>N. (2.1)
ye

Em particular, temos que (f,(y)), é uma sequéncia de Cauchy em C, para cada y € Y fixo.
Como C é completo, temos que (f,(y))n é convergente. Denotamos o limite desta sequéncia
por

fly) = lim f.(y).

n—oo
Mas desta forma, fazendo i — oo em (2.1) temos que sup,cy |f(y) — fi(y)| <¢€, se j > N.
Tomando j > N, temos que sup|/(x)] < sup(Lf(5) — f;(5)] + 1£5()]) < 00, 0 que mostra
yey yey
que f € D(Y). E pelo feito acima temos que (f,,), converge a f em (D(Y),]||-|]).

Além disso, como

Lf1] = sup [f(y)]
yey

temos que || f?|| = ||f||?, para cada f € D(Y), ou seja, D(Y') ¢ uma uB-élgebra. O

Definigao 2.2. Um subconjunto A(Y') de D(Y') é uma dlgebra uniforme em'Y (ou By —dlgebra)
se A(Y) é uma subalgebra fechada de (D(Y'),||-||) que contém as constantes e separa os pontos

de Y.

Observacao 2.3. Cada algebra uniforme em Y é, em particular, uma uB-algebra. Denotemos

por M 4yy o espectro da uB-algebra A(Y).

Exemplo 2.4. A algebra C(K) do Exemplo 1.25 é uma algebra uniforme em Y, para Y = K.
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Exemplo 2.5. A algebra H*>°(D) do Exemplo 1.41 é uma algebra uniforme em Y, para Y = D.
Note que neste caso Y # My m). (Veja [21], pg. 13).

Exemplo 2.6. A algebra A(D) do Exemplo 1.42 é uma algebra uniforme em Y, para Y =D =
M 4my-(Veja [21], Prop. 4.11, pg. 12).

Exemplo 2.7. As algebras H>*(U) e H2(U) do Exemplo 1.44 sdo 4lgebras uniformes em Y,

para Y = U e Y = U, respectivamente.

Exemplo 2.8. A uB-dlgebra A,.(nBg), definida no Exemplo 1.45, ¢ uma algebra uniforme
em Y, para Y = nBg.

Vamos definir em Y a topologia mais fraca tal que cada f € A(Y') é continua, isto é, dadas
uma rede (y,) C Y ey € Y, temos que y, — y se e somente se f(y,) — f(y), para toda
feAY).

Observacao 2.9. Definamos a aplicacio § : Y — M4y dada por 6,(f) = f(y), para todo
y € Y etoda f € AY). Pode-se mostrar facimente que a aplicacdo § é um homeomorfismo

sobre a sua imagem e iremos fazer, quando for conveniente, a identificacdo Y <> §(Y).

A Proposicao 2.10 abaixo é um resultado obtido nesta Tese que generaliza o Exemplo 11 de
[9], onde o resultado é provado para a uB-algebra H*(Bg), onde Bg é a bola aberta unitaria

de um espaco de Banach F.

Proposicao 2.10.
(i) 6(Y) é um subconjunto relativamente compacto em M 4(y);
(it) SeY é conexo entdao M 4y é conexo.

Demonstracao: (i) Como M4y é compacto em (A',0(A’, A)) (veja Teorema 1.32), temos
que

— (A, A

) a5 0 A/7
Sy € M,

A
) = M 4y

e portanto 0(Y") é relativamente compacto em M4y (com a topologia de Gelfand).

(i1) Sejam O; e O, dois conjuntos abertos e fechados e disjuntos tais que M4y = O1 U Os.
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Como a aplicagao d é continua, temos que a imagem &(Y") é conexa e portanto podemos supor
que 6(Y) esta contida em O;. Assim, pelo Teorema do Idempotente de Shilov (1.37), temos
que existe g € A(Y) tal que ¢ é a fungao caracteristica de Oy, e portanto, se Oy é nao vazio
existe ¢ € Oy tal que
1=19(0)l < lgll = llgll = sup|g(y)| = sup|g(6,)| < sup [g(p)| = 0,
yey yey pe0,

o que é um absurdo. Portanto M 4y) é conexo. ([l
Exemplo 2.11.

(i) Mek) é conexo se K é conexo;

(i1)  Myeo() € Myp) SA0 conexos.

(i17)  Mpyeo(y) € conexo e, mais geralmente, My () é conexo se U ¢ um aberto conexo em

um espaco de Banach FE.

(iv) My (B,) ¢ conexo e, mais geralmente, My é conexo se U ¢ um aberto conexo em

um espaco de Banach F.
(v) Ma,,.(nBg) ¢ conexo, para cada n € N.

Demonstracao: Demonstraremos o item (i7). Os demais sdo anélogos. Denotemos por 7 a
topologia usual em D e denotemos por 71 a topologia mais fraca em D que torna cada f € H>(D)
continua. Claramente temos que 73 < 7. Assim, se (D, 7) é conexo, é claro que (D, 77) também é
conexo e portanto d(ID) C Myeomy é conexo. Agora o resultado segue diretamente da Proposicao

2.10. UJ

Pela Observagao 2.9, podemos identificar ¥ com um subconjunto de M4y, através da
aplicacao 0. Em algumas demonstracoes, para simplificar a notacdo, nao faremos distin¢ao
entre Y e §(Y). Note que a topologia definida em Y coincide com a topologia de Gelfand de

M 4(yy induzida no conjunto Y.
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Como A(Y') é uma uB-algebra, concluimos que cada f € A(Y) pode ser estendida continu-
amente a uma funcao definida em My, através da aplicacao de Gelfand (Veja a Observagao

1.39) e podemos escrever

sup
PEM 4(v)

F)l =171l = |1l = sup | F(y)].
yey

Sejam A(Y) e B(X) algebras uniformes em Y e X, respectivamente. Agora notemos que
se g : X — Y & uma aplicacdo (continua) tal que fog € B(X) sempre que f € A(Y), entao g
induz um homomorfismo unitario
T, : AYY) — B(X)
[ foyg
Neste caso, dizemos que o operador T' = T, é um operador de composicao usual e que T' é
induzido pela aplicacao g.
Por outro lado, sabemos que o operador adjunto

T! : B(X) — AY)
o > poly,

induz, por restricao, uma aplicacao continua

g="T, Mp(xy — My

My x) :
tal que T, = I';' o Ty o 'y (Veja Proposigao 1.54).
Assim, cada g : X — Y continua tal que fog € B(X), para toda f € A(Y) induz, um

operador de composicao

—

T; + AYY) — B(X)
[ — foy,
onde g : Mpx) — M4y € continua.
Sejam T' = T, : A(Y) — B(X) um operador de composicdo usual, 6, : ¥ — Myy e
02 : X — Mp(x) as aplicagoes avaliacao. Sejam g : X — Y a aplicagao que induz o operador T’
e g o adjunto espectral de Tj,.
A Proposicao 2.12 abaixo mostra que se T, : A(Y) — B(X) é um operador de composi¢ao
: 02(X) = 61(Y) estd bem definida e podemos estabelecer uma relagao

usual, a aplicagao gl,_ .,

entre g e g:
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Proposigao 2.12. Sejam T : A(Y) — B(X) um operador de composicao usual e g, g,d; e dy

como definidas acima. Entao

(1) g(d2(x)) = d2(x) o Ty = 61(g(x)), para todo z € X. Em particular, a aplicagao g, , :
92(X) — 61(Y) esta bem definida;

(ii) g=0,"0gods.
Demonstracao: (i) De fato, dados z € X e f € A(Y), temos

9(02(x))(f) = (02(x)oTy)(f) = ba(x)(Ty(f)) = 02(x)(fog) = (fog)(x) = f(g(x)) = d(g(x))(f),

e portanto g(d2(z)) = d2(z) o T, = 61(9(x)), Vo € X.
(i1) Em (*) abaixo, utilizaremos o ftem (i) para escrever do(z) o T, = d1(g(z)). Assim, dado

r € X temos
(67" 0 g o a)(@) = (67" 0 9)(Gale)) = 67 [9(62(x))] = 6 [B2(x) 0 T,) £ 67 (B1(g(x))) = g(x).
de onde temos 6; ' 0 gody = g. O

Observacao 2.13. A Proposicao 2.12 estabelece o seguinte diagrama para operadores de com-

posicao usuais:

X J Y (2.2)

y o

Mpx) D 02(X) —=01(Y) C My
Desta forma, cada operador de composicao usual 7, : A(Y) — B(X), induzido por uma
aplicagdo ¢ : X — Y, induz uma aplica¢do continua g = T"|p;, : Mp — M4 tal que §|52(x> ;
52(X) — 61(Y) estd bem definida. Reciprocamente, dado um homomorfismo unitario T :
A(Y) = B(X), temos que T' = Ty, onde g = T'|p,. Se glsyx) : 02(X) — 61(Y) estd bem
definida podemos, através do diagrama 2.2, definir uma aplicacao continua g : X — Y tal que

T =T, e neste caso T' ¢ um operador de composi¢ao usual.

No restante deste Capitulo, utilizamos g|, : X — Y para denotar g| 109(X) = 61(Y) e

d2(X)

para cada x € X escreveremos g(z) ao invés de g(da(x)).
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Proposigao 2.14. Seja A(Y) uma algebra uniforme em Y. Sao equivalentes:
(¢) a aplicacdo avaliacdo 1 : Y — My é sobrejetiva;

(17) para cada homomorfismo unitario (continuo) 7 : A(Y) — B(X), temos que dz(x) o T €

01(Y), para cada B(X) algebra uniforme em X e para cada x € X;

(i13) cada homomorfismo unitéario (continuo) 7" : A(Y') — B(X) é um operador de composi¢ao

usual, para cada B(X) algebra uniforme em X.

Demonstragao: Iremos substituir M4y por My, e Mpgxy por Mp, apenas para simplificar a
notacao.

(i) = (i1) Seja T : A(Y) — B(X) um homomorfismo unitario, onde B(X) ¢ uma algebra
uniforme em X. Assim, sabemos que T' =T}, onde g : M — M4 é o adjunto espectral de T'.
Dado x € X, temos que dy(z) o T € M 4. Mas por hipotese 61 : Y — §;(Y) C My é sobrejetiva,
e portanto dz(z) o T € 61(Y).

(17) = (i1i) Seja T : A(Y) — B(X) um homomorfismo unitario, onde B(X) é uma algebra
uniforme em X e seja g : Mg — M4 o adjunto espectral de T. Vamos mostrar que g(d2(X)) C
91(Y). Dado = € X, temos por hipotese que da(x) o T € 6;(Y), ou seja, existe y € Y tal que
d2(x)oT = 61(y). Desta forma, g(d2(x))(f) = (02(2)oT)(f) = 01(y)(f), ou seja, g(da2(x)) = d1(y)
e assim g(02(X)) C 41(Y) e portanto, pela Observacao 2.13, temos que 7" = T, é um operador
de composicao usual.

(i17) = (i) Queremos mostrar que dada ¢ € M4, existe yp € Y tal que ¢ = d1(yo). Seja
T: AY) — A®Y)
[ o(f) e,

Assim, é facil ver que 7' é um homomorfismo unitério continuo. Considerando B(X) = A(Y)

em (ii7) temos que existe g : Y — Y tal que T(f) = fog € A, para toda f € A, e temos que

(fog)) = flg(y) =T(f)y) =(f) e (v) =(f), Yy €Y, (2.3)

ou seja, fog é constante para cada f € A. Afirmamos que g : Y — Y é uma funcao constante.

De fato, suponhamos que existam y,y» € Y tais que g(y1) # g(y2). Como A separa os pontos
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de Y, sabemos que existe f € A tal que f(g(y1)) # f(g(y2)), contradizendo o fato de que fog
é constante. Seja entdo yo € Y tal que g(y) = yo, para todo y € Y. Assim, segue de (2.3) que

w(f) = f(yo) = d1(y0)(f), para toda f € A, ou seja, ¢ = 01(yo). B
Observagao 2.15. Sejam A(Y) e B(X) algebras uniformes em Y e X, respectivamente.

(i) Fazendo aidentificacdo Y <+ 6;(Y"), segue da Proposicdo 2.14 que Y = M 4(y) se e somente
se todo homomorfismo unitario 7" : A(Y) — B(X) é um operador de composi¢ao usual,

para toda B(X) algebra uniforme em X.

(i1) Se My # Y, a demonstracao da Proposicao 2.14 permite criar, para cada ¢ € Myy)
que ndo pertence a Y, um homomorfismo unitario 7' : A(Y) — A(Y) que nao é um

operador de composi¢cao usual.

Daqui para frente, a menos que explicitemos do contrario, A(Y) e B(X) irdo sempre denotar

algebras uniformes em Y e X, respectivamente.

Lema 2.16. Sejam A e B uB-algebras. Um homomorfismo unitario 7' : A — B é compacto
(resp. fracamente compacto) se e somente se 7T, : A — B (conforme Proposicio 1.54) ¢ compacto
(resp. fracamente compacto).

Demonstracio: Basta notar que, pela Proposicdo 1.54, temos que T = I';' o 1,01, onde
rh:A— A e I, : B — B sio as respectivas transformacoes de Gelfand. Agora basta
lembrar que o conjunto dos operadores compactos (resp. fracamente compactos) satisfazem a

propriedade de ideal. O

A equivaléncia (i) < (ii) do Teorema 2.18 estd inspirado no Teorema VI.7.1, p. 490, do
livro [6]. L&, o teorema é provado para operadores lineares compactos T': E — C(K), onde E é
um espago de Banach e K é um compacto Hausdorff. A equivaléncia (i) < (¢i7) também pode
ser encontrada em [19]. Pela dificuldade em se encontrar [19] e por se tratar de um artigo no

idioma alemao, faremos a demonstragao desta equivaléncia.

Observagao 2.17. Por simplicidade, utilizaremos as notagoes (M, || ||), (M4, o(A’, A”)) e
(My,0(A’, A)) para denotar, respectivamente, as topologias da norma, fraca e fraca-estrela

induzidas de A" em M4, embora M4 nao seja um subespaco vetorial de A’'.
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Teorema 2.18. Sejam A e B uB-algebras e T'= T}, : A — B um homomorfismo unitério. Sao

equivalentes:

(i) T=1T,: A— B écompacto;

(11) g: Mg — (My,||-]|) é continua;
(i7i) g(Mp) é compacto em (M4, || -1]);

Demonstracao: (i) = (i) Suponhamos que 7' : A — B é compacto. Sejam (y,) uma rede
em Mg e ¢ € Mg tal que ¢, — ¢. Segue do Teorema 1.32 que a rede ¢, é limitada em Mp e

portanto, lembrando que 17" = T;, é compacto e utilizando o Lema 1.14, temos que

9(pa) = T, (pa) = T,(p) = g(¢)

em (Mg, || -]|) e portanto g : Mg — (My, || - ||) € continua.
(1) = (i) Suponhamos agora que g : Mg — (Mau,|| - ||) é continua. Assim, dados € > 0 e
w0 € Mp, existe uma vizinhanga N de ¢ em Mg tal que ||g(p) — g(wo)|| < €, Yo € N. Mas

desta forma, denotando a bola unitaria de A por D, temos

~ ~

1g() — g(po)ll = sup 19(@)(f) — g(wo)(f)| = sup Ty (f)(p) = Ty(f)(wo)| <

ou seja, |Tg(f)(g0) — Tg(f)(goo)\ < €, para toda f e D = {f,f € D}, e portando Tg(lA))

¢ um conjunto equicontinuo e limitado (7}, é continuo) em B. Agora lembremos que B C

C(Mp) e portanto T,(D) é um subconjunto limitado e equicontinuo do espaco C(Mp). Assim,
pelo Teorema 1.7 (Teorema de Arzela-Ascoli), temos que Tg(lA)) é relativamente compacto em
(C(Mg), || - ||)- Mas Tg(ﬁ) C B c C(Mg) ¢ B é uma sub-algebra fechada de C(Mg). Portanto
Tg(lA)) ¢ relativamente compacto em (B, || - ||), ou seja, T, : A — B é um operador compacto.
Agora segue do Lema 2.16 que T : A — B é compacto.

(17) = (#i7) Como Mp é compacto e por hipotese g : Mg — (M, || - ||) é continua, temos que
g(Mp) é compacto em (M, || - |]).

(i4i) = (4i) Suponhamos que g(Mp) é compacto em (My,|| - ||). Desta forma, a aplicagao
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identidade Id : (9(Mpg),|| - ||) — (9(Mp),0(A’, A)) é um homeomorfismo. Assim, temos que

as seguintes aplicacoes sao continuas:

g : Mg — (9(Mg),c(A’,A))
© — 9(¥)

(Id))™ : (9(Mp),o(A, A)) — (9(Ms),|]-])
¥ — ¥

e portanto g = (Idy) ' og: Mg — (Ma,||-]||) é continua. O

Nossa intencao ¢ obter um resultado semelhante ao teorema provado acima, para o caso de
algebras A = A(Y) e B = B(X), e as propriedades da fungio g restrita a do(X).

O Teorema 2.19 abaixo estabelece condicoes necessarias e suficientes para que um operador
de composigao usual T, : A(Y) — B(X) seja compacto, onde A(Y) e B(X) sao uB-algebras.

Nos proximos resultados desta Se¢ao, se L é um subconjunto de Y (resp. de X), denotaremos
por L o fecho de §;(L) C M4 (resp. 8»(L) C Mg) na topologia de Gelfand.

Também com o objetivo se simplificar a notagao, se L ¢ um subconjunto de M 4, utilizaremos
(L, D), (Lyo(A, A")) e (L,o(A’, A)) para denotar, respectivamente, as topologias da norma,

fraca e fraca-estrela induzidas de A" em L C M 4.

Teorema 2.19. Sejam A(Y) e B(X) algebras uniformes em Y e X, respectivamente e T :

A(Y) — B(X) um operador de composi¢ao usual. Sdo equivalentes:
(i) T,: A(Y)— B(X) é compacto;
(ii) g(X) é relativamente compacto em (Y, || - ||);

(iii) gl : X — (Y,]|-]]) ¢ continua.

Demonstracao: (i) = (ii) Se T' = 17 : A(Y) — B(X) é compacto, segue do Teorema 2.18
que g : Mg — (My,|| - ||]) é continua. Assim, como X C Mp ¢ relativamente compacto (Veja
Proposicao 2.10), temos que g(X) é relativamente compacto em (My, || -||). Mas por hipotese,

T, é um operador de composigao usual e portanto g(X) C Y e temos que g(X) é relativamente
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compacto em (Y]] - ).

(1) = (1ii) Comecaremos provando a igualdade: g(X) = g(X). De fato, pelo Lema 1.51 temos

que g : Mg — M4 é continua e portanto g(X) C g(X). Por outro lado, como Mg é compacto
(Veja Teorema 1.32), temos que X C Mp é compacto e portanto, da continuidade da aplica¢do

7 segue que g(X) é compacto em M,. Em particular, g(X) é fechado em My e g(X) C g(X),

ou seja, g(X) C g(X) e isto prova a afirmagao feita.

Agora, se g(X) é relativamente compacto em (Y, || -||), pela igualdade provada temos que
9(X) & compacto em (Y, || - []).

Assim, a aplicacdo Id : (g(X),|| - ||) — (G(X),0(A’, A)) é um homeomorfismo e seguindo
o mesmo argumento de (i) = (ii) do Teorema 2.18 temos que g|_ : X — (Y, ]| -||) & continua.
(i1i) = (i) Suponhamos que gl : X — (V.|| -||) ¢ continua. Assim, dados ¢ > 0 e ¢y € X,

existe uma vizinhanca N de ¢y em X tal que

[9() = g(wo)ll <& Vo€ N.

Mas desta forma, denotando a bola unitéaria de A(Y’) por D, temos que

-~ A~

e > [[g(w) —g(po)l|l = sup 19()(f) = 9(w0)(f)| = sup I T5(f)(p) — T5(f) (w0l

~ ~ ~

ou seja, |T5(f)(p) — T5(f)(po)| < € para toda f € D, e portando T3(D), é um conjunto
equicontinuo de C(X), onde D = {f,f € D}. Agora notemos que Tg(f)) ¢ limitado em
C(X). Portanto, como X C Mg é compacto, segue do Teorema 1.7 (Arzela-Ascoli) que Tg(ﬁ)
¢ relativamente compacto em (C(X), || - ||.), onde
1f1lx = sup [f(¢)], Vf € C(X).
peX

Tomemos agora uma sequéncia (h,), C Tg(ﬁ) c B. Como Tg(f)) é relativamente compacto
em C(X), temos que existem (fn, )i C (hy)n € h € C(X) tais que hy,, — h em (C(X), || - ||,)-

Mas B é uma uB-algebra e portanto HfHX = Hﬁ\MB, Vf € B. Desta forma, como X C X C

My, temos

o~

171lx = 1fllx = 1fll,s,» VS € B.
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Em particular, (hy,, ), C Tg(ﬁ) C B ¢ uma sequéncia de Cauchy em B e como B é uma B-

algebra, temos que (h,, )r ¢ convergente e portanto Tg(f)) é relativamente compacto em [3\7 ou

—

seja, T3 : A(Y) — B(X) é compacto. Agora segue do Lema 2.16 que T, : A(Y) — B(X) é

compacto. O

Em [10], Galindo e Lindstrém provam um analogo dos Teoremas 2.18 e 2.19 para as algebras

A =H>(Bg) e B=H2(Bp).

Coroléario 2.20. Seja T, : A(Y) — B(X) um operador de composi¢ao usual. Entao g : Mg —
(M, || - |]) é continua se e somente se g|_: X — (Y]] - ||) é continua.

Demonstracao: Segue diretamente dos Teoremas 2.18 e 2.19. 0

Corolario 2.21. Um operador de composicao usual T, : H>®(V) — H>(U) é compacto se e
somente se g(U) é relativamente compacto em (V]| - [).

Demonstracao: Basta tomar Y =V e X = U no Teorema 2.19. ([l

Podemos obter mais Corolarios considerando outras possibilidades de operadores de com-
posicdo usuais T, : A(Y) — B(X), tomando como A(Y) e B(X) as algebras C(K), H>(U),

Na Proposicao 2.22 e nos Corolarios 2.23 e 2.24, consideramos (E,|| - |[|,) e (E]] - ||;)
espacos de Banach, V C F e U C F conjuntos abertos. Denotamos por §; : V. — (A(V)) e

9y : U — (B(U)) as respectivas aplicagoes avaliagao.

A demonstracao do item (i) da Proposi¢do 2.22 abaixo foi inspirada em [1], Proposi¢ao 3.

Proposicao 2.22. Sejam A(V') e B(U) algebras de Banach uniformes em V' e U, respectiva-
mente. Seja T, : A(V) — B(U) um operador de composigao usual induzido pela aplicagdo

g:U—=V.
(i) Se T, é compacto e E' C A(V), entdo g(U) é relativamente compacto em (V.|| - ||,);

(17) Se g(U) é relativamente compacto em (V,||-]|,) e a aplicacao d; : (V,||-]|,) = (01(V),||-]])

¢ continua, entao 7, ¢ compacto.
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Demonstracao: (i) Suponhamos que g(U) nao ¢ relativamente compacto em (V,||-||,). Entao
existem € > 0 e uma seqiiéncia (x,) C U tais que ||g(x,) — g(zm)||, > € para m # n. Como
consequéncia do Teorema de Hahn-Banach (Veja [22], pg. 76, Corolario 1.98), para cada par

(m,n), podemos escolher o um vetor unitario ¢, , € E' C A(V) tal que

[l (9(20) = Linn(9(zm))| > €. (2.4)

Agora, lembremos que o operador adjunto T} : (B(U)', [|-|[) — (A(V')',||:||) é compacto, pois
Ty A(V) — B(U) é compacto. Notemos T, (02(U)) = g(d2(U)) C 6:1(V'), pois Ty é por hipotese
um operador de composicdo usual. Além disso, d2(U) C Mpw), e portanto ||d2(x)|| = 1,
para cada x € U, ou seja, d(U) é limitado em (B(U),|| - ||). Agora, da compacidade de
T, (BWUY 1) = (AV)' ]| - 1]), segue que g(d2(U)) = T;(02(U)) é relativamente compacto
em (6;(V),|| - ||). Da desigualdade (2.4) e lembrando que 6; 0 g = g o do (Proposi¢ao 2.12),
temos que

19(02(2n))=g(d2(zm)) | = sup |g(d2(2n))(f)=g(02(@m)(f))| = |5(02(2n)) (lmn) =g (02(2m)) (€mn)]

FeA(V)
lLfl=1

= |01(9(%n)) (lm.n) — 01(g(2m)) (lmn)| = [lmn(9(2n)) = lmn(9(Tm))] > €,

e isto contradiz o fato de que o conjunto g(d2(U)) é relativamente compacto em (d1(V),|| - ||)-
Portanto, provamos que g(U) ¢ relativamente compacto em (V|| - ||,)-
(i4) Suponhamos que g(U) ¢é relativamente compacto em (V,|| - ||,) e que a aplicagdo 0y :

(V> || ’ ||F) - (51(V), || : ||) ¢ continua.
Vamos agora mostrar que 0;(g(U)) é relativamente compacto em (6;(V), || - ||). De fato, da

continuidade de &; obtemos
—— Il N
a(g(U)" ") Cailg(U)),

e como g(U)H'HF C V é compacto, temos que 51(g(U)|H|F) é compacto em (0,(V), || -||) e como

51(9(U)) € 81(g(0) ")

temos

5. € 8u(g@)"'")
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e portanto 6;(g(U)) = 51(g(U)”~HF) C 01(V) e isto prova o que afirmamos.
Assim, 01(g(U)) = g(d2(U)) é relativamente compacto em (01(V), || -||) e portanto, segue do

Teorema 2.19 que T, é compacto. 0

Corolario 2.23. Seja T, : H*(V) — B(U) um operador de composi¢ao usual induzido pela
aplicacdo g : U — V, onde B(U) é uma algebra de Banach uniforme em U e V & um aberto
limitado. Entao T, é compacto se e somente se g(U) é relativamente compacto em (V, || -||,)-
Demonstracao: (=) Como T, : H>*(V) — B(U) é compacto e E' C H>*(V), o resultado
segue do item (i) da Proposi¢ao 2.22 tomando A(V) = H>(V).

(<) Suponhamos agora que g(U) é relativamente compacto em (V|| -||,). Como a aplicagao
avaliacao 01 : (V|| - ||,) = ((H>=(V)),|| - ||) é continua (Veja [24], pg. 869), segue do item (i)
da Proposicao 2.22, tomando A(V) = H>(V), que T, é compacto. O

O Corolario 2.23 abaixo generaliza a Proposi¢ao 3 de [1], onde o resultado é provado para

a algebra H>°(Bg), onde Bg é a bola unitaria aberta do espago de Banach E.

Corolario 2.24. Sejam T, : H>®(V) — H>(U) um operador de composi¢do usual induzido
pela aplicacao g : U — V, onde V' é um aberto limitado. Entao T}, é compacto se e somente se

g(U) ¢ relativamente compacto em (V.|| - |,).

Vamos demonstrar agora resultados anédlogos aos Teoremas 2.18 e 2.19 para operadores
fracamente compactos.

Daqui para frente, se A = A(Y) é uma &lgebra uniforme em Y, o(A’, A”) denotara a
topologia fraca em A’. Utilizaremos a notagao (My,o(A', A”)) (resp. (Y,o(A, A”))) para
denotar o espago My (resp. Y') com a topologia o(A’, A”) induzida de (A’,o(A’, A”)).

Algumas vezes no Teorema 2.25 abaixo, para simplificar a notagao, escreveremos A(Y) = A
e B(X) = B. A demonstragao de (i) < (it) deste teorema ¢ inspirada no Teorema VI.7.1, p.
490, do livro [6]. L4, o teorema é provado para operadores lineares compactos T : E — C(K),

onde F é um espaco de Banach e K é um compacto Hausdorff.

Teorema 2.25. Sejam A(Y) e B(X) uB-algebras e T, : A(Y) — B(X) um operador de

composicao usual. Sao equivalentes:
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1) T, é um operador fracamente compacto;

( ) g p p )

(it) A aplicagao g|_: X — (Y, 0(A’, A”)) é continua;
(4ii) g(X) é relativamente compacto em (Y, o(A’, A")).

Demonstracao: (i) = (ii) Se T, : A — B é fracamente compacto, segue do Lema 1.15 temos

que o operador adjunto T, : (B',o(B', B)) — (A’,a(A’, A")) é continuo. Como g = T(],, , temos

v
garantida a continuidade de g : Mg — (M4, 0(A’, A”)). Agora, lembremos que T, é um opera-
dor de composicdo usual e portanto podemos definir g|_ : X — Y. Assim, da continuidade da
aplicacdo g : Mg — (M4, (A’ A")), segue a continuidade da aplicacio g : X — (Y, 0(A’, A")).
(ii) = (iii) Segue diretamente da continuidade da aplica¢io gl _: X — (Y, 0(A’, A")) e do fato
de X ser compacto.

(4ii) = (ii) Se g(X) é relativamente compacto em (Y, o (A’, A”)), temos que a aplicacio iden-
tidade Id : (g(X),o(A, A")) — (g(X),0(A’,A)) é um homeomorfismo. Assim, seguindo
as mesmas ideias da demonstracdo de (iii) = (ii) do Teorema 2.18 temos que a aplicacao
g: X = (Y,0(A", A")) é continua.

(i3) = (i) Suponhamos que g : X — (Y, 0(A’, A")) é continua. Para provar que T é fracamente
compacto, iremos usar o Teorema 1.11. Para isso, sejam (x,) uma rede em X ez € X tais que
T, — x (topologia de Gelfand restrita a X C Mpg). Entdo, pela continuidade de g, segue que
G(za) — g(z) em (Y, 0(A, A")).

Afirmagao 1: Vamos mostrar que a rede (g(z,)) é quase-uniformemente convergente em
D :={f;f € D}, onde D ¢ a bola unitéria em A.

Comegaremos mostrando que g(z,) e g(x) estdo em C(D,), onde D, é a bola unitaria
(compacta) em A”, com a topologia o(A”, A’). De fato, se (z,) é uma rede em D, tal que
z, — z em (Dy,0(A”, A")), temos que z,(p) — z(p), para toda ¢ € A. Em particular,
24(g(z)) — 2(g(x)) e 2,(g(za)) — 2(g(xa)), para cada «, ou seja, g(x)(zy) — g(z)(2) e para
cada a temos g(x4)(2y) = g(xq)(2) e portanto g(x,), g(z) € C(Ds), para cada .

Como por hipdtese G(x,) — g(x) (pontualmente) em Dj e G(x) € C(Ds), segue do Teorema
1.9 que a convergéncia g(z,) — g(z) é quase-uniforme em D, e portanto em D. Isto prova a

Afirmacao 1.
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Afirmacao 2: Tg(ﬁ) ¢ uma colecio limitada e quase-equicontinua de funcdes em C(X).

Como T, ¢ um homomorfismo unitario e continuo, temos que T5(D) ¢ limitado em B(X) C

C(X). Sejam agora, fe ZA?, (7,) uma rede em X e z € X tal que x, — 2. Lembremos que

Como g(z,) converge quase-uniformemente (Afirmacdo 1) para g(z), dado ¢ > 0, existem

Qaq, -, > ap tals que

~ ~

min [g(za,)(f) —g(2)(f)] = min [T5(f)(zq,) — Tg(f)(2)| < e

1<i<n 1<i<n

~

Desta forma, segue diretamente da Definicao 1.10 que T5(D) é um colecao quase-equicontinua
e isto prova a Afirmacgao 2.

Agora, segue da Afirmagao 2 (acima) e do Teorema 1.11 que Tg(ﬁ) é fracamente relativa-
mente compacto na topologia fraca de C(X).

Afirmacao 3: Tg(ﬁ) é fracamente relativamente compacto na topologia fraca de B/(X\)
Lembremos que na topologia fraca, as no¢oes de compacidade e compacidade sequencial coin-
cidem. De fato, pelo exposto acima, para cada sequéncia (f,), C Ty(ﬁ) dada, existe (fy,)r C
(fn)n tal que ¥(f,,) é convergente, para cada v € (C(X)). Seja agora ¢ € (B(X)). Como

—

B(X) ¢ uma sub-algebra fechada de C(X), pelo Teorema de Hahn-Banach, existe ¢ € (C(X))’
tal que 9], ,, = ¢ e portanto p(fn,) = ¥(fs,) é convergente, ou seja, Tg(ﬁ) ¢ fracamente
relativamente compacto na topologia fraca de B/()?)

Da Afirmagdo 3 acima, temos que 75 : A(Y) — B(X) é um operador fracamente compacto.

Agora segue do Lema 2.16 que T}, : A(Y') — B(X) é fracamente compacto. O

Corolario 2.26. Sejam A e B uB-algebras e T'= T, : A — B um homomorfismo unitario. Sao

equivalentes:

(i) T, éum operador fracamente compacto;

(i7) A aplicagdo g : Mp — (My,0(A’, A")) é continua,;
(i11) g(Mp) é compacto em (M, (A, A”)).
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A equivaléncia (i) < (i7i) do Corolario 2.26 também pode ser encontrada em [13].

Podemos obter diversos corolarios do Teorema 2.25 considerando as possibilidades de ope-
radores de composicao usuais T, : A(Y) — B(X), tomando como A(Y) e B(X) as algebras
C(K), H*(U), HX(U) e Aypu(nBg).

Em particular, se V' e U sao abertos de espacos de Banach E e F', respectivamente, podemos

obter o seguinte corolario:

Corolario 2.27. Seja T, : H*(V) — H*>(U) um operador de composi¢do usual. Sao equiva-

lentes:
(i) T, é um operador fracamente compacto;
(i) A aplicacdo g: U — (V,0(A’, A")) é continua;
(i4i) g(U) é relativamente compacto em (V,o(A’, A")).
Demonstracao: Basta tomar A(Y) = H>(V) e B(X) = H>(U) no Teorema 2.25. O

De maneira analoga a Proposicao 2.22(ii), se V e U sao abertos de espagos de Banach E e

F, respectivamente, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.28. Sejam A(V) e B(U) éalgebras de Banach uniformes em V e U, respec-
tivamente. Seja T, : A(V) — B(U) um operador de composi¢cao usual induzido pela apli-
cacdo g : U — V. Se g(U) é relativamente compacto em (V,o(E, E’)) e a aplicacdo 0y :
(V,o(E,E")) = (61(V), (A", A”)) é continua, entdo T, é fracamente compacto.

Demonstracao: Suponhamos que g(U) C (V,o(E, E')) é relativamente compacto e a aplicacao
6 : (V,o(E,E")) = (01(V),0(A’, A”)) é continua. Assim, 6;(g(U)) = g(02(U)) é relativamente

compacto em (61(V), o (A, A”)) e portanto, pelo Teorema 2.25, T, é fracamente compacto. [
Teorema 2.29. Seja A uma uB-élgebra. Sao equivalentes:
(1) A topologia de Gelfand coincide com a topologia da norma em M 4;

(77) A transformacdo de Gelfand I' : A — Ac C(M4) é uma inclusdo compacta;
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(17i) Para cada uB-algebra B, todo homomorfismo unitario 7' : A — B é compacto;

(tv) A &lgebra A é um espaco de dimensdo finita.

Demonstragao:

(1) = (4i1) Seja T : A — B um homomorfismo unitario. Assim, pela Proposi¢ao 1.54, sabemos
que T'=T,, onde g : Mg — M4 ¢ continua na topologia de Gelfand. Como a topologia de
Gelfand coincide com a topologia da norma em M 4, temos que g : Mg — (M4, ||-||) é continua.
Sendo assim, segue do Teorema 2.18 que T' é compacto.

(73i) = (i) Suponhamos que todo homomorfismo 7' : A — B é compacto, onde B é uma uB-
algebra qualquer. Em particular, temos que o operador identidade Id : A — A é compacto.
Denotemos por g,, : Ma — Ma a aplicagao continua tal que Id = Id, . Mas pode-se ver
facilmente que g,, : M4 — M4 é a aplicagao identidade. Desta forma, pelo Teorema 2.18
temos que a aplicagdo identidade g,, : M4 — (M, || - ||) € continua. Portanto a topologia da
norma coincide com a topologia de Gelfand em M 4.

(1) = (1ii) Sejam B uma uB-algebra, e T': A — B um homomorfismo unitéario. Seja (f,), C A
uma sequéncia limitada. Como I' : A — C(My) é compacta, temos que (f,), possui uma
subsequéncia, que denotamos por (fy, )i, que converge em C(My). Sendo assim, como B é

completo, basta mostrar que (7'(f,,))r ¢ uma sequéncia de Cauchy em B. Mas notemos que:
T (fri) = TCfa)llats = [ frn ©9 = fn; © 9llazs = Sup | fr(9(¥) = fn,; (9(¥))]
B

< sup i () = fo, () = [ = fosllary = O (k,j — o0)

e portanto, como (fy, )r é convergente em C(My), temos que (T'(f,,))r é de Cauchy e portanto
convergente em B.

(iii) = (i) Basta tomar T =T e B = A C C(My).

(i73) = (iv) De (ii1) segue que o operador identidade Id : A — A é compacto e portanto a bola
unitaria fechada B4 de A é compacta e dai temos que A é um espaco de dimensao de finita
(Veja [22], Pg. 33).

(iv) = (1) Se A é um espago de dimensao finita, entdo a topologia o(A’, A) coincide com a
topologia da norma em A’. Em particular, a topologia de Gelfand coincide com a topologia da

norma em M 4. [
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No Teorema 2.29, a equivaléncia (i) < (i) também pode ser encontrada em [2].

O Teorema 2.30 fornece um resultado andlogo ao da Proposicao 2.29 para homomorfismos

fracamente compactos:
Teorema 2.30. Seja A uma uB-algebra. Sao equivalentes:
(1) A topologia de Gelfand coincide com a topologia fraca em M 4;
(ii) A aplicagdo de Gelfand I' : A — A C C(M) é uma inclusdo fracamente compacta;
(131) Para cada uB-algebra B3, todo homomorfismo unitario 7" : A — B ¢é fracamente compacto;
(7v) A algebra A é um espaco reflexivo.

Demonstragao:

(1) = (4i1) Seja T : A — B um homomorfismo unitario. Assim, pela Proposi¢ao 1.54, sabemos
que T' = T,, onde g : Mg — My ¢é continua na topologia de Gelfand. Como a topologia
de Gelfand coincide com a topologia fraca em My, temos que g : Mg — (M, 0(A, A”)) é
continua. Sendo assim, segue do Teorema 2.26 que T' é fracamente compacto.

(73i) = (i) Suponhamos que todo homomorfismo 7' : A — B ¢é fracamente compacto, onde
B é uma uB-édlgebra qualquer. Em particular, temos que o operador identidade Id : A — A
¢ fracamente compacto. Seguindo o mesmo raciocinio de (¢) = (a) do Teorema 2.29, temos
que a aplicacao identidade g,, : M4 — (My4,0(A’, A”)) é continua. Portanto a topologia fraca
coincide com a topologia de Gelfand em M 4.

(iii) = (i) Basta tomar T =T e B= A C C(My).

(1) = (uii) Sejam B uma uB-algebra, e T': A — B um homomorfismo unitario. Seja (f,), C A
uma sequéncia limitada. Como I' : A — C(M 4) é uma inclusdo fracamente compacta temos que
(fn)n € um subconjunto fracamente relativamente compacto de C(M 4). Assim, pelo Teorema de
Eberlein-Smulian (Veja [22], pg. 248), temos que ( f,,),, possui uma subsequéncia, que denotamos
por (fu, )k, que converge fracamente em C(My4), ou seja, ¢(f,,) é convergente para cada ¢ €
(C(M4))'. Agora notemos que T,(f,,) também é fracamente convergente, pois dada ¢ € B’

temos que Y(Ty(fn,)) = (¥ o Ty)(fn,), onde o T, € A". Mas pelo Teorema de Hahn-Banach
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(Veja [22], pg. 75), podemos encontrar ¢ € (C(M,))' tal que p|4 = 9 o T,. Em particular,
temos que ©(fn,) = (¥ o Ty)(fn,) = V(Ty(fn,)) € convergente e portanto (T'(f,,))s C B é
fracamente convergente. Assim, utilizando novamente o Teorema de Eberlein-Smulian, temos
que Ty é fracamente compacto.

(17i) = (iv) De (iit) segue que o operador identidade Id : A — A é fracamente compacto e
portanto a bola unitaria fechada B4 de A é fracamente compacta e dai temos que A é reflexivo
(Veja [22], Pg. 245).

(iv) = (i) Se A é um espaco reflexivo, entao as topologias o(A’, A) e o(A’, A”) coincidem em

A’. Em particular, a topologia de Gelfand coincide com a topologia fraca em M 4. 0

2.2 Operadores de composicao entre Algebras de Fréchet
Uniformes em Conjuntos Arbitrarios

Nesta secao, seguiremos a mesma ideia da secao 2.1 para definirmos algebras de Fréchet
uniformes em conjuntos arbitrarios. Um dos nossos objetivos serd o de explorar as principais
propriedades destas algebras e estabelecer condi¢oes para que um operador de composicao 7 :
A(Y) — B(X) seja um operador de composicao usual. Estudaremos homomorfismos unitarios
compactos e pontualmente limitados entre ukF-algebras. Mostraremos que todo homomorfismo
unitario fracamente compacto ¢ pontualmente limitado e estabeleceremos condi¢oes necessarias

e suficientes para que um homomorfismo unitario seja pontualmente limitado.

Seja Y um conjunto qualquer e suponhamos que

Y=Y, (2.5)

neN
onde Y,, C Y, .1, para todo n € N.
Seja Dy(Y) o conjunto de todas as fungdes complexas definidas em Y que sao limitadas em

cada Y, ou seja,

Dy(Y)=A{f:Y — C;sup |f(y)] < oo,Vn € N}.

yEYn
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Usaremos o simbolo D,(Y'), mas observamos que este espa¢o depende da sequéncia (Y},)nen

dada em (2.5). Podemos definir em D,(Y") a topologia gerada pelas seminormas

pu(f) = sup [f(y)], Vf € Dy(Y)

YyEYn

Desta forma, temos que p,(f) < p,11(f), para toda f € Dy(Y).

Proposigao 2.31. Dy(Y) munida desta topologia é uma uF-algebra.
Demonstragao: Pode-se ver facilmente que D,(Y') é uma algebra sobre C, onde as operagoes

sao definidas pontualmente. Como a topologia de Dy(Y') é gerada pela familia de seminormas

pu(f) = sup [f(y)],

yeYy,
temos diretamente que D,(Y) é metrizéavel.
Seja agora (f,), uma sequéncia de Cauchy em D,(Y). Assim, dados k € N e € > 0, existe

N € N tal que
pe(fi — fj) = sup | fi(z) — f;(z)| <€, sei,j > N. (2.6)

Z‘GYk

Seja agora y € Y dado. Desta forma, y € Y, para algum n € N e por (2.6) temos que
(fn(y))n & uma sequéncia de Cauchy em C. Como C é completo, temos que esta sequéncia
converge, e denotamos

= 1li )
fly) = lim f,(y)
Vamos mostrar que f,, — f na topologia de D,(Y). Para isso, devemos mostrar que f,, — f

uniformemente sobre cada conjunto Y;. Mas, fazendo i — co em (2.6) temos que

sup [f(z) — fi(x)] <€ sei,j = N.
TEY},

Com isso, temos que f € D,(Y). Usando esta mesma desigualdade, provamos que a sequén-
cia (f,) converge para f em D,(Y'), e portanto D,(Y) é uma algebra de Fréchet.
Como p,(f) = sup |f(z)], temos que p,(f?) = pu(f)3,Vf € Dy(Y),Vn € N, ou seja, Dy(Y)

IGYn
¢ uma uF-algebra. O

Defini¢ao 2.32. Diremos que uma sub-algebra A de D,(Y') é uma dlgebra do tipo Ay(Y') se A
é uma subalgebra fechada de Dy (Y') (na topologia definida acima) que contém as constantes e

separa os pontos de Y. Tais algebras serdo denotadas por Ay(Y).

o4



Em particular, cada éalgebra do tipo A,(Y') é uma uF-algebra.

Exemplo 2.33. Cada algebra de Banach uniforme em Y dada pela Definicao 2.2 é obviamente

uma algebra do tipo A,(Y).

Exemplo 2.34. A uF-algebra C(X), onde X é um k—espago hemicompacto, dada no Exemplo
1.76 ¢ uma algebra do tipo A,(Y') para Y = X.

Exemplo 2.35. Sejam E um espago de Banach, U C E uma aberto. As uF-algebras abaixo

(apresentadas na Se¢ao 1.3) sdo exemplos de algebras do tipo A,(Y):
(a) Hox(E), para Y = L}
(b)  Hy(U), para Y = U;
(¢) Huwu(U), paraY =U;
(d) Hyu(U), para Y =Uj;

(e) Hq(U), paraY =U.

Nos resultados seguintes, consideramos sempre uF-algebras A = A,(Y) e B = By(X) como

definidas em 2.32, onde

M,y = | En, Mgy = JLn. Y=JYae X = X..

neN neN neN neN
Para simplificar a terminologia, diremos apenas que A,(Y) é uma ul-algebra.
Da mesma forma como fizemos na Secao 2.1, definimos em Y a topologia determinada pelas
fungoes de A, (Y), isto é, dadas uma rede (y,) em Y e y € Y, temos que y, — y se e somente

se f(ya) = f(y), para toda f € A,(Y).

Observacao 2.36. Definamos a aplicacdo 0 : Y — My, (v) dada por §,(f) = f(y), para todo
y €Y etoda f € A, (Y). Pode-se mostrar facimente que a aplicacdo § ¢ um homeomorfismo

sobre a sua imagem e iremos fazer, quando for conveniente, a identificacdo Y < §(Y).
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Definicao 2.37. Seja L um subconjunto de Y,,, para algum n € N. Definimos:

La={yeY;|fy)| < Sup [f(@).Vf € A(Y)},

—_—

0(L) 4 = {p € Mayory: |f ()| < sup |f(2)],Vf € Ay(Y)}.

zeL

—_

Notemos que L4 C O(L) 4.

A Proposicao 2.38 estabelece algumas propriedades dos conjuntos Y,:
Proposicao 2.38. Seja Ay(Y) uma ul-algebra. Entao:
(1) (Y, C Ky, Vn eN;

(17)  (Y,) é S-limitado em M 4;

oA A)

(1ii)  0(Yy) ¢ o(A’, A)-compacto;

—_

() §(Yp)a= K, ¥neN.

Demonstragao: Lembremos primeiramente que, por (1.4), temos

K, = Ma, ={p € Ma;|o(f)| <pulf),Vf € A} (2.7)

(i) Se y € Y, temos

|0y(/)] = [f ()| < sup |f(2)] = pu(f), VS € A,

z€Yn
e portanto, por (2.7) temos §, € K,, ou seja, 6(Y,,) C K, Vn € N.
(17) Segue de (i) e do Lema 1.97.
(77) Resulta de (i) e do fato de K,, C M4 ser o(A’, A)—compacto.

(iv) Consequéncia imediata de (2.7). O

Proposicao 2.39. Seja A,(Y') uma uF-algebra com Y conexo. Entao M 4,(y) também é conexo.
Demonstracao: Suponhamos que existem dois subconjuntos disjuntos O; e O,, abertos e

fechados em M 4,y e tais que My, vy = Oy U Os.
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Como a aplicacao ¢ : Y — My, (v) é continua, podemos supor, sem perda de generalidade
que §(Y) C Oy. Em particular temos que §(Y;) C Oq, para todo n € N.
Pelo Teorema 1.73 (Shilov), existe f, € A,(Y) tal que

. 1, se v € Os,
folp) =
0, se p & Os.

—

Mas desta forma temos que ‘@A N O, =0, Vn € N. De fato, tomando ¢ € 0(Y,) , N O,

temos

L=p(f,)l < sup |£,(y)] < sup |f()] =0,

YyeY, e,

—

o que é um absurdo! Desta forma, lembrando que K, = §(Y;) , (Proposicao 2.38) concluimos

que

—

KnﬂOQZ(S(Yn)AﬂOg:@,VnGN

Sendo assim, temos

MA:UKn:U(s/O?n)A

neN neN

e portanto M4 N Oy =0 e Oy = (). Assim, mostramos que M4 é conexo. O
Seguindo as mesmas ideias do Exemplo 2.11, temos os seguintes exemplos:
Exemplo 2.40. Mc¢(x) é conexo se X é conexo, onde C(X) é a uF-algebra do Exemplo 1.76.

Exemplo 2.41. Sejam £ um espago de Banach e U um aberto conexo de E. Entao My, , k),

Ho(U), Huw(U), Houo(U) € Ha(U) séo conexos.

Denotemos por 01 : Y — My, vy e 02 : X — Mp,(x) as aplicagoes avaliagao.
Agora notemos que se g : X — Y é continua e tal que fog € B,(X), sempre que f € A,(Y),
temos que ¢ induz um homomorfismo unitario continuo
T, « AY) — By(X)
[ fog

Por outro lado, do operador T, obtemos o operador adjunto espectral g : Mg, (x) — Ma,(v)-
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Definigao 2.42. Sejam A,(Y) e By(X) uF-édlgebras e T : A,(Y) — By(X) um homomorfismo
unitario. Diremos que T é um operador de composicao usual quando T é induzido por uma

aplicacao g : X — Y.

Observacao 2.43. Utilizando os mesmos argumentos da Proposicao 2.12 e Observacao 2.13,
podemos mostrar que se T, ¢ um operador de composigao usual, entao a relagao existente entre
g egédadapor g =6, 0god, e que um homomorfismo unitario qualquer T : Ay(Y) — By(X)

é um operador de composigao usual se e somente se g| : 02(X) — 61(Y) esta bem definida.

52 (X)

Podemos, portando, estabelecer o seguinte diagrama

X J Y (2.8)

y 5

Mg, (x) D 62(X) —§>51(Y) C M vy

Daqui em diante, em muitas demonstragoes, utilizaremos a Observacao 2.36 para identificar

Y < 61(Y) e X <5 62(X) e o diagrama 2.8 sera utilizado para denotar g simplesmente por g.

Proposigao 2.44. Seja A,(Y) uma uF-algebra . Sdo equivalentes:
(i) a aplicagdo avaliacdo § : Y — My, (y) é sobrejetiva;

(79) para cada homomorfismo unitario continuo 7" : A,(Y) — By(X), temos que da(x) o T €

01(Y), para cada uF-dlgebra B,(X) e para cada = € X;

(#4i) cada homomorfismo unitario continuo 7" : A,(Y') — By(X) é um operador de composi¢ao

usual, para cada uF-algebra By (X).
Demonstracao: A demonstracao segue as mesmas idéias da Proposicao 2.14. 0
Observacao 2.45. Sejam A,(Y) e B,(X) uF-algebras.

(i) Fazendo a identificacdo Y <+ 6,(Y), segue da Proposicao 2.44 que Y = My, (v) se, e so-
mente se, todo homomorfismo unitario 7" : A,(Y) — B,(X) é um operador de composigao

usual.
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(it) Se Ma,vy# Y, a Proposicao 2.44 permite afirmar que existe um homomorfismo unitario

continuo T : A,(Y) — A,(Y) que ndo ¢ um operador de composi¢ao usual.

Definicao 2.46. Dizemos que um subconjunto Z C Y é Y-limitado se existe n € N tal que

ZCY,.

Como no Exemplo 1.81, seja U um aberto em um espaco de Banach FE, e consideremos a

seguinte cobertura de U por abertos limitados:
U=JU.,
neN
onde

1
Un:{meU;HxH<n e dU(x)>2—n}.

A 4lgebra H,(U) é uma uF-algebra com a topologia gerada pelas seminormas

Pu(f) = sup [f(2)],
zelUy,
e portanto podemos expressar o espectro M3, vy como

My, ) = U K,,

neN

—

onde cada K, ¢ compacto em Ma e Ky, = (6(Un))y, ). Além disso, podemos escrever

pa(f) = sup |f(2)| = sup |f(x)].

$€Un xEKn

Definicao 2.47. Dizemos que Y é A-convezo (resp. d4-convezro) se para cada n € N dado,

—~

existe k(n) € N tal que (Y;,)4 C Y@ (resp. (@)A C 6(Yim)))-

Proposicao 2.48. O conjunto Y é §4-convexo se e somente se M4 = (YY) e Y é A-convexo.

Demonstracao: Suponhamos que Y é § 4—convexo. Entao

Ma=J K= 00a)ac J o) =),

neN neN neN

e como sempre vale §(Y) C M4, temos que M4 = 6(Y).
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Além disso, para cada n € N temos que existe k(n) € N tal que

—

(0(Yn)) 4 C 6(Yiim))-

Mas
0((Yn) 4) C (6(Yn)) 45

e portanto

—

6((Yn) 4) C0(Yi(m),

e temos que Y é A—convexo.

Reciprocamente, suponhamos que 6(Y) = M4 e Y é A-convexo. Notemos que

Assim, como Y é A-convexo, dado n € N, existe k(n) € N tal que

—

0((Yn) ) € 0(Yim))-

Desta forma,

—

oY) N (0(Yn)) 4 € (Vi)

e como §(Y) = My, temos

Man (3(Yn)) 4 C 6(Yim)

—

e lembrando que (6(Y},)) 4 C M4 temos

—

(6(Yn)) 4 C 6(Yim))

e portanto Y é § 4—convexo.

O

Proposicao 2.49. Sejam A = A,(Y) e B = B,(X) uF-algebras e T, : A, (Y) — By(X) um

homomorfismo unitario. Entao g(X,) C M4 é f—limitado, para cada n € N.

Demonstracao: Pela Proposigao 2.38(i7), temos que cada X,, é f—limitado em Mp. Agora

basta seguir as mesmas ideias da Proposicao 1.98.
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Definicao 2.50. Sejam A = A,(Y) e B = By(X) uF-algebras e T' : Ay(Y) — By(X) um
homomorfismo unitario. Dizemos que T" é pontualmente limitado em X se existe uma vizinhanca
de zero V' C A tal que o conjunto T'(V) C By(X) é pontualmente limitado, isto é, para cada
x € X, o conjunto T'(V)(z) ={T(f)(z) : f € V} é limitado em C.

Lembramos que D(X) é a uB-algebra de todas as func¢oes complexas definidas e limitadas
em X, com a norma
1]l = sup |f ()], Vf € D(X)
faS

(Veja Se¢ao 2.1). Em particular, temos que D(X) C By(X).

A demonstracao da Proposicao 2.51 abaixo segue as mesmas idéias da Proposicao 2.1 de
[12].
Proposigao 2.51. Sejam A = A,(Y) e B = By(X) uF-algebras e T' : A,(Y) — By(X) um
homomorfismo pontualmente limitado em X. Entao T(A) C D(X) e T é continuo.
Demonstracao: Seja V uma vizinhanga de zero em A,(Y) tal que T(V) é pontualmente
limitado em X. Podemos supor sem perda de generalidade que V -V C V e portanto V" C
V,Vn € N. Seja agora f € V. Assim, temos que (f), C V e {T(f™)} = {T(f)"} é um

conjunto pontualmente limitado, ou seja, dado x € X, existe c, > 0 tal que
()" (@) = [T(f)(@)]" < e, VREN, Vf €V,

e portanto

IT(f)(x)] < (cx)%h — 1, quando n — oc.

Assim,

IT(f)(z)| <1,Vz e X,VfeV

e, em particular, temos que

sup [T(f)(z)] <1, Vf e V.

zeX
Portanto T'(f) € D(X), para toda f € V. Mas como V é um conjunto absorvente, dado

h € Ay(Y), existe 6 > 0 tal que 0 - h € V' e portanto

sup [T'(0 - h)(x)| = dsup [T'(h)(z)] < 1,

zeX reX
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ou seja,

sup [T'(h)(x)] <

zeX

e temos que T'(h) € D(X), para todo h € A,(Y). Além disso, considerando 7" : A,(Y) —

?

SO

D(X) temos que T é continuo, visto que ||[T'(f)|| <1, Vf e V. O

Corolario 2.52. Sejam A e B uF-algebras e T': A — B um homomorfismo pontualmente
limitado. Entdo T'(A) C D, onde D é uma uB-algebra que é sub-algebra de B e T' é continuo.
Demonstracao: Como A e B sio uF-algebras, temos que A = A,(Y) e B = B,(X), para
Y = M4 e X = Mg. Agora, o resultado segue da Proposicao 2.51. O

A demonstracao da Proposi¢ao 2.53 segue as mesmas ideias da Proposicao 2.3(b) de [12] .

Proposigao 2.53. Sejam A = A,(Y) e B = B,(X) uF-algebras. Um operador de composi¢ao
usual T, : Ay(Y) — By(X) é pontualmente limitado em X se e somente se existe ny € N tal
que g(X) C (Yno)A‘
Demonstracao: Suponhamos primeiramente que 7, é pontualmente limitado em X. Proce-
dendo como na Proposicao 2.51, podemos encontrar uma vizinhanca V' da origem tal que
sup [T(f) (@) = IT(H <1, ¥f eV A (2.9)
xe
Sem perda de generalidade, podemos assumir que

V=A{feApy(f) = sup |f(y)] <a},

YEYng

—

para algum 0 < a < 1 e algum ng € N. Mostraremos que g(X) C (Y,,) 4. De fato, suponhamos
por absurdo que existe x € X tal que
) ¢ Wl = 1w € V311 )| < swp 17,7 € A}
zEe nQ

Assim, existe f € A tal que
f(g(x))] > sup [f(2)],

ZGYnO
e portanto existe b > 0 tal que

[f(9(x))| > b > sup |f(z)],

Ze}/:!LO
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e como h = % € A temos que existe h € A tal que

[h(g(x))| > 1> sup [h(z)],

ZGYnO

e portanto existe 0 < ¢ < 1 tal que

h(g(z))| > 1> c> sup |h(z)],
Ze}/n()
ou seja,

|h(g(z))] >1 e sup |h(z)| <c< 1. (2.10)

ZGYnO

Mas como 0 < ¢ < 1, temos que existe m € N tal que ¢™ < a, de onde temos

Png(h™) = sup |h™(2)] = (Sup Ih(Z)!> <" <a,
2€Yn, 2€Y¥n,
e portanto A € V.
Por outro lado, por (2.10) temos |T,(h™)(x)] = |h™(g(z))| > 1 e isto contradiz (2.9).
Portanto g(X) C (Y/,Z)A.

Reciprocamente, suponhamos que existe ng € N tal que g(X) C (Y;,) ,. Assim, considere-

mos o conjunto

V=A{f € Aipn(f) = sup [f(2)] <1}.

ZEMLO

Desta forma, V' é uma vizinhanca de zero em A. Além disso, dado f € V e x € X temos

To(F)(@)| = |f(g(x))| < sup [f(2)] = pny(f) <1,

ZGYnO

e portanto 7, é pontualmente limitado em X. [l

Corolario 2.54. Sejam A,(Y) e By(X) uF-algebras, onde Y é A—convexo. Um operador de
composigao usual Ty, : A,(Y) — By(X) é pontualmente limitado em X se e somente se existe
no € N tal que g(X) C Y,,.

Demonstracao: Segue diretamente da Definicao 2.47 e da Proposicao 2.53. U

Estamos interessados em obter condicoes sob as quais um homomorfismo unitario 7' :

Ap(Y) — By(X) seja um operador de composi¢ao usual.

A Proposigao 2.55 abaixo generaliza a Proposicao 3.1.1 de |27].
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Proposigao 2.55. Um homomorfismo unitario 7' : A(Y) — B(X) é um operador de com-
posicao usual se, e somente se, para cada n € N, podemos encontrar k(n) € N tal que
9(X,) C (m)A, onde g denota o adjunto espectral de T

Demonstracao: (=) Da Proposicao 2.38(iii), temos que X,, é relativamente compacto em
Mg e g: Mg — M4 é continua, e portanto g(X,,) é relativamente compacto em M 4. Assim,
como (K, )en € uma sequéncia fundamental de compactos para My, existe k(n) € N tal que

9(Xy) C Ky e pela Proposicao 2.38(iv) temos que g(X,) C (Yim))a-

(<) Seja z € X. Como

X =Jx.,
neN

existe n € N tal que x € X, e portanto g(x) € (Yym))a C Y, ou seja, g(X) C Y e, consequen-

temente, 7" é um operador de composicao usual. O

Corolario 2.56. Sejam A = A,(Y) e B = By(X) uF-algebras, T : A,(Y) — By(X) um
homomorfismo unitario, onde ¥ é A—convexo e g = T"|p,. Entdo T' é um operador de com-
posicdo usual se, e somente se, para cada n € N, existe k(n) € N tal que g(X,) C Yiw).
Demonstragao: Como Y é A—convexo, basta notar que, dado k(n) € N, existe ny, € N tal
que mA C (Ynk0)7 e aplicar a Proposicao 2.55. O

No Teorema 2.70 apresentamos um resultado parcial sobre a compacidade do homomorfismo

unitario T : A — B, onde A e B sao uF-algebras, em termos do adjunto espectral g : Mg — M 4.

Lema 2.57. Se A ¢ uma F-algebra, entao as topologias 7 e 7, coincidem em A'.
Demonstracao: Basta notar que, se A é um espaco localmente convexo completo, entao a

envoltoria absolutamente convexa de um compacto K C A’ é compacta (Veja [18], pg. 235).00

A demonstragao do Teorema 2.58 abaixo foi baseada na demonstracao da Proposicao 1 de

[16], pg. 282.

Teorema 2.58. ([16], pg. 282 ou [17], pg. 193) Sejam A e B F-élgebrase T : A — B um
homomorfismo continuo. Se T é compacto entao o seu operador adjunto 7" : (B, 79) — (A', 7,)

também é compacto.
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Demonstracao: Seja V' C A uma vizinhanca absolutamente convexa da origem tal que
K = T(V) C B é relativamente compacto. Sejam K° e V° os conjuntos polares de K e
V', respectivamente.

Como T'(V) C K, temos que T'(K°) C V°. Ora, K° é uma vizinhanga de zero em B. e
portanto K° ¢ uma vizinhanca de zero em (B',7,) (Lema 2.57). Como V' é uma vizinhanca de
zero em A, temos que V° & um subconjunto equicontinuo de A’ (Veja [18], pg. 200, Proposicao
6), e portanto o(A’, A)-relativamente compacto (Veja [18], pg. 201, Teorema 1), e assim, 7,-
relativamente compacto por razoes de equicontinuidade (Veja [18], pg. 237, Lema 1). Portanto,

o homomorfismo 7" : (B',79) — (A, 7,) também ¢é compacto. O

Proposicao 2.59. Sejam A e B uF-dlgebras, T, : A — B um operador de composi¢ao
compacto e suponha que L C Mg é limitado em (B',7,). Entao g(L) é 7,- relativamente
compacto em Mp.

Demonstracao: Como 7, : A — B ¢ um operador compacto, seja V' uma vizinhanca
absolutamente convexa da origem em A tal que T,(V) = K é relativamente compacto em
B. Pelo Teorema 2.58, temos que o operador adjunto T, : (B',7,) — (A,7,), também é
compacto. Além disso, na demonstracao do Teorema 2.58 vimos que K° é uma vizinhanca de

zero em (B',7,) tal que T)(K°) C V°, e V° é 7,-relativamente compacto em A".

Por outro lado, como L é 7,-limitado, temos que existe A > 0 tal que L C \- K° e portanto

g(L) = Ty(L) C Ty(A- K°) = A~ Tg(K°),

e temos
TO —OTO
T/(L)" CA-TH(K°)
e como Tg’(KO)TO ¢ compacto, temos que g(L)° N Mg é 7,-compacto em Mg. O

Definicao 2.60. Sejam A e B uF-algebras. Um homomorfismo unitario 7' : A — B é pon-
tualmente limitado se se existe uma vizinhanga de zero V C A tal que T(V) C B C C(Mp), é

pontualmente limitada, isto ¢, para cada ¢ € Mg, o conjunto

—

e(T(V) ={T(f)(p): feV}
¢é limitado em C.
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Naturalmente, cada operador de composi¢do usual T, : Ay(Y) — B,(X) pontualmente

limitado é pontualmente limitado em X (Veja Defini¢ao 2.50).

Proposigao 2.61. Sejam A uma uB-algebra, B uma uF-dlgebra e T': A — B um homomor-
fismo unitario. Entao T' é pontualmente limitado.

Demonstragao: Seja V' uma vizinhanca do zero em A. Como (A, || - ||) ¢ uma uB-algebra,
podemos supor sem perda de generalidade, que existe ¢ > 0 tal que ||f|| < ¢, para todo f € V.

Além disso, segue do Teorema 1.32 que [[)|| , = 1, para todo 1) € M4. Sendo assim,

(T = 1F(g@)] = lg(@) (N < llg(@)Il - IIfIl < ¢, Vo € Mg, Vf € V.
Portanto, T = T, é pontualmente limitado. O

Proposigao 2.62. Sejam A e B duas uF-algebras e T : A — B um operador linear continuo.
Se T é fracamente compacto entao 1' é pontualmente limitado.

Demonstracao: Suponhamos que 7' : A — B é fracamente compacto, e seja V uma vizinhanca
de zero tal que T'(V') é fracamente relativamente compacto em B. Desta forma, 7'(V') é limitado
em (B,0(B,B')), ou seja, p(T'(V)) é limitado em C, para cada ¢ € B’. Em particular, tomando
© € Mp temos que p(T'(V)) é limitado em C, ou seja, T' (V') é pontualmente limitado, e portanto

T é um operador pontualmente limitado. O

Corolario 2.63. Sejam A e B duas uF-algebras e T': A — B um operador linear continuo. Se

T é compacto entao T' é pontualmente limitado.

O Teorema 2.64 estabelece condigoes necessarias e suficientes para que um homomorfismo

unitario entre ukF-algebras seja pontualmente limitado:

Teorema 2.64. Sejam A e B uF-algebras e T': A — B um operador de composicao. Entao
T é pontualmente limitado se e somente se g(Mpg) é relativamente compacto em My, onde g
denota o adjunto espectral de T
Demonstracao: Suponhamos primeiramente que T : A — B é pontualmente limitado. Entao,
pelo Corolario 2.52 temos que 1" é continuo e portanto g : Mg — M 4 é continua.

Além disso, também pelo Corolario 2.52, temos que existe uma uB-algebra D, sub-algebra

de B, tal que T : A — D. Como D C B e esta inclusao é continua, temos que Mg C Mp.
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Seja g, : Mp — M4 dada por g,(¢) = poT, Yo € Mp. E claro que g, estd bem definida, é
continua (topologia de Gelfand), g,,,, =ge T =T, .

Como D é uma uB-algebra, temos que Mp é compacto (Veja Teorema 1.32), e portanto
g,(Mp) é compacto em My, ou seja, existe K, tal que g(Mp) C K,. Agora notemos que
Mp C Mp e portanto g,(Mg) C g,(Mp), ou seja, g,(Mg) = g(Mg) C K,, e portanto g(Mg) é
relativamente compacto em M 4.

Reciprocamente, suponhamos que g(Mp) é relativamente compacto em M 4. Assim, existe
n, € N tal que g(Mp) C K, .

Seja

V ={f €A p(f) <1},
onde

Pno(f) = sup |f(z)], Vf € A

TzE€Kn
Assim, V' é uma vizinhanga de zero em A. Agora notemos que T'(V') é pontualmente limitado,

pois dados f € V e ¢ € Mg, temos que g(p) € K, e portanto

— ~

TP = I(feg)p)l = lg(p) ()] < sup [f @)l = pn, (f) < 1.
Assim, |7{(?)(g0)\ <1,VYp € My, Vf €V, e portanto T(V) é pontualmente limitado. O

Corolario 2.65. Sejam A e B uF-algebras e seja T, : A — B um operador de composi¢ao tal
que f(g(Mg)) é limitado em C, para cada f € A. Entdo T, é pontualmente limitado.
Demonstracao: Suponhamos que g : Mg — M4 é tal que f(g(MB)) é limitado em C, para
cada f € A. Sendo assim, temos que g(Mp) é equicontinuo (Veja |18], pg. 212, Proposigao 2)
e portanto o(A’, A)-relativamente compacto em (A, o(A’, A)) (Veja [18], pg.201, Teorema 1).
Desta forma,

— (ALA
9(Mp) C My

é o(A', A)-compacto em M4 e portanto existe ng € N tal que

(A, A)
9(Mp) C g(Mg) C K,

0

67



e portanto, g(Mp) é relativamente compacto em My e pelo Teorema 2.64 temos que T, é

pontualmente limitado. O
A Proposigao 2.66 abaixo generaliza em parte a Proposigao 2.12 de [12].

Proposigao 2.66. Sejam A e B uF-algebras e T, : A — B um operador de composi¢ao com-
pacto. Se N C Mg é um conjunto S-limitado em Mg entao g(N) é fS-relativamente compacto
em M 4.

Demonstragao: Como T, : A — B & compacto, temos que T} : (B, 3) — (A’, ) também
é compacto ([16], pg. 258 ou [17], pg. 193). Sejam V uma vizinhanca de zero em (B, 3) tal
que T; (V) = L é p-relativamente compacto em (A’, ) e N C Mg um subconjunto S-limitado.
Desta forma, existe A > 0 tal que N C A-V e portanto T;(N) C T,(A-V) = A L. Assim

g(N)ﬂ = Té(N)ﬂ C XL =)L e temos que g(N) é [-relativamente compacto. Portanto

g(N)ﬁ N M4 é [-relativamente compacto em M 4. O

Corolario 2.67. Seja A e B uF-algebras e T, : A — B um operador de composi¢ao compacto.
Se Mg é um conjunto S-limitado entdao g(Mpg) ¢ S-relativamente compacto em M 4.

Demonstracao: Basta tomar N = My na Proposicao 2.66. 0

Corolario 2.68. Sejam A uma uma ul-algebra, B uma uB-algebra e T, : A — B um operador
de composigao compacto. Entao g(Mp) é relativamente compacto em (Mg, 5).

Demonstracao: Basta notar que, pelo Teorema 1.32(i7), temos que Mg é limitado em (B, ||-||)
e portanto S—limitado. Assim, pela Proposi¢ao 2.66 temos que g(Mp) é relativamente compacto

€1 (MA,B) O

Corolario 2.69. Sejam A = A,(Y) e B = By(X) ulF-algebras, T : A,(Y) — By(X) um
homomorfismo unitario compacto e g : Mg — M4 o adjunto espectral de T. Entao g(X,) é
[—relativamente compacto em M 4, para cada n € N.

Demonstragao: Lembremos que, pelo Lema 2.38(i7), temos que X,, é f—limitado, para todo

n € N. Sendo assim, a Proposi¢ao 2.66 garante que g(X,) é S—relativamente compacto em

M. O
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Teorema 2.70. Sejam A e B uF-dlgebras com espectros M4 = U K, e Mg = U L,, respec-

neN neN
tivamente, 7' : A — B um homomorfismo unitario e g = 7"|5s,. Consideremos as seguintes

afirmacoes:

(1) T é um operador compacto;
(17)  g(Ly) é relativamente compacto em (M4, 7,), para todo n € N;
(7it)  glr, : Ln — (Ma,7,) é continua, para todo n € N.

Entéo (i) = (ii) < (iii).

Demonstracao: (i) = (i7) Seja n € N dado. Como T, : A — B é um operador compacto,
seja V uma vizinhanga de zero em A tal que T,(V') = L, é relativamente compacto em B. Pelo
Teorema 2.58, temos que o operador adjunto 7, : (B',7,) — (A’,7,), também é compacto.
Além disso, na demonstragao do Teorema 2.58 vimos que L° é uma vizinhanca de zero em
(B',7,) tal que T,(L°) C V° e V° & 7 -relativamente compacto em (A’ 7,).

Por outro lado, pelo Lema 1.97, temos que L,, ¢ um subconjunto g-limitado de (Mg, ),
para cada n € N. Como 7, < 3, temos que L,, ¢ um subconjunto 7,-limitado de (Mg, 7,), para
cada n € N. Assim, existe A > 0 tal que L, C A+ L°, e portanto g(L,) = T,(L,) C Ty(\-L°) =
A-T}(L°) e temos WTO C A-Wa e como WTO ¢ 7,-compacto, temos que g(Ly,) *NM4
é compacto em (My,7,) e portanto g(L,) é relativamente compacto em (My,7,), para todo
n € N.

(17) = (i1i) Seja n € N dado e suponhamos que g(L,) é relativamente compacto em (My,7,).

Desta forma, a aplicacio identidade Id : (¢(Ly) °,7,) — (9(Ln)"°, (A", A)) é um homeo-

morfismo. Além disso, as seguintes aplicacoes sao continuas:

9le. = Ln — (9(Ln),o(A', A)) i (g(ln) ") — (M)

¢ — g() © — @

Portanto g|z, =40 (Id)"*og|p, : L, — (My,,) é continua.
(i1) = (i) Como L, C (Mp,o(B',B)) é compacto e g|r, : L, — (Ma,7,) ¢ continua, segue

diretamente que g(L,) é compacto, e portanto relativamente compacto, em (M4, 7,). O
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Conclusao e Questoes Abertas

Neste trabalho, focamos questdes relacionadas a operadores de composicdo entre Algebras
de Banach Uniformes (uB-algebras) e Algebras de Fréchet Uniformes (uF-algebras). Procura-
mos estabelecer propriedades do operador de composicao T, em termos da aplicacao g que
induz tal operador. Primeiramente, no Capitulo 1, abordamos algebras de Banach uniformes
e 4lgebras de Fréchet uniformes. Introduzimos neste capitulo definicdes e propriedades basicas
dos operadores de composicao entre estas algebras. No Capitulo 2 definimos algebras uniformes
em conjuntos arbitrarios e estudamos operadores de composicao entre estas algebras.

No capitulo 2, trabalhamos com operadores de composicao entre algebras de Banach
uniformes abstratas e, como consequéncia, estabelecemos coroldrios para algebras de Banach
classicas de fungoes holomorfas, como por exemplo, a algebra H>°(U), onde U é um aberto de
um espaco de Banach FE.

Inspirados em [7|, definimos algebras de Banach uniformes definidas em um conjunto
arbitrario Y, que denotamos por A(Y’). Na Proposi¢ao 2.10, mostramos que 6(Y") é conexo se e
somente se M 4(yy é conexo, generalizando o Exemplo 11 de [9], onde o resultado é provado para a
uB-algebra H>°(Bg). Na Proposi¢ao 2.14, demonstramos que a aplicagdo avaliacdo d : Y — My
¢ sobrejetiva se e somente se cada homomorfismo unitario (continuo) 7' : A(Y) — B(X) é um
operador de composi¢ao usual, para cada uB-algebra B(X).

Ainda neste capitulo, estabelecemos condi¢oes necessarias e suficientes para compacidade
(Teorema 2.19) e compacidade fraca (Teorema 2.25) para operadores de composi¢ao usuais entre
uB-algebras, em termos do adjunto espectral g do homomorfismo unitario 7. No Teorema 2.19,
provamos que os itens: (i) T : A(Y) — B(X) € compacto; (ii) g(X) € relativamente compacto

em (Y,||-]) e (i) gl : X — (Y, || -||) € continua; sdo equivalentes. No mesmo sentido, no
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Teorema 2.25 provamos que sdo equivalentes: (i) T' € fracamente compacto; (ii) A aplica¢ao
7:X = (Y,0(A', A")) € continua; e (iii) g(X) € relativamente compacto em (Y ,a(A’, A")).

Como consequéncia do Teorema 2.19 temos o Corolario 2.23, onde provamos que se
(E,|| - ||z) é um espago de Banach, U C E & um aberto limitado e T, : H>*(U) — H>®(U) é
um operador de composicao usual induzido pela aplicacao g : U — U, entao T, é compacto
se e somente se g(U) é relativamente compacto em (U, || - ||;). O Corolario 2.23 generaliza a
Proposigao 3 de [1], onde o resultado é provado, em parte, para a uB-dlgebra H*(Bg). Neste
contexto, deixamos em aberto para estudos posteriores um resultado analogo ao do Corolério
2.23 para operadores de composicao fracamente compactos.

Também neste capitulo, abordamos uF-algebras definidas em um conjunto arbitrario
Y, que denotamos por A,(Y). Seguindo as mesmas idéias da Proposigdo 2.14, a Proposicdo
2.44 afirma que a aplicagao avaliacao 0 : Y — My, vy é sobrejetiva se e somente se cada
homomorfismo unitario continuo 7" : A,(Y) — B,(X) é um operador de composicao usual, para
cada uF-algebra By(X).

Neste capitulo, trabalhamos com operadores de composi¢ao usuais pontualmente limita-
dos. A Proposicao 2.51 mostra que se 17" : Ay(Y) — By(X) um homomorfismo pontualmente
limitado em X, entdo T(A) C D(X) e T é continuo, onde D(X) é a uB-algebra das fungoes
complexas definidas e limitadas em X. A Proposicao 2.51 generaliza em parte a Proposicao 2.1
de [12] onde o resultado é provado para o caso H,(U).

A Proposicao 2.55 afirma que se 7' : A,(Y) — By(X) um homomorfismo unitario, entao
T =T, ¢ um operador de composi¢ido usual se, e somente se, para cada n € N, existe k(n) € N
tal que g(X,) C mA. A Proposi¢ao 2.55 generaliza a Proposigao 3.1.1 de [27], onde o
resultado é provado para a algebra H,(U), onde U é um aberto de um espago de Banach.

Na Proposicao 2.66, provamos que se T, : A — B é um operador de composicao
compacto e N C Mg é um conjunto -limitado em Mg, entdo g(INV) é S-relativamente compacto
em M 4. Esta proposigao generaliza em parte a Proposi¢ao 2.12 de [12], onde é considerado o
caso em que A = H,(U) e B =H,(0).

No Teorema 2.70, estabelecemos, em parte, um andlogo do Teorema 2.29 para uF-

algebras. Provamos que, para 1" =T, : A — B um homomorfismo unitario entre uF-algebras,
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vale que (4i) e (4i7) sdo equivalentes, e que (7) implica (i¢), onde (2) T, é um operador compacto;
(17) g(Ly,) é relativamente compacto em (M4, 7,), para todo n € N; e (4i1) g|r, : L, — (Mg, ,)
¢ continua, para todo n € N.

No Capitulo 2, deixamos algumas questoes em aberto para estudos futuros, como por
exemplo, investigar a existéncia de resultados analogos aos Teoremas 2.19 e 2.25 para operadores
de composicao compactos ou fracamente compactos entre ukF-élgebras.

Durante a elaboracao da Tese, estudamos também Partes de Gleason e Conjuntos Hiper-
bilicamente Limitados (Veja [8] e [9]), e suas relagdes com operadores compactos e fracamente
compactos para uB-algebras e uF-algebras, mas nao obtivemos resultados expressivos. Porém,

temos interesse de continuar estudando este assunto no futuro.
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de algebras, 8
uB-algebra, 12
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