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Prefacio

O programa de Matematica da primeira série do Ensino Médio tem
como tema central as fun¢es reais de uma variavel real, estudadas sob o
ponto de vista elementar, isto €, sem o uso do Calculo Infinitesimal. Como
preliminar a esse estudo e preparagéo para as séries subsequentes, sio apre-
sentadas nogdes sobre conjuntos, a ideia geral de fun¢fio e as diferentes
categorias de nlimeros (naturais, inteiros, racionais e, principalmente, re-
ais).

O presente livro cobre esse programa. Ele contem a matéria lecionada
no primeiro dos trés médulos do curso de aperfeigoamento para professo-
res de Matemdtica, iniciado no segundo semestre de 1996, no IMPA, tendo
como instrutores os professores A.C.0. Morgado, E. Wagner, Paulo Cézar
Carvalho e o autor. A estes caros amigo$ e competentes colaboradores devo
uma revisfo critica do manuscrito, a sugestéo de alguns exemplos interes-
santes e a incluso de numerosos exercicios. Por essa valiosa participagio,
registro meus agradecimentos.

O professor de Matemadtica, principalmente aquele que atua no cha-
mado Segundo Grau, no escasso tempo que lhe resta da faina diaria para
preparar suas aulas, conta praticamente com uma Unica fonte de referéncia:
o livro-texto que adota (ou os outros, que dele pouco diferem).

Visando dar ao professor maior apoio bibliogréifico, a Sociedade Bra-
sileira de Matematica, com a colaboragio do IMPA, vem publicando na
sua “Colegdo do Professor de Matemética™ uma série de monografias, cada



uma delas dedicada a um topico especifico, principalmente a nivel do En-
sino Médio. A presente publicagdo, que pretende ser o primeiro livro de
uma trilogia, tem a mesma finalidade. S6 que agora, em vez de expor o
programa de Matematica do segundo grau sob forma de temas isolados,
estaremos dividindo os assuntos por série.

Em todo este livro, procuramos deixar claro que a Matematica oferece
uma variedade de conceitos abstratos que servem de modelos para situagio
concretas, permitindo assim analisar, prever e tirar conclusdes de forma

eficaz em circunsténcias onde uma abordagem empirica muitas vezes nfio -

conduz a nada. Todos os temas aqui abordados sio apresentados dentro
dessa otica.

Assim ¢ que os conjuntos s#o o0 modelo matemdtico para a organiza-
¢do do pensamento logico; os nimeros sdo o modelo para as operagdes de
contagem e medida; as fungdes afins, as quadraticas, as exponenciais, as lo-
garitmicas e as trigonométricas, cada uma delas € estudada como o modelo

- matematico adequado para representar uma situagio especifica.

A fim de saber qual o tipo de fung#io que deve ser empregado para re-
solver um determinado problema, é necessario comparar as caracteristicas
desse problema com as propriedades tipicas da fungfo que se tem em mente.
Este processo requer que se conhegam os teoremas de caracterizagdo para
cada tipo de fung@io. Sem tal conhecimento ¢ impossivel aplicar satisfato-
riamente os conceitos e métodos matematicos para resolver os problemas
concretos que ocorrem, tanto no dia-a~-dia como nas aplica¢des da Matema-
tica as outras ciéncias ¢ a tecnologia.

Varios desses teoremas de caracterizagio sdo expostos aqui, de forma
elementar. Acho que todos os professores devem conhecé-los e ensinar
seus alunos a usa-los de forma consciente. Quanto is demonstragdes desses
teoremas, embora acessiveis, elas foram incluidas aqui para o entendimento
dos professores. Néo considero essencial repassa-las aos estudantes, salvo
em casos especiais, a critério de cada professor.

O importante ¢ ter em mente que as aplicagdes aqui sugeridas desper-
tam o interesse, justificam o esforgo, exibem a eficiéncia e a utilidade dos

.

X

métodos da Matematica mas, por outro lado, s6 podem ser levadas a bom
termo se contarem com uma base conceitual adequada.

Em preparacfo 4 segunda edi¢fio (1997) corrigimos alguns erros tipo-
graficos, foi feita também uma pequena modificago no final do Capitulo 8,
a incluséo de dois novos exercicios no Capitulo 6 e eliminagfio de uma as-
neira que escrevi e que o Gugu me apontou.

Em preparagéio 4 terceira edi¢@io (1998) a se¢fio 7 do Capitulo 6 f01 rees-
crita. Quero agradecer a Artur Avila Cordeiro, por uma elegante sugestio
ali incorporada. Agradego também a Jonas Gomes pela imagem da pagina
146. Agradecimentos sfo devidos também a Maria Laura Magalhdes Go-
mes por ter usado o texto num curso e ter feito uma cuidadosa reviséo do
mesmo.

Para a quinta edigfio (2000) foram feitas algumas modificagdes de pe-
quena monta, visando maior clareza e corre¢io. Agradego aos diversos co-
legas que me apontaram os defeitos, em particular ao Prof. Antonio Paiva,
que fez uma reviséio sistematica do texto.

Em preparagfo a nona e décima edigdes (2012), por motivos técnicos,
o texto foi inteiramente redigitado, o que causou mudang¢as na numeragéo
das segdes e das figuras. Além disso, foram feitos pequenos acréscimos
visando esclarecer um pouco mais alguns pontos. Agradego aos alunos e
colegas que me sugeriram melhoras. Espero que o livro continue a receber
a aceitagfio que tem tido até agora. '

A publica¢fio deste livro contou com o apoio da FAPERJ, em convénio
com a CAPES, com a valiosa € sempre presente colaboragdo do IMPA e
com a proverbial expertise de Wilson Gées.

Rio de Janeiro, 12 de margo de 2012
Elon Lages Lima

Xi



1 | Conjuntos

1.1 A Nocio de Conjunto

Toda a Matematica atual é formulada na lingnagem de conjuntos. Por-
tanto, a nogio de conjunto ¢ a mais fundamental: a partir dela, todos os
conceitos matematicos podem ser expressos. Ela é também a mais simples
das ideias matemadticas.

Um conjunto ¢ formado por elementos. Dados um conjunto A e um
objeto qualquer a (que pode até mesmo ser outro conjunto), a pergunta
cabivel em relagfo a eles é: a € ou nfo um elemento do conjunto A? No
caso afirmativo, diz-se que a pertence ao conjunto A e escreve-se a € A.
Caso contrario, pde-se a ¢ A e diz-se que a ndo pertence ao conjunto A.

A Matematica se ocupa primordiahﬁente de numeros e do espago. Por-
tanto, os conjuntos mais frequentemente encontrados na Matematica so os
conjuntos numeéricos, as figuras geométricas (que séo conjuntos de pontos)
e os conjuntos que se derivam destes, como os conjuntos de fungdes, de
matrizes etc.

A linguagem dos conjuntos, hoje universalmente adotada na apresenta-
¢do da Matematica, ganhou esta posi¢fio porque permite dar aos conceitos
e as proposigdes desta ciéncia a preciséo e a generalidade que constituem
sua caracteristica bésica.

Os conjuntos substituem as “propriedades” e as “condi¢des”. Assim,
em vez de dizermos que “o objeto x goza da propriedade P” ou o “objeto
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y satisfaz a condi¢do C”, podemos escrever x € Aey € B,onde A éo
conjunto dos objetos que gozam da propriedade P ¢ B ¢ o conjunto dos
objetos que satisfazem a condigfo C.

Por exemplo, sejam P a propriedade de um ntimero inteiro x ser par
(isto é, divisivel por 2) e C a condi¢@o sobre o numero real y expressa por

y2=3y+2=0.
Por outro lado sejam
A={..,—4,-2,0,2,4,6,..} e B={1,2).

Entdo, tanto faz dizer que x goza da propriedade P e y satisfaz a con-
digo C como afirmarque x € Ae y € B.

Qual é, porém, a vantagem que se obtém quando se prefere dizer que x
€ Aey e B em vez de dizer que x goza da propriedade P ¢ y satisfaz a
condigéio C'?

A vantagem de se utilizar a linguagem e a notagéio de conjuntos é que en-
tre estes existe uma algebra, montada sobre as operagdes de reunido (AU B)
¢ intersegdo (A N B), além da relagfio de incluséio (A C B). As proprieda-
des e regras operatorias dessa algebra, como por exemplo

ANBUC)=(ANB)U(ANC) ¢ ACAUB,

'sd0 extremamente féceis de manipular e representam um enorme ganho em

simplicidade e exatiddo quando comparadas ao manuseio de propriedades
e condigdes.

Recomendacdes:

1. Evite dizer “teoria dos conjuntos”. Essa teoria existe mas, neste
nivel, estd-se apenas introduzindo a linguagem e a notagio dos conjuntos.
Nio ha teoria alguma aqui.

2. Resista 4 tentag@o de usar a expressio “x satisfaz a propriedade P”. Um
objeto pode gozar de uma propriedade, possuir uma propriedade, ou ter

i
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uma propriedade. Pode também satisfazer uma condi¢fo ou cumprir essa
condi¢do. Satisfazer uma propriedade € tdo errado como gozar de uma
condigfio. Propriedade ¢ sindnimo de atributo; condi¢io é 0 mesmo que
requisito.

3. Nunca escreva coisas como A = {conjunto dos numeros pares}. Isto
¢ incorreto. O simbolo {...} significa o conjunto cujos elementos estio
descritos no interior das chaves. Escreva A = conjunto dos nimeros pares,
A = {nimeros pares} ou A = {2n;n € Z}.

Existe um conjunto excepcional e intrigante: o conjunto vazio, desig-
nado pelo simbolo &. Ele € aceito como conjunto porque cumpre a utilis-
sima fungdo de simplificar as proposi¢des, evitando uma longa e tediosa
menco de excegdes. Qualquer propriedade contraditéria serve para defi-
nir o conjunto vazio. Por exemplo, tem-se & = {x; x # x}, ouseja, T é o
conjunto dos objetos x tais que x € diferente de si mesmo. Em muitas ques-
tdes matematicas ¢ importante saber que um determinado conjunto X ndo
¢ vazio. Para mostrar que X n#o € vazio, deve-se simplesmente encontrar
um objeto x tal que x € X.

Outros conjuntos curiosos sfio os conjuntos unitdrios. Dado um objeto
x qualquer, o conjunto unitario {x} tem como tinico elemento esse objeto
x. Estritamente falando, x-e {x} nfio s§o a mesma coisa. Por exemplo,
@ # {@} pois {@} possui um elemento (tem-se & € {@}) mas @ & vazio.
Em certas ocasibes, entretanto, pode tornar-se um pedantismo fazer essa
distingfio. Nesses casos, admite-se escrever x em vez de {x}. Um exemplo
disso ocorre quando se diz que a intersegéio de duas retas r e s € 0 ponto
P (em lugar do conjunto cujo tnico elemento é P) e escreve-se r Ns = P,
emvezder Ns = {P}. (Com experiéncia e bom senso, quem se ocupa da
Matematica percebe que a obediéncia estrita aos rigidos padrdes da notagio
e do rigor, quando praticada ao pé da letra, pode ser um obstéculo a clareza,
a elegincia e ao entendimento dos alunos.) '
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1.2 A Relacio de Inclusio

Sejam A e B conjuntos. Se todo elemento de A for também elemento
de B, diz-se que A ¢ um subconjunto de B, que A estd contido em B ou
que A ¢é parte de B. Para indicar este fato, usa-se a notagio 4 C B.

Exemplo: sejam T o conjunto dos tridngulos € P o conjunto dos poli-
gonos do plano. Todo tridngulo € um poligono, logo T C P.

A relagdo de A C B chama-se relagdo de inclusdo. Quando A ndo
¢ um subconjunto de B, escreve-se A ¢ B. Isto significa que nem todo
elemento de A pertence a B, ou seja, que existe pelo menos um objeto a tal
quea € Aca ¢ B. Por exemplo, sejam A o conjunto dos niimeros pares e
B o conjunto dos multiplos de 3. Tem-se A ¢ B porque2 € A mas 2 ¢ B.
Tem-se também B ¢ A pois 3 € Bmas 3 ¢ A.

Ha duas inclusGes extremas. A primeira € obvia: para todo conjunto A,
vale A C A (pois € claro que todo elemento de A pertence a A). A outra é,

- no minimo, curiosa: tem-se & C A, seja qual for o conjunto A. Com efeito,

se quiséssemos mostrar que & ¢ A, terfamos que obter um objeto x tal que
x € @mas x ¢ A. Como x € & ¢ impossivel, somos levados a concluir
que & C A, ou seja, que o conjunto vazio € subconjunto de qualquer outro.

Diz-se que A € um subconjunto préprio de B quando se tem A C B

comAF# DeAd#B.

A relacéio de inclusdo goza de trés propriedades fundamentais. Dados
quaisquer conjunto A, B e C tem-se:

reflexividade: A C A;

antisimetria. se AC Be B C Aentio A = B;

transitividade: se A C Be B C Centio A CC.

A propriedade antisimétrica é constantemente usada nos raciocinios ma-
tematicos. Quando se deseja mostrar que os conjuntos A e B sdo iguais,
prova-se que A C B e B C A, ou seja, que todo elemento de A pertence
a B e todo elemento de B pertence a A. Na realidade, a propriedade an-
tisimétrica da relagio de inclusdo contém, nela embutida, a condigio de
igualdade entre os conjuntos: os conjuntos A ¢ B sfo iguais se, e somente

1.2. A Relagdo de Inclusdo 5

se, tém os mesmos elementos.

Por sua vez, a propriedade transitiva da incluséo ¢ a base do raciocinio
dedutivo, sob a forma que classicamente se chama de silogismo. Um exem-
plo de silogismo (tipicamente aristotélico) € o seguinte: todo ser humano
¢ um animal, todo animal é mortal, logo todo ser humano é mortal. Na
linguagem de conjuntos, isso seria formulado assim: sejam H, A e M res-
pectivamente os conjuntos dos seres humanos, dos animais ¢ dos mortais.
Temos H CAe AC M,logo H C M.

Recomendacdes:

4. Se a é um elemento do conjunto A4, arelagio a € A pode também ser
escrita sob a forma {a}C A. Mas € incorreto escrevera C A e {a} € 4.
5. Em Geometria, uma reta, um plano e o espago sfo conjuntos. Seus
elementos sdo pontos. Se r € uma reta contida no plano I7, escreve-se
r C IT pois, neste caso, a reta r é um subconjunto do plano I7. Nio se
deve escrever r € IT nem dizer que a reta r pertence ao plano /7, pois os
elementos do conjunto I7 sfo pontos e nfo retas,

_A relagdo de inclusdo entre conjuntos estd estreitamente relacionada
com a implicagdo légica. Vejamos como. Sejam P e O propriedades re-
ferentes a um elemento genérico de um conjunto U. Essas propriedades
definem os conjuntos A, formado pelos elementos de U que gozam de P,
e B, conjunto formado pelos elementos de U que tém a propriedade Q.
Diz-se entdo que a propriedade P implica(ou acarreta) a propriedade Q, ¢
escreve-se P = Q, para significarque A C B

Por exemplo, seja U o conjunto dos quadrilateros convexos do plano.
Designemos com P a propriedade de um quadrildtero ter seus quatro dngu-
los retos e por Q a propriedade de um quadrilatero ter seus lados opostos
paralelos. Ento podemos escrever P = Q. Com efeito, neste caso, 4 € o
conjunto dos retdngulos e B ¢ o conjunto dos paralelogramos, logo A C B.

Vejamos outro exemplo. Podemos escrever a implicagio

Z4x—1=0=2x-2x+1=0.



6 1. Conjuntos

Ela significa que toda raiz da equagiio x? + x — 1 = 0 é também raiz
de

x3~2x4+1=0.

Haé diferentes maneiras de se ler a relagio P = (. Pode-se dizer
“P implica Q7, “se P entfio Q”, “P ¢ condico suficiente para Q”, “Q ¢
condi¢Zo necessaria para P ou “P somente se Q.

Assim, no primeiro exemplo acima, podemos dizer: “ser retdngulo
implica ser paralelogramo”, “se x € um retdngulo entdo x € um paralelo-
gramo”, “ser retdngulo € condi¢do suficiente para ser paralelogramo”, “ser
paralelogramo € condigiio necessaria para ser retangulo”, ou, finalmente,
“todo retdngulo é um paralelogramo”.

A implicagiio @ = P chama-se a reciproca de P = Q. Evidente-
mente, a reciproca de uma implicagfo verdadeira pode ser faisa. Nos dois
exemplos dados acima, as reciprocas sfo falsas: nem todo paralelogramo

é retdngulo e x = 1 € raiz da equagdo.
x}-2x+1=0

mas ndo da equagio
¥+x-1=0.

Quando sdo verdadeiras ambas as implicagdes P = Qe 0 = P,
escreve-se 0 < P e lé-se “P se, e somente se, 07, “P é equivalente a
¥ ou “P € necessaria e suficiente para Q7. Isto significa que o conjunto
dos elementos que gozam da propriedade P coincide com o conjunto dos
elementos que gozam de Q. _
Por exemplo, sejam P a propriedade de um tridngulo, cujos lados me-
dem x < y < z, serretdngulo e Q a propriedade de valer

22 =x*+)?

Entio P & Q.

1.2. A Relagdo de Inclusdo 7

Recomendacgdes:

6. Nunca escreva (ou diga) coisas do tipo

“s¢ x24+x—1=0 = x’-2x+1=0"

L]

O simbolo = n#o significa “entdo”, mas sim “implica”. Também é in-
correto empregar o simbolo = com o significado conclusivo da palavra
“portanto”. O simbolo adequado para esta palavra é ., e nfo =.

7. As defini¢des matemadticas consistem em atribuir nomes a objetos
que gozam de certas propriedades particularmente interessantes. Elas con-
tribuem para a clareza do discurso e a economia do pensamento. Por exem-
plo, um nimero natural n > 1 chama-se primo quando 1 e # sdo os Uinicos
numeros naturais que sfo seus divisores. Embora, estritamente falando,
nfo seja errado usar “se, e somente se,” numa defini¢do, trata-se de um
costume didaticamente inadequado pois d4 a impressdo de ser um teorema,
além de ocultar o fato de que se trata de simplesmente dar um nome a um
conceito. Por exemplo, se queremos definir paralelogramo devemos di-
zer assim: “chama-se paralelogramo a um quadrildtero no qual os lados
opostos sdo paralelos”. Alguns autores escrevem: “um quadrilatero é um
paralelogramo se, € somente se, os lados opostos sdo paralelos”, Isto ndo
tém cara de defini¢io.

Duas observagdes adicionais a respeito de proposi¢@es matematicas:

A primeira €é que em Matematica ﬁf&o ha afirmagdes absolutas ou pe-
remptorias. Todas as proposi¢des matematicas sfio do tipo “se P entdo Q.
(Esta afirmagéo peremptdria ndo pertence 4 Matematica. Ela € apenas sobre
Matemaética.)

Por exemplo, seja o Teorema de Pitdgoras. Ele parece uma verdade
absoluta mas na realidade é um afirmac¢fo condicional:

“Sea > b = ¢ sfo as medidas dos lados de um tridngulo retingulo
entéo a®> = b® + ¢2.”

Por isso as vezes se diz que a Matematica é a ciéncia das condicGes
necessdrias. Ou entfo se diz como Bertrand Russel: “Na Matematica nunca
sabemos do que estamos falando nem se ¢ verdade o que estamos dizendo”.
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A segunda observagdo diz a respeito s afirmagdes que sdo vacuamente
satisfeitas. Se um professor disser a sua classe que todos os alunos que tive-
rem 5 metros de altura passardo com nota 10 sem precisar prestar exames,
ele certamente estara falando a verdade, mesmo que corrija suas provas
com o maximo de rigor. Com efeito, sejam P a propriedade de um aluno
ter 5 metros de altura e O a de obter nota 10 sem prestar exames. Entfio
P = Q pois o conjunto definido pela propriedade P € vazio e o conjunto
vazio estd contido em qualquer outro. De um modo geral, a implicacgio
P = () € verdadeira (vacuamente) sempre que nio haja elementos com a
propriedade P. '

As vezes é mais natural dizer que um objeto cumpre uma certa condi-
¢do em lugar de afirmar que ele possui uma determinada propriedade. Por
exemplo, uma equagdio como x2 — x — 2 = 0 é mais apropriadamente vista
como uma condi¢fo a que deve satisfazer o nimero x do que uma propri-
edade desse nimero. (Estamos falando de “mais ou menos conveniente”,
nfo de “certo ou errado™.)

A proposito, a resolugdo de uma equagio € um caso tipico em que se tem
uma sequéncia de implicagdes logicas. Vejamos. Para resolver a equagiio

x2—x—-2=0

podemos seguir os passos abaixo;

(P) ...... xz—x_2=0;
(@ (x=2)(x+1) =0
(R) ...... x=20ux:_1;
(S)...... x e{2,-1}.

Se chamarmos respectivamente de P, @, R e S as condigdes impostas
sobre o niimero x em cada uma das linhas acima, os passos que acabamos
de seguir significam que

P=0Q0=>R=S,

isto €, se o nimero x satisfaz P entdo satisfaz Q e assim por diante. Por
transitividade, a conclusdo a tirar é P = S, ou seja:

1.2. A Relagdo de Inclusdo ‘ 9

Sex?—x—~2=_0entiox € {2, -1}

Estritamente falando, esta afirmagéo n#o significa que as raizes da equa-
¢io x* —x —2 = 0sfio 2 e —1. O que esta dito acima ¢é que se houver
raizes desta equagio elas devem pertencer ao conjunto {2, —1}. Acontece,
entretanto, que no presente caso, 0s passos acima podem ser revertidos. E
facil ver que valem as-implica¢Bes reciprocas § = R =Q= P, logo
S = P. Portanto P & §, ou seja, 2 e —1 sfio de fato as (Unicas) raizes
da equacfo

x> —x—-2=0.

E importante, quando se resolve uma equagfio, ter em mente que cada
passo do processo adotado representa uma implicag#io 1dgica. As vezes essa
implicagéio néo pode ser revertida (isto €, sua reciproca néio é verdadeira).
Nesses casos, o conjunto obtido no final apenas contém (mas ndo € igual a)
o conjunto das raizes, este ultimo podendo até mesmo ser vazio. [lustremos
esta possibilidade com um exemplo.

Seja a equagdo x2 + 1 = 0. Sabemos que ela nfio possui solugdes
reais. Na sequéncia abaixo, cada uma das letras P, O, R e¢ S representa
a condi¢fio sobre o nimero x expressa na igualdade ao lado. Assim, P
significa x2 + 1 = 0, etc.

(PYx2+1=0. (multiplicando por x? —1)

(@ xt—1=0;
(R)x* =1,
() x € {~1,1}

Evidentemente, tem-se P = 0 = R = S, logo P = §, ou sgja, toda
raiz real da equagfio x2 + 1 = 0 pertence ao conjunto {—1, 1}. O raciocinio
¢ absolutamente correto, mas apenas ilustra o fato de que o conjunto vazio
estd contido em qualquer outro. A concluséo que se pode tirar é que se hou-
ver raizes reais da equagfio x* 4 1 = 0 elas pertencerdo ao conjunto {-1,1}.
Nada mais. O fato é que a implicagio P = 0 n#o pode ser revertida: sua
reciproca ¢é falsa. Este fendmeno ocorre frequentemente quando se estu-
dam as chamadas “equacdes irracionais”, mas as vezes ele se manifesta de
forma sutil, provocando perplexidade. (Veja Exercicio 6.)
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Observacio:

Nio é raro que pessoas confundam “necessario” com “suficiente”. A.
C. M. notou que os alunos t€m mais facilidade de usar corretamente esta
ultima palavra do que a anterior, ja que “suficiente” ¢ sindnimo de “bas-
tante”, Talvez isso tenha a ver com o fato de que uma condigdo suficiente é

geralmente mais forte do que a concluso que se quer chegar. Por exemplo, -

para que um nimero seja par ¢ suficiente que seja multiplo de 4. (Ou basta
ser miltiplo de 4 para ser par.) Por outro lado, uma condi¢dio necesséria
é, em geral, mais fraca do que a concluséo desejada. Assim, por exemplo,
para que um quadrilatero convexo Q seja um retangulo € necessario que
seus lados opostos sejam paraleles, mas esta propriedade apenas néo asse-
gura que  tenha 4ngulos todos retos. E claro que um conjunto completo
de condigGes necessarias para que seja valida uma propriedade P constitui
uma condi¢io suficiente para P.

1.3 O Complementar de um Conjunto

A nogdo de complementar de um conjunto s6 faz pleno sentido quando

se fixa um conjunto U, chamado o universo do discurso, ou conjunto-
- universo. U poderia ser chamado o assunto da discusséo ou o tema em |

pauta: estaremos falando somente dos elementos de U.
Uma vez fixado U, todos os elementos a serem considerados pertence-
rdo a U e todos os conjuntos serdo subconjuntos de U, ou derivados destes.

Por exemplo na Geometria Plana, U/ é o plano. Na teoria aritmética da |

divisibilidade, U ¢ o conjunto dos niimeros inteiros.

Entéo, dado um conjunto A (isto €, um subconjunto de U'), chama-se
complementar de A ao conjunto A° formado pelos objetos de U que néo
pertencem a A. Lembramos que fixado o conjunto A, para cada elemento
x em U, vale uma, e somente uma, das alternativas: x € A,oux ¢ A.

O fato de que, para todo x € U, ndo existe uma outra op¢do além de
x € Aoux ¢ A é conhecido em Logica como o principio do terceiro

1.3. O Complementar de um Conjunto 11

excluido, e o fato de que as alternativas x € 4 e x ¢ A nido podem ser
verdadeiras a0 mesmo tempo chama-se o principio da ndo-contradigdo.

Seguem-se dos principios acima enunciados as seguintes regras opera-
térias referentes a0 complementar:

(1) Para todo conjunto A C U, tem-se (A€)° = A. (Todo conjunto é
complementar do seu complementar.)

(2) Se A C B entdo B° C A°. (Se um conjunto esta contido noutro,
seu complementar contém o complementar desse outro.)

A regra (2) pode ser escrita com notagio =, assumindo a forma se-
guinte

ACB = B°CA"

Na realidade, na presenga da regra (1), a regra (2) pode ser reforgada,
valendo a equivaléncia abaixo

3J)ACB <& BfcCAS

Esta equivaléncia pode ser olhada sob o ponto de vista 14gico, usando-
se as propriedades P ¢ O que definem respectivamente os conjuntos A e
B. Entfio o conjunto A ¢ formado pelos elementos de U que gozam da pro-
priedade P, enquanto que os elementos de B s#io todos o0s que (pertencem
a U) e gozam da propriedade Q. As propriedades que definem os conjun-
tos A° e B¢ so respectivamente a negagdo de P, representada por P/, e
a negacc"ib de @, representada por Q. Assim, dizer que um objeto x goza
da propriedade P’ significa (por defini¢fio) afirmar que x nfio goza da pro-
priedade P (e analogamente, para Q) Com estas convengdes, a relag:ao(?:)
acima 1&-se assim:

(4) P = Q se, e somente se, Q' = P’
Noutras palavras, a implicagiio P = Q (P implica Q) equivale a dizer
que Q' = P’ (anegacgfio de Q implica a negacgdo de P).

Vejamos um exemplo. Sejam U o conjunto dos quadrilateros convexos,
R a propriedade que tem um quadrilitero x de ser um retdngulo e P a

“ propriedade de ser um paralelogramo. Entdio P’ é a propriedade que tem

um quadrilatero convexo de néo ser um paralelogramo ¢ R’ a de ndo ser um
retingulo. As implicagSes R = P e P’ = R’ se leem, neste caso, assim:
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(a) Se x ¢ um retingulo entdo x € um paralelogramo;

(b) Se x ndo é um paralelogramo entdo x nfio é um retingulo.

Evidentemente, as afirmag¢des (a) e (b) sdo equivalentes, ou seja, elas
sdio apenas duas maneiras diferentes de dizer a mesma coisa.

A implicagio Q' = P’ chama-se a contrapositiva da implicagio P =
Q.

Sob o ponto de vista pragmatico, a contrapositiva de uma implicagio
nada mais ¢ do que a mesma implica¢do dita com outras palavras, ou vista
de um angulo diferente. Assim por exemplo, a afirmagéo de que todo ni-
mero primo maior do que 2 é impar ¢ a afirmagfio de que um niimero par
maior do que 2 nfo ¢ primo dizem exatamente a mesma coisa, ou seja, ex-
primem a mesma ideia, s6 que com diferentes termos.

No dia-a-dia da Matemadtica ¢ frequente, ¢ muitas vezes ttil, substituir
uma implicacdo por sua contrapositiva, a fim de tornar seu significado mais
claro ou mais manejavel. Por isso é extremamente importante entender que
P = Qe Q' = P'sdo afirmagdes equivalentes.

A equivaléncia entre uma implicagfo e sua contrapositiva € a base das -

demonstragdes por absurdo.

Vejamos um exemplo.

No plano [7, consideremos as retas perpendicuiares r € s. Scja P a
propriedade que tem uma reta x, nesse mesmo plano, de ser diferente de s e

 perpendicular a r. Por outro lado, seja O apropriedade de umareta x (ainda

no plano I7) ser paralela a 5. Entdo P’, negagdo de P, € a propriedade de
uma reta em [T coincidir com s ou néo ser perpendicular a r. A negacéo
de Q é a propriedade Q' que tem uma reta do plano /T de nfio ser paralela
as.

A implicagiio P = Q se &, em linguagem comum, assim: se duas
retas distintas (s e x) sfo perpendiculares a uma terceira ( a saber, ) entdo
elas (s e x) sdo paralelas.

A contrapositiva Q' = P’ significa: se duas retas distintas ndo sfo
paralelas entfo elas nfo sdo perpendiculares a uma terceira.

(Nos dois paragrafos acima estamos tratando de retas do mesmo plano.)

.5 dretar pelo ponto A, segue-se que x nao

1.3. O Complementar de um Conjunto 13

Acontece que ¢ mais facil (e mais na-
tural) provar a implicagio @' = P’ do
que P = Q. Noutras palavras, prova-se \ A
que P = @ por absurdo. O raciocinio ¢
bem simples: se as retas distintas s e x ndo
sdo paralelaé elas tém um ponto A em co-
mum. Entfo, como ¢ unica a perpendicular

é perpendiculara r. s

Observacio:
: : Figura 1.1
Para provar que duas retas sfo paralelas, em geral se usa a demonstragio
por absurdo pois a defini¢fio de retas paralelas é baseada numa negacéo.
(Retas paralelas sdo retas coplanares que ndo possuem pontos em comum. )
Observemos que se U € o universo entio U =@ e @’ =U.

Recomendaciio:

8. Muitas vezes (principalmente nos raciocinios por absurdo) € neces-
sario negaruma implica¢do P = (. E preciso ter cuidado ao fazer isto. A

.negacfo de “todo homem ¢ mortal” ndo ¢ “nenhum homem é mortal” mas

“existe (pelo menos) um homem imortal”, Mais geralmente, negar P = Q
significa admitir que existe (pelo menos) um objeto que tem a propriedade
P mas nfio tem a propriedade Q. Isto € bem diferente de admitir que ne-
nhum objeto com propriedade P tem também propriedade Q. Por exemplo,
se P ¢ a propriedade que tem um tridngulo de ser isésceles e Q a proprie-
dade de ser equilatero, aimplicagiio P = Q significaria que todo tridngulo
isosceles é equilatero (o que é falso). A negagio de P = ( € a afirmagfio
de que existe (pelo menos) um tridngulo isdsceles nfo-equilatero.

Neste contexto, convém fazer uma distin¢éo cuidadosa entre a ideia ma-
tematica de negagdo e a noglio (nfo-matematica) de contrdrio, ou oposto.
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Se um conceito é expresso por uma palavra, o conceito contrario é expresso
pelo antdnimo daquela palavra. Por exemplo, o contrario de gigantesco ¢

minusculo, mas a negagiio de gigantesco inclui outras gradagSes de tama- |

nho além de minusculo.

1.4 Reunifo e Intersecéo

Dados 0s conjuntos A e B, a reunido AU B-é o conjunto formado pelos
elementos de A mais os elementos de B, enquanto que a intersecdo AN B

¢ o conjunto dos objetos que sdo a0 mesmo tempo elementos de A e de B. |

Portanto se consideramos as afirmacées

xe€ A, xeB,

veremos que x € A U B quando pelo menos uma dessas afirmacgdes for |

verdadeira e, por outro lado, x € A N B quando ambas as afirmagdes
acima forem verdadciras.
Mais concisamente:

x € AU Bsignifica“x € Aoux € B”
x € AN Bsignifica“x € Aex e B”

Nota-se, deste modo, que as operagdes A U B e A N B entre conjuntos |

5 9

" constituem a contrapartida matematica dos conectivos l6gicos “ou” e “e”. |

Assim, quando o conjunto A é formado pelos elementos que gozam da

propriedade P ¢ B pelos que gozam da propriedade (J entfio a propriedade §

’

que define o conjunto 4 U B € “P ou Q” e o conjunto A N B € definido

pela propriedade “P ¢ Q.

Por exemplo, convencionemos dizer que um nimero x goza da propri-

edade P quando valer a igualdade
x2-3x4+2=0
Digamos ainda que x tem a propriedade @ quando for

x*=5x+6=0.

1.4. Reunidio e Intersegdo 15
O conjunto dos nlimeros que possuem a propriedade P ¢ A = {1,2}eo
conjunto dos mimeros que gozam de Q € B = {2, 3}. Assim, a afirmacfo

“x2—-3x+2=00ux?—-5x+6=0"
equivale a

“x €{1,2,3}

e a afirmagdo

“x2-3x+2=0ex2-5x+6=0"
equivale a

“x € {2},isto &, x =27
Noutras palavras,
AUB ={1,2,3}e AN B = {2}.

E importante ressaltar que a palavra “ou” em Matemdtica tem um sig-
nificado especifico um tanto diferente daquele que lhe € atribuido na lin-
guagem comum. No dia-a-dia, “ou” quase sempre liga duas alternativas
incompativeis (“vamos de Onibus ou de trem?”). Em Matematica, a afir-
macdo “P ou Q7 significa que pelo menos uma das alternativas P ou Q
é valida, podendo perfeitamente ocorrer que ambas sejam. Por exemplo, é
correta a afirmagfio “todo nimero inteiro € mator do que 10 ou menor do
que 20”. Noutras palavras, se '

A={xeZ;x > 10}

B={xeZ;x <20}

entdio AU B = Z.

A diferenca entre 0 uso comum e o uso matematico do conectivo “ou”
¢ ilustrada pela anedota do obstetra que também era matematico. Ao sair
da sala onde acabara de realizar um parto, foi abordado pelo pai da crianga,
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que lhe perguntou: ‘Foi menino ou menina, doutor?”. Resposta do mé-
dico: “Sim”. (Com efeito se 4 € o conjunto das meninas, B o conjunto dos
meninos e x o recém-nascido, certamente tem-se x € A U B.)

As operagdes de reunifio e intersecgfio sdo obviamente comutativas:

AUB=BUAeANB=BnNA

¢ associativas:
(AUBY)UC =AU(BUCQC)

(ANBYNC=AnN(BNC).
Além disso, cada uma delas é distributivé em relagdo a outra:

AN(BUC)=(ANBYU(ANC)

AUBNC)=(AUB)N(AUC)

Estas igualdades, que podem ser verificadas mediante a consideragdo dos
casos possiveis, constituem, na realidade, regras que regem o uso combi-

(1%}

nado dos conectivos logicos “ou” e “e”.

A conexdo entre as operagdes U, N ¢ a relagio de inclusfo C é dada
_pelas seguintes equivaléncias:

AUB=B & ACB & ANB=A

AlémdissoAC B = AUCCBUCeANC C BNC paratodo C.
E, finalmente, se A ¢ B sdo subconjuntos do universo U, tem-se:

(AUB) = A°N B e (AN B) = A° U B°

Estas relagdes, atribuidas ao matematico inglés Augustus de Morgan, sig-

nificam que a negagéo de “P ou Q” € “nem P nem Q” e a negacéio de “P
e Q" ¢“ndo P oundo Q.

1.5. Comentario Sobre a Nogdo de Igualdade 17

1.5 Comentario Sobre a Noc¢io de Igualdade

Uma coisa s6 ¢ igual a si propria.

Quando se escreve a = b, isto significa que a e b sfio simbolos usados
para designar 0 mesmo objeto.

Por exemplo, se a ¢ a reta perpendicular ao segmento AB, levantada
a partir do seu ponto médio e b ¢ o conjunto dos pontos do plano que sio
equidistantes de A ¢ B entfioa = b,

Em Geometria, as vezes ainda se usam expressdes como “os dngulos o
e B s8o iguais” ou “os tridngulos ABC e A’ B'C’ sdo iguais” para significar
que sdo figuras que podem ser superpostas exatamente uma sobre a outra.
A rigor, porém, esta terminologia ¢ inadequada. Duas figuras geométricas
que coincidem por superposi¢io devem ser chamadas congruentes.

Talvez valha a pena observar que a palavra “ignal” em Geometria ja foi
usada num sentido até bem mais amplo. Euclides, que viveu ha 2300 anos,
chamava “iguais” a dois segmentos de reta com o mesmo comprimento, a
dois poligonos com a mesma darea € a dois s6lidos com o mesmo volume.

Na linguagem corrente, ds vezes se diz que duas pessoas ou objetos sfo
iguais quando um certo atributo, ao qual se refere o discurso naquele mo-
mento, ¢ possuido igualmente pelas pessoas ou objetos em questdo. Assim,
por exemplo, quando dizemos que “todos sdo iguais perante a lei”, isto sig-
nifica que dois cidaddos quaisquer tém &s mesmos direitos e deveres legais.

A relagdo “a é igual a b”, que se escreve a = b, goza das seguintes
propriedades:

Reflexividade: a = a;

Simetria: sea = b entdo b = q;

Transitividade. sea = beb = centioa = c.

Diante da simetria, a transitividade também se exprime assim: sea = b
ec = bentioa = ¢. Em palavras: dois objetos (a e ¢) iguais a um terceiro
(D) sdo iguais entre si. Formulada deste modo, esta propriedade era uma das
no¢des comuns (ou axiomas) que Euclides enunciou nas primeiras paginas
do seu famoso livro “Os Elementos”.
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1.6 Recomendacdes Gerais

A adogo da linguagem e da notag@o de conjuntos em Matematica sé se
tornou uma pratica universal a partir da terceira ou quarta década do século
vinte. Esse uso, responsavel pelos elevados grauns de preciséo, generalidade
e clareza nos enunciados, raciocinios e defini¢des, provocou uma grande
revolugdo nos métodos, no alcance e na profundidade dos resultados ma-
tematicos. No final do século 19, muitos matematicos ilustres viam com

séria desconfianca as novas ideias langadas nos trabalhos pioneiros de G. §

Cantor, Mas, lenta e seguramente, esse ponto de vista se impds e, no dizer
de D. Hilbert, com sua extraordindria autoridade, “ninguém nos expulsara |
desse paraiso que Cantor nos doou”.

Portanto, se queremos iniciar os jovens em Matemdtica, é necessério
que os familiarizemos com os rudimentos da linguagem e da notacéo dos
conjuntos. Isto, inclusive, vai facilitar nosso proprio trabalho, pois a pre-
cisdo dos conceitos € uma ajuda indispensavel para a clareza das ideias.
Mas, na sala de aula, h4 alguns cuidados a tomar. O principal deles refere- -
se ao comedimento, ao equilibrio, & moderagdo. Isto consiste em evitar o
pedantismo e os exageros que conduziram ao descrédito da onda de “Mate-
mética Moderna”. N&o convém insistir em questdes do tipo {&} # {{&}}

Procure, sempre que possivel, ilustrar seus conceitos com exemplos de |
conjuntos dentro da Matematica. Além de contribuir para implantar a lin- |
guagem de conjuntos, este procedimento pode também ajudar a relembrar,
ou até mesmo aprender, fatos interessantes sobre Geometria, Aritmética, |
ete.

Seja cuidadoso, a fim de evitar cometer erros. A autocritica € o maior J&

aliado do bom professor. Em cada aula, trate a si mesmo como um aluno
cujo trabalho estd sendo examinado. Pense antes no que vai dizer mas
critique-se também depois: serd que falei bobagem? Se achar que falou,
ndo hesite em corrigir-se em publico. Longe de desprestigiar, esse habito
fortalécera a confianga dos alunos no seu mestre.

1.7. Exercicios 19

Esteja atento também & corre¢io gramatical. Linguagem correta € es-
sencial para a limpidez do raciocinio. Muitos dos nossos colegas professo-
res de Matematica, até mesmo autores de livros, sdo um tanto descuidados
a esse respeito. Dizem, por exemplo que “‘a reta r intercepta o plano « no
ponto P, quando deveriam dizer intersecta (ou interseta) ja que o ponto
P é a intersecdio (ou intersecgdio) mas néo a interceptacio de r com «.

Eis aqui outros erros comuns de linguagem que devem ser evitados:

- “Maior ou igual a”. O correto é: “maior do que ou igual a”, (Tente dizer

“jgual ou maior a” e veja como soa mal.)

“Buclideano”. O correto ¢ “euclidiano”.

“Assumir”, no lugar de “supor” (vamos assumir que as retas r € s sejam
paralelas). Isto € correto em inglés mas ndo em portugués.

Nio diga “completude”, diga “completeza™. (Belo — beleza; rico —
riqueza; nobre — nobreza; completo — completeza.)

Nio diga “Espago de tempo”. Espaco e tempo séio conceitos fisicos
fundamentais e independentes. N#io se deve misturd-los. Diga “intervalo
de tempo”.

1.7 Exercicios

1. Sejam Py, P, O, O, propriedades referentes a elementos de um conjunto-
universo UU. Suponha que P, e P, esgotam todos os casos possiveis (ou
s¢ja, um elemento qualquer de U ou tem a propriedade P, ou tem P5).
Suponha ainda que Q; e @, sfo incompativeis (isto é, excluem-se mutu-
amente). Suponha, finalmente, que P, = Q¢ P, = (. Prove que
valem as reciprocas: Q1 = P e O3 = P,.

;

2. Enquadre no contexto do exercicio anterior o seguinte fato geométrico:
Duas obliquas que se afastam igualmente do pé da perpendicular séo iguais.
Se se afastam desigualmente entdo sdo desiguais e a maior é a que mais se
afasta. '
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10. Expressoes tais como “para todo” e “qualquer que seja” sdo chamadas
de quantificadores e aparecem em sentengas dos tipos:

(1) “Para todo x, ¢ satisfeita a condi¢do P(x)”

(2) “Existe algum x que satisfaz a condi¢io P(x)”, onde P(x) ¢ uma
condi¢do envolvendo a varidvel x.
a) Sendo A o conjunto de todos 0s objetos x (de um certo conjunto universo
© U) que satisfazem a condi¢fio P(x), escreva as sentencas (1) e (2) acima,
- usando a linguagem de conjuntos.
j ‘;_: Jb) Quais sio as negacdes de (1) e (2)? Escreva cada uma destas negagdes
& usando conjuntos e compare com as sentengas obtidas em a).

c) Para cada sentenga abaixo, diga se ela € verdadeira ou falsa e forme sua

negagio:

3. Sejam X,, X5, Y;, Y, subconjuntos do conjunto-universo /. Suponha
que X NX,=UeY NY, =9,que X; C Y;eque Xy C Y, Prove
queX1 =Y18X2=Y2. ]

4. Compare o0 exercicio anterior com o primeiro em termos de clareza e sim-
plicidade dos enunciados. Mostre que qualquer um deles pode ser resolvido
usando o outro. Estabelega resultados andlogos com » propriedades ou n
subconjuntos em vez de 2. Veja no livro “Coordenadas no Espago”, (Cole-
¢fo do Professor de Matematica, SBM) ao final da se¢@o 12 uma utilizagio
deste fato com n = 8.

5. Ainda no tema do primeiro exercicio, seria valido substituir as implica-
¢coes Py = @ e P, = (J, na hipdteses por suas reciprocas Q) = Piec I

= P,? _ ’
e : « Existe um nimero real x tal que x% = —1.

6. Escreva as implicagdes logicas que correspondem a resolugédo da equa- g
¢do 4/x + 2 = 2, veja quais sdo reversiveis e explique o aparecimento de |
raizes estranhas. Fa¢a o mesmo com a equagiio «/x +3 =x

» Para todo mimero inteiro n, vale #n2 > n.

Para todo ntimero real x, tem-se x > 1 ou x? < 1.

7. Mostre que, para todo m > 0, a equagio ./x + m = x tem exatamente
uma raiz.

» Para todo niimero real x existe um nimero natural n tal que n > x.

« Existe um nimero natural » tal que, para todo niimero real x, tem-se

8. Considere as seguintes (aparentes) equivaléncias logicas:
n>Xx.

x=1 & x*=2x+1=0

& x2—2.141=0 11. Considere os conjuntos abaixo:

F = conjunto de todos os filosofos
¢ x'-1= M = conjunto de todos os matemaéticos
& x ==l C = conjunto de todos os cientistas

Conclusdo(?): x = 1 & x = +1. Onde esta o erro? P = conjunto de todos os professores
a) Exprima cada uma das afirmativas abaixo usando a linguagem de
conjuntos:

1) Todos os matemadticos sfo cientistas.

2) Alguns matematicos sdo professores.

3) Alguns cientistas sdo filésofos.

9. As raizes do polinémio x3 — 6x? + 11x — 6 = 0 séio 1, 2 ¢ 3. Substitua,
nesse polindmio, o termo 11x por 11 x 2 = 22, obtendo entdo x> — 6x2 + |
16, que ainda tem 2 como raiz mas nfo se anula para x = 1 nem x =
3. Enuncie um resultado geral que explique este fato e o relacione com o
exercicio anterior.

1]



13. Provequex2+x—1=0=x3-2x+1=0.

22 1. Conjuntos | 3 1.7, Exercicios 23

4) Todos os filésofos sdo cientistas ou professores.

5) Nem todo professor € cientista.

b) Faga 0 mesmo com as afirmativas abaixo:

6) Alguns matematicos sdo fildsofos.

7) Nem todo filésofo € cientista.

8) Alguns filésofos sdo professores.

9) Se um filésofo ndo € matematico, ele € professor.

10) Alguns filésofos sdo matematicos.

c¢) Tomando as cinco primeiras afirmativas como hipéteses, verifique
quais das afirmativas do segundo grupo sdo necessariamente verdadeiras. |

16. Exprimindo cada membro como reunifo de regides numeradas, prove
as igualdades:
) (XUY)NZ=(XNZ)Yu(¥ n2Z);
HXUFNZ)Y=XUYsuZze

17, Sejam A, B e C conjuntos. Determine uma condi¢do necessaria ¢
suficiente para que se tenha AU (BN C) = (AU BYNC.

18. A diferenca entre conjuntos € definida por 4 — B = {x|x € Ae
x ¢ B}. Determine uma condi¢o necessaria e suficiente para que se tenha
A-(B-C)=(A-B)-C.

12. O artigo 34 da Constituigdo Brasileira de 1988 diz o seguinte:
“A Unidio nfio intervird nos Estados nem no Distrito Federal, exceto |
para:
I. Manter a integridade nacional;
II. Repelir invasdo estrangeira ou de unidade da Federagdio em outra”

19. Prove que se um quadrado perfeito € par entio sua raiz quadrada ¢ par
e que se um quadrado perfeito ¢ impar entdo sua raiz quadrada é impar.

f © 20. Prove o teorema de Cantor: se A € um conjunto e P (A) é o conjunto das

partes de A, ndo existe uma fungfio f : A — P(A) que seja sobrejetiva.
I ...; b Sugestdo: Suponha que exista uma tal fungéio f e considere X = {x €
a) Suponhamos que o estado do Rio de Janeiro seja invadido por tropas | A:x ¢ f(x)}

do estado de Sdo Paulo. O texto acima obriga a Unifo a intervir no estado? J

Na sua opinido, qual era a intengfio dos legisladores nesse caso? {
b) Reescreva o texto do artigo 34 de modo a torni-lo mais preciso.

14. Prove que, para x. y, k inteiros, tem-se x + 4y = 13k & 4x 4+ 3y = | .3
13(4k — y). Conclua que 4x + 3y e x + 4y sdo divisiveis por 13 para os §
mesmos valores inteiros de x e y.

15. O diagrama de Venn para os conjuntos X, ¥, Z decompde o plano em B
oito regiGes. Numere essas regides e exprima cada um dos conjuntos abaixo
como reuniéio de algumas dessas regides.

(Porexemplo: X NY =1U2)

a) (XUY); bXcuryuze,

HXNYYUXNZ®), dHXUY)FnNnZ.



