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Resumo

RONCHIM, V. S. Extensoes de Polindmios e de Fungoes Analiticas em Espacos de Ba-
nach. 2016. 111 f. Dissertagdo (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sdo Paulo, 2016.

Este trabalho tem como principal objetivo estudar extensoes de aplicacdes multilineares, de
polinémios homogéneos e de fungdes analiticas entre espacos de Banach. Desta maneira, nos basea-
mos em importantes trabalhos sobre o assunto. Inicialmente apresentamos o produto de Arens para
algebras de Banach, extensdes de Aron-Berner e de Davie-Gamelin para aplica¢bes multilineares e
provamos que todas estas extensoes coincidem. A partir destes resultados, apresentamos a extensao
de polinémios homogéneos e o Teorema de Davie-Gamelin que afirma que, assim como no caso
de aplicacbes multilineares, as extensoes de polinémios preservam a norma e, como consequéncia
deste teorema, apresentamos uma generalizacao do Teorema de Goldstine. Em seguida estudamos
espacos de Banach regulares e simetricamente regulares, que sao propriedades relacionadas com a
unicidade de extensdo e sdo definidas a partir do ideal de operadores lineares fracamente compactos
K" (E, F). Finalmente apresentamos a extensdo de uma funcao de 4 (FE) para J4(E") e o resul-
tado, de Ignacio Zalduendo, que caracteriza esta extensao em termos da continuidade fraca-estrela

do operador diferencial de primeira ordem.

Palavras-chave: aplicacoes multilineares, polinémios homogéneos, func¢ées holomorfas, extensdes.
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Abstract

RONCHIM, V. S. Extensions of Polynomials and Analytic Functions on Banach Spaces.
2016. 120 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2016.

The main purpose of this work is to study extensions of multilinear mappings, homogeneous
polynomials and analytic functions between Banach Spaces. In this way, we rely on important
works on the subject. Firstly we present the Arens-product for Banach algebras, the Aron-Berner
and Davie-Gamelin extensions for multilinear mappings and we prove that all these extensions
are the same. From these results, we present an extension for homogeneous polynomials and the
Davie-Gamelin theorem which asserts that, as in the case of multilinear mappings, the polynomial
extension is norm-preserving and, as a consequence of this theorem, we present a generalization of
the Goldstine theorem. After that we study regular and symmetrically regular Banach spaces which
are properties related to the uniqueness of the extension and are defined in the setting of weakly
compact linear operators K (FE, F). Lastly, we present the extension of a function of J%(F) to one
in J4(E") and the result, according to Ignacio Zalduendo, which characterizes this extension in

terms of weak-star continuity of the first order differential operator.

Keywords: multilinear mappings, homogeneous polynomials, holomorphic functions, extensions.
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X, Y algebras de Banach sobre K

¢ (K) espaco das fungoes continuas definidas em um espaco compacto Hausdorff a valores em K

E' o espacgo vetorial normado dos funcionais lineares e continuos em F

Jg imersdo isométrica de E em E”
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Ggr ZL(ZL(E,F),F)
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Z,(ME,F) o espago normado de todas as aplicagoes m-lineares A : E"™ — F
Z(™E,F) o subespaco vetorial de .Z,(™E, F') das aplica¢oes m-lineares continuas
Z5(ME,F) o subespaco vetorial de .Z,(™E, F') das aplica¢oes m-lineares simétricas
Z5(ME,F) £3(™E,F)n¥%(ME,F)
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o subespaco de Z,(™E, F') formado pelos polinomios m-homogéneos continuos
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o raio de convergéncia (uniforme) da série de Taylor de f em a

diferencial de ordem k de f no ponto a



Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Preliminares

O objetivo deste trabalho é estudar extensoes de aplicagdes multilineares, de polinémios homo-
géneos e de funcdes holomorfas entre espacos de Banach.

O Teorema de Hahn-Banach [Megl2] afirma que todo funcional linear continuo definido em um
subespaco de um espago de Banach pode ser estendido para todo o espaco, preservando norma.
O problema de estender polinémios homogéneos de um subespaco de um espago de Banach para
todo o espaco foi estudado pela primeira vez por R. Aron e P. Berner em [AB78] em 1978. Eles
mostraram que, em contraste com o caso de funcionais lineares, extensoes de polinémios nem sem-
pre existem. No entanto, demonstraram que para todo n, cada polinémio n-homogéneo em um
espaco de Banach E estende-se a um polindmio n-homogéneo em seu bidual E”. Este trabalho
tornou-se bastante influente, muitos autores trataram de generalizé-lo para outras classes de apli-
cagbes nao lineares [GGM93, GGMM94|, bem como estudar as propriedades das extensoes dos
polomios homogéneos [DG89, ABC01]. Por exemplo, Davie e Gamelin, em [DG89|, mostraram que
a extensao de Aron-Berner [AB78| preserva a norma, além de possuir uma importante propriedade
relacionada a continuidade fraca-estrela. A unicidade da extensdo de Aron-Berner também é estu-
dada em |[ABCO1|. Existem também artigos que tratam do assunto com mais detalhes, como em
[SGDO00, Zal05, LZ00], além de propor versoes alternativas e equivalentes que foram obtidas para
as extensoes.

A extensao de Aron-Berner representa um ponto importante no desenvolvimento da teoria de ho-
lomorfia em dimensao infinita, sobretudo no problema de estender aplicacoes holomorfas em espacos
de Banach [Zal90]. Temas como regularidade e operadores de Nicodemi também estao relacionados
com a extensdo de Aron-Berner para aplica¢gdes multilineares, o que da grande importancia a este

assunto.



2 INTRODUCAO 1.2

1.2 Organizacao do Trabalho

A seguir descrevemos os assuntos abordados em cada capitulo. Os principais resultados deste
trabalho encontram-se nos artigos [DG89], [Zal05], [Zal90], [Din12] e [Dan13].

No capitulo 1 apresentamos algumas definicoes e resultados referentes & Anélise Funcional que
serao utilizados ao longo deste trabalho. Os resultados deste capitulo constam em [Megl2].

O capitulo 2 apresenta resultados béasicos da teoria de aplica¢des multilineares e de polinémios
entre espacos de Banach. Utilizaremos estes objetos em todos os demais capitulos deste trabalho
e, por este motivo, tratamos de relacionar os resultados aqui obtidos com aqueles conhecidos para
operadores lineares. Os topicos apresentados podem ser encontrados em |[Muj86| e [Cha85].

No capitulo 3 apresentamos as extensoes de aplicacoes multilineares entre espacos de Banach.
Inicialmente relembramos como obter a extensdo de um operador linear, dada pelo seu segundo
adjunto. Em seguida apresentamos as extensoes de Arens de uma aplicacdo bilinear continua em
Z(E1, Ey; F). Posteriormente nos restringimos a aplicagoes multilineares com valores no corpo,
apresentamos as extensées de Aron-Berner e Davie-Gamelin e provamos que estas extensoes coinci-
dem. Por fim, definimos a extensdo de um polinémio homogéneo e provamos o Teorema de Davie-
Gamelin, bem como uma generalizagao para o Teorema de Goldstine. Os resultados aqui apresen-
tados constam em [DG89] e em [Danl3].

No capitulo 4 apresentamos duas importantes classes de espacos de Banach. Na primeira se-
cao estudamos os resultados basicos sobre o ideal de operadores lineares fracamente compactos
A (E, F). Na segunda secao estudamos algebras de Banach e neste contexto, utilizamos a exten-
sdo de Arens para estender o produto de uma algebra de Banach X para o seu bidual de modo
que X" admita uma estrutura de algebra de Banach. Apresentamos um exemplo em que se perde
a comutatividade da algebra neste processo, o que é equivalente a perder simetria no processo
de extensdo de uma aplicacdo bilinear continua. Por fim apresentamos resultados bésicos sobre
regularidade de espacos de Banach, como em [Zal05].

O capitulo 5 é dedicado ao estudo de holomorfia em espacos de Banach. Na primeira secao
apresentamos resultados sobre séries de poténcias. Na secao seguinte apresentamos sucintamente
os resultados fundamentais sobre holomorfia em espagos de Banach. Os tépicos apresentados neste
capitulo se encontram em [Muj86], [Cha83] e [Nac69].

No capitulo 6 estudamos extensoes de funcdes holomorfas e um teorema de caracterizacao para
estas extensOes. Na primeira secdo apresentamos uma generalizacao da extensao de Aron-Berner.
Na secdo seguinte estudamos o caso de estender funcoes holomorfas de tipo limitado. Posteriormente
apresentamos a extensdo de funcdes holomorfas arbitréarias e, por ultimo, apresentamos um teorema
que caracteriza a extensao de fun¢oes em 7 (F) ao bidual em termos de continuidade fraca-estrela

do operador diferencial de primeira ordem. Este capitulo ¢ baseado no artigo [Zal90] e em [Din12].



Capitulo 2

Conceltos Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os requisitos minimos para a leitura deste trabalho. Boa parte
das demonstragoes pode ser encontrada em [Megl2].
Ao longo deste trabalho, a menos que se diga o contrario, ' e F' denotardo espagos de Banach

sobre o mesmo corpo K, onde K =R ou K =C.

2.1 Teoremas Fundamentais
Nesta seco apresentaremos alguns dos resultados fundamentais de Analise Funcional que usa-
remos ao longo do trabalho.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espag¢o normado e M um subespago de
E. Dado ¢ € M', existe ¢ € E' tal que ¢|pr = ¢ e ||@]] = |l¢ll-
Corolario 2.1.2. Se x é um elemento ndo nulo de um espago normado E, entdo existe p € S

tal que p(z) = ||z

Corolario 2.1.3. Seja E # {0} um espag¢o normado. Para cada x € E:

]l = max{|p(x)] : ¢ € Sp}.

Teorema 2.1.4 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam E um espaco de Banach, F um espago

normado e {T; : i € I} C L(E,F) tal que:
sup || Ti(z)|| < oo para cada x € E.
el

Entao sup ||T;|| < oo.
el

O Teorema de Banach-Steinhaus nos diz que uma familia de operadores é limitada se, e somente
se, for pontualmente limitada. Por este motivo, este resultado também é conhecido por Principio

da Limitaciao Uniforme.



4 CONCEITOS PRELIMINARES 2.2

O préximo resultado nos diz que todo operador linear, continuo e sobrejetor entre espacos de

Banach é uma aplicacao aberta.

Teorema 2.1.5 (Teorema da Aplicacao Aberta). Sejam E e F espagos de Banach e seja T €
Z(E,F). Sao equivalentes:

(a) T € sobrejetora;
(b) Eziste § > 0 tal que §Br C T(Bg);
(c) Eziste § > 0 tal que §Br C T(Bg);

(d) T € aberta.

Além disso, todo operador linear continuo e bijetor entre espagos de Banach é um isomorfismo

topoldgico.

2.2 Redes

Definigao 2.2.1. Um conjunto dirigido é um conjunto I # () munido de uma relagio =< que satisfaz:
(a) o = «a para todo o € 1.
(b) Sea X B e <7, entdo o <.
(¢) Para cada par de elementos o, 8 € I, existe yo 3 € I tal que o X Yo 5 € B = Va8

Isto é, um conjunto dirigido é um conjunto pré-ordenado que satisfaz a condigao (c). Uma rede

em um conjunto X € uma funcao f: I — 2, onde I € um conjunto dirigido.

Analogamente ao caso das sequéncias, se f : [ — 2 ¢ uma rede em £, denotamos f(a) = z4

e escrevemos f = (xq)acr €, em algumas situagoes, escreveremos () para simplificar a escrita.

Defini¢ao 2.2.2. Dizemos que uma rede (xo)acs em um espago topoldgico &~ converge para x € X
se, para cada vizinhanga aberta U de x, eziste ag € I tal que x, € U sempre que o = ay.

A convergéncia é denotada por x., — x ou, caso haja unicidade do limite, r = lim x.
(0%

Utilizamos sequéncias para caracterizar a topologia de um espago métrico. O conceito de con-

vergéncia de rede estende muitos destes resultados para espagos topoldgicos, como veremos a seguir:

Proposicao 2.2.3. Sejam S um subconjunto de um espaco topoldgico 2 e x € 2 . Entio x € S

se, e somente se, existe uma rede (xq) C S tal que xo — .

Proposicao 2.2.4. Sejam Z e % espacos topoldgicos. Uma fungdo f: X — ¥ € continua em

x € X se, e somente se, f(xy) — f(x) para toda rede (x,) C Z convergente a x.



2.3 TOPOLOGIA INDUZIDA POR UMA FAMILIA DE FUNCOES 5)

A seguir vamos definir o conceito de subrede. Para isso precisamos da idéia de subconjuntos

arbitrariamente grandes de um conjunto dirigido.

Defini¢ao 2.2.5. Um subconjunto A de um conjunto dirigido I é dito cofinal em I se, para cada
a €I, eziste By € A tal que a = B,
Sejam Z~ um conjunto, I um conjunto dirigido e f : I — Z~ uma rede em 2", J um conjunto

dirigido e g : J — I uma func¢do que satisfaz:
(a) g(B1) 2 g(B2) em I sempre que 81 2 By em J.
(b) g(J) € cofinal em 1I.
Entio a rede fog:J — 2 é dita uma subrede de f.

Note que, com a definicdo acima, uma subrede de uma sequéncia nao é necessariamente uma,

subsequéncia. A seguir, destacamos algumas propriedades de subredes.
Proposicao 2.2.6. Seja (o) uma rede em um espago topoldgico Z . Entao:
(a) Toda subrede de (x,) é uma rede em 2 .
(b) Toda subrede de uma subrede de (xo) é uma subrede de (z4).

c¢) Se xo, — x, entao toda subrede de (x,) converge a x.
(c) ; g

2.3 Topologia Induzida por uma Familia de Fungoes

Aqui apresentaremos como construir uma topologia induzida por uma familia de fungdes, bem

como fixaremos a notagdo para as topologias fraca e fraca* em espacos de Banach.

Definicao 2.3.1. Sejam 2 um conjunto ndo vazio, . uma familia de funcgdes tal que cada f € F
leva 2" em um espago topoldgico (¥, Ty, ). Definimos a topologia o(2, F) como sendo a menor
topologia em 2 que torna todos os elementos de F continuos.

Dizemos que o(Z ', F) € a topologia induzida por F em Z .

Exemplo 2.3.2. Sejam (%, T) um espago topoldgico e X C ¥ com a topologia usual. Se i : X —
% é a inclusio, considerando a familia F = {i}, seque que o( 2 ,{i}) ={VN2Z: VeT}

Proposicao 2.3.3. Sejam Z e % como na definicio anterior. Seja X o conjunto de todos os

subconjuntos de X da forma:

ﬂf-*l(Vi), onde n €N, fi € Z,V; € Ty, para cada 1 <i <n.
=1

Entao % é uma base de abertos para a topologia o( 2, F).
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O proximo resultado nos dé uma caracterizacao para convergéncia de redes na topologia induzida

por uma famfilia de func¢oes.

Proposicao 2.3.4. Uma rede (x,) C 2 converge para x na topologia o( X', F) se, e somente se,

flxo) — f(x) para cada f € F.

Se E ¢ um espaco normado, o espaco E’ é uma familia de funcoes. O que nos leva & proxima

definicao.

Definic¢ao 2.3.5. Seja E é um espago normado. A topologia w = o(E, E') € dita a topologia fraca
de E.

Denotaremos por 7. a topologia gerada pela norma em E. Pelo que acabamos de definir, segue

que o(E, E') < T)-|- Além disso, dados x € E, ¢1,...,pn € E' e £ > 0, os conjuntos da forma:
n
V(w01 omie) ={y € B Jpi(x) —@i(y)| <&, 1<i<m} = (¢ " (Blpi(x),e)
i=1
formam uma base para a topologia fraca de F.
E ainda, a convergéncia de redes na topologia fraca é caracterizada por:

To —» 1 <= @(r4) — @(x) para cada ¢ € E'.

Se E é normado, podemos considerar a inclusao canonica de F em seu bidual E”, Jg : E — E”,
dada por Jg(z)(¢) = ¢(x). A inclusdo canoénica é uma imersdo isométrica e, por este motivo,

identificamos E = Jg(FE) C E".

Definicao 2.3.6. Sejam E um espago normado e E' o seu dual. A topologia w* = o(E', Jg(E)) =
o(E',E) é dita a topologia fraca-estrela de E'.

Analogamente ao que fizemos para a topologia fraca, dados ¢ € E', z1,...,2, € Eee >0, os

conjuntos da forma:
Vigiar,...,anie) = {0 € B¢ [p(xi) — ¥(zi)| <e, 1 < i <mj}

formam uma base de abertos para a topologia fraca-estrela de E’.

Podemos também considerar a topologia fracade E', o(E', E"), e vale que o (E', E) < o(E', E")

IN

7)-- Além disso, a convergéncia de redes na topologia fraca-estrela ¢ caracterizada por:

Ya AN ¢ <= Jp(z)(pa) — JE(z)(p) para cada z € E

< @qo(xr) — @(x) para cada = € E.
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Ao longo deste trabalho sempre explicitaremos as topologias envolvidas em conceitos de conver-
géncia, continuidade de fungbes e compacidade como indicamos a seguir:
Sejam (X, 71) e (Y, T2) espacos topologicos.
(a) zq T, 2 indica que a rede (z4) converge para x € X segundo a topologia 7Ti;

(b) Um subconjunto K C X é Ti-compacto indica que é compacto segundo a topologia Ti.

Utilizaremos a mesma notagao para qualquer outra propriedade topolégica;

(¢) Uma fungdo f: X — Y & T;-Ta-continua se for continua em relagao as topologias 73 em X
e To em Y. No caso em que X =Y e 71 = 7o, dizemos simplesmente que f : X — X &

T1-continua.

A seguir enunciaremos alguns resultados importantes dessas topologias, que serdo utilizados ao

longo do trabalho.

Proposicao 2.3.7. Sejam E e F espagos normados e T : E — F linear. Entao T € || - ||-continuo

se, e somente se, T € w-continuo.

Proposic¢ao 2.3.8. Seja E um espago normado. A inclusio canoénica Jg : E — E” é um w-w*-

homeomorfismo sobre a sua imagem.

Definigao 2.3.9. Sejam E e F espagos de Banach e T € L (E,F). O operador T' : F/ — E/,
dado por T'(¢) = ¢ o T é chamado de operador adjunto de T

Proposi¢ao 2.3.10. Sejam E e F espagos de Banach e T € £ (E,F). Entio T' € L (F',FE’) ¢

w*-w*-continuo.

Teorema 2.3.11 (Teorema de Mazur). Sejam E um espago normado e A um subconjunto convexo

de E. Entdo, ZH'” = A",

Teorema 2.3.12 (Teorema de Goldstine). Seja E um espago normado. Entao:
(a) Bp» = Bg" .
() B =F"

Teorema 2.3.13. Um espago normado E ¢ reflexivo se, e somente se, Bg é w-compacta.

Teorema 2.3.14 (Teorema de Alaoglu). Seja E um espaco normado. Entao Bg: é w*-compacta.

Corolario 2.3.15. Seja E um espaco normado. Um subconjunto S C E é w*-compacto se, e

somente se, S é limitado e w*-fechado.
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Proposicao 2.3.16. Seja A um subconjunto de um espago normado E. Sdo equivalentes:
(a) A é w-compacto.
(b) Jg(A) é w*-compacto.
(c) A € limitado e Jp(A) é w*-fechado.

Teorema 2.3.17 (Teorema de Eberlein-Smulian). Sejam E um espa¢o normado e K um sub-
conjunto de E. Entdo K € fracamente compacto se, e somente se, € fracamente sequencialmente

compacto.



Capitulo 3

Polinémios em Espacos de Banach

Neste capitulo serdo apresentados resultados basicos sobre aplicagdes multilineares entre es-
pacos de Banach para que, posteriormente, possamos definir e estudar polindémios e polinémios

m-homogéneos nestes espagos. Os resultados aqui apresentados sdo baseados em [Muj86] e [Cha85].

3.1 Aplicagoes Multilineares

Dados m € N e E um espago de Banach, denotamos E™ = {(z1,...,2m) 1 2; € £, 1 <j <m}.

p .
<

Observe que E™ é um espago de Banach quando munido da norma ||(z1,...,z,)|| = s
1<5<m

Defini¢ao 3.1.1. Para cada m € N denotamos por Z,("E,F) o espago vetorial de todas as
aplicacées m-lineares A : E™ — F, munido com as operagoes de soma e multiplicacdo por escalar
definidas pontualmente. Denotaremos por L (ME, F) o subespago vetorial de £,("™E, F) formado
por todas as aplicacdes m-lineares que sio continuas em relacdo as normas dos espagos E™ e F.

Para simplificar a notagdo, quando m = 1 escrevemos ZL,(*E,F) = Z4,(E,F) e Z(*E,F) =
Z(E,F). No caso em que F = K, escrevemos Z,("E, F) = Z,("E) e Z("E,F) = Z(™E).
Finalmente, quando m =1 e F =K, escrevemos %4,(E) = E* ¢ Z(F) = F'.

Muitos resultados que sdo validos para operadores lineares podem ser estendidos facilmente
para aplicacoes multilineares. A seguir apresentamos uma caracterizacdo para a continuidade de

uma aplicacao m-linear.

Teorema 3.1.2. Para cada A € L(ME,F), sao equivalentes:
(a) A € continuo;
(b) A é continuo na origem;

(c) Eziste M > 0 tal que, para cada (z1,...,xm) € E™, |A(z1,...,2m)|| < M||z1|| - |zm]]-
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Demonstracio. (a) = (b): Imediato.

(b) = (c¢): Pela continuidade na origem, existe um ¢ > 0 tal que ||A(y)|| < 1 sempre que

Iyl <o.
Dado = = (x1,...,Zm) qualquer, a desigualdade em (c) é valida se algum x; = 0. Suponha que
cada x; # 0. Entdo o ponto 2 = ¢ (H‘;ﬁ—i”, cee m> é tal que [|A(2)|| < 1. Como A é multilinear:
1
AL, zm)ll < solledl - ]l
(c) = (a): Dados a = (a1,...,am) e x = (x1,...,%y) em E™, temos:

[A(z) = A(a)l < [[A(z1 — a1, @2, ... 2w || + | A(ar, 2 — a2, 23, .. 2m) |

+ . FJA(ar, a1, T — ap)||

m
< Y Mlaal|- - Jlaj-alllla; — @izl - - 2m]
j=1

Assim, se ||z — al| < 1, segue que |A(x) — A(a)|| < mM(||a]| + 1)™ ||z — a|| e isso mostra que

a aplicacao A é continua. |

Observacao 3.1.3. No teorema anterior, diferentemente do resultado andlogo para operadores
lineares, ndo foi demonstrado que uma aplicagcdo multilinear continua € uniformemente continua.
Isto se deve ao fato de que a unica aplicacdo multilinear uniformemente continua ¢ a aplicacdo
nula:

Suponha que A € L(ME,F), com m > 2, é nio nula. Tome (x1,...,2,) € E™ tal que
|A(z1,...,2m)|| > 0. Entdo cada z; é nao nulo. Se ¢ < ||A(x1,...,zm)|, para cada 6 > 0 dado,

tome X € K tal que 0 < |\ < ﬁ. Assim:

})(wl—l—)\xl,%,xg,...,xm) — (ml,%,xg,...,:rmﬂ‘ < 6.

Por outro lado,

T T ~ s :

A (xl + Ary, 2,13, - ,xm) —A (xl, 2,13, - ,xm) H > e. Logo, A ndo € uni-
formemente continua.

Entretanto, uma aplicagdo multilinear continua é uniformemente continua sobre os conjuntos

limitados.

O teorema anterior nos mostra que, assim como no caso linear, as aplica¢cdes multilineares
continuas levam conjuntos limitados de £™ em conjuntos limitados de F'. Isto nos permite definir

a seguinte fungao:

||| : £(ME,F) — [0,400] dada por |A| = sup ||A(z)].

[Jz]|<1
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Segue também do Teorema 3.1.2 que uma multilinear A é continua se, e somente se, ||A]| < oco.

Além disso, esta é a menor constante que satisfaz a condigao 3.1.2(c) :

Dado (z1,...,2Tmy) € E™, temos HA (”i—iu, e, ”i—:”) H < ||A||, por multi-linearidade obtemos:
[AG@1, . zm) | < (Al - [zl

Isto é, || A|| satisfaz a condicao 3.1.2(c). Por outro lado, se M > 0 é uma constante que satisfaz
3.1.2(c), entao dado = € Bgm, temos ||A(x1,...,2m)| < M. Assim segue que ||A|| < M e podemos

concluir que:
|A|| = inf{M > 0: ||A(z1,...,xm)|| < M|z1| - [lzm|| Y(x1,...,25) € E™}.

Teorema 3.1.4. Uma aplicagio A € £,("E,F) € continua se, e somente se, € separadamente

continua em cada varidvel.

Demonstra¢do. Suponha que A seja continua. Entao para cada 1 < ¢ < m, a funcao coordenada
dada por z; LN A(w1, .o, @iy oo Tin) € aTestricio fi = Algz ). xEx.. {zm}s 1080 € continua.
Provaremos a reciproca por indugao em m.
Se A ¢é bilinear separadamente continua, entdo as aplicacoes A, (y) = A(z,y) e Ay(x) = A(zx,y)

sao lineares e continuas. Logo existe M, > 0 tal que, para cada y € E:

1Az, )| = |4y (@) = A= ()] < Ma]ly]-

Note que a familia 7 = {A, € L (E,F) :y € Bg} é pontualmente limitada. Pelo Teorema de

Banach-Steinhaus, existe M > 0 tal que sup ||Ay|| < M. Assim, dados para cada z,y € Bg:
yEBE

[AGz, )| = 1Ay (@) || < [[Ay[lfl]] < M.

Segue que A é bilinear continua.

Agora suponha que toda aplicacao (m — 1)-linear separadamente continua em cada variavel é
continua. Seja A € %, ("™E, F) separadamente continua, vejamos que A é continua.

Para cada x,, € F, a funcao Ay, (z1,...,2m-1) = A(z1,...,Tm) é (m — 1)-linear e separada-

mente continua, e pela hipotese de inducao, é continua. Existe um M, > 0 tal que:

JA@L, @) = [ Ao (@1, o) < Mol i -

Note que a familia F = {A;, 5., € Z(E,F):z; € Bg, 1 <1< m} épontualmente limitada

e, pelo Teorema de Banach-Steinhaus, existe M > 0 tal que sup ||Az,,.. 2., || < M.
F
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Se x; € Bg para 1 < i < m, entéo:

[A@1s s zm)ll = Az, () [ < Mz || < M.

Segue que A é m-linear continua. |

Corolario 3.1.5. Se E é um espago normado de dimensdo finita, entdo toda aplicagdo multilinear

definida em E™ é continua.
Proposicao 3.1.6. A aplicacao || - || € uma norma em L (™E,F).

Demonstragao. Seja A € L (™E, F) tal que ||A|| = 0. Entao, para cada (z1,...,%,) € E™, temos:

[AG@y, . zm) || < [Allflza]] - - fzm]] = 0.

E segue que A = 0.
Dados A€ Ke A e Z(™E, F), temos:

IAAf = sup [AA(z)[ = [A] sup [[A(z)]| = [A[[[A]l.

Dados Ay,A2 € Z(ME, F), para cada x € Bgm:

(A1 + A2) (@) || < [Ar(2)[| + [[A2(2) ] < [|Ax]| + [[Az]]

Tomando o supremo sobre Bgm, segue a desigualdade triangular. ]

Proposicao 3.1.7. Se F' é um espago de Banach, entio L (ME, F) se torna um espaco de Banach

com a norma || - ||.

Demonstracao. Seja (Ay) uma sequéncia de Cauchy em Z("™E,F). Entao, dado € > 0, existe
ng € N tal que:

j,k >ng — ||A] _AkH < €.

Assim, para cada & = (x1,...,2,,) € E™, temos:
[Aj(z1, .o @m) — Ap(zr, - zm) | < (A5 — Agllllza] - lzm .
Isto &, (An(x1,...,2y)) € uma sequéncia de Cauchy em F' e, portanto, convergente. Deste modo
podemos definir A : E™ — F por: A(z1,...,2m) = lim A,(z1,...,2,) e, desta definicao, é
n—o0

imediato que A € £, (™E, F).
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Além disso, como a sequéncia (A4,,) é limitada, por ser sequéncia de Cauchy, entao existe M > 0

tal que |A,|| < M para todo n € N. Se x € Bgm:

JA@) = |

Jim An(@)|| = Tim [140(@)] < lim [[4n(@)] < Jim [ Agl] < M.
Ou seja, A € Z(™E, F). Por tltimo, fixado j > ng, para cada € Bgm segue que:
104 = A)(@) || = [[4;(2) = A(@)]| = [[Aj(z) = lim Ay (z)[| = lim || A;(z) — An(2)]| <.

Tomando o supremo sobre Bgm, mostramos que ||A, — Al — 0 e, portanto, Z(™E, F) é

espaco de Banach. [ |
Teorema 3.1.8. Sejam m,n € N. A fungio V : £,("™"E, F) — 4,("E, %,("E,F)) dada por:
V(A (21, oy xm) Wiy Un) = A(X1, ooy Ty YLy - -+ 5 Yn)

€ um isomorfismo.

Além disso, esta fungao induz um isomorfismo isométrico entre L (""E, F) ¢ £("E, Z("E, F)).

Demonstracio. E facil verificar que ¥ esta bem definida e que é linear. Para ver que U é injetora,

note que se ¥(A) =0, entdo para cada (x1,...,2y,) € E™ e cada (y1,...,yn) € E™ temos:

Az, s Ty Yty Yn) = V(A) (21, .oy Zm) (W1, -+ -y Yn) = 0(y1, - .., yn) = 0.

Vejamos agora que ¥ ¢ sobrejetora. Dado B € %, (E™, Z,("E, F), defina A : E™™ — F por:

A1,y ooy Ty Yty ey Yn) = B(@1, ooy ) (Y1, - -+, Yn)-

E imediato que A € .Z, (™" E, F) e, além disso, ¥(A) = B pois:

V(A (1, s m) Y1y ey Un) = AX1y ooy Ty Y1y - -5 Yn) = B(@1, ooy 2m) (Y1 -+ -y Yn)-

Agora vejamos que ¥ induz uma isometria entre £ (""" E, F) ¢ Z("E,Z("E, F)).
Se A e Z(™"E, F), temos:

[P (A = sup [(A) (@1, - zm)|

E™M

= sup (Sup ||\I’(A)(ZL‘1, ce ,:L‘m)(yl, ce ,yn)||>

Bgm \ Bgn
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= Ssup (Sup ||A(l’1, s Tms Y1 - - 7yn)||>

BEm BEn

= sup [JA(z1,. s Tm, Y1y Yn)]]

EmMtn

= [lAll u

Observacao 3.1.9. Se considerarmos Eq,..., E,, espacos de Banach sobre um mesmo corpo K,

0 espaco (B X ... X Ep, || - [|oo) € um espago de Banach e os resultados apresentados nesta se¢ao

também sao wvdlidos para aplicacées multilineares definidas no produto cartesiano E1 X ... X E,,.
Denotaremos por Z,(E1,...,En; F) o espaco de todas as aplicagbes multilineares da forma

A:Ey; x...x Ey, — F. Analogamente a notac¢ao adotada, denotaremos por L (En,...,En; F) o

subespago das aplicagoes multilineares de £,(En, ..., En; F) que sao continuas, tal espago é munido
da norma || - || : L(E1,...,En; F) — [0,400[, dada por:
[All = sup{[|A(z1,...,xm)[l : 2j € Bp;, 1<j<m}=  sup  [A(z)]].

3.2 Multilineares Simétricas e Multilineares Alternadas

Nesta secao serdo introduzidas duas importantes classes de aplicacdes multilineares para a area
de analise. A classe das aplicacoes multilineares alternadas, que é importante para o estudo de
formas alternadas em espacos de Banach, e a classe das aplicagées multilineares simétricas, que é

importante para definirmos polindmios nestes espacos e para o estudo de holomorfia.

Para cada m € N, denotaremos por .S, o grupo de todas as permutacoes de m elementos, isto
é, Sm={o:{1,...,m} — {1,...,m}: o é bijetora}. A seguir recordaremos como é definido o
sinal de uma permutagdo. Para uma leitura mais detalhada sobre grupos de permutagoes, veja
[Her06].

Fixado m € N, seja Q[X1,..., X,»] o anel dos polindémios com coeficientes racionais e indeter-

minadas Xi,..., X, Seja P(X1,..., X)) € Q[Xy,...,X,,] dado por:

P(Xy,.... Xm) = [ Xi-X)).

1<i<j<m

Dada o € Sy, considere a agdo de o em P(Xy,...,X,,) dada por:

@P) (X1, Xm) = [ KXoy — Xo) € QX1, ..., Xi].

1<i<j<m

Observe que (0 P)(Xq,...,X,,) tem os mesmos fatores de P(X1,...,X,,), a menos dos sinais:
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Sejam 19, jo € {1,...,m} com iy < jo. Como o é permutacio, segue que o(ig) # o(jo). Caso
o(io) < o(jo), entdo o termo (T4(jp) — To(jy)) € um dos fatores de P(Xy,..., X,,). Caso contra-
rio, temos que —(To(iy) — To(jy)) ¢ um dos fatores de P(Xj, ..., Xy,). Portanto, concluimos que

(eP)(X1,...,Xm) =P (X1,...,Xm).
A partir da acdo definida acima, definimos o sinal de o € Sy, como (—1)? € {1, —1} que satisfaz
a seguinte igualdade:

(0P)(X1,...,Xm) = (—1)°P(X1,..., P).

Dizemos que o é uma permutacdo par se (—1)? =1 e dizemos que o é uma permutacao {mpar
se (—1)7 = —1.

Além disso, se 0,7 € Sy, entdo or = o o1 € Sy e (—1)77 = (—1)7(—=1)". De fato:

(—1)7"P(X1,.... Xpm) = (07)P) (X1, ..., Xm)

= I Koty = Xoriin)

1<i<j<m

=(-1)7 H (Xr@) — Xo()
1<i<j<m

=(-0)7°(-1" ] Xi-X))

1<i<j<m

= (-1 (-1)"P(Xy,...,Xm)-

Logo, (=1)7" = (=1)7(=1)".
Definicao 3.2.1. Sejam m € N fizado e A € £,(™E,F).

(a) Dizemos que A € £,("™E,F) é simétrica se, para cada o € Sy, e cada (x1,...,Ty) € E™:
A(To(1)s > To(m)) = A1, ..o, ).
(b) Dizemos que A € Z,("E, F) é alternada se, para cada o € Sy, e cada (x1,...,2,) € E™:
A(To(1)s -+ 5 To(m)) = (=1)7A(21, -, Tm).

Denotaremos por Z2("™E, F) o subespaco vetorial de £,("E, F) formado por todas as aplica-
¢oes m-lineares simétricas e, analogamente, denotaremos por L (ME,F) o subespago vetorial de
Z,(ME,F) formado por todas as aplica¢oes m-lineares alternadas.

Definimos também os espacos L*(ME,F) e Z%("E, F) de maneira natural, isto é:
Z*(ME,F) = %;("E,F)(|£("E,F) ¢ £%("E,F)=%!("E,F)(|<("E,F).

E, no caso em que F =K, escreveremos £("E,K) = Z5("E) e Z*("E,K) = Z4(™E).
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Proposicao 3.2.2. Dada A € £,(™E,F), considere A® € L(ME,F) e A* € £*(ME, F) defini-

das da seguinte maneira:

s 1
A ('xlv"wxm) = % Z A(xa(1)7"'7xa(m))

.O'ESm

a .1 o

A (:Iil,.. _7' Z A.TU 1) - ..,:ng(m))
€Sm

para cada (1,...,%,) € E™ .

(a) A aplicagio A -2y A% 6 uma projecao de L,("E,F) sobre £7(ME,F). Além disso, esta
proje¢ao induz uma proje¢io continua entre L (ME,F) e ZL*("E,F) tal que ||A%] < ||A].

(b) A aplicagao A 2y A% 6 uma projegao de Zo(ME,F) sobre LX(ME,F). Além disso, esta
proje¢ao induz uma proje¢ao continua entre £ (ME,F) e Z*(ME,F) tal que ||A%] < [|A].

Demonstracao. Como as demonstracdes dos dois itens s3o inteiramente analogas, apresentaremos

somente a demonstracao do item (a).
Vejamos que a aplicagdo ® estd bem definida, isto é, que a aplicagdo A° é simétrica. Para isso,

observe que dados v, 7 € S, existe um o € S, tal que y =oc o T:
y=nroid=(yor YHor=0o0rT.

Assim, para cada permutacao 7 € Sy,, temos:

A? ($T(1)> cee ’xT(m)) = ' Z A Toor( : UOT(m))
gESm
= ZA (1)s -+ s Ty(m))
YESm
= A%(x1,...,Tm).

Logo a aplicagdo A® é, de fato, simétrica e ¢ estd bem definida.

Para ver que @ ¢ linear, note que, dados A, B € Z,("E,F) e A € K, para cada (z1,...,Zm),

temos:

1
m!

()\A—i-B)s(.%'l,...,(IZm)i A + B)( To(1)s - ..,l‘o.(m))

Z
€Sm
= iu Z (Zo (1) 3 Tom)) + B(Zo(1)s 5 To(m))
ESm
Z
ESm

1
7!
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= NA*(z1,...,zm) + B¥(x1, ..., 2m)

= (ANA°+ B®)(x1,...,%m).
Para verificar que ® é uma projecdo, vejamos que se A € Z3("ME, F), entao A% = A:

S\S . ]' S .
(A%)* (21, ) = ) Z A (To1), s To(m)) = 7A@,y Tm) = A(T1, -+, T

’ UES’m

Suponha que A € Z(ME, F) e seja (z1,...,%y) € Bpn. Entao:

s 1
| PRt
JES’!?L
1
< — > Allzoql- - lrgem|
gESm
1
= — > Izl o]
TESm
m!
= ANzl [lzm]

Logo, tomando o supremo sobre Bgm, segue que ||A*|| < ||A| para toda A € Z(™E, F). Isso
prova que a aplicagio ®|gmp )y : L ("E, F) — ZL°(™E, F) & continua e ||®| < 1. |

Por conveniéncia, vamos definir os espacos de aplicagoes multilineares para m = 0 como o espago

das funcoes constantes:
Z,CE, F)=2YE, F)=2CE,F) = 2("E,F) = 2*(°E,F) = ¥*(°E,F) = F.

Agora nos concentraremos no estudo de aplicagoes multilineares simétricas e, para isso, apre-

sentaremos algumas defini¢bes para simplificar a notacao dos préximos resultados.

Definicao 3.2.3. Para cada n € N e cada multi-indice o = (o, ..., an) € Nj, definimos:
la =a1+ ...+ an e al = oyl oyl

Definigao 3.2.4. Sejam A € Z,("E,F) en € N. Para cada (z1,...,x,) € E™ e cada multi-indice

a=(a,...,an) € N com |a| =m, definimos:
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A sem =0,
a1 Qn __
Azt .oyt = 4 .-
(T1yee ey Ty ove  Tpyevey Tp) Sem > 1.
—————
a1 vezes an vezes

Teorema 3.2.5 (Férmula de Leibniz). Seja A € £7(™E, F). Para todos x1,...,z, € E, vale:

m!
m « (e}
A1+ ... +ax,)" = E JAxll...:cn".
aeNg ’
la]=m
Demonstracao. Faremos inducdo em m. O resultado é imediato para o caso m = 0 e, para o caso

m = 1, basta observar que:

1!
Z an?l...xf:”:Axl—|—...—|—A:En:A(x1—i—...—|—mn)1.

jaf=1

Agora suponha que a formula seja valida para toda aplicacdo m-linear simétrica. Vejamos que
¢ valida para toda A € Z5(™LE, F). Para isso utilizaremos o isomorfismo que foi apresentado no

Teorema 3.1.8:

Al 4. Fx)" M = Az + .z + . )™

€L;(MEF)
|
m! o a
= E JA(arl—f-...—l-xn)a:l Szl
a€eNy )
lo]=m
|
m!
= E JA(azl—i-...—i-xm,xl,...,a:l, ey Ty ey X))
: — ——
|a‘€N6L a1 Qn
al=m

|

_ m: a1+l _as o a1 Qa9 an+1

= E E[Axl xo? . xpt A ATt
a€eNgy

|a)|=m

| |
= Z %Ax‘flﬂxg? N e s Z %Am?laﬁgQ T O §
aeNg aeNg
lor|=m |o|l=m
Para cada 1 < i < n, defina g0 = (/Bgi), . .,@S")) € N{ onde BJ@ =aj+d;paral <j<ne
0i; ¢ dada por:

1 sej=rt,
5@‘2

0 sej#i.
Com esta defini¢do, para cada um dos fatores em (1), podemos reindexar o somatoério da seguinte

maneira;:
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m! a1 ai+1 an _ m! ﬁii) ﬁz@ %
Z JAacl ezt = Z o, ) ' (i)'A:c1 Tt Ty
|a|=m
_ m!p; B1 Bn
= 2 Bl Bl A 2)
|B]=m+1
Bi>1

Observe que percorremos todos os multi-indices 8 € Nij com |5| = m + 1 quando percorremos

i=1,...,n. Logo, de (1) e (2), obtemos:

Axy, ... xn)" T = Z m! (gl'—i——l—g?) A:z:’f1 . .zPr
fere ! !

Bl=m+1

m!
= > E(ﬁ1+...+ﬁn)mf1...m§n
BENH )
\ﬁ\:m(#l

!
= Z m[;_')Axll...xg”. [ |
BENT ’

|Bl=m+1
Corolario 3.2.6 (Formula Binomial). Seja A € £°(™E, F). Entdo, para todos x,y € E, temos:
" /m
Az +y)™ = kzo (k: > Azx™ Rk,

O teorema a seguir é muito importante para o estudo de aplicagdes multilineares simétricas,
polinémios e funcoes holomorfas pois nos diz que uma aplicacdo multilinear simétrica depende

apenas dos seus valores na diagonal do espaco E™.

Teorema 3.2.7 (Foérmula de Polarizacao). Seja A € Z;("E, F). Entao:

1
Az, ... xm) = —om E e1...emA(zo+e121 + -+ epmam)™,
’ gi==%1
i=1,....m
para quaISquUer Tg,...,Tm € E.

Demonstracdo. Pela Férmula de Leibniz, temos:

m)!
A(zo+e1x1 + -+ epaey)™ = Z JALES[O (e121) ... (Emxm)™™

|laj=m
ml
— _ 1 Qm, @Q am
= E LGl e Axg® . xpm.
la|l=m

Tomando o somatério em todos os €; = £1 com 1 < ¢ < m, temos:
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m o__ m!A o am a1+l am—+1
€1. Alzg+e1x1 4+ +epmem)™ = A’ am et LegmT,

1= 1, .,m i=1,....m

Observe que se aj = 0 para algum 1 < j < m, como ¢; = %1, temos:

E : qu-l—l ) ) am+1 § : €0c1+1 ] am+1 § : €Oc1+1 ) am+1 =0.

e;i=*%1 e;i=*%1 e;i=*%1
i=1,....,m 1] 1]

Logo, as parcelas que contribuem para o somatério devem ter a; # 0 para j = 1...m. Mas
como |a| = m, s6 ha uma parcela na somatoria, formada pelo multi-indice dado por g =0e oj =1

para j = 1...m. Concluimos que:

Yo oeremA(zotaim o Emm) ™ = mI2T AT, ). ]

sz—il
i=1,....m

Proposicao 3.2.8. Seja (A;) C Z,(ME,F) uma sequéncia pontualmente convergente, isto ¢,
lim A;(z) = A(z) existe para cada x € E™. Entdo:
j

(a) Ae Z,("E,F).

(b) Se todo Aj € simétrico, entio A € simétrico.
(¢c) Se todo Aj € alternado, entio A € alternado.
(d) Se todo Aj € continuo, entdo A € continuo.

Demonstragao. (a): Para cada 1 <i < m fixado, dados z1,...,2m,y; € E e X € K, temos:

Alxy, ..., zi+Yiy .oy o) =lHmAj(z1, ., AT + iy - o0, Tn)
J
:lijm/\Aj(ml,...,xi,...,xm)—i—Aj(a:l,...,yi,...,xm)
= AimAj(x1, ..., 2. .., Tm) FimAj(z1, .., Yiy - T0)
j j

=MNA(z1, .. Tiy e ) F AT, Yiy e D)
(b): Dados z1,...,zym € E e 0 € S, temos:
ATy, To(m)) = lijm Aj(Zo(1)s -+ s To(m))

=lmA;(z1,...,2m)
J

= A(x1,...,Tm).
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(c): Dados z1,...,2m € E e 0 € Sy, temos:

ATy To(m)) = lijm Aj(To1)s -+ To(m))

=lm(-1)7A;(z1,...,zm)
J

= (=1)7A(z1, ..., xm).

(d): Pelo Teorema 3.1.4, basta provar que A é continua em cada variavel. Mostraremos, sem

perda de generalidade, que A é continua na ultima variavel. Fixados x1,...,xm—1 € E, considere a
aplicagdo ATL-Pm=1(g, ) = A(x1,...,2m). Note que:
AT () = Al ) = Tm Ay, ) = lm AT (@),
J J

L1y Tm—1

onde, pelo Teorema 3.1.4 , cada Aj é linear e continuo.

L1595 Tm—1

Para cada z,,, € F, a sequéncia (A]

(zm))jen € convergente, logo, limitada. Pelo Teorema

de Banach-Steinhaus, sup HA?’""QJ"L’1 | < oo, assim:
jeN

A ()| = [T A5 )] < sup 475 ]
J JEN
Logo, A é continua na ultima variavel e segue que A é continua. |

Corolario 3.2.9. Z*("E,F) e X*("E, F) sdo espagos de Banach.
Podemos gerar aplicacoes multilineares a partir de formas lineares da seguinte maneira. Dados

P1,- -+, pm € E*, definimos A € Z,(™FE) por

Az, .oy xm) = p1(x1) -« - pm(Tm),

para cada z1,...,T, € E. Esta idéia é generalizada a seguir.

Defini¢ao 3.2.10. Dados A € £,(™E) ¢ B € Z,("E) o produto tensorial A® B € £,("™"E) ¢
definido por:
(A® B)(x1,. .y Tmin) = A(x1, ..o, ) B(@mt1, - - Tinen)

para todos T1,...,Tmyn € E.

O proximo resultado lista algumas propriedades basicas do produto tensorial e sua demonstracao

é imediata.
Proposicdo 3.2.11. Sejam Ay € Z,(ME), Ay € Z,("E) e A3 € Z,(*F). Entao

(a) Se Ay e A sao continuos, entdo Ay @ Ay é continuo.
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(b) A aplicagao (A1, As) — A1 @ Ay € bilinear.

(c) (A1 ® A2) ® Az = A1 ®@ (A2 ® A3)

Observacao 3.2.12. Também ¢ possivel definir o produto tensorial A® B para o caso em que uma

das aplicagoes tem imagem em um espaco de Banach qualquer.

3.3 Polinémios e Polindmios Homogéneos

Nesta secao trataremos de estudar uma classe importante de funcoes entre espacos de Banach.
Apresentaremos os resultados béasicos da teoria de polindmios e polindmios homogéneos para que,

posteriormente, possamos estudar fungoes analiticas e problemas de extensao.

Definicao 3.3.1. Seja m € N. Dizemos que uma func¢io P : E — F ¢é um polinémio m-homogéneo
se existe A € L,("E,F) tal que P(x) = Az™ para cada x € E.

Denotaremos por Po(ME, F) o espago vetorial de todos os polinémios m-homogéneos de E em
F. E, conforme a notagao definida para aplicagoes multilineares, denotaremos por P (™E,F) o
subespaco de P, (ME, F) formado pelos polindmios m-homogéneos que siao continuos em relagio as
normas de E e de F'.

Quando F =K, escreveremos P,("E, F) = P,("E) e Z(ME,F) = Z("E).
Exemplo 3.3.2. Se E = K, dada A € £,("E,F), seja a = A(1,...,1). Entao, para cada
(T1y... &) € E™:

A(x1, . yxm) =21 .. 2 AL, .. 1) = azy ... Ty
Assim, todo polinémio m-homogéneo P : K — F € da forma P(x) = ax™ com a € F. Além
disso, se tomarmos E = F =K, obtemos a definicdo cldssica de polindémios m-homogéneos.

Pretendemos relacionar o espago dos polinémios m-homogéneos com o espago das aplicagoes

m-lineares simétricas. Para isso utilizaremos a seguinte notacao:

Definicio 3.3.3. Dada A € £,(™E, F), definimos A € 2,(™E, F) por:
A(z) = Az, ..., z), para cada z € E.

Teorema 3.3.4. A aplicagio © : L(ME,F) — P,("E,F) dada por ®(A) = A ¢ um isomor-

fismo de espagos vetorias.

Demonstracao. Vejamos que ® é linear. Dados Ay, Ay € Z5(ME,F) e A € K, para cada z € F,

temos:

BOAA; + A)(2) = (M + Ao) () = (AA; + A9)z™ = AA1z™ + Apa™ = (AA; + Ap)(2).
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Dado P € Z,(ME, F), existe A € £,("E, F) tal que P = A. Considere a aplicacdo A®, como

na Proposicao 3.2.2 . Entao, para cada x € E:

;1\5(1:) = A¥(x,...,x) = % Z Az™ = Az™ = P(x).

’ O'GSm

Logo, a aplicacdo ® é sobrejetora. Agora vejamos que ® é injetora. Para isso, suponha que
A, B € Z(ME, F) sdo tais que A=P=B. Entéo, dados z1,...,xn € F, segue da Formula de

Polarizacao com xg = 0, que:

1
A,y tm) = —or Y oeremAleim At EmT)"
’ e;=*%1

i=1,....m

1
= om E e1...emPlerzr + -+ emam)
e;=*%1
i=1,....,m
1 m
= E €1...emB(e1x1 + - + emm)
ml2m
e;==+1
i=1,....,m

= B(x1,...,%Tm).

Isso mostra que ® é injetora e segue que é um isomorfismo entre espagos vetorias. |

Observacio 3.3.5. No caso em que m = 0, indentificaremos P,("E,F) = £5(°E,F) = F como

o espaco das aplicacoes constantes.

A seguir apresentamos um critério para a continuidade de polindmios m-homogéneos que é

semelhante ao apresentado no Teorema 3.1.2.
Teorema 3.3.6. Dado P € P,("E,F), seja A € £L5(™E,F) tal que P = A. Sio equivalentes:
(a) Aec Z°(ME,F)
(b) Pe Z(ME,F)
(¢) P é continuo na origem
(d) Eziste uma constante M > 0 tal que, para cada x € E, ||P(z)| < M||z||™

Demonstrag¢ao. As implicagoes (a) = (b) = (c) s@o imediatas.
(c) = (d): Pela continuidade na origem, existe um J > 0 tal que ||[P(y)|| < 1 sempre que

lly|| < 6. Dado x # 0 qualquer, o ponto z =

L tal
é tal que:
2||]]

5 m
(M) IP@)] = PG < 1.
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m

2
Portanto, tomando M = 5 ) - segue que |1P(x)|| < M||x|™.

(d) = (a): Dado (x1,...,zm) € Bgm, entao ||z;|| < 1 para todo 1 < i < m e, pela Formula

de Polarizagdo com xg = 0, temos:

1
1AL, wm)ll <~ > el lemll Al + - + Emam)™|
’ 8i::|:1
i=1,....m
1
= — > el lemllPleras + -+ + emam)||
m: e;i=*%1
i=1,....m
1
< —mm 2o Mllaal -+ aml)™
’ e;=*%1
i=1,....m
< M
- |
ml2m i
i=1,....,m
_ Mm™
oom!
E segue que A é continuo. |

Assim como no caso das aplicagées multilineares, o teorema anterior nos mostra que polinémios
m-homogéneos continuos sao limitados sobre os subconjuntos limitados de E. Isto nos permite

definir a seguinte fungéo:

-1+ 2("E, F) — [0,+o0o[ dada por [|P| = o, 1P (@)]]-

Segue também do Teorema 3.3.6 que um polinémio P é continuo se, e somente se, ||P|| < oo.
Além disso, esta é a menor constante que satisfaz 3.3.6(d):

Dado x € E, temos HP <L> H < ||P|| e obtemos:

[l

1P@@)| < [1P[l{l(™.

Isto ¢, || P|| satisfaz a condigao 3.3.6(d). Por outro lado, se M > 0 ¢ uma constante que satisfaz

3.3.6(d), dado = € Bg, temos ||P(x)|| < M. Assim segue que ||P|| < M e podemos concluir que:
|P|| = inf{M > 0: ||P(z)|| < M|z|™ Vz e E}.

Proposicao 3.3.7. A aplicagdo || - || é uma norma em Z(ME,F).
Demonstracdo. A demonstragdo é analoga & demonstracao da Proposicao 3.1.6. ]

Teorema 3.3.8. A aplicagio ® : £*("E,F) — P(™E, F) dada por ®(A) = A ¢é um isomorfismo



3.3 POLINOMIOS E POLINOMIOS HOMOGENEOS 25
topoldgico de espagos normados. Além disso,
~ mm o~
1A < 114 < 2| A).
m!

Demonstracao. Pelo Teorema 3.3.4 , ® é linear e injetora. Além disso, pelo Teorema 3.3.6 , & &

sobrejetora. Para cada x € F, temos:
[A@@)[| = [|Az™ | < [|A][fl]™.

Logo, ||A| < ||A|. Dados 21, ..., 2m € Bg:

|A(z1, .. xm)|| <

= mlam Z le1] .- lem||A(e121 + -+ - + Emam)™ ||

Ei::tl
i=1,....m

Y7 @+ emrn)|

e;i==%1
i=1,....m

Y Alllerzr + -+ emwnl ™

e;=*%1
i=1,....m

mm o~
— 1Al
m!

IN

ml2m

1
ml2m

IN

IN

mm
Portanto, || Al < —|A4]|. [ |
m!
Corolario 3.3.9. Z(™E, F) munido da norma || - || é um espago de Banach.

A seguir apresentaremos uma generalizacdo do Teorema de Banach-Steinhaus para polindmios

homogéneos. Para isso precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 3.3.10. Seja P € Z,(™E,F). Se P é limitado por ¢ > 0 sobre uma bola B(a,r), entao P ¢é
m
sobre B(0,r).

limitado por
m/!

Demonstragao. Seja A € ZL(™E,F) tal que P = A. Pela Formula de Polarizacao, temos:

1
A1,y Tm) = g 5;1 e1...emA(zo + 121+ - + EmTm)™.
i=1,...m
Para cada x € B(0,r), tomando xozaex1:-~:xm:£, segue:
m
T T
P(x) = Az™ = mm A=, Z
(@)= Azm =mra(Z, T
=m" ! Z £1...€ A(a+(€ +--+e )£>m
= —om 1---Em 1 m)

Ei::tl
i=1,....m
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1 x
=m" g 51...5mP(a—|—(51—|—---+5m)—)
|
ml2m o= m
1=1,....m

Como, para cada escolha de sinais, a + (€1 +-- -+ Em)E € B(a,r), pela desigualdade triangular
m

m
segue que || P(z)| < an
m!

[ |
Lema 3.3.11. Sejam U C E aberto e (f;) uma familia de fungdes continuas f; : U — F. Se
(fi) € pontualmente limitada em U, entao existe um aberto V-C U tal que (fi|y) € uniformemente

limitada.

Demonstragao. Para cada n € N, defina A, = {z € U : | fi(z)|| < n Vi}. Como (f;) ¢ pontual-
mente limitada, segue que U = |J Aj,. Além disso, como A, = (\(||-| o £)710,n], segue que todo
A,, é fechado. net '

Pelo Teorema de Baire, existe k € N tal que int(Ay) # (. Defina V' = int(Ag). Deste modo,

dado z € V, para cada i:
1 fi(2)]] < sup || fi(z)]| < k. u

Teorema 3.3.12. Um subconjunto de P ("E,F) é limitado se, e somente se, é pontualmente

limitado.

Demonstra¢ao. Suponha que o C Z(™E, F) seja limitado. Dado P € &7, para cada = € E:
1P ()| < [[P[[ll=]™ < Sup [Pl ]|

Logo 7 é pontualmente limitado.
Reciprocamente, seja (P;) C Z(™E, F) pontualmente limitada . Pelo Lema 3.3.11 existe uma
bola B(a,r) tal que a familia (F|p(q,) ¢ uniformemente limitada por uma constante ¢ > 0. Pelo

em B(0,r).

Lema 3.3.10, (F;) ¢ uniformemente limitada por —
m!

Dado = € Bg, para todo i:

2m T 2mem™
P =5 |7 o)l < S
2Mem™ L
Logo sup || ;|| < ———— e segue que (P;) ¢ limitada. [ |
i rmm!

Definicao 3.3.13. Dizemos que uma funcio P : E — F é um polinémio de E em F se existe
m € N tal que a funcao pode ser representada como P = Py + Py +---+ P, com Pj € P.UE,F)
parae cada 0 < j < m.

Se P#0 em >0, dizemos que o grau de P é m. Denotaremos por Z4(E,F) o espago vetorial

de todos os polinémios de B em F'. Analogamente & notacdo definida para aplicagcoes multilineares,
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denotaremos por P (E,F) o subespago de P, (E,F) formado pelos polinémios que sdo conlinuos

em relagio as normas de E e de F. No caso em que F = K, escreveremos P,(E,F) = Z,(F) e

P(B,F) = PE).

Proposicao 3.3.14.
(a) P, (E,F)= @ P.,("E,F), como soma direta algébrica.

meENg

(b) P(E,F)= @ Z(ME,F), como soma direta algébrica.

meNg
Demonstragdo. (a): Suponha que 0 = Py + -+ + Py, com P; € Z,('E, F) para todo 0 < j < m.
Vamos provar que, para todo 0 < j <m, P; = 0.
Dados z € Ee A € K, A # 0, temos:

0= (> P | QM2) =) _Pi(Ax)=> NPi(x)
j=0 Jj=0 J=0
Dividindo por A™, obtemos:
1 1
P (x) + XPm_l(a:) +- 4 )\—mPo(a:) =0.

Tomando o limite |A\| = oo, obtemos P, = 0. Procedendo indutivamente com o mesmo argu-
mento, obtemos 0 = Py = --- = Pp,.

(b): Pelo que acabamos de provar em (a), basta provar que se P é um polinémio continuo com
representagao P = Py + -+ P, entdao P; € Z(VE, F) para todo 0 < j < m. Provaremos isto por
inducao em m.

Se m = 0, temos que P = Py é continuo. Suponha que todo polinémio continuo de grau (no

méximo) m — 1 se escreve como soma de polindmios homogéneos continuos. Dados € F e A € K,

temos:
m m m—1
P(Az) = N"P(x) = Y NPj() = A" Y Pi(x) = Y (N = A")Pj(x).
j=0 Jj=0 Jj=0

Fixe A € K tal que M — A\™ # 0 para todo 0 < j < m — 1. Defina Q : E — F por
Q(z) = P(Ax) — N P(z) para cada x € E. Deste modo, () é um polindémio continuo de grau
m — 1 e, pela hipotese de indugao, temos que P; é continuo para todo 0 < j < m — 1. Logo

P,=P—(Py+--++ Pp_1) é continuo. [ |
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Capitulo 4

Extensoes de Polindmios em Espacos de

Banach

Neste capitulo serao apresentadas extensoes de aplicacoes multilineares e de polinémios entre
espacos de Banach para que, posteriormente, possamos estender funcoes analiticas nestes espagos.

Os resultados contidos neste capitulo sdo baseados em [Danl3].

4.1 Extensao de Operadores Lineares

Definigao 4.1.1. Sejam E e F espagos de Banach e T € £ (E,F). O operador T' : F/ — FE/,
dado por T'(p) = @ oT é chamado de operador adjunto de T.

Proposigao 4.1.2. Se T € L (E,F), entio T' € Z(F',E') e |T|| = ||T'||. Além disso, se T é um

isomorfismo isométrico, entao T' também o é.

Demonstragio. Dados ¢1,p2 € F' e A € K, para cada = € E:

T' (A1 + p2)(z) = (Ap1 + ¢2) o T) (2) = (A(p1 0 T) + 2 0 T)(w) = [AT"(i01) + T'(2)] ().

Logo, T" é linear. Vejamos que ||T'|| = ||7”]|. Para cada ¢ € F':

1T'(p) | = sup [T'(p)(x)| = sup |p(T(x))] < ll¢|l sup |T(z)]| = [[#lllIT]]-
had r€BE r€BE T€BE
S

Logo, || T'|| < ||T||. Por outro lado, como consequéncia do Corolario 2.1.3, para cada z € E:

IT(z)l = sup |o(T(x))] = sup [T"(¢)(x)] < [lz]| sup [T'(p)|| = IT"[[[l]-
pEB R @wEBR/ ©YEBR/

Logo [|T]| < [|I7"]| e, portanto, || T']| = [|7"].

29
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Agora suponha que T seja um isomorfismo. Dado ¢ € ker(7”), para cada x € E, temos:

0="T'(¢)(x) = o(T(x)).

Como T é sobrejetor, segue que ¢ = 0 e, portanto, 7" ¢ injetor. Dado 1) € E’, observe que
p=1oT 1 e F é&tal que T'(p) = 9, assim, T’ & sobrejetor.

Por ultimo, suponha que T' seja um isomorfismo isométrico. Para cada ¢ € F’, temos:

IT"(0)]| = sup [T"()(x)| = sup |@(T(x))| = sup |o(T(x))] =gl u
r€BE r€BE T(z)EBp

O resultado anterior nos permite definir o operador adjunto de 7" € Z(F’, E’) de maneira
natural, isto é, definimos 7”7 € Z(E", F") por T" = (T")".

Lembre que denotamos a inclusdo candnica de um espaco de Banach F no bidual E” por
Jp: E — E" e esta aplicagao é dada por Jg(z) = Z, onde Z(2') = 2/(x), para cada 2’ € E'. Esta
inclusao é uma imersdo isométrica e, por este motivo, identificamos F = Jg(E) C E”.

O proximo resultado nos mostra qual a relacao entre T e T” quando consideradas as identifica-

coes EC E" e F C F".

Teorema 4.1.3. Dado T € Z(E, F), o operador T" € L(E", F") é uma extensdo de T no sentido
de que T" o Jg = JpoT.

Demonstragio. Dados v € E e ¢ € F’, temos:
[(T"0JE)(2)](¢) = T"(@)(p) = (@oT")(¢) = Z(poT) = (poT)(x) = Jr(T(2))(¢) = [(JroT)(2)](¢).

Observacgao 4.1.4. Segqundo o resultado anterior, dizer que o operador T" ¢ uma extensio de T

ao bidual é 0 mesmo que dizer que o sequinte diagrama é comutativo:

T
E F

JE JF

E//______C_T_” ______ > Fl/

Além disso, sequndo o teorema anterior, também vale que:
(a) T"(Jp(E)) C Jr(F),

(b)) T =J.'oT" 0 J, onde consideramos J' : Jp(F) — F.
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4.2 Extensoes de Arens

Em 1951, R. Arens encontrou um modo de estender aplicacoes bilineares continuas entre espagos
de Banach para o bidual [Are51a, Are51b|. A seguir apresentaremos a construcao das extensoes de

Arens.

Definicao 4.2.1. Sejam E4, Es, F espacos de Banach sobre K. Dada uma aplicagdo bilinear con-
tinua A : By X By — F, definimos A : F' x By — El por:

Al 2)(y) = 2 (A2, y)),

para cada 2’ € F', x € By ey € Ey. A aplicacio A é chamada de primeiro adjunto de A.
Proposicao 4.2.2. A ¢ uma aplicagdo bilinear continua, com ||At|| < || 4]
Demonstragiao. Dados X € K, 2], 2}, € F',x € E,, para cada y € Es, temos:
AN+ 2 2) () = (A2 + ) (A, )
= A2y (A(z,y)) + 25(A(2,y))

= M (2, 2)(y) + AL (2, 2)(y)
= DALz, ) + Al (2, 2)] ().

Dados A € K, 2’ € F',x1,25 € Eq, para cada y € Es, temos:
y P

AN Azt + 22)(y) = 2 (AQwr + 22, y))
= 2 (MA(z1,y) + A(z2,Y))
= N\ (A(z1,y)) + 2/ (A2, 7))
= M2 21) + A2, 22)] ().

Logo, A! ¢ uma aplicacdo bilinear. Além disso, fixados 2/ € F/,x € E, para cada y € Fy:
g0,

' 2) ()] = |2/ (Az, )] < 12 [JAG, ) < 12 TTAI] -
Logo, A'(2',z) € El. Além disso, temos que:

1A', 2)]| = sup [A"(', 2)(y)] < ANl ]|

yEBE,
e, portanto, A' ¢ continua com || A¢|| < || A]. [ ]

Analogamente ao que fizemos na Secao 4.1, a proposi¢do anterior nos permite definir o segundo
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adjunto da aplicagao bilinear A : Fy x Ey — F como A" = (A!)!. Assim, A" : E) x F/ — F] ¢é
dado por:
A (y" ) (x) =y (AN, x)), paracada 3’ € EY 2 € F',xc E.

Além disso, a proposi¢ao anterior nos diz também que A é bilinear continuo com [|AY| <
| At|| < ||A]|. Procedendo da mesma maneira, definimos o terceiro adjunto de A como A = (A®)t,

Assim, A" : B x B — F” é dado por:
Attt(x”,y”)(z/) - l‘,/(Att(y//,Z/))7 para cada .’E// c Ei,7y,/ c Eé/,Z/ c F/.

O terceiro adjunto de A & bilinear continuo e ¢ tal que ||A™ || < || A"]] < ||AY|| < ||4].

Teorema 4.2.3. Dada A € £ (Ey, Ey; F), a aplicacio A™ € L (E|,EY;F") é uma extensdo de
A no sentido de que A" (Jg,(2), Jg,(y)) = Jr(A(z,y)), para todos © € E1,y € Ey. Além disso,
AT = [IA].

Demonstracao. Primeiro vejamos que o seguinte diagrama comuta:

A
Ei X Es F
(']E17 JEQ) Jr
Ei’ X Eg ------ A;tg """ > F

Dados x € Ey,y € Es, para cada 2’ € F', temos:

A" (g, (@), T, (9))(2) = A™(2,9) ()
=2(A"(7,)
= A"(5,2)(x)
= j(A'(<,2))
= A'(<,2)(y)
= 2'(A(z,y))
= Jr(A(z,9))(2).

Para mostrar que ||A%|| = ||A]|, basta mostrar que vale || 4| < ||A%||. De fato, como A ¢
uma extensao de A e as inclusdes canoénicas Jg,, Jg, € Jp sd@o imersoes isométricas, para cada

(z,y) € E1 X E9, temos:

1A, y)ll = [ Tr (A )| = 14" (T, (2), Te, W) < AT, (@) 18 )] = 1Az ][y
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Logo, ||A|| < [|[A™|| e concluimos que a extensdo preserva norma. [ |

A aplicagao A € Z(EY, EY; F") ¢é dita a primeira extensao de Arens de A.
A partir de agora nos dedicaremos & construcio de uma segunda extensao da aplicacao multili-

near A € Z(Ey, Ey; F).

Definicao 4.2.4. Sejam FE1, Es, F espacos de normados sobre um mesmo corpo K. Dada A €

L(E1, Ey; F), definimos a aplicagio transposta de A como AT : By x By — F, dada por:

AT(y,x) = A(z,y) para cada x € Ey,y € Ey.

Como a aplicacdo AT ¢é bilinear e continua, com ||A| = ||AT|, segue do Teorema 4.2.3 , que
ATt = (AT & yma extensdo de AT Isto é, o seguinte diagrama comuta:
AT
EQ X E1 F
(JEs, JE1) JF
By BY o=
A

Logo, a aplicacio AT™T = ((AT)#)T ¢ uma extensdo de A. De fato, dados = € Fy,y € Eo:

Tr(A(e,y)) = Jp(AT (y, ) = AT (Tp, (), Jg, (2)) = AT (Jp, (2), B, (y))-

E segue que o seguinte diagrama comuta:

A
E1 X E2 F
(JEl P ‘]EQ) JF
Ei’ X Eé’ ----------- > F”
ATtttT

Além disso, decorre também do Teorema 4.2.3 que:
HAH = ”ATH — HATtttH _ HATtttTH'

Assim, a aplicacio ATHT sera chamada de segunda extensdo de Arens de A.
E necessario averiguar se essas duas construcoes nos levam a extensoes distintas de uma mesma
aplicacao A e se existem condicbes sob as quais essas extensoes coincidam. Para isso, nos dedicare-

mos a estudar algumas propriedades dessa construcao.
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Lema 4.2.5. Sejam Ey, FEs, F espacos normados e A € £(E1, Eq; F).

a) Se (vy) C E1 € um rede tal que x, 2 2" em B, entio:
( ) q 1>

A (g ") = lim A" (2o, y") em F”  para todo ' € EY.

(b) Se (yz) C Ez € um rede tal que yga i y" em EY, entdo:

ATtttT(x”,y”) _ h/gnATtttT(m//’yﬁ) em )l para todo x// e Ei/-

Demonstragao. (a): Primeiro suponha que (x,) C Ej seja uma rede tal que x,, % 0 em EY. Entao,
para cada 2’ € F':
lim A" (24, y")(2)) = lim 2, (A% (4", 2")) = 0.
6% o N — o’

€K,

Agora, se (z,) C Ep € tal que z, 0 2", entao x4 — 2" “ . Assim, para cada 2’ € F':
0 =lim A" (z, — 2", y")(¢") = lim A" (x4, y")(2") — A" (2", ") (2)).
(0% (0%

Portanto, A" (2", y") = lima A" (24, y").

(b): Seja (yg) C Eo com yg SN y" em EY. Entao:
hg;n ATHT (5 ) = hén ATt (5 2" @ 4T (", ") = ATHT (0 o). -
O préximo resultado nos mostra que as extensées de Arens coincidem quando pelo menos uma
as entradas é avaliada sobre os pontos de E; C ou de Fy C EY.
d tradas € liada sob tos de By C EY oude Ey C EY
Lema 4.2.6. Sejam E1, Es, F' espacos normados e A € L (E1, Es; F). Entdo:
(a) A% (2" Jg,(y)) = AT (2" Jp,(y)) para cada 2" € EY ey € Fs.
(b) A (Jg, (z),y") = ATUT (Jg (2),y") para cada x € Fy e y" € EY.
Demonstracao. (a): Para cada 2’ € F’, temos:
A (@", T, () (Z) = 2" (A" (Tp,(y), 2'))-
—_——
er
Além disso, temos:

AT (0" T (y)(=) = AT (g, (y),2")()
— JEQ (y)(ATtt(:CH, Z/))
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= AT ) ()
_ JJH(ATt(Z/, y))
————

cE,

Basta mostrar que A®(Jg,(y),2’) = ATt(2’,y). De fato, para cada = € Ey, temos:

Att(JEQ (y), Z/)(l’) = JEQ (y)(At(Zla .T))
= A7, z)(y)
= 2'(A(z,y)).

Mas, por outro lado:

AT y)(z) = (AT (y,2))
= 2'(A(z,y)).

Logo, A% (2", Jg,(y)) = AT®T (2" Jp,(y)) para cada 2" € Ef e y € Fs.

(b): Para cada 2’ € F’, temos:

A" (g, (2),y")(2) = g, (2)(A"(y", )
— Att (y//’ Z’)(l’)

— y”(At(Zl, .’E))
——
€E,

Além disso, temos:

ATtttT(JEl (x)7y//)(zl) — ATttt(y//, JE'1 (l‘))(Z/)
_ y//(Atht(JE1 (:L'), Z/))-
—_—

€}

Basta mostrar que A'(2/,x) = AT®(Jg, (z), 2’). De fato, para cada y € Es:

AT (g, (2),2)(y) = Jg, (2) (AT (2, y))
= AT (2 y)(x)
= 2'(AT(y, z))
= 2'(A(z,y))
= A'(2,2)(y).

Portanto, A" (Jg, (z),y") = AT (Jg, (z),y") para cada v € Ey e 3y’ € EY.

35
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Teorema 4.2.7. Sejam E1, Ey espagos normados e A € £ (Ey, Ey; F). Se 2" € EY,y" € EY, dadas
redes (o) C En, (yg) C Eo tais que x4 e Y AN Yy, entdo:
() A" yf) = Ll A )
(0%
(b) ATHT (g7 4"y = liﬁrgn lim A(zq,yp)
(0%
Demonstragao. Como A'™ estende A, vale que A(zq,yp) = A" (z4,ys). Pelo Lema 4.2.5 e pelo
Lema 4.2.6, temos:
- i ittt
hgn hén Alza,yp) = hén hénA (Zasyp)
= liorén lién AT (0 yg)
= lim ATtttT(xa, y")
«
= liorzn A" (20, y")

— Attt ($//’ y/l)

Com argumento analogo, segue que AT (2" ") = li[gn lim A(zq, yg)- [ |
(0%

A partir do Lema 4.2.5, do Lema 4.2.6 e do Teorema 4.2.7 , apresentamos a seguinte caracteri-

7agao:
Teorema 4.2.8. Sejam E1, Es, F' espagos normados e A € L (Ey x Eq, F). Sao equivalentes:
(a) Attt = ATHT

b) Para cada 2" € EY,y" € E!, existem redes (x,) C E1 e (yg) C Ey com x4 —>w* 2 ey —>w* y”
1Y 2 B B
tais que:

limlim A(Ta,yp) = lign lim Az, yp)-

Em geral, A%t £ AT#T () seguinte exemplo mostra que faz parte do artigo [AGMO3].

Exemplo 4.2.9. Ao longo deste exemplo denotaremos A% = A5 e ATHT — Ao para indicar a
ordem dos limites iterados do Teorema 4.2.7.

Seja A : 11 x Iy — K definida por:

) o0 n k
Az, y) = Za:n (kzl T 1yk> para cada x,y € l1, onde x = (x,) e y = (yYn)

n=1

Fizados x,y € 11, para cada N € N, temos:

>

n=1

n N n
on (Z — 1yk)| <3 Jan (Z |yk|) < eyl (4.1
n=1 k=1

k=1
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Logo, A(x,y) € uma série absolutamente convergente e, portanto, a aplicagio A estd bem defi-
nida.

Dados x,y,z € l1 e A € K, temos:

n=1 k=1 +
[e%S) n k 9] n k
:)\an yk>+2$n< Zk:)
n=1 k=1 k+1 n=1 k=1 k+1

n=1 :1k+

i [)\x ( — _k zE | +y ( Qi Z )]
= n k n k

= k=1k+1 k=1k+1

n=1 k:1k+1 n=1 k:lk+1

= M(z, z) + Ay, 2).

Segue que a aplicagao A € bilinear e, por (4.1), ||A|| < 1. Denote por (e,) a base de Schauder

canonica de ly. Para cada j € N:

_
‘A(ejyej ‘—Z nj (Zk+1 k]) —m

n=1

Logo, tomando supremo sobre By, xi,, seque que ||A|| > 1 e, portanto, ||A| = 1.
Note que, como By € w*-compacta, existem z € By e uma subrede de (ey) que € w*-convergente
a z. Afirmamos que se z € I € ponto de w*-acumulagao de (e,), entio 1 = Ag1(z,2) = ||Aa1]|. Pelo

Teorema 4.2.7, denotando por (eq)ach € (€)ger as subredes convergentes a z:
Agi(z,2) = lién lim A(eq, eg).
(0%

Mas, para j, k € N, temos:

k k—o00
lim A( ) =1 = — —=1.
Ao =iy 3 (35 ) = 2

=1

Como o limite de qualquer subrede de (en)nen deve ser o mesmo, Az1(z,2) =1 = || Al = || Aa1||
e a afirmacdo estd provada.

Para provar que Ao # Aoy, suponha que existam z,w € By tais que Ajo(z,w) = 1. Pelo
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Teorema de Goldstine , existe (yg) C By, tal que yg , w, onde yg = (Yk,8)keN-

Afirmamos que, para cada k € N, y;, 5 & 0. Vejamos que isso, de fato, ocorre.

Suponha, por absurdo, que existam ko € N e 0 < 0 < 1 tais que |yy 5| > 0 para alguma subrede
de (yg). Se x = (xp) € By, entdo:

| Aoz, w)| = |1ig1A($,yﬁ)| = lién|A(fE,yﬁ)|.

Além disso, temos:

(z,y5)] <any< k+1\ykﬁ|>

> ko >k
Szlmn’ ko +1|yk0,5| Z k+1|yk6|
n—=
k;éko
> ko
<> e o +1|yk0,ﬂ| + Z Yk,
n=1
k:;éko

(o)
ko
<> e <ko+1|yko,ﬂ| + (1= |yko,ﬂ|)>
n=1

<1l- |yk07,3| +

o |
k+1yk07/3
ko
=1—0|1—- .
[ k0+1}
N———

C

Logo, se (zq) C By, € tal que x, 7 z, entdo:

1=Ap(z,w) = limlién|A(a:a,y5)| <1-C<1,
[0

uma contradi¢ao. Portanto yy g i) 0 para todo k € N.
Agora, dados x € By, e € > 0, existe ng € N tal que ) |x,| < =. Além disso, eziste [y tal

n>ngo

que, para todo B > [By:
E 7’%6 <:
k‘ +17" 2

Desta maneira, se 8 > By, temos:

Az, ys)| <Z!xn| (Zk+1!ykﬁ|> + Y |l ( k+1\?/kﬁ|>

n>no

<llzl<1 <[lysll<1
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n
k
<Y —— ksl + Y |l
k:1k+1 n>ngo

< E.
LOgO; A(IE,UJ) = hél’l A(:U7y5) =0 para todo c Bll~ Em particular, temos:
1= Alg(Z, U}) = lim lim A(ﬂ’ja,yﬁ) = O’
a B

uma contradicio.

Tomando z € By ponto de w*-acumulagao de (en), temos:
Agi(z,2) =1 e Aja(z,2) # 1.

Estamos interessados em estender polinémios homogéneos, e estes se relacionam naturalmente
com as aplicagdes simétricas. Vamos estudar algumas consequéncias da hipétese de simetria sobre
a aplicacdo A : E2 — F, bem como o comportamento das extensoes de Arens quando calculadas

na diagonal de (E")2.
Proposicao 4.2.10. Se A € Z5(E?, F) e A" = AT entgo A € £5((E")?, F).
Demonstracdo. Basta notar que, como A é simétrica:

Attt — ATtttT — (AT)tttT — AtttT — (Attt)T

ou seja, A ¢ simétrica. [ |
Proposicio 4.2.11. Seja A € Z°(E?, F). Se A% ¢ simétrica, entio A = ATHT,

Demonstracao. Observe que:
Attt — (Attt)T — (A)tttT — (AT)tttT — ATtttT

ou seja, as extensoes coincidem. |

Proposicao 4.2.12. Sejam A € L*(?E,F) e 2" € E", entdo:
Attt(l‘” :E”) — ATtttT(l‘H l‘”).

Demonstracgo. Se (), (zg) C E sdo redes tais que z, — 2" e x5 — ", entdo:
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A (2" ") = liCryn lién Azqo,x8) (Teorema 4.2.7)
= li;n lién A(zg, zq) (A é simétrica)
= li;n lim A" (24, 24) (A™ ¢ extensdo)
= lién A" (2" 24) (Lema 4.2.5)
= lim AT (2" 1) (Lema 4.2.6)
= ATHET (2 21y, (Lema 4.2.5) |

A partir da proposicao anterior, podemos definir a extensdo de um polinémio 2-homogéneo da

seguinte maneira:
Definicao 4.2.13. Sejam P € P(PE,F) e A € £L*(2E,F) sua bilinear simétrica associada. A
extensio de P ao bidual E" € a fungdo P : E" — F", dada por:

F(m”) - Am(x”,x”) _ ATtttT(x”,x”) para todo x// e E”.

A definicio acima nos d4 idéia de como deve ser a definicdo geral da extensao de polindémios
m-homogéneos ao bidual e, deste modo, nos motiva a estudar extensoes de aplicagoes multilineares.

Abordaremos estes temas ao longo das proximas secoes.

4.3 Construcao de Aron-Berner

A seguir apresentaremos a construcao de Richard M. Aron e Paul D. Berner para estender
aplicagbes multilineares com imagem num corpo K, este método esta presente em [AB78] e pode ser

adaptado para aplicacoes multilineares & valores vetoriais (veja [Dinl2| pag. 413). Analogamente

ao que fizemos na Sec¢ao 4.2, dada uma aplicacao m-linear continua A € Z(Ey, ..., E,,), queremos
obter uma aplicagio A € Z(EY,..., E!) tal que o seguinte diagrama comute:
A
FEix---x E,, 3 K
(JEl,...,JEm) /’,*”Z

-

1" "
El x---x E},

Isto ¢, que A(Jg, (21),...,JE,, (Tm)) = A(x1,...,2m) para cada (21,...,2Zm) € By X -+ X Ep,.
Inicialmente apresentaremos a construcao para o caso m = 3 para que o leitor fique familiarizado

com a notacao e, posteriormente, apresentaremos o caso geral.
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Sejam E1, Fs, E5 espacos de Banach sobre um mesmo corpo K e A € Z(F1, Eq, E3). Fixado
z3 € EY, defina a funcdo z3 : L (E1, Eq, E3) — Z(E1, E2) da seguinte maneira:

Z3(M)(x1,m2) = z3(M (21,22, + )) para cada M € Z(E1, Es, E3),

onde M(z1,z2, « ): E3 — K & o funcional linear e continuo dado por:

M(xz1, 29, « )(x3) = M(z1,x2,23).

Assim, z3 € linear e continua, com ||Z3|| < ||23]|. De fato, dados My, My € £ (FE1, Ea, E3), A € K,

para cada (x1,22) € E1 X Fo:

Z3(AM1 + Ma) (1, 22) = 23(AM1 + Ma) (21,22, =+ ))
:Zg()\Ml(.Tl,ﬂ?g, . )+M2(~T17$27 * ))
= )\Zg(Ml(l'l,l'Q, i )) + 23(M2(‘,L‘17’:U2’ ° ))

= [A\z3 (M) + Z3(M2)|(21, 22).
Além disso:

[Z3ll = sup [[z5(M)]
IMi<1

= sup | sup |z3(M)(z1,2)|
IMfi<1 | flz <1
ezl <1

= sup [ sup [z(M(ar, 2z, - )
(IM]|<1\ |lz1][<1
f|lz2]I<1

< sup | sup |[z[|[M (21,22, - )|
IMli<1 | fan f<1
lle2]l<1

[M<T\ [lea]|<1\[les]|<1

= [lz3ll sup | sup (sup IM(rcl,:cz,xa)l>
ezl <1

< [z sup [ sup (sup HMlllllelllella:s!)
IMi<1 | fler <1 \Jlasll<1
(B

< [|zs]-

Agora, fixado z9 € EY, definimos z3 : £ (FE1, F2) — £ (Ey) = E} por:
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Zo(M)(x1) = z9(M (21, +)) para cada M € Z(E1, E»),

onde M(zq, « ): Fy — K é o funcional linear e continuo dado por:

M(.ﬁl, . )($2) = M(.%'l,.%'g).

Desta maneira, analogamente ao que fizemos, segue que zz ¢ continuo e ||z3|| < ||22]|-
Por altimo, dado 2z € EY, definimos z7 : Z(FE1) = Ef — K por z1 = 21. Com isso, obtemos a

seguinte cadeia:

z3 ) <1
ZL(E1, By, E3) Z(Ev, E3) Z(E) =B —K
Além disso, observe que dados A € K e z( ), 1(2) € E!' para 1 <1i < 3, vale:
O W ) (1)

Para o caso i = 3, dados M € Z(F1, Eq, E3) e (x1,22) € Ey X Ea:

Ay 2D (M) (21, 22) = (A + 27 (M (21,22, - )

=D (M (21,29, + ) + 22 (M (21,29, - )

_ [Azg” + z§2>} (M) (21, 22).
Para o caso i = 2, dados M € £ (F1, E2) e 1 € Ey:

A 4 22 (M) () = (Azg +z2>><M<x1, »)

+ 20 (M(ay, +))

>/
/é\
-
Nt

Para o caso i = 1, dado M € £ (E,) = EY:
A 12200 = 0 + 2Py = [Az§” + z§2)] (M).

A partir da cadeia acima e de A € Z(FE1, Eq, E3), estamos em condigoes de definir uma aplicagao

A: E! x EY x EY — K da seguinte maneira:
A(z1,29,23) =71 023 0723(A) para cada 21 € Ef, 29 € EYf, 23 € EY.

Segue da propriedade (1) que a aplicagdo A é linear em cada uma de suas entradas. Além disso,
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para cada z1 € EY, 29 € EY, z3 € EY, temos:
[A(21, 22, 23)[| = [71 0 2 0 Z3(A)| < |zl Z2 M|z AIl < [ ANN=all 2225 ]1-

Isto é, A € ZL(EY,EY,EY) e || A| < | Al

Além disso, para cada x1 € E1,19 € Es,x3 € E3, temos:

A(Jg, (21), JB, (22), T35 (23)) = B, (1) © JB, (22) © Tz (23) (A)
= T, (21) (JEQ(SEQ) o JEg(x3)(A)>
€E|=2(E)
= (JEQ(xz) o JE3(903)(A)> (1)
= Jg, (z2) (JE3(933)(A))(331)

—_——
€Z(Er,E2)

Tea(@s)(A)(a, )
= Jgs(23)(A) (21, + )(22)

= Jgy(23)(A) (21, 22)

= Jp,(w3)(A(z1, 22, +))

= A(x1, 22, x3).

= JE2 (352)

N\

Acabamos de provar que A é uma extensao de A. Além disso, também provamos que ||A|| = || 4]|

pois o seguinte diagrama comuta:

E1><E2XE3 K

(JE1, JEy, JE3) -7

-

i i 1/
E} x By x E3

Deste modo, A serd chamada de extensdo de Aron-Berner de A.

Observacao 4.3.1. Note que A foi obtida estendendo primeiramente a iltima entrada de A. Entre-
tanto, poderiamos comegar esta construcao escolhendo qualquer uma das varidvets. Para ezemplificar
este fato, comegaremos a construcdo estendendo a sequnda varidvel e, em sequida, estenderemos a
primeirae:

Considere Ay : By x B x Es — K dada por Ai(x1, 20, x3) = 29(A(x1, + ,x3)). Assim, sequndo

a notacao anterior, temos:

Ax(w1, 29, 23) = 22(A(71, * ,23)) = Z2(A) (21, 73),



44 EXTENSOES DE POLINOMIOS EM ESPACOS DE BANACH 4.3

onde z3 : L (FEn, Eq, E3) — ZL(F1, E3) ¢ dada por Za(M)(x1,x3) = 20(M(z1, « ,23)).
Agora defina As : EY x El x Es — K por As(z1, 22, 23) = 21(A1( « , 22,23)). Isto é:

Ag(21, 29, 23) = 21(A1( » , 22,23)) = 21(Z2(A)( » ,23)) = 71 [22(4)] (23),

onde z1 : L (E1, E3) — £ (E3) é dada por z1(M)(x3) = 21 (M( « ,x3)).

Considere Az : B x Ef x EY — K dada por Az(z1,z2,23) = z3(Aa(z1, 22, + )). Assim:
Az (21, 22, 23) = 23(A2(21, 22, + )) = 23(Z1(22(A))) = Z3 0 71 0 22(4),

onde, como na construgdo anterior, definimos zZz = z3.
Seque que aplicagio As como definimos acima também é uma extensio de A para EY x EY x EY
e satisfaz || As|| = ||A||. Com isso, concluimos que existem 3! maneiras de se estender uma aplicagdo

Ac€ g(El,EQ,ES).

Agora apresentaremos o caso geral da construcao. Sejam Fy, ..., Ey, espacos de Banach sobre
um mesmo corpo K e A € Z(Ey,...,Ep,). Para cada z; € E;-’, 1 < j < m, definimos a aplicacao
ZZf(El,...,Ej) —).,g(El,...,Ej,l) por:

Z(M)($1,...,$j,1) = Zj(A(JJl,...,l'j,l, . )) para cada M Eg(El,...,Ej).

Desta maneira, cada Z; € linear e continua, satisfazendo |Zj|| < ||z;]|. Definimos a aplicacao

A:E! x - x E! — K por:

A(z1, . 2m) = 50 0 Zn(A).

Assim, A € Z(EY,...,E"). Além disso, ||A]| < ||A]| e A é uma extensdo de A. Isto é, o seguinte

diagrama é comutativo:

Fi x---x E, K

(JEl,...,JEm) -

" 1/
E x---x B,

Novamente, observe que a construcdo de A depende da ordem adotada para estender suas

variaveis e, portanto, existem m! maneiras de estender a aplicacao A. Mais especificamente:
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Defini¢ao 4.3.2. Dada A € £ (En,...,Ey), para cada 0 € Sy, definimos uma extensio de A por:

A%(21, 0 2m) = Zo(1) © - © Zo(my (A),

onde cada Z,(jy € definido de modo a composicao acima fazer sentido.

FEssas siao chamadas de Extensoes de Aron-Berner de A, apresentadas em [AB78].

No proximo capitulo veremos que, mesmo no caso em que A : E™ — K é simétrica, a extensao
A néo precisa ser simétrica. No entanto, essa extensdo satisfaz duas importantes propriedades, como

diz o préximo resultado:
Proposicao 4.3.3. Seja A € L("MFE). Entdo:
(a) Os elementos de E comutam com os elementos de E" nas entradas de A
(b) A é w*-continua na primeira varidvel.
Demonstragio. (a): Sejam x € E e z € E”. Basta mostrar que vale a seguinte igualdade:

A(Z1y ooy 252y 2,y 2kt 1y - -y 2m) = A(Z1, 0oy 2k, Ty 2, 2kt 1y - -+ Zm),

onde 21,...,2k-2, Zkt1,---,2m € E".
Seja M = Zp10---02(A) € Z(*F). Basta mostrar que TozZ(M) = ZoZ(M) em .Z(F2E).

De fato, dados x1,...,xr_2 € E:

ZoT(M)(1,...,@m—2) = 2(F(M)(@1, ..., T2, +))
= 2(M(z1,. .., Tym2,7))
=Z(M)(x1,...,Tm—2,7)
= B(M)(z1, ..., Tm_2, + )|(z)
= 2(Z(M)(z1,. .., T2, + )

:EOZ(M)(QH, ce ,$m—2)'

Logo, os elementos de F comutam com os elementos de E” quando sao calculados nas entradas

de A.

(b): Dados z1,...,2,m € E” e uma rede (z,) C E tal que z, % 21, temos:
lim A(zq, 22, -+, 2m) = imTg 0250+ 0 Z,, (A)
(63 (63

=limxz,(Z20 - 0Z,(A))

= 21(Zo - 0 Zm(A))
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0220...0%(14)

I
X

= A(21,22, -+, 2m)- [ |

Observacao 4.3.4. Como consequéncia da demonstracio da proposi¢do anterior seque que, para

cada x € E e cada z € E”, o sequinte diagrama é comutativo:

Z(mE) E Z(m1E)
L") ————— 2("E)

4.4 Construcao de Davie-Gamelin

A construcao que faremos a seguir é baseada no método apresentado por Alexander M. Davie e

Theodore W. Gamelin em [DG89].

Sejam E4,..., E,, espacos de Banach sobre um mesmo corpo K e A € Z(E,...,E,). Para
cada z; € B, pelo Teorema de Goldstine existe uma rede (zq,) C Ej tal que zq; i 2.

Observe que, fixado 1 < j <m,se M € Z(E1,...,Ej) e x; € E;, onde 1 < i < j, segue que:

Z(M)(xl,...,$j,1) iZj(M(SL‘l,...,CL‘j,h . ))

!
€E;

=limza,(M(z1,...,2j-1, *))

o
= lélmM(;L'l, e Lj—1, )(%aj)
J
=lm M(x1,...,%j-1,Ta;)-
o

Logo, podemos escrever as extensoes de Aron-Berner de A da seguinte maneira:

A(z1y .. y2m) =710 0Zp(A) =lim... lim A(zay, - -+, Tay, ),
al Qm
w* .
onde z,; — zj, para cada j = 1,...,m.
Esta forma alternativa de escrever a extensao de A é chamada de extensdo de Davie-Gamelin.
Note que, do mesmo modo, podemos estender A de m! maneiras distintas, de acordo com a ordem

dos limites acima. De forma mais geral:
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Definicao 4.4.1. Dadas A € £L(En,...,Ep) e 0 €Sy, considere A, € L(EY,...,El) dada por:

A%(z1ye e 2m) = olzi%l) . .alifn) AZayy -y Tam,)s

onde Tq; Rl zj para cada 1 < j < m. As aplicacoes A, sio chamadas de Erxtensoes de Davie-

Gamelin de A.

Observacao 4.4.2. Pelas contas feitas acima, seque que as extensoes de Aron-Berner e de Davie-
Gamelin sdo as mesmas. Para o caso em que m = 2, seque do Teorema 4.2.7 que as extensdes
de Arens, de Davie-Gamelin e de Aron-Berner coincidem e portanto, serdo utilizadas ao longo do

trabalho de acordo com a sua conveniéncia.

4.5 Extensoes de Polinémios Homogéneos

Assim como fizemos na Segao 4.2, vamos definir a extensdo de um polindémio m-homogéneo a
partir de sua aplicagdo m-linear simétrica associada. Dada A € Z5(™FE), observe que as extensoes
A coincidem sobre a diagonal de (E”)™. De fato, dado z € E”, para cada o € Sy,

— — . _ —id
AT = Ay(z,...,2) =ZFo0---0ZF(A) = A z,...,2).
Nessas condicoes a escolha da ordem de extensao das variaveis é irrelevante e podemos definir

a extensdo de um polinémio m-homogéneo da seguinte maneira:

Definigao 4.5.1. Sejam P € Z("E) e A € £*("™E) sua multilinear simétrica associada. Defini-

mos a extensio de P ao bidual como sendo a fungio P € P(™E"), dada por:

O seguinte exemplo nos mostra que esta extensdo, que é de natureza algébrica, ndo é necessari-

amente w*-continua.

Exemplo 4.5.2. Seja P :ly — K definido por P(z) = > 20 | 2.
o0
Observe que A : 12 — K dada por A(z,y) = Y. xnyn € a aplicagio bilinear, simétrica e
n=1
continua tal que A = P. Logo P é um polinémio 2-homogéneo sobre la. Seja (e,) a base de Schauder

canonica de la. Como la é um espaco reflexivo, as topologias fraca e fraca-estrela coincidem, assim

én 0. Por outro lado, para cada n € N:

P(ey) =€ ,0e,(A) = Alen, en) = 1.
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Como P estende P, temos || P|| < || P||. Além disso, P é a restricdo de A & diagonal de (E")™

assim, devido ao Teorema 3.3.8, temos a seguinte estimativa:
_ _ mm
1P < [lA]l = [[All < —[IP]-
m!

O proximo teorema nos diz que essa extensao, assim como no caso das extensées de aplicacoes
multilineares, preserva a norma. Este resultado foi demonstrado em 1989 por Alexander M. Davie e

por Theodore W. Gamelin em [DG89], onde também foi apresentada uma generalizagao do Teorema

de Goldstine.

Teorema 4.5.3 (Davie-Gamelin). Sejam P um polinémio m-homogéneo e P sua extensdo. Entdo

1P =[Pl

Demonstragio. Sejam P € P(ME) e A € £5(™E) tais que A = P. Dado z € Bg», pelo Teorema
de Goldstine existe (x,) C Bgr tal que x4 " 2. Dado ¢ > 0, como A( « ,z,...,2) é w*-continuo,

existe 1 = x4, € Bg tal que:

€
|Az™ — Az 2™ < —.
m
Pela Proposicao 4.3.3, A(x1, + ,2,...,2) = A( » ,x1,2,...,2) € w*-continuo. Entdo existe zo =
ZTa, € Bg tal que:
A m—2 A m—1 € A M A m—1 €
|Az1222 —Ar1 2" < — e |Az™ — Axoz™ | < —.
m m

Afirmamos que existe uma subsequéncia (x,) da rede (z) tal que:

— — €
|A(Ziy s iy oo Ty 2y o3 2) — ATy, Tigy - o+ Ty 152, ..., 2)| < — (4.2)
sempre que 1 <i1 <ig < -+ <y, com 1 < k < m.
De fato, suponha z1,...,z, € Bg escolhidos satisfazendo (4.2) e considere o seguinte conjunto:
{1,...,n}]"™ ={F c{1,...,n}: F éndo vazioe |F| <m},
onde |F| indica a cardinalidade do conjunto F'.
Para cada F = {i1,...,ix} € [{1,...,n}]"™ com iy < --- < dp e 1 < k < m, o operador
A( « @iy, Tiyy 2., 2) € w* continuo. Logo, existe 24, € B tal que, para todo a > ap:
— — €
‘A(xa,xil,...,xik,z. CyZ) — A(xil,...,xik,z...,z)‘ < g
Como [{1,...,n}]~™ é finito e o conjunto de indices da rede (x,) é dirigido, existe indice a1

tal que a1 > ap para todo F € [{1,...,n}]~™. Denotando p+1 = Za, ., € B, temos:
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‘Z($n+1,xil,...7$ik,z...,Z)—Z(l’il,...,xik,z...,Z)‘< , (4.3)

sempre que 1 <141 < --- <1k, com 1 < k < m.
Logo, de (4.2) e (4.3), para cada {i1,...,ix} € [{1,...,n+1}]"™ com i1 < --- < iy, vale que:

— €
|A(Ziy s Tigs oo s Tigs 2y ooy 2) — ATy, Tigy oo oy Tigg_ 152, .-, 2)| < e

Como (z,,) satisfaz (4.2), sempre que i3 < -+ < i, temos:

‘A(xilv cee 7$im) _sz‘ < ’Z(xilv R 7$im) _Z(xila s 7$im717z)|+

+ ATy, @i, 15 2) — A(Tiys oo Ty oy 2, 2) |+

o o (4.4)
4o [Azy 2™ — A
<eE.
1 n
Para cada n € N, considere y, = — > x;. Assim, cada y,, € Bpg:
n =1

[P(2) = P(yn)| = [A2" — Ay;)'|

— 1

1 . -
= nmAzm—A<Zl’i1,~-7 Z xim>‘

i1=1 im=1

= — i sz—A(l‘il,---al'im)

i1yeim=1

n

LS A - A, )

U1, tm=1

1
= nfm(sl + S2),

IN
|

onde S denota a soma das parcelas que possuem indices distintos e So denota a soma das demais
parcelas.

Han(n—1)...(n—m+ 1) parcelas em S e, pela simetria de A, podemos reordenar os termos

Tiyy. .., T, de modo que iy < .-+ < iy, e, por (4.4), cada uma das parcelas ¢ majorada por e.
Portanto:
1 1
Como || A]| = || A]|, cada uma das parcelas de Sy pode ser majorada por 2||A||. Portanto, tomando

n suficientemente grande:
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1 1
S <[ —n(n—1)...(n— —
nmSQ <[n nn—1)...(n —m+ 1)]nm2HA||

i n(n—l)...y&n—m—l—l)]

= 2[|Afl |1 -

— 214 1= ("52)
)

=214 1 (1
L n

<e.

Mostramos que, para cada ¢ > 0, existe um v, € Bg tal que |P(y,) — P(z)| < &. Logo:
[P(2)| < [P(yn) = P(2)| + [P(yn)| < &+ |P(yn)| < 1P| +e.

Assim, ||P|| < ||P||. Como a outra desigualdade ¢ sempre valida, concluimos que |P|| = |[|P|. ®

Definicao 4.5.4. Considere &2 o conjunto de todas as extensées a E" de polinémios homogéneos

continuos P : E — K. Definimos a topologia polinomial-estrela em E" como a menor topologia

que torna todos os elementos P € & continuos, e serd denotada por o(E", P) = p*.

Das propriedades da topologia gerada por uma familia de fun¢oes segue que:

*

Za 2 2z <= P(zq) — P(2), VPe 2.
Além disso, as vizinhancas béasicas da topologia p* sao da forma:
V(z;Pry...,Pyie) ={a" € B" . |Pi(2") — Bi(2)| <¢, Vi=1,...,n},

onde e >0,z € E" e,para 1 <i<n, P,€ Z.

Em E” podemos considerar a topologia da norma, a topologia w, a topologia w* e a topologia
p*. E claro que convergéncia em norma implica convergéncia na topologia p*, além disso, como os
funcionais lineares continuos sao polindmios 1-homogéneos, convergéncia na topologia p* implica

convergéncia na topologia w*. Em termos de redes, temos:
convergéncia em norma = convergéncia p* = convergéncia w”*

Observacgao 4.5.5. Na demonstracao do Teorema de Davie-Gamelin (4.5.3) mostramos que cada

vizinhanc¢a de z da forma:

V(z; Pye) = {a" € E" : |P(2") — P(2)| < ¢}
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contém um ponto y € Bg. Portanto existe uma rede (o) C Bg tal que P(x,) — P(2).
Além disso, a demonstragio pode ser adaptada para um nidmero finito de polindmios homogéneos.

Isto é, para cada z € Bpn, toda vizinhanca V(z; P1,. .., Py;€) contém algum x € Bg.
Assim, obtemos a seguinte generalizacao do Teorema de Goldistine:
Teorema 4.5.6. Seja E um espaco de Banach. Entao B’ = Bpn.

Demonstracdo. Como w* < p*, pelo Teorema de Goldstine vale que Bg' ’ C Fgw* = Bpgn. Pela

Observagao 4.5.5 segue que B C ?Ep*. [ |

Corolario 4.5.7. Para cada z € B, existe uma rede (zo) C Bg tal que x4 L.
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Capitulo 5

Espacos Regulares e Simetricamente

Regulares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre operadores fracamente compactos entre
espacos de Banach para que, posteriormente, possamos apresentar duas importantes classes de es-
pacos de Banach. Tais classes estao relacionadas ao fato de que extensées de aplicac6es multilineares

simétricas nem sempre sao simétricas.

5.1 Operadores Fracamente Compactos

A seguir apresentaremos os resultados basicos sobre operadores fracamente compactos em espa-

¢os de Banach. Esta secao ¢ baseada na referéncia [Megl2].

Definicao 5.1.1. Sejam E, F espagos de Banach sobre um mesmo corpo K e T : E — F um
operador linear. Dizemos que T é um operador fracamente compacto se, para cada B C E limitado,

T(B) C F é fracamente relativamente compacto, isto é, se:

T(B) CF éw- compacto.
Observacao 5.1.2. Lembre que, dado B C E, temos:

B ¢ limitado em norma <= B é w-limitado <= 2'(B) € limitado V2’ € E'.

2 - . —]- —w
Além disso, se B € convexo, seque do Teorema de Mazur que BH I B

Proposicao 5.1.3. Todo operador compacto € fracamente compacto.

Demonstracao. Sejam E, F espacos de Banach e T : E — F um operador linear compacto. Dado

53
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B C FE limitado, existe M > 0 tal que B C M Bg. Como T é compacto, o conjunto T'(M Bg)

T(MBE)w é compacto e, portanto, fracamente compacto. Logo, T(B)w C T(MBE)w ¢é fracamente

compacto. [ ]
Proposicao 5.1.4. Todo operador fracamente compacto é continuo.

Demonstra¢ao. Seja T : E — F um operador w-compacto. Entdo T'(Bg) ¢ fracamente compacto

em F e, portanto, limitado. Logo T'(Bg) C T(Bg) ¢ limitado e segue que 1" é continuo. [

Denotaremos por #“(E,F) ={T € Z(E,F): T éfracamente compacto} e, analogamente,
por X (E,F)={T € Z(E,F): T écompacto}. As duas proposi¢des anteriores mostram que:

X (BE,F)c #"(E,F)c Z(E,F).

Exemplo 5.1.5. O operador Id : l; — 11 € continuo mas nao é fracamente compacto. De fato,

como l1 nao € reflexivo, By, nao € fracamente compacta.

Exemplo 5.1.6. O operador Id : ls —> ls € fracamente compacto mas ndo é compacto. De fato,

se B C ly € limitado, seja M > 0 tal que B C M By,. Entao, pelo Teorema de Mazur:

BY c MB," =MB," = mB,.

Logo, J, (Ew) é w*-fechado e limitado e, portanto, é w*- compacto. Em particular, seque que

—w
B € fracamente compacto.

Assim, mostramos que compacidade, continuidade e compacidade fraca sdo classes distintas de

operadores. A partir de agora estenderemos alguns resultados validos para operadores compactos.

Proposicao 5.1.7. Se E ou F ¢ reflexivo, entao todo operador T € £ (E,F) € fracamente com-

pacto.

Demonstracdo. Se E é reflexivo, entao By é fracamente compacta e, como T é um operador conti-

nuo, é w-w-continuo. Dado B C F limitado, existe M > 0 tal que B C M Bg. Note que T(M Bg)

é fracamente compacto e, como T(B) C T (M Bg), temos que Ww é fracamente compacto
Agora suponha que F' ¢é reflexivo. Dado B C E limitado, como T é continuo, existe M > 0 tal

que T(B) € MBp. Logo, T(B)" ¢é fracamente compacto. [ |

A seguir apresentaremos uma caracterizagdo para operadores fracamente compactos:
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Proposicao 5.1.8. Sejam E, F espagos de Banach e T € L (E,F). Sao equivalentes:
(a) T € fracamente compacto .
(b) T(BE) € fracamente relativamente compacto .

(¢) Toda sequéncia limitada (x,) C E admite subsequéncia (xy,) tal que (T'(xy,,)) C F € fraca-

mente convergente.

Demonstragao. (a) = (b): Imediato.
(b) = (c): Seja (x,,) C E limitada. Existe M > 0 tal que, para cada n € N, ||z,|| < M.
Entao:

(T'(zn)) C [ T|MBF = ||T|[MBF.

O conjunto Jp(||T||MBr ) é w*- fechado e limitado, logo é w*-compacto. Como Jp : I — F" é
w-w*-homeomorfismo sobre a imagem, segue que HTHTBFW é fracamente compacto e, pelo Teorema
de Eberlein-Smulian, ||T||M B é fracamente sequencialmente compacto.

(¢) = (a): Se B C F limitado, existe M > 0 tal que B C M Bg. Basta provar que WH'”
é fracamente compacto.

1
De fato, seja (y,) C T(MBg) . Para cadan € N, existe z,, € M Bg, tal que |y, — T (zy,)]| < on

Por hipétese, (z,,) admite uma subsequéncia fracamente convergente ., —5 2. Em particular, como
T & um operador w-w-continuo, temos que T'(xy,) 5 T(2).

Dados ¢ € F' e € > 0, seja nj, € N tal que, para todo nj > nj:

3

€
[Yyn; = T(2n)|l < T (T (an,)) = AT ()] < 5.

Desta maneira, se n; > nj,, temos:

[0(yn;) = P(T(2))] < [(yn;) = P(T(n)))| + @(T(2n;)) = @(T(2))]
< lellllyn; = T(zny)ll + lo(T(2n;)) — #(T(2))]

<E.
Como ¢ € F’ é arbitrario, temos que Yn, LN T(z) e, pelo Teorema de Eberlein-Smulian , segue
que T(MBg)" & fracamente compacto. [ |

Proposicao 5.1.9. Sejam E, F espagos de Banach e T € # " (E,F). Entao T(FE) ¢é reflexiva se,

e somente se, € fechada.

Demonstragio. Se T(E) é reflexiva, entao é fechada ja que T(F) = (T(E))".



56 ESPACOS REGULARES E SIMETRICAMENTE REGULARES 5.1

Suponha que T(F) seja fechada. Entdo T(E) é um espago de Banach e, pelo Teorema da
Aplicacao Aberta, existe & > 0 tal que:

5BT(E) C T(BE) C T(BE) .

1
Logo, (5BT(E)LU C 0Bp" é fracamente compacto e, como y —» 5V é w-isomorfismo, Bpg) é

fracamente compacta. Portanto, T'(F) é reflexivo. [ |

Teorema 5.1.10 (Gantmacher). Seja T' € L (E, F). Entao T é um operador fracamente compacto

se, e somente se, T"(E") C Jp(F).

Demonstracio. Suponha que T"(E") C Jp(F). Como a aplicacio Jz' : Jp(F) — F & w*-w-
continua e a aplicagio T" : B — F" & w*-w*-continua, a aplicacdo J' o T" é w*-w-continua.

Pelo Teorema de Alaoglu, Bg» é w*-compacta e, portanto, JEloT”(BE//) ¢é fracamente compacto.

w
Em particular, temos que J,' o T” o Jg(Bg) C Jp'oT"(Bgn) é fracamente compacto.
Como vimos na Segao 4.1, T' = ng oT"oJg e, pela Proposi¢ao 5.1.8, T' ¢ fracamente compacto.

Reciprocamente, suponha que T seja fracamente compacto. Entao:

) (Teorema de Goldstine )

(T" & w*-w*-continuo)

= Jp(T(Bg)) (T" & extensdo de T)

C Jr(T(Br)")

= JF(T(BE)w) (Jp(T(Bg) ) é w*-compacto, logo w*-fechado)

C Jp(F) m

Proposicao 5.1.11. Z(E,F) é um subespago vetorial fechado de £ (E, F).

Demonstracao. Sejam S, T € # " (E,F) e A € K. Dada uma sequéncia (z,) C E limitada, existe
uma subsequéncia () tal que T(z,,) —— y1 € S(zn,) — y2. Logo, (AT + S)(zn,) — Ay1 + 2
e segue que \T'+ S € X" (E, F).

Seja T € # v (E, F). Entao existe (T,,) C #“(E, F) tal que T, — T. Em particular, temos que
T/ — T", pois | T))=T"|| = |T,—T|| — 0. Além disso, como cada T), é fracamente compacto, pelo
Teorema de Gantmacher, 7)) (E) C Jp(F). Assim, para cada z” € E”, T"(2") = im T} (2") € Jp(F)

e, portanto, T' é fracamente compacto. |

O préximo resultado nos diz que, assim como no caso dos operadores compactos, o espago
Y (E, F) também se comporta como um ideal bilateral fechado de Z(E, F) em relacao a compo-
sicao, tanto & esquerda quanto & direita, com operadores lineares continuos com dominios e imagens

apropriados.
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Proposicao 5.1.12. Sejam E1, Es, E5 espagos de Banach sobre um mesmo corpo K, S € £ (E1, Es),

T € £ (Ey,E3). Se S (ouT) é fracamente compacto, entao T oS € fracamente compacto.

Demonstrag¢io. Suponha que S seja fracamente compacto. Se (z,,) C Ep é limitada, entdo existe
(S(zn,)) fracamente convergente. Como T' é continuo, segue que (T'(S(xy,))) fracamente conver-
gente e, portanto, T o S é fracamente compacto.

Agora suponha que 7T seja fracamente compacto. Se (z,) C Ep ¢ limitada, como S é continuo,
(S(zp)) C E2 & limitada. Logo, existe (T'(S(zy,))) fracamente convergente e, portanto, T o S ¢é

fracamente compacto. |

5.2 Produto de Arens

Nesta secdo apresentaremos resultados basicos sobre Algebras de Banach. Posteriormente, a
partir destes resultados, apresentaremos uma maneira de estender a multiplicacdo de uma &lgebra

de Banach X para o seu bidual de modo a preservar esta estrutura.

Definicao 5.2.1. Suponha que X seja um conjunto, que + e « sdo operagoes bindrias de X x X

em X e que - € uma operacao bindria de K x X em X tais que, para todos x,y,z € X e a € K:
(a) (X,4+, ) é um espago vetorial.
(b)) x«(y-2)=(x-y) -z
(c)x s (y+z)=(x-y+-2)
(d) (x+y)«z=(x-2)+(y - 2)

(¢)a-(z+y)=(a-z)sy=x-(a-y).
Entao dizemos que (X,4+, « ,-) € uma dlgebra. Dizemos que é uma dlgebra com unidade se
X # {0} e se satisfaz:

(f) Eziste e € X tal que, para todo x € X, e « x =2 + e =1x.

Seja || - || wma norma no espago vetorial (X, +, ). Dizemos que (X,+, « , -,|-||) € uma dlgebra

normada se esta norma satisfaz:
(9) Para cada .,y € X, ||z« yl| < [l=] ly]-

Além disso, dizemos que esta é uma dlgebra de Banach se (X,+, -, | - ||) for um espaco de

Banach.

Observacao 5.2.2. Para evitar toda a notacdo contida na definicao anterior, abreviaremos as
multiplicagdes o - x € x « y para ax e xy, respectivamente. Além disso, abreviaremos a escrita
formal da estrutura de X e simplesmente diremos que X é uma dlgebra (ou uma dlgebra normada

ou uma dlgebra de Banach).
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Exemplo 5.2.3. K é uma dlgebra de Banach com unidade.

Exemplo 5.2.4. Seja K um espago topoldgico compacto Hausdorff. Defina em € (K) o produto:

(f » 9)(x) = f(x)g(x) para todo x € K.
Assim, (€(K),+, -, * | lloo) € uma dlgebra de Banach. Além disso, se K # 0, €(K) tem
unidade e = 1.

Exemplo 5.2.5. Defina em loo 0 produto:

Assim, loo é uma dlgebra de Banach com unidade e = (1,1,1,...).

Exemplo 5.2.6. O espaco co € uma subdlgebra fechada de l, logo é uma dlgebra de Banach.

Entretanto, cy ndo possui unidade.

Exemplo 5.2.7. Seja X um espaco normado. Defina em £ (X, X) o produto TS =T o S. Desta
maneira £ (X, X) € uma dlgebra normada. Se X for um espag¢o de Banach, entdo £ (X, X) é uma

dlgebra de Banach. Além disso, se X # {0}, entao £ (X, X) tem unidade e = idx.

Definigao 5.2.8. Seja X uma dlgebra com unidade e. Dizemos que x € X € invertivel se eziste

y € X tal que xy = yxr = e. Neste caso prova-se que y € unico e dizemos que y € 0 INVETSO

multiplicativo de =, denotado por x~".

Definigao 5.2.9. Sejam X uma dlgebra e x € X. Definimos:

x sen=1

2" lr sen>2.

0

Se X é uma dlgebra com unidade e, definimos x° = e. Além disso, se x for invertivel, definimos

= ()
A proxima proposi¢ao traz algumas propriedades basicas sobre algebras.
Proposicao 5.2.10. Seja X uma dlgebra. Entao:
(a) Para todo v € X, 0z = 20 = 0.
(b) X tem, no mdzimo, uma unidade.

Suponha que X tenha unidade e. Entdo:

(¢c) 0+#e.
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(d) 0 nao é invertivel.
(e) Cada x € X tem, no mdzimo, um inverso.
1

(f) Se x,y,z € X sao tais que yr =xz=¢€, entdoy =z =1 .

(9) Se x,y € X sdo invertiveis e a € K\ {0}, entio (zy)™! = y~

(x7 )l =2,
(h) Se x € X ¢ invertivel, entio, para cadan € N, (2")~t = (z7H" = 27",
Suponha que X seja uma dlgebra normada. Entdo:
(i) Sex € X en €N, entao ||z"| < ||z|".
Suponha que X seja uma dlgebra normada com unidade e. Entdo:
() llell = 1.
(k) Se x € X ¢ invertivel, entio ||z~ > |lz| !
Demonstragao. Veja [Megl2|, Proposition 3.3.10. [ ]
Proposicao 5.2.11. Em uma dlgebra normada X a multiplicacdo € uma funcdo continua.

Demonstragao. Basta observar que a multiplicagdo é uma aplicacao bilinear e que ||xy|| < ||z ||y||

para todos z,y € X. Portanto, pelo Teorema 3.1.2, a multiplicagdo é continua. |

Definicao 5.2.12. Uma involu¢do em uma dlgebra X é wma aplicacao v —— x* de X em X tal

que, para cada x,y € X e a € K:

(¢) (+y)" =" +y"

(d) (%) = .

Uma dlgebra de Banach com uma involucdo é dita wma C*-dlgebra se, para cada x € X:
2
[z*z| = llz]".

Proposicao 5.2.13. Seja X uma C*-dlgebra. Entado:
(a) Para cada x € X, ||| = [|z*]].

(b) Se X tem unidade, entdo x € X € invertivel se, e somente se, x* ¢ invertivel. Neste caso vale

(x*>—1 — (xfl)*'
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Demonstragao. (a): Dado x € X, note que:
2] = llz*z|| = [|(z*)"z*|| = [|=*]|.

(b): Dado = € X, note que:

ze® = (ex*) =z e e'r = (z%e)" = x.

Logo, e* = e. Assim, se x ¢ invertivel, temos:

x éinvertivel < zz '=z"lz=¢

= (:c_l)*:zz* = x*(m_l)* =e

< z* é invertivel. [ |

Como vimos na Secao 4.2, as extensoes de Arens estendem aplicacoes bilineares continuas entre
espacos de Banach. Como em uma algebra de Banach X a multiplicagdo é bilinear e continua,
podemos considerar suas extensoes de Arens para fornecer estrutura de algebra de Banach para
X", como faremos abaixo.

A partir de agora nos restringiremos apenas a dlgebras comutativas. A seguir reescreveremos
a primeira extensdo de Arens em uma notagdo mais adequada para o contexto de algebras e,

finalmente, apresentaremos um exemplo onde esta extensao nao preserva comutatividade.

Seja X uma &algebra de Banach. Dados a,b € X, S,T € X" e v € X', definimos (av),T, € X’
por:

(@y)(0) =~(ab) e Ty(a)=T(ay).

Além disso, definimos uma multiplicacdo em X" da seguinte maneira:
(ST)(v) = S(Ty) para todo v € X'

Observe que, denotando a multiplicacdo em X por A(x,y) = zy, para cada a,b € X, vy € X' e
T,5 € X", temos:

A'(7,a)(8) = 1(A(a, b)) = y(ab) = (a7)(b),
AT, 5)(a) = T(A'(v,0)) = T(av) = T (a),
A8, T)(7) = S(A™(T,7)) = S(T;) = ST(7).

Logo, Al(y,a) = (av), AY(T,~) = T, e A" (S,T) = ST. Dessa maneira, segue que esta mul-
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tiplicacao em X” estende a multiplicagdo de X. Como as extensoes de Arens e de Aron-Berner

coincidem, segue da Proposicao 4.3.3 que:
(a) A aplicacdo (S,T) — ST é w*-continua na primeira variavel.
(b) Os elementos de X comutam com os elementos de X”.

Em geral, a multiplicacdo que definimos acima nao é w*-continua na segunda variavel e o produto
de Arens ndo ¢ comutativo. De fato, essas duas propriedades sdo equivalentes (veja [Zal05]). Para

mostrar que o produto de Arens ndo é comutativo, apresentamos o seguinte exemplo, presente em

[Zal91] e [Ren66].

Exemplo 5.2.14. Dada (x;)jecz C K, definimos:

Z|x3| iSUP{E: lzg|: FCZ éﬁmto}.

JEZ keF

O espago 11(Z) = {(:cj)jez CK: > |zl < oo}, munido da norma ||(z;)|| = 3 |z;| é um
espaco de Banach. < <

Considere em 11(Z) a multiplicagdo definida por ab = ((ab););cz, onde (ab); = > a;bj—;. Mos-
traremos apenas que esta multiplicacdo estd bem definida, que é comutativa e telfnz unidade. As

demais propriedades que esta multiplicacio deve satisfazer sdo de fdcil verificagdo.

o A multiplicagdo estd bem definida:

De fato, dados a,b € 11(Z), se F,G C Z sao finitos, entdo:

> lail lbj—il < [lall [o]]

JEF ieG

Logo, tomando supremo sobre F,G C 7 finitos, obtemos ab € 11(Z). Em adi¢ao, mostramos

que [|abl| < lall[|b]]-

e [1(Z) é comutativa:

De fato, dados a,b € l1(Z), para cada j € Z:

(ab)j = Z aibj_i = Zbkaj,k = (ba)j.

1€EZ keZ

o [1(Z) tem unidade e = (850)jez = (...,0,0, _1 ,0,0,...).
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Logo, X = 11(Z) é uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. Considere o subespago de

X' =1x(Z) dado por:

n——0oo n—-+4o0o

V= {fy =(p) €X' L7(y)= lim v, e LT(y)= lim =, existem} :

Note que L™ e L™ sdo funcionais lineares continuos definidos em V. Pelo Teorema de Hahn-
Banach, existem S~,ST € X" extensoes de L™ e de L™, respectivamente. Vejamos que S~ e ST
nao comutam.

Tome v = (...,—1,-1,0,1,1,...) € X' = loo(Z). Dado a = (a,) € li(Z), vamos determinar

ay € X'. Para cada n € Z, temos:

(av)(en) =Y _(arlen)r = Y _(a7)idnk = (a7)n-

keZ kEZ

Por outro lado, temos:

(a7)(en) = v(aen)

- (S

keZ 1€EZL
= § Vi Ok—n
kEZ
= E Ak Yn+k
keZ
= E A — E Q.
k>—n k<—n

Portanto, para cada a € 11(Z), (ay)n = Y, ar— >, ak.
k>—n k<-n
Observe que, para todo a € Iy(Z), ay € V pois a série Y ;. |ax| € convergente. Além disso:

SCRECIRVATTENTN B PIES P F o1
k>—n k<—n keZ
Logo, S5 = (...,—1,=1,—1,...). De maneira andloga, obtemos S;F = (...,1,1,1,...). Note

que:

(StS7)(7) = ST(S7) =L ((...,~1,~1,...)) = L.
(578 (v)=5"(SH=L7((...,1,1,...)) =1L

Portanto, o produto de Arens em 11(Z) nao é comutativo.
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Observacao 5.2.15. Dizer que uma dlgebra de Banach X é comutativa é o mesmo que dizer que
a aplicagao bilinear e continua B(x,y) = xy é simélrica. Desta maneira, o exemplo anterior nos

mostra que as extensoes de Arens, em geral, ndo preservam simetria.

Para mais resultados sobre produto de Arens, veja [IL89],[DHT79| e [GI8S].

5.3 Regularidade em Espacos de Banach

A seguir apresentamos resultados sobre regularidade em espacos de Banach, segundo [Zal05].

Seja £ um espaco de Banach sobre K. Dado A € .Z*(2E), considere o operador linear continuo
T : E — E' dado por:
T(x) = A(z, ) paratodoz € E.

Para cada z,y € E, vale que T'(x)(y) = T(y)(z). Por este motivo, T é dito o operador linear
simétrico associado a A.

Observe que a imagem do operador T” : E” — E" coincide com a extensao de Aron-Berner
de A, isto é:

A(z1,20) = T"(21)(22), para todos z1, 22 € E”.
De fato, dados zo € E” e x € E, temos:
T'(22)(x) = (220 T)(7) = 22(A(z, »)) =Z(A)(2).
E como definimos Z7 = z1 na Secao 4.3, temos:
T"(21)(22) = (21 0 T')(22) = 21 0 Z3(A) = 77 0 Z3(A) = A(z1, 29).
Na Secdo 5.2 vimos que, em geral, A nfo é necessariamente simétrica. De fato, temos o seguinte
resultado:
Teorema 5.3.1. Seja A € £*(*E). Sdo equivalentes:
(a) A é simétrica.
(b) A ¢ separadamente w*-continua nas duas varidveis.

(¢) O operador linear simétrico T : E — E' associado a A é fracamente compacto.

Demonstracio. (a) = (b): Pela Proposi¢ao 4.3.3, A ji ¢ w*-continuo na primeira variavel. Como

A é simétrica, segue que é separadamente w*-continua em cada variavel.
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(b) = (c¢): Fixado z; € E”, vejamos que T"(z1) € Jp/(E').

De fato, dado z2 € E”, se (yg) C E é uma rede tal que yg 7 29, entao:

T )(z) = BT () (e),

pois A =T" & w*-continuo na segunda entrada.

Observe que, se x,y € E, entdo:

T"(x)(y) = (o T')(y) =x(yoT) = x(T(y)) = =(Aly, +)) =y(A(z, «)).
Se (z4) C E é uma rede tal que z, w, 21, entao:

T"(21)(z2) = limlim T () ()
= liglliényg(A@m )
= lim 25(A(2a, )
= 29 (lioréH T(xa))

=2z <lim T" (24) )
« N——

€Jgr (E"

+(Z)

€Jgr (E")

Logo, T"(z1) € Jg/(E') para todo z1 € E”. Pelo Teorema de Gantmacher, T' é fracamente
compacto.

(¢) = (a): Como T é simétrico, vale que T'=T" o Jg. De fato, dado = € E:
T oJp(x) =T (z) =x 0T =T(x).
Além disso, para cada z € E”, segue que T'(2) = T"(z) o Jg. De fato, se z € E:

T'(2)(z) = (20 T)(x)
(20T 0.Jx)(x)
= (T"(z) o Jg)(x).

Como T ¢ fracamente compacto, pelo Teorema de Gantmacher, T"(E") C Jg/(E'). Vejamos
que T" = JgroT'.

De fato, dados z € E”, " € E” e uma rede (z,) C E tal que x4 — 2", temos:
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T"(2)(2") = imT"(z)(za)
= lim 2(T"(za))
= nén z0T(zq)
= liorln T'(2)(74)
= lién zo(T'(2))
= 2"(T'(2))

= Jp/(T'(2))(2").
Observe que, dados z1, 29 € E”, segue que:
T"(21)(22) = [(Jer 0 T')(21)] (22) = [T (T'(21))] (22) = 22(T"(21)) = T"(22)(21)- L

Definicao 5.3.2. Um espaco de Banach E é dito simetricamente regular se alguma das condigdes
do teorema anterior ¢ satisfeita para toda A € £*(*E).
Dizemos que E € reqular se todos os operadores T : E — E' (simétricos ou ndo) sio fracamente

compactos.

Exemplo 5.3.3. Vimos no Ezemplo 5.2.14 que l1(Z) com multiplicagdo dada por (ab); = > a;bj—;
€L
¢ uma dlgebra de Banach comutativa cujo produto de Arens nao é comutativo. Logo, o espago ly(Z)

nao € simetricamente regular. E, portanto, ndo € regular.

Em contra-partida, G. Godefroy e B. Iochum provaram em [GI88] que C*- &lgebras e os es-
pagos € (K) sdo regulares. Em [Leu96|, Denny H. Leung apresentou um exemplo de um espaco

simetricamente regular que nao é regular.

Observacao 5.3.4. Seja E um espaco de Banach. Denotamos por
ZL*(E,E)={T € Z(E,E): T(z,y)=T(y,x) Y,y € E},

o espago normado dos operadores simétricos e continuos.
Segundo o isomorfismo do Teorema 3.1.8, seque que L*(*E) = £*(E,E') e Z(*E) = Z(E,E').

Podemos reescrever a Definigcio 5.3.2 da sequinte maneira:
(a) E ¢ dito simetricamente regular se £*(E,E') C #"“(E,E").

(b) E € dito regular se (E,E') = #"“(E,E').
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Proposicao 5.3.5. Sejam E e F espagos de Banach sobre um mesmo corpo K tais que F = E'.

Entao E € regular se, e somente se, L(E,F)=#"(E,F).

Demonstragao. Seja @ : E' — F isomorfismo topoldgico. Se E é regular, dado T € L(E, F), segue
que @1 oT € Z(E,E') = #“(E,E'). Pela Proposicio 5.1.12, segue que T' = ® o (d~1oT) &
fracamente compacto.

Reciprocamente, suponha que Z(E,F) = #"(E,F). Para cada T € Z(E,FE’), temos que
®oT € L (E, F) e, pela Proposicio 5.1.12, segue que T = &~ Lo(®oT) ¢ fracamente compacto. M

Observacéao 5.3.6. Sejam E, F espagos de Banach. Entdo a aplicagio ¥ : (E x F) — E' x F’
dada por:

V(o) = (O‘|E><{0}’O‘|{O}><F)

€ um isomorfismo topoldgico.
E fdcil ver que U estd bem definida e ¢ linear. Suponha que ¥(a) = 0. Entdo alpx{oy =

alioyxr = 0 e, para cada (v,y) € E X F, temos:
a(z,y) = a(z,0) + a(0,y) = 0.

Logo, ¥ ¢ injetora.
Dados ' € E' ey’ € F', seja a« : E x F — K dada por a(z,y) = 2'(z) + ¢/ (y). Entio « é
linear, continua e V(o) = (2/,y'). Portanto, ¥ € sobrejetora.

Além disso, para cada o € (E x F)':

1 (a) || = max {|la| px oy I, oy« Il } < Nl

Logo, W ¢ continua e, pelo Teorema da Aplicacdo Aberta, é um isomorfismo topoldgico.

Teorema 5.3.7. E X F ¢ reqular se, e somente se, E ¢ F sdo requlares, L (E,F') = ¥V (E,F")
e Z(F,E")= " (F,E).

Demonstracao. Observe que, dado T : B x F — E’ x F’ linear e continuo, os operadores

T, =7ng o T|E><{O} Ty =7p o T|{O}><F

T3 = 7 o Tl gy o} Ty =7 oT|io1xF
sdo lineares e continuos. Além disso, para cada (x,y) € E X F:
T(x,y) =T(x,0) +T(0,y) = (T1(x), T5(x)) + (Ta(y), Tu(y)) = (Ti(z) + T2(y), T3(x) + Tu(y))-

Isto é, o operador T" admite a seguinte decomposicao:
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Tl T2 T
T(x,y) = ,
T3 Ty Yy

onde Ty € L(E,E"), Ty e Z(F,E"), Ts € L(E,F'), Ty € Z(F, F").

(<=)Dado T: Ex F — E' x F', os operadores Ty, T5, T5, Ty sao fracamente compactos pela
Proposicao 5.1.12. Se ((xn,yn)) C E x F é limitada, segue que (x,) é limitada e, portanto, existe
uma subsequéncia (z,, ) tal que Ti(xy, ) e T5(zy, ) convergem fracamente. Como (yp, ) é limitada,
existe (yn,,) tal que To(yn,,) € Tia(yn,,) convergem fracamente. Logo, T'(zn, ,Yn,, ) ¢ fracamente
convergente e segue que T é fracamente compacto. Como E' x F = (E x F')', pela Proposigéo 5.3.5,
segue que F x F' é regular.

(=) Dado T € Z(E, E'), o operador T : E x F — E' x F’ dado por:

T 71 O

0 0

é fracamente compacto. Logo, T} = mgr o T|EX{0} é fracamente compacto e segue que E é regular,
isto &, Z(E,E') = #"(E,F).

Com argumento andlogo obtemos que .Z(E,F') = #"“(E,F') e X(F,E') = #"(F,E’) e que
F é regular. |

Corolario 5.3.8. E ¢ regular se, e somente se, E X E € regular.
Corolario 5.3.9. Se E x E' ¢ reqular, entio E ¢ reflexivo.

Demonstragio. Se E X E’ é regular, entao Jg : E — E” é fracamente compacto. Entdo Jg(Bg) =
JE(BE)w é fracamente compacto e, em particular, é w*-compacta pois w* C w em E”.

Assim, Bg é w-compacta pois Jg : B — E” & w-w*-homeomorfismo e E é reflexivo. |
Teorema 5.3.10.
(a) Se E x E é simetricamente reqular, entao E é reqular.

(b) E x E € regular se, e somente se, E x E é simetricamente reqular.

Demonstragio. (a): Dado T € £ (E, E'), defina Ty : E — E’ por:
Ts(x)(y) =T (y)(x) paracada z,y € E.
Assim, T é linear e ainda, para cada = € E:

[Ts(z)|| = sup [|Ts(z) ()|l < sup [T lyll ]| < (T[] [|]]-
yEBE yEBE
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Logo, Ts € Z(E, E’). Considere o operador S: E x E — E' x E' dado por:

Asgsim, S é linear e continuo. Além disso, para cada z,y,u,v € E:

S, y)(u,v) = (Ts(y), T(x)) (u, v)
Ts(y)(u) + T(2)(v)

Ts(v)(x) + T(u)(y)
= (Ts(v), T(u))(x, y)

= S(u,v)(z,y).

U

Logo, S é simétrico. Como E x E é simetricamente regular, S é fracamente compacto e, em
particular, ' = 7g o S|gy o) também o é.

(b): Se E x E & regular, entdao Z(E x E,(FE x E)') = #"(FE x E,(E x E)'). Em particular,
L(ExE,(ExE))C A"(E X E,(ExE)) esegue que E x E é simetricamente regular.

Reciprocamente, suponha que F x F seja simetricamente regular. Pelo item anterior, F é regular.

Pelo Corolario 5.3.8, £ x E é regular. |



Capitulo 6

Funcoes Holomorfas em Espacos de

Banach

Neste capitulo apresentaremos resultados bésicos sobre séries de poténcias entre espacos de
Banach, contidos em [Muj86, Cha85, Nac69]. Estes resultados serdo utilizados para definir o conceito
de holomorfia em espacos de Banach e, posteriormente, generalizaremos o que foi apresentado no

Capitulo 4 para construir extenstes de fungoes holomorfas.

6.1 Séries de Poténcias

Definicao 6.1.1. Sejam E e F' espacos de Banach sobre um mesmo corpo K. Uma série de poténcias
de E em F em torno de a € E € uma série de aplicacoes da forma § P, (x — a) onde, para cada
m € No, P € P4("E, F). =

Dado r > 0, como F € completo, a série io: P, (x — a) converge uniformemente em Bla,r]| se,

m=0
para cada € > 0, existe um ne € N tal que, para todo x € Bla,r]:

J

k
Z Py (x—a)— Z Py (xz —a)

j7k2n€:> < e.

o0
O raio de convergéncia (uniforme) da série Y Pp(x —a) € definido por:

m=0
o
R = sup {7“ >0: Z P,.(x — a) converge uniformemente em B[a,r]} : (6.1)
m=0
oo o0
Segundo o Teorema 3.3.4, podemos escrever > Pp(r —a) = >, Ap(z — a)™ onde cada
m=0 m=0

A € Z5(ME,F) ¢ tal que Ay, = Py,
Além disso, como em (6.1) podemos ter r = 0, o raio de convergéncia de uma série de poténcias

sempre existe. A bola B(a, R) serd chamada de bola aberta de convergéncia uniforme. No caso em

69
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que R = 400, diremos que a série é inteira, isto é, a série de poténcias é uniformemente convergente
sobre os subconjuntos limitados de FE.

Lembre que, dada uma sequéncia (z,) C R, definimos:

lim inf #,, = sup {inf {x,,, : m > n} :n > 0} e limsup z,, = inf {sup {x,,, : m >n} :n >0}.
n—00 n—00

Desta maneira, vale que:
e limsup(—z,) = liminf z,,.
n—00 n—00

e infx, <liminfx, <limsupz, < supzx,.
n n—oo n—00 n

e Dado € > 0, existe n. € N tal que, para todo m > n.:

liminf x, — e < x,, < limsup z,, + €.
n—0o0 n—00

e Se (z,) C R é uma sequéncia de termos positivos, entao:

lim inf =21 < liminf ¥z, < limsup ¥z, < limsup Zntl

n—oo  Ip n—oo n—00 n—oo  Inp

e Se (xy,) e (yn) sdo sequéncias de nameros positivos, entao:

lim sup x,y, < limsup x, lim sup y,.
n n n
[e.e]
Teorema 6.1.2. (Cauchy-Hadamard) Seja R o raio de convergéncia da série Y, Pp(z—a). Entao:
m=0

1 . 1

(1) T = lmsup | P .
m—0o0

(b) A série converge absolutamente e uniformemente em Bla,r] sempre que 0 < r < R.

1
Demonstra¢do. Vejamos que = > limsupHPmH%. Para isso, suponha R > 0 e note que, dado
m—0o0

0 < r < R, a série converge uniformemente em Bla, r|. Considere a seguinte funcao:

fz) = ZPm(a:—a) Vz € Bla,r].

m=0

Tomando € = 1, existe my € N tal que, para todo z € Bla,r]:

m>my = in:Pj(x—a)—f(x) < 1.
=0
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Dados m > mg e t € B[0, 7], temos que y =t + a € Bla,r] e:

[Pm (&)} = [P (y — @)

o0 o0

<Y Py-a|+]| Y. Py-a
Jj=m j=m+1

< 2.

2
Logo, || Pn|| < — para todo m > my e, consequentemente:
r

. 1 1
limsup || Pp||m™ < —.
m—00 r
Como a desigualdade acima vale para todo 0 < r < R, tomando o limite quando r — R,

obtemos:

. 1
limsup || Pp||™ < —.
m—0o0

R

Agora, vejamos que vale a outra desigualdade. Suponha que L = limsup HPmHi < oo. Dado
m—ro0

1 1 1
0<r< 7 tome s tal que r < s < I Assim, existe mg € N tal que HPmHi < — sempre que
s

m > mg. Se x € Bla,r], temos:
m
|Pue = a)ll < 1Pl llz = al™ < (£)" para todo m > m.

(o]
Vejamos que a série Y, P,,(x — a) converge uniformemente e absolutamente em Bla,r].
m=0

r o0
Como — < 1, segue do critério da comparagao que »_ ||Py(z — a)|| é convergente. Dado € > 0,
s

m=0
seja mg € N tal que:
i k r\m J r\m k r\m
>3z G -26) - X () <=
m=0 m=0 m=j+1
Para todo x € Bla,r] e para cada k > j > mg, temos:
k J k
Y Pul—a)=) Pulz—a)| < Y [Pulz—a)]
m=0 m=0 m=j+1
k m
< —
- Z (s) <€
m=j+1

Portando, a série é absolutamente e uniformemente convergente em Bla,r|. Segue que R > 7 e,

1
passando o limite r — T obtemos:
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1 . 1
= < limsup || P .

m— 00

Note que (b) é uma consequéncia da demonstragdo do item (a). [ |

o0
Lema 6.1.3. Seja (¢,,) C F. Se existe r > 0 tal que Y ¢y A™ = 0 para todo A € K com |A| <,

entdo ¢, = 0 para todo m € Ny.

m=0

Demonstracao. Faremos indugao em m. Tomando A = 0, segue que ¢y = 0. Suponha que ¢cg = --- =

cm = 0, vejamos que ¢p41 = 0.
(o)

Como a série Y ¢, ™ é convergente, existe M > 0 tal que ||¢y,||r™ < M para todo m € N.

m=0

Pela hipotese de indugao, para cada 0 < || < 7, temos:

-1

r
Assim, se 0 < |A| < 5 Segue que:

lemal

oo o0
mtd = N1 DN == ¥
j=m+2 j=m+2
o0 .
SN |
j=m+2
0 .
= > Pl A2
j=m+2
oo .
M /rN\j—m—2
<A = (7>
< ‘Z rJ \2
j=m+2
> 1
_ —m—2
= |A\|Mr™™ Z Si—m—2
j=m+2
= 2{A|Mr—™2,
segue que ||cmy1|| = 0. [

Tomando o limite quando |A\| — 0,

oo
Teorema 6.1.4. Seja > P, (x —a)

m=0

uma série de poténcias de E em F. Se existe v > 0 tal que

oo
> Pp(z —a) =0 para todo x € B(a,r), entao P,, =0 para todo m € Ny.
m=0

Demonstracao. Note que x € B(a,r) se, e somente se, x —a = Ay com y € B(0,1) e |A| <.

Assim, para cada y € B(0,1) e cada || < r:

o0

0=> Pnlx—a)= Y A"Pn(y).

Pelo Lema anterior, obtemos P,,(y) = 0 para todo m € Ny e para todo y € B(0,1). Logo,

P,, =0 para todo m € Ny.
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O seguinte resultado é importante para provar que fun¢oes dadas por séries de poténcias sao de

classe €°° e sua demonstracao serda omitida.

o0
Teorema 6.1.5. Seja Y An(x — a)™ uma série de poténcias com raio de convergéncia R > 0 e

m=0
seja:
o
flx) = Z Ap(x —a)™ Va € B(a, R).
m=0
o0
Se y € B(a, R), entio existe uma série de poténcias Y. By(x — y)* tal que:
k=0

=Y Bilz—y)¥ VzeBaR-|y-a),

cujo raio de convergéncia R > R — ||y — al|. Além disso, cada By € dado por:

o0

m _
b= (1) dnly - 0"
m=k
Demonstragao. Veja [Cha85], Theorem 11.11. [ |

6.2 Holomorfia em Espacos de Banach

Apresentaremos nesta se¢do uma breve introdugéo a holomorfia em espagos de Banach, seguindo
as referéncias [Muj86], [Cha85| e [Nac69|. Posteriormente trataremos o problema de estender fungoes
holomorfas. A partir de agora, a menos que se diga o contrario, F e F' denotam espagos de Banach

sobre C e U C FE é um aberto nao vazio.

Definicao 6.2.1. Uma funcio f : U C E — F ¢ dita holomorfa em U se, para cada a € U,

o0
existem B(a,r) C U e uma série de poténcias >, Pp(x —a) de E em F tais que:

m=0

o0
Z P, (x — a) uniformemente em B(a,r).

m=0

Observagéo 6.2.2. Note que a sequéncia (P,,) é tinica em cada a € U. De fato, suponha que
o0

fz) = z Po(z — a) = f Qu(z — a) em B(a,r). Entdo S [Pr — Qm](z — a) = 0 em B(a,r)
e, pelo Teorema 6.1.4, segue que P, = Q. para todo m € N:LZO

Desta maneira podemos escrever P,, = P™ f(a) para todo m € Ny. A série Z [P"f(a)](x—a) é

chamada de Série de Taylor de f em a. Denotaremos por A™ f(a) a aplicagdo multzlmear stmétrica

tal que A%) = P"f(a).

Denotaremos por (U, F) o espago formado pelas as fungdes holomorfas f : U — F com

operagoes definidas pontualmente. No caso em que F' = C, escreveremos (U, C) = 5 (U).
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Exemplo 6.2.3. Z(E,F)C A (E,F).
Basta mostrar que 2(™E,F) C #(E, F) para todo m € No. Seja P = A € 2(™E, F). Dados

z,a € E, pela Formula Binomial 3.2.6, temos:

P(z)=Az™ = Ala+ (z—a))" =)
k=0

@) Aa™*(z — a)k,

onde Aa™* ¢ £5(FE, F) para todo 0 < k < m.

Logo, P ¢ dado por uma série de poténcias em torno de cada a € E. Além disso:

PkP(a) _ (’?)Aam_k sek<m

0 se k> m.

Teorema 6.2.4 (Principio da Identidade). Sejam U C E um aberto conexo e f € (U, F). Se f

é identicamente nula em um aberto ndo vazio V.C U, entdo f € identicamente nula em U.
Demonstragao. Veja [Muj86|, Proposition 5.7. [ ]

Observacao 6.2.5. A Definicdo 6.2.1 € a definicao de holomorfia de Weierstrass. De acordo com
a definicao de Cauchy-Riemann, uma funcio f: U — F € dita diferencidvel em U se, para cada
a € U, existe uma (inica) A € L(E, F) tal que:

o 1@+ h) = f(@) = A

=0.
h—0 12l

A aplicagao linear A é inica, denotada por Df(a) e serd chamada de a diferencial de primeira
ordem da funcdo f no ponto a.

As duas defini¢oes sao equivalentes, como veremos no final deste capitulo.

[e.e]
Teorema 6.2.6 (Desigualdade de Cauchy). Sejam f € (U, F) e f(x) = Y. Pn(x—a) sua série
m=0
de Taylor em Bla,r| C U. Entao, para cada m € Ny:

1
1Pl < - sup [lf(2)]].

z—al=r
Demonstragao. Veja [Muj86|, Corollary 7.4. |

[e.@]
Observacao 6.2.7. Se f € H(U,F), f(z) = > Pu(x —a) € a sua série de Taylor em torno
m=0

de a € U e para cada m € Ny, A, € L5(ME,F) ¢ tal que Py, = A\m, a partir do Teorema 3.3.8,

podemos escrever a desigualdade de Cauchy da sequinte maneira:

1 mm
lAnl < 0 sup (@)

" lz—all=r
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Defini¢ao 6.2.8. Sejam f € #(U,F) ea € E.

(a) O raio de limitagao de f no ponto a é definido por:

Ryf(a) =sup{r>0:Bla,r] CU e flp, € limitada} .

(b) O raio de convergéncia (uniforme) da série de Taylor de f em a serd denotado por R.f(a).

(c) A fronteira de U serd denotada por OU. A distdncia de a até OU € dada por:

dy(a) =d(a,0U) =inf{||z —al| : z € OU}.

Quando U = E adotaremos, por conveniéncia, dy(a) = +00.

O préximo resultado estabelece uma relagdo entre o raio de convergéncia uniforme, o raio de

limitagao e a distdncia de um ponto até a fronteira:
Teorema 6.2.9. Sejam f € (U, F) ea € E. Entao Rpf(a) =min{R.f(a),dy(a)}.
Demonstra¢ao. Veja [Muj86], Theorem 7.13. |

Defini¢ao 6.2.10. Dizemos que f € J(E,F) é de tipo limitado se, para cada B C E limitado,
f(B) C F ¢€ limitado.
Denotaremos por J6(E,F) ={f € J(E,F) : f € de tipo limitado}.

Observacgao 6.2.11. Dizemos que M ¢é um espago de Fréchet se for um espago vetorial localmente
convero (ELC), metrizdvel e completo. A topologia de M pode ser dada por uma sequéncia crescente

de seminormas (|| - ||j)jen de modo que os conjuntos:
Uje ={x e M :||z||; <e} paratodojc N e todoe >0,

formem uma base de vizinhancas do zero.

A sequéncia (|| - ||); € chamada de um sistema fundamental de seminormas de M e nédo é
unicamente determinada pela topologia de M. Dizemos que o par (M,(|-|;)) € um espago de
Fréchet graduado.

Um operador linear T : (M, (|| - ||;)) — (M2, (|| - |lo)) entre espagos de Fréchet graduados é

continuo se, para cada j € N, existem C >0 e 0 € N (que podem depender de j) tais que:

|T(z)||le < Cllz|l; para todo x € M.
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O espago G (E,F) é um espago de Fréchel, cuja topologia é dada pela sequinte familia de
SEMINOTMAS:

[fllr = sup [lf ()], r>0.

]| <r
Note que, tomando r =n comn € N, a sequéncia de seminormas (||-||n)nen € crescente e define
a topologia de H,(E,F). Logo, (JG(E, F),(]| - ln)) € graduado.
Além disso, note que se f € G (E, F), seque do Teorema 6.2.9 que R.f(0) = +oo. Esta propri-
edade serd fundamental para definir extensdes de fungdes holomorfas de tipo limitado.

Para mais propriedades de espagos localmente convezros e de espagos de Fréchet, veja [MV97].

A partir de agora daremos uma breve introducao a diferenciais de ordem superior de uma funcao.
Lembre que, se f: U C E — F é uma funcao diferenciavel, entdo podemos considerar a aplicacao

Df:U — Z(E,F). Isto no leva a seguinte definigao:

Definicao 6.2.12. Seja U um aberto de E. Uma funcao f : U — F € dita duas vezes diferencidvel
se [ € diferencidvel e se a funcio Df : U — ZL(E,F) também ¢ diferencidvel.
Denotaremos a diferencial da aplicacio Df em a por D?f(a) = D(Df)(a) € L(E, Z(E,F)).

Dizemos que D?f(a) é a diferencial de seqgunda ordem de f no ponto a.

Observacao 6.2.13. Observe que, a partir do Teorema 3.1.8, D*f(a) também pode ser vista como

um elemento de L (*°E, F) da seguinte maneira:
D?f(a)(x)(y) = D*f(x,y) para todo x,y € E.

Definicao 6.2.14. Procedendo indutivamente, dizemos que f : U C E — F ¢é k-vezes diferencidvel
se a fungio f é (k — 1)-vezes diferencidvel e se a aplicagio D*Vf : U — 2(*-DE F) ¢
diferencidvel.

A diferencial da aplicagio D% =Y no ponto a € U é chamada de diferencial de ordem k de f em
a e serd denotada por D* f(a).

Uma fungao € f : U C E — F € dita infinitamente diferencidvel se for k-vezes diferencidvel

para todo k € N.

Observagao 6.2.15. Assim como antes, sequndo o Teorema 3.1.8, D* f(a) pode ser considerado
como elemento de Z(E, Z(*VE, F)) ou Z(*E, F).

Por conveniéncia, definimos também D°f = f.
Desta maneira, vale a generalizacdo do Teorema de Schwarz:

Teorema 6.2.16. Sejam U C E um aberto ndo vazio e f : U — F uma funcio k-vezes diferen-

cidvel. Entao a aplicagio D* f(a) € Z(FE, F) é simétrica para todo a € U.

Demonstracao. Veja [Muj86|, Theorem 14.6 [ ]
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A seguir enunciaremos o resultado que prova que as defini¢des de diferenciabilidade e holomorfia

sao equivalentes.

Teorema 6.2.17. Sejam E e F espagos de Banach complezos, U C E um aberto nao vazio e

f:U —> F dada por f(z) = S Ap(z —a) em torno de a € U. Sio equivalentes:
k=0

(a) [ € holomorfa.
(b) f € diferencidvel.
(c) f € infinitamente diferencidvel.
Se estas condigoes sio satisfeitas, entdo D* f(a) = k!Ay, para todos a € U e k € N.
Demonstra¢ao. Veja [Muj86], Theorem 14.7 |

Agora apresentaremos uma outra nocao de diferenciabilidade. E, posteriormente, relacionaremos

esta nova nocao com as diferencias de ordem superior de uma fungdo holomorfa.

Definicao 6.2.18. Sejam U um aberto de E e f: U — F uma fun¢do. Dados a € U e h € E, se

o sequinte limite existe:
of . . flatAh)—f(a)
%(a) 50 A ’

dizemos que f é G-diferencidvel em a, na diregao h.

Se f ¢ G-diferencidvel em a em toda direcdo h, dizemos que f é G-diferencidvel em a.

Proposicao 6.2.19. Se f: U C E — F ¢ diferencidvel em a € U, entdo f é G-diferencidvel no

ponto a. Além disso, para cada h € E:

_9f

Df()(h) = 5 ().

Demonstracdo. Seja h € E. Se h = 0, entao:

lim L@ = fa) o HO=H@) a0,

A—0 A A—0 A

Suponha que h # 0. Em torno de a, escrevemos f(a + Ah) — f(h) = Df(a)(Ah) + r(Ah), com

,\l}iglo T‘(/\’\}Z') = 0. Segue que:
fla+Ah) — f(a) _ r(Ah) r(AR) [[AR]|
Como T’(;:‘) 220 ¢ H)\/\h’ é limitado, temos:
0 Ah) —
O (@) = tim LOF AW =T _ ) .
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Observacao 6.2.20. Note que se f: U C E — F ¢ holomorfa, seque do Teorema 6.2.17 que [ é

infinitamente diferencidvel. Assim, dados a € U, h € E e k € N, temos:

DFf(a)(h,...,h) = D(D*Vf)(a)(h,...,h)
N’

k vezes

k—1 vezes

:nm1{D®®f@+xmwwnjn_D%Avmxm“wm]



Capitulo 7

Extensao de Funcoes Holomorfas

Dados E e F espagos de Banach complexos, apresentaremos um espaco de Banach Ggr que,
assim como E”, contém uma copia isométrica de F no qual podemos estender func¢oes holomorfas f :
E — F de forma natural. Para isso, generalizaremos a construcao das extensées de Aron-Berner,
posteriormente trataremos o problema de estender func¢oes holomorfas. Também apresentaremos,
como feito em [Zal90], uma caracterizagao desta extensao em termos da continuidade w* do operador

diferencial de primeira ordem.

7.1 O Espaco Ggr e a Extensao de Aron-Berner

Defini¢ao 7.1.1. Dados E e F espagos de Banach complezos, definimos Ggp = £ (Z(E,F), F).

Observe que, como F' é completo, o espaco Ggp ¢ um espaco de Banach com a norma de
operadores. Além disso, no caso em que F = C, como Gpr = Z(Z(E,C),C) = E”, existe uma
copia isométrica de E contida em Gpgc segundo a aplicagdo canonica Jg : E — E’. A proxima

proposic¢ao diz que isso ocorre em geral.
Proposicao 7.1.2. E ¢ isometricamente isomorfo a um subespago (fechado) de Gpp.

Demonstracao. Considere Jg g, : £ — Ggr dada por:
Je.Gpp(@)(T) =T(x) paratodoT € Z(E,F).
Dados z,y € E e A € C, para cada T € Z(F, F), temos:
IB.cer(Ae+y)(T) =Tz +y) = XT'(2) + T(y) = MEecer () + JEce0)I(T).
Além disso, para cada z € F, temos:

ecpr@)l = sup [[Jegpe(@)(T)| = sup [|T(x)]| < [lz].
TeBy(g,r) ITl<1

79



80 EXTENSAO DE FUNCOES HOLOMORFAS 7.1

Logo, o operador Jg g, € linear e continuo. Para ver que Jg g, ¢ uma isometria, resta verificar
que ||z|| < ||JE,gpp(x)| para todo x € E.

Dado zg € E nao nulo, pelo Teorema de Hahn-Banach existe a € S/ tal que a(zg) = ||zol|.
Fixado yo € SF, considere a fungdo Ty, : E — F definida por T,,(x) = a(z)yo.

Dados u,v € E e A € C, temos:
Ty (Au+v) = a(Au + v)yo = Aa(uw)yo + a(v)yo = Ny, (w) + Ty, (v).

Além disso, para cada x € E:

[Tzo (2) ]| = lle(@)yoll < lledll 1zl lyoll = [l]I-

Logo, Ty, € Z(FE, F) com ||Ty,|| <1 e temos que:

[zoll = 1Tz (o) | = |V, (0) (To )| < i 1TE,cpr (o) (T)| = [ VB, pr (o). u

No caso em que F' = C, como a inclusdo candnica Jg : E — E” & uma imersdo isométrica,
estamos acostumados a identificar E = Jg(FE) e pensar em E como um subespago de E”, escrevendo
E C E" e x € E” para abreviar Jg(r) € E”. Faremos o mesmo quando F for um espaco de
Banach complexo arbitrario. Pela proposi¢ao anterior, podemos identificar E = Jg ¢, (E) e pensar
em F como um subespaco de Ggp, escrevendo £ C Ggp e x € Ggr para abreviar a notagao
JE,Gyr(T) € GEP.

Na Segdo 4.3 vimos como estender uma aplicagdo A € .Z(™E) para uma aplicagao A € Z(™E").
Agora generalizaremos esta constru¢ao da seguinte maneira: dada uma aplicacdo A € Z(™E, F),

construiremos uma extensao A € Z("Ggr, F).
Proposi¢ao 7.1.3. Sejam A€ L(™E,F), T € Ggr ¢ x1,...,xym € E. Entao:

(a) Para cada 1 < k < m, a aplicagdo Ay, . 4, : E™~k 5 F definida por:

Axl,...,xk (l‘k‘-l—la s 7xm) = A(:Uh s ,l’m)

é (m — k)-linear e continua.
(b) Para todo m € N, a aplicagio T : L("E,F) — £ (™ 'E,F) dada por:

T(A)(x1, ..., 2m—1) =T(Az,.. zm1),

¢ linear e continua com ||T| < ||T|.

(¢) V:Gpp — & (f(mE,F),f(mflE,F)) dada por U(T) =T € linear e | ¥] < 1.
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Demonstracio. (a): E imediato que Az, € (m — k)-linear. Dados zj41,..., 2, € E, temos:
[Azy,. .z (@15 T | = |A@1 - zm) | < ANzl - N2l kgl - llzml])-
Logo Az, | < [[All lzall - - [z

(b): Dados A,Be Z(ME,F),\€ Cexy,...,zy_1 € E, temos:

TAA+ B)(z1,. ..y 2m—1) =T(AN+B)ay.. 2 1)
= T()‘Aﬂcl,---,xm—l + BSL‘L---,JEm—l)
= )‘T(Am,...,xm—l) + T(Bwl,..-,ﬂﬁm—l)

= NT(A) +T(B)|(21,- -, Tm—1)-
Logo, T é linear. Além disso:

Tl = sup |T(A)
e

= sup sup ||T(A)(z1,...,Zm-1)
[AI<T i) <1

Stsm—
< sup sup [T [|A[[ [|z1] ... [[zm-1]
A< [lzi]I<1

1<i<m—1

= |-
(c): Dados T, S € Ggp, N\ € C, Ae L("E,F)ex1,...,tm-1 € E, temos:

UAT + S)(A)(z1, ..., @m—1) = (VT + S)(A) (21, - ., Tm1)
= AT+ 5)(Azy,..tm 1)
= AT (Azy,.zm-r) + S(Azi o zpn1)
= [\T(A) + S(A)](z1, - .., Tm—1)
= NU(T) + U (S)(A)(x1,- .., Tm1)-

Logo, ¥ ¢ linear e, pelo item anterior, segue que ||¥]| < 1. [ |

Agora estamos em condiges de definir

Definicdo 7.1.4. Seja A € L (™E,F). Defina A: G — F por:

A(Ty,...,Ty) =Tyo---oTy(A) para cada Tt ..., Ty, € Ger,

onde Ty : L(‘E,F) — ZL(*"'E,F), para todo 1 <i <m, é dada como na Proposicio 7.1.3 (b).
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Teorema 7.1.5. Dada A € L (ME,F), a aplicacio A € L (™Ggr,F) e é uma extensio de A.
Além disso, || A]| = || 4]

Demonstragao. Fixado 1 < j < m, dados A € C e T1,...,T,,,5; € Ggr, se denotarmos por
Tijt10---0Ty(A) =B e ZL(E,F), segue que:

A(Tla...,zyfla)\Tj+Sj7T‘j+1,-..,Tm) iTIO"-Oijl OmofjJrlo...on(A)
=Tio--0o(ATj+S,)(B)
:>\T1O-‘~OTj(B)+Tlo--.o§j(B)

= )\Z(Tl, ce ,Tm) —|—Z(T1, c. ,T’j,h Sj, Tj+1, . ,Tm)
Logo A é m-linear. Além disso:

[All = sup [JA(Ty,...,T)ll = sup [[Tio---oTp(A)| <A
I1T5]1<1 175 1<1
1<j<m 1<j<m

Resta verificar que A é uma extensdao de A, ou seja, queremos provar que o seguinte diagrama

é comutativo:

E™ F

(JE7GEF" "7JE»GEF) /’,

m
GEF

Primeiro, observe que, fixado 1 <k <m,sex € E C Ggr, B€ L(*E,F)ey,...,yp_1 € E,

temos:
E(Bxylv”'vyk*l) ix(Bm ----- yk_1)
= B(ylv""yk—lax)
= Be(Y1,- - Yr-1)-
Assim, dados z1,...,z, € E C Ggp, temos:

A(x1,.. ., 2m) =T1 0 0T (A)

= A( M ’xm)mm—lz-":xl

= A(z1,...,Tm).

Logo, o diagrama é comutativo. Além disso, vale || A = || A]|. [
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Novamente poderfamos definir A de m! maneiras diferentes apenas permutando a ordem da
composicao dos operadores Tj. Entretanto, dado um polinémio P = Ae P(ME,F), a ordem de

escolha ¢ irrelevante no seguinte sentido:

P(T)=A(T,....,T)=To---oT(A).

Outro caso em que a ordem das varidveis é irrelevante é apresentado no proximo resultado.

Proposicao 7.1.6. Seja A € L (™E,F). Os elementos de E comutam com os elementos de Gpp

nas entradas de A.

Demonstracao. Sejam a € F e T € Ggp. Basta mostrar que vale a seguinte igualdade:

A(Tlu s 7Tk*27T7 aka+17 s 7Tm) = Z(Tlv' .. JTk727a7T7Tk+17' .. 7Tm)7

onde 17, ... ,Tk_Q,Tk+1, oo,y € GgF.
Seja M =Ty 10---0T(A) € Z(*E, F). Basta mostrar que aoT (M) = Toa(M) em Z(*2E, F).

De fato, dados y1,...,Ym—o € E, temos:

ao T(A) (y17 s 7yk*2> = G(T(A)yh---,yk—z)

a(T(A)(yl, ceYk—2, ¢ ) )
cZ(E,F)

(A)(yb ey Ye—2, CL)
(Ays,..yiz,a)

(A(y17 sy Yk—2, a))
€¥(E,F)

(a (Ayh---7yk—2))
(@(A) (w1, -, yr—2))
=Toa(A)(ys, ... yr—2) u

e e

=T
=T

Observagao 7.1.7. Como consequéncia da demonstracio da proposi¢ao anterior seque que, para

cada a € E e cada T € Ggp, o seguinte diagrama € comutativo:

a

Z(™E,F) ZL(MEF)
T T
ZL(MEF) — ZL(M2EF)

Q
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A comutatividade parcial descrita no resultado anterior pode ser vista como uma propriedade re-
miniscente do produto de Arens. Qutra caracteristica que esta extensao compartilha com o produto

de Arens é uma forma de continuidade na primeira varidvel, como descrevemos a seguir.

Considere em Ggr a topologia o(Ggr, .7 ), gerada pela familia % = {u € Z(Ggp,F): ue Z(E,F)}.

Para cada u € Z(E, F) e cada T € Ggr, vale que u(T) = T (u) = T(u).

Desta maneira, cada u ¢ continua em relagdo a topologia o(Ggr,-#). De fato, dada uma rede

T, o(GEr,7)

T em Ggp, temos:
u(Ty) = To(u) — T(u) =u(T).

Consequentemente, se A € Z("E, F), entao:

Z(Tl,...,Tm):T

€Y (B,F)

— Tz0---o Tm)(A)(T1).

Logo, A ¢ 0(GEgr,.Z)- continuo na primeira entrada.

7.2 Extensao de funcoes holomorfas de tipo limitado

Como fungoes de tipo limitado tém raio de convergéncia uniforme infinito, dada f € J4(E, F)

% D*f(0)

podemos considerar sua série de Taylor centrada na origem e escrever f(z) = Y. 1 (z,...,2)
k=0 :

para todo x € E. Assim, temos uma candidata natural para estender f para Ggpg, dada por:

=1
Zl? T,...,T), paratodoT € Ggp.
k=0

O préximo resultado nos diz que f é uma funcdo holomorfa de tipo limitado e que estende f

para Ggp.

Teorema 7.2.1. A funcio V : 4(E, F) — H,(Ggr, F) dada por U(f) = f ¢ linear e continua.

Além disso, f ¢ extensdo de f.

Demonstragao. Dadas f,g € JG(F,F) e A € C, escrevemos:
o o
1 1
kg_ k— Ty, ) e kg_ k‘i Ty, ).

Entédo, para cada T € Ggp:
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k=0
= 1
=y = [ADkf( )+ Drg(0)| (1., T)
k=0
= (\f+9)(T)
Dado = € E C Ggp, temos:
1 21,
)= PO @, w) =) D 0)(x, . 2) = f(a).
k=0 k=0
Logo, o seguinte diagrama é comutativo:
E / F
P4
JE.Gor il
T f

Vejamos agora que f é holomorfa de tipo limitado. Dado T € Ggr, usando a Designaldade de

Cauchy (6.2.6) para BJ0, p], temos:

oo
_ 1—
Fo < Y- | g1
k=0
o 1 -
<3| oo i
k=0
oo
— = k k
=3 | o) i
HTH’“
<277 sup || f(2)]]-
lzll<p
k‘k 1/k 1/k
A sequéncia <l<:'> ¢ crescente e h;?l <l<:‘> = e. Assim, se tomarmos p > e|T||, a série
& KT A
> é convergente e, como f é de tipo limitado:

=0 k! P

IF(T)II < C sup [|f ()] < oo,

llzll<p

onde C é a soma da série.

Além disso, para cada S € Ggp tal que ||S]| < ||T]|, tomando p > e||T|| e utilizando o mesmo
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argumento, segue que ||f(S)|| < C sup || f(z)]. Logo, para todo 7 > 0 e todo p > er, vale:
lzll<p

Ifllr = sup [IF(D)]] < C sup [[f(@)] = [If]l,.

I7]1< llzll<p
Portanto, f € J4(Ggr, F) e a aplicacdo ¥ é continua. |

Definicdo 7.2.2. Seja f € 4 (E, F). Considere a funcio f : Ggr — F dada por:

| =

DFF(O)(T, ..., T).

o

!

=3
k=0

Da demonstracao do Teorema 7.2.1 segue que, se f € S (E,F) tem raio de convergéncia
R.f(0)
e

uniforme R.f(0) finito, f pode ser estendida para uma bola de raio R > em torno de
0 € Ggp. No caso em que E = C, segue que R = R.f(0) e quando F' = C, Davie e Gamelin

mostraram que isto também ocorre [DG89].

Exemplo 7.2.3. Quando F = C, temos Ggpr = E” e a extensio descrita acima é a mesma a
extensio de Aron-Berner, apresentada em [AB78]. Além disso, quando F' = C e E € reflexivo, a

extensao € trivial.

Exemplo 7.2.4. Seja X uma dlgebra de Banach comutativa e fize v € X'. Entdo a aplicagdo
¢: X x X — C dada por ¢(z,y) = y(xy) € bilinear, simétrica e continua. Dados T,S € X" as
duas possiveis extensoes de ¢ ao bidual sdo dadas pelo produto de Arens, como verificamos a sequir.

Conforme a notagdo apresentada na Secdo 5.2 ,para cada x € X, temos:

T(¢)(w) = T((z, + ) =T(xy) = Ty(2).

Logo:

Analogamente, a outra extensdo de ¢ é dada por T o S(¢) = (T.S)(7).

Exemplo 7.2.5. Sejam X uma dlgebra de Banach comutativa e v € X'. Considere a funcdo
f: X% — C dada por f(z,y) = vy(xy).
Considere a aplicagdo A : X? x X? — C dada por:

A((@,8), (e d)) = 5 (ad) + (b))

Assim, A é uma aplicagdo bilinear e simétrica. Além disso, para cada (a,b),(c,d) € E, temos:

1

[A4((a, ), (c;d)) || = 5 (Iv(ad) +~(be))

N |
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1
< 5 (lylHllalllidll + fFy[Fiol flell)

H’Qvll(max{uau, [B1Hldl + llel))

[l
< 7<max{||aH, 1611 }2 max{]c]], IIdH}>

= [Vl I€a, D) [ (e, d)]|-

IN

Logo, A € continua e ainda, como X € comutativa:

A((a,b), (a,b)) = %[W(ab) +7(ba)] = ~(ab) = f(a,b).

Isto mostra que f € um polindmio 2-homogéneo e, portanto, € holomorfa. Em particular, para
cada ¢ € (X?)":
f(#) = A(¢,9) = ¢ o d(A). (7.1)
Pela Observacio 5.3.6, podemos identificar (X?)" = X" x X" e, dado (2",y") € X" x X", temos
(a, B)(z,y) = 2" (x) +y"(y). Denotando ¢ = (S,T) € X" x X" em (7.1), temos:

f(S,T)=(S,T)o (S,T)(A).
Dados (z,y), (c,d) € X2, temos:

A@y), + )(ed) = Sk, d) +ye)

= ~[(@7)(d) + (y7)(c)]

NN =

= %(y% zy)(c, d).

Assim, para cada (z,y) € X2:

ST @) = (5,7) (A(@y), +))

1 1
S,T) <y% 2907)

—~

2

[S(yy) + T'(2v)]
[SW@) + Tv(x)}

(T, 5)(2, y).

N =N =N =

Pelo que acabamos de fazer, a extensdo de f € dada por:

f(S,T) = (5,T) o (S5, T)(A)



88 EXTENSAO DE FUNCOES HOLOMORFAS 7.2

—

5.7 (5(7:5,))

[S(T5) +T(S5)]

[ST + TS](7).

NN ORI

Como visto acima, nao é simples descrever a extensao de uma funcao holomorfa e este procedi-
mento é feito apenas para algumas fungoes especificas. Mais exemplos podem ser encontrados em
[Zal90].

A seguir apresentaremos uma aplicagao do Teorema 7.2.1.
Definigao 7.2.6. Seja M um ELC.

(a) Uma rede (x4)acr C M é dita de Cauchy se para cada vizinhanga U do zero, existe oy € I

tal que xo —xg € U para todos o, 8 > ay.

(b) Um subconjunto A C M € dito completo se cada rede de Cauchy em A converge a um ponto

de A.
(¢) M ¢€ dito quase-completo se seus subconjuntos fechados e limitados sao completos.

(d) Um subconjunto A C M ¢ dito limitante se:

Iflla= sug|f(:z:)\ < oo para cada f € (M)
S

Vamos assumir alguns resultados ja que suas demonstracdes fogem do escopo deste trabalho.

Proposi¢ao 7.2.7. Se A é um subconjunto fechado e limitante de um ELC separdvel quase-

completo, entdo A é compacto
Demonstragcao. Veja [Dinl2], Example 3.20(c). [ |

O proximo resultado, provado por Dineen em [Din71|, mostra que nem todo conjunto limitante
e fechado de um ELC é compacto. Note que a base de Schauder (e,) de ¢y ¢ um conjunto discreto

e infinito, logo é fechado e ndo compacto.
Proposicao 7.2.8. O conjunto A = (ey,) C loo € wm limitante fechado e nao compacto de .
Demonstracao. Veja [Dinl12|, Proposition 4.51. [ ]

Exemplo 7.2.9. Eziste fo € 5 (co) \ 74 (co) que ndo admite extensao holomorfa para l.
Considere A = (ey,) a base de Schauder de cy. Entao A € fechado, nao compacto e, pela Propo-
sicdo 7.2.7, ndo é um subconjunto limitante de co. Eziste fo € #(co) tal que || folla = oo. Seja fo

uma extensdo de fo para loo € suponha que fo seja holomorfa.
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Como A ¢ limitante de Lo, seque que || fola < 0o. Por outro lado:

I folla = sup | fo(x)| = sup|fo(w)] = || folla = oo.
€A €A

Logo, fo nao admite extensdo holomorfa para |-

Defini¢ao 7.2.10. Seja E um espago de Banach. Uma rede (x,) C E € dita w-Cauchy se, para
cada ¥’ € E', a rede (2'(x,)) C K é de Cauchy.
Um subconjunto A C E ¢é dito fracamente condicionalmente compacto se toda sequéncia em A

admite subsequéncia w-Cauchy.

Em [Jos78], B. Josefson apresentou a seguinte caracterizagdo dos subconjuntos limitantes de [oo:
A Cly € limitante <= A é fracamente condicionalmente compacto.

Proposicao 7.2.11. Se A C ¢y é limitado, entdo A é um subconjunto limitante de l.

Demonstragao. Seja r > 0 tal que A C B(0,r). Entao, pelo Teorema de Mazur:

A" c B(0,r)" = B(0,r) B0, 7).

Logo A" ¢ limitado. Como Ju (A") C ls ¢ w*-fechado e limitado, pelo Teorema de Alaoglu,
é w*-compacto. Pelo Teorema de Eberlein-Smulian, segue que A" ¢ fracamente sequencialmente
compacto.

Dada uma sequéncia (x,) C A C A", existe uma subsequéncia (z,,) fracamente convergente,
isto é, para cada 2’ € ¢, a sequéncia (2'(xy,)) C K é convergente. Logo (z,) é w-Cauchy e segue

que A é limitante de [. [ |

Corolario 7.2.12. Uma funcio f € 5 (co) admite extensio f € H# () se, e somente se, f € de

tipo limitado.

Demonstracio. Suponha que f admita extensio f € #(ls). Se A C cg ¢ limitado, entdo A é um

subconjunto limitante de I, e temos:

1£lla = 1Iflla < oo.

Logo, f é de tipo limitado. A reciproca segue do Teorema 7.2.1. |

7.3 Extensao de funcoes holomorfas arbitrarias

Até agora, dada uma funcio f € J#%(FE, F), definimos uma extensao f estendendo suas diferen-

ciais em 0 e utilizando a série de Taylor de f em torno deste ponto. Por outro lado, se f nao é de
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tipo limitado serfamos forcados a definir f a partir de diferentes pontos do dominio de f. A seguir

apresentaremos um método para estender uma funcao holomorfa arbitraria.

Dada A € Z(™E,F), para cada T € Ggp e cada k € N, com k < m denotaremos:

T (A)=To---0T(A)

k vezes

Lema 7.3.1. Seja f : E — F uma func¢do holomorfa em a € E. Entao, para cada p € Ny e cada

Rcf(a)

S € Ggr com ||S —a| <

, vale que:

m(k*p)
(Dkf(a)) € Z°(PE,F).

D

=, (k—p)

Demonstracao. Seja f(x) = Z Dkf( )(z — a)¥ em torno de a € E. Fixado p € Ny, observe que
para cada k € Ng, D*f(a) € XS(kE, F). Logo, se k > p:

5" P (D fa)) =T —ao---08 —a(D"f(a)) € £(PE, F).

k—p vezes

Assim, basta verificar que a série é convergente.

(k—p)

S—a 1 fo—
> (Dkf(a))" <> D*f(a)|| ||S — al
— ! —p)!
= || (k—p) = I (k—p)!
| D)) .
Pelo Teorema de Cauchy-Hadamard 6.1.2, temos que lim sup = . Além disso,
aplicando a Desigualdade de Cauchy 6.2.6 segue que:
1 1
1 k k—p k—p
lim sup ——D"f(a) = lim sup (a)
(k —p)! p)!
k
1, e
= lim sup ( '> i D f(a
k_
D*f(a A\
< lim sup ( '> ]

= hmsup ( ')
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1
j AW
Em (1), fazendo a mudanca j = kK —p, o termo geral em (1) é dado por z; = (M) . Para
g!
. . . . G+p)! ,
ver que a sequéncia (z;) converge, vamos aplicar o teste da razao para aj = T Temos:

aj+1_(j+p+1)! 4! :j+p+1 j—00

. . : 1.
aj G+D (G+p)! j+1

Portando, 1 ( i )k” 1
ortando, limsup | —— <
k (k—p)!
kk

1
Analogamente ao que acabamos de fazer em (1), segue que lim sup (F) P e
; .

Vejamos o que ocorre em (3). Dado € > 0, existe j(¢) € N tal que

1137\% 1 €
Al I = oha:

sempre que j > j(¢). Entao:

_— 7=
lim su Dkf(a) < lim su < 1 +€>kkp = ! —&-E < 1 + ¢
Al =P RS (@) T2) T Ref(@ 2 Refla) T

Como ¢ é arbitrario, segue que:

lim sup
k

D¥ f(a)
k!

Com as estimativas obtidas em (1), (2) e (3), temos:

1
k—p 1 e

"Rf(a)  Ref(a)

R.f

Logo, a série é absolutamente convergente sempre que ||S — af < Ci(a). Como Z*(PE,F) é
e

um espaco de Banach, segue que a série é convergente. |

O resultado anterior nos permite definir localmente uma extensdo de f para Ggr da seguinte

maneira:
. o~ . ) R.f(a)
Definigao 7.3.2. Seja f: E — F holomorfa em a € E. Para S € Ggp com ||S —a| < ———,
e
definimos:
— 1] —— S — ak k
F(8) =) 5D f(a)(S —a.....5 —a) = Y "= (D" f(a)).
k>0 k>0
Observe que, se f : E — F é holomorfa em z,y € E e B(z, RCJ;(:E)) N By, RCJ;(y)) + (),

devemos mostrar que as extensoes locais de f, definidas em torno de z e de y, coincidem. Para isso,

precisamos do seguinte resultado:
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Lema 7.3.3. Seja f : E — F uma func¢do holomorfa em a € E. Entdo para cadap € Ny, S € Ggr

R.f(a)

com ||S —a| < e T € Ggr tais que SoT =T o S, vale que:

B ( m(k—m
DPF(S)(T,....T)=T" | Y

= (k—p)

(Dkf(a))) -

Demonstracao. Faremos induc¢do em p € N. Quando p = 0, temos:

-k
DUF(S)T = F(8) = 3" 2% (DFf(a)).

k!
k>0

Agora suponha que o resultado seja vélido para p — 1. Segue da Observacao 6.2.20 que:

DPf(S)(T,...,T) = ;13%) [DPTYF(S + NT)(T, ..., T) — DP~ L F(S)(T, ..., T)] = (1)

Como S + AT € B(a, Rcf(a)) para |\| suficientemente pequeno e S + AT comuta com T, segue

e

da hipétese de inducao que:

N . ST — gty . G Fptl
p—1 1. 1 1 —  (k—p — (k—p

(k’—p—i—l))

Aplicando a Férmula Binomial para (S —a + AT , como o primeiro termo do binémio e

o termo em k = p — 1 sdo nulos, obtemos:

@=T""tm (Y ki FEPT N g T | (D f(a)
I e ) & (k—p+1) i “ “

=1

— 1 k k‘ —p —+ 1 (k* +1—
== T 1 m T E - )\ T D ?
)\1 k>l (k - p )' =1 < 7/ )S @ ( (a))

— 7! (Z (b =p 1) gk ph f(a)))

_ [
= (k—p+1)!

k>p

. g+ P i
=T Zw(l) f(a)) | - u

Observagao 7.3.4. Se S=z2e€ E eT =y € E, temos:

7 —qkp)
Dpf(z)(yv <o 7y) = Dp?(z)(ya s 72) =y’ (Z '(Dkf(a))> :

k>p
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Isto é:

k
4Dpf@>=:§jf§;%§5ﬁ—<nkf«w»

k>p

Teorema 7.3.5. f estd bem definida.

Demonstra¢ao. Suponha que f : E — F seja holomorfa e que x,y € E sao tais que B(x, Ref(x) )n
e
R, . : .
By, ];(y)) # () em Ggp. Denote as extensdes locais de f em x ¢ em y por Fy e F, respectiva-
mente. Vejamos que F}, e I, coincidem em um aberto de Ggr contendo z e y.
. . Ref(y)r + Ref(n)y . R.f(x) Ref(y)
Seja z = € ECGpresejal € B(e, ——=) N B(y, ——==). Segue que:
Ref (2] + Ref(9) eIl ) See
1
x—z|| = R.f(x)+ Ref(y))xr — Ref(y)r — Ref(x)y
I~ 2l = gy gy (B @) + Red @) = Ref () — Ref(a)y]
_ Ref(x)
= |z —yll
Ref(x) + Ref(y)
Ref(x)

S Ref(o) + Ry e =TI+ IT =l (72)
Ref(z)  (Ref(x) + Ref(y)

= Ref(x) + Ref(y) ( e >

Ref(x)

(&

E, analogamente:

Iy — =l < 2L, (73)

)N By, M) Além disso, zoT =T o Z para
e

De (7.2) e de (7.3) segue que z € B(x, Ref(x)
€

todo T' € Ggp. Segue do Lema 7.3.3 que:

DPE,()(T,...,T) =T" (Z e

= T'(D?f(2)

E, analogamente:

DPF,(2)(T,...,T) = DPf(2)(T,...,T) = D’F,(2)(T,...,T).

Ref(x)

R
Existe p > 0 tal que B(z, p) C B(z, — f ()

)N B(y, ——==). Segue do Teorema 6.1.5 que, para
e e

todo S € B(z,p), vale:

F©) =3 %Dka(z)(S )
k=0
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Logo, Fx|p(z,p) = FylB(=,p) € pelo Principio da Identidade:

Fx|B($,%®)ﬁB(y,%) = Fy|B(m7R6£(I))mB(y7 Rcé(y))'

E, portanto, f estd bem definida. |

Segue da demonstracao anterior que se f : U C E — F é holomorfa, podemos estender f em
cada ponto € U e obter f definida em U = |J B(z, R.f(z)), onde R.f(z) > %(z).

Diferentes funcgoes definidas num mesmo doxrfl({nio podem ter raios de convergéncia distintos, logo
U depende de f e, por esta razio, ndo temos uma extensio f definida em Gpr como na Secio 7.2.
Isto é, as extensdes de fungoes holomorfas tém diferentes dominios. Entretanto, em alguns casos é

possivel definir f em um dominio maior que U. No artigo |Zal90] sdo apresentados alguns exemplos

de tais func¢oes.

7.4 Caracterizacao da extensao de funcoes holomorfas

Nesta secao apresentaremos uma caracterizacdo da extensao de func¢es holomorfas em termos

da continuidade do operador diferencial de primeira ordem, segundo |Zal90)].
Teorema 7.4.1. Sejam g € /4 (E") e f € A (F) tais que g|lp = f. Sao equivalentes:

(a) Para todo x € E, Dg(x) é w*-continuo e para todos z € E" e (zo) C E com z, N z,

Dy(2)(xa) — Dg(z)(2).
(b) g=f.

Demonstracao. (a) = (b): Fixado x € E, para cada L € E” escrevendo g(z+ AL) e g(z) em torno

de = e aplicando a Formula Binomial para D¥g(x)([z — x] + AL)* em (1), obtemos:

Dy(2)(L) = lim ~[g(= + AL) — g(2)

A—0 A
= Jim ¢ (30 (Drg(@)(z + AL — ) — Drg(a)(z — 2)!)
A0 A Zk'( 9(x)(z gENE
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k
L 1 k (k—i) \ (i—1) 74
—)l\lgf%J E i g Dg(z)(z — z) AVTYL

k>1 " =1
E>10
1 k
=2 (k_l),D g(z)(z —2,...,z —x,L).
k>1 :

Logo, para todo x € E, mostramos que para todo z em torno de x:

Dy()(L) =Y ! L CICEENEEE N2} (7.4)
E>1

Dados x € E e L € E”, pelo Teorema de Goldstine , existe uma rede (z,) C E tal que z, v
e |lzall < ||L||. Vamos provar que para cada n € N, existe uma subrede (z,,) tal que, para cada

k<n:

Dfg(z)(L,...,L,za,) — D*qg(x)(L,...,L) (7.5)

Provaremos (7.5) por indu¢ao em n. Quando n = 1, como Dg(z) é w*-convergente por hipotese,

temos:

Dg(x)(xa) — Dg(x)(L).

Agora suponha que (7.5) seja valido para (n — 1). Entao existe uma subrede (z,,) tal que:
DFg(z)(L,...,L,xa,) — DFg(x)(L,...,L) paratodo k <n — 1.

Note que, para cada i € A, ||zy,| < L. Logo, o conjunto {D"g(x)(L,...,L,xq,) 1 € A} &
limitado em C e podemos escolher um ponto de acumulacdo 7,, e uma subrede (x,) de (z4,) tal que
D"g(x)(L,...,L,x;) — Tp.

Como (z,) C E e x, v, L, para cada A € C, (v + A\z,) C E é tal que x + Az, Y% 2+ AL. Por
hipotese, Dg(x + AL)(z + Ax,) — Dg(z + AL)(z + AL) e pela linearidade de Dg(z + AL) segue
que Dg(x + AL)(Axz,) — Dg(z + AL)(AL).

Entao, por (7.4), temos:

Dg(x + AL)(A\x,) — Dg(x + AL)(AL)

=2 (k _1 ] [D¥g(z)(AL, ..., AL, \z,) — D¥g(2)(AL,..., AL, AL)]

=5 G DAL L) — D)L, DL
E>1

Tomando o limite em r, temos:
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onde:

i () = lim > (kll)')\k(”“)[Dkg(x)(L,...,L,xr)—Dkg(x)(L,...,L)]
k>n+1 ’

Como, para todo A € C\ {0}, temos que D"g(x)(L,...,L)—7, = A(n—1)! hy, (), se mostrarmos

que |hy,(N)| € limitado em uma vizinhanga do zero, teremos:
D"g(z)(L,...,L,z,) — 17, = D"g(x)(L,...,L)

pois, se |hy(A)| < M em uma vizinhanca do zero, para A suficientemente pequeno:

[A|—0
S

D"g(@)(L..., L) — 7al = [M(n = ! (V)] < A (n — 1122 225,

Vejamos que, de fato, |h,(A)| é limitado em uma vizinhanga do zero. Note que para todo r e

todo k € N, vale que:

|Dkg(2)(L,...,L,z,) — D*g(z)(L,...L)| = |D*g(x)(L,...,L,x, — L)|
< | D*g(@) [ |1LI* |l — L]

< 2||DFg()|| || L))"
Entao:

< 32 PO gy e

k>n+1 ( )
2| pnt1+i
— Z H ( )"||L||n+1+j|>\‘j
>0 (n+7)!
D . .
7>0 ‘]

Faremos um argumento analogo ao que foi feito no Lema 7.3.1 para mostrar que |h (N)] é

limitado em torno do zero. Pelo Critério de Cauchy-Hadamard, lim sup Hle H ch

Além disso, aplicando a Desigualdade de Cauchy, segue que:

1

pnti+l ( )
|

1
=limsup(n+j+1)7 || ———
sup (n+7+ )7 || Z=

J

lim sup
J

(\Dnﬂﬂ‘g(z)n)?

(n+7)
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7.4
; RTINS T H
oo (52525 [
. ) 1 . n+j+1 % Dn+7+1\(x) ﬁ n+]J:+I
=t (4. () Qmjfly )

J

(1) (i1) (442)

Em (), utilizando o critério da razao para a sequéncia a; = n + j + 1, segue que:

1 Qi Qi
limsup(aj)j < ljmsupji—'—l = hm G+l =1.

J J aj 7o ay
. .. - . j+1)ntit+1
Procedendo da mesma maneira em (i7), com a sequéncia b; = %, segue:
. L bjt1 bjt1
limsup(b;)7 < limsup 2 = lim 2t =
j i b i b

_1
Dn¥i+ig(g) || P

1 £
(41! < R T

Em (ii7), note que para cada € > 0, existe j(¢) € N tal que

sempre que j > j(¢). Logo:

1 ntj+l 1
Dnﬂ(m) BEAE ’ 1 e\ttt
limsup | ||———7 < lim sup ( + >
j (n+] + 1)‘ j ch($> 2
< 1 5
~ Reg(z) 2
< ! +
€
Reg()
Como € é arbitrario, segue que:
1 ’ﬂJr_]:Jrl
Dy [T T
limsup | ||—————= <
j (’I’L+J + 1)' ch(l‘)
Consequentemente:
1
pntl+i 7
lim sup <H g(':p)||)ﬂ < c_.
J (n + ])' ch(l‘)

ch(
ellL

:C), a série & convergente. Portanto, |h,(A)| < M em uma vizinhanga do zero

Logo, se |A\| <
e (7.5) esta provado.
Agora provaremos que, paratodosx € E, L € E" ek € N, D*g(2)(L,...,L) = D*f(x)(L,...,L).

Provaremos por inducao em k.
Quando k£ = 1, note que Dg(x) é w*-continua por hipétese e Df(x) é w*-continua pela sua

defini¢do. Se L € E”, pelo Teorema de Goldstine , existe uma rede (z,) C E tal que x, v L.
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Segue que Dg(x)(zq) v, Dg(z)(L) e, como g|g = f, temos:

Dg(x)(za) = Df(2)(za) = Df(x)(za) > Df(x)(L)

Portanto, Dg(x) = Df(z) em E”. Agora suponha que o resultado valha para k — 1. Dados

L e E" e (xz,) CE tais que z, v, L, pela hipétese de inducao, temos:

DFg(z)(L,...,L,xo) = iﬁ%i [D’Hg(x + Azo)(L, ..., L) — D" tg(z)(L,... ,L)]

_%A [Dk U (z + Ma)(L, ..., L) _Dk—lf(x)(L,...,L)}

—k—1

I (L A[D’f Lz 4 Awa) — D’f‘lf(x)D

- (D4 e)en) )

e¥s(k-1E)

- [ ()] e

—Tao0l" <Dkf(a:)>
Agora, tomando o limite em uma subrede adequada (z,) de (z4), por (7.5):
D*g(z)(L,...,L) =T" (Dkf(x)> ~ DFf(@)(L,..., ).

Para mostrar que f = g, sejam 2 € E e L € E”. Entdo, em torno de x:

g(:v+L):Zk'Dk g(x )(L,...,L)—Zk|pkf( z)(L,...,L) = f(z+ L).

k>0 k>0

(b) = (a): Dados z,T € E”, temos:
DF()(T) = lim . [F(= + AT) - F(2)]

~ lim & Z o <Dkf( )(z + AT)F — Dkf(@)z’f> = (%)

A0 A

Note que D f(0) nao é necessariamente simétrica e como z e AT nao comutam, nao podemos uti-
lizar a Féormula Binomial como antes. Entretanto, como D¥ f(0) é multilinear, podemos desenvolver

DFf(0)(z + AT)* em uma soma finita e reordenar os termos da seguinte maneira:
DFf(0)(2 + AT)* = So + AS1 + A28 + - -+ + M1Sk_1 + AF Sy,

onde, para cada 0 < j < k, S; € a soma dos termos em que D¥f(0) tem exatamente j entradas
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iguais a AT. Desta maneira, temos:

So = DFf(0)(z,...,2)
Sy =DFf0)(2,...,2,T)+ DFf(0)(2,...,2,T,2)+ -+ DEf(O)(T,z,...,2)

Si = AEDEF(O)(T,...,T)

Logo, temos que:

(*) = lim : Z L <)\51 +... )\kSk) = lim i (51 + ASy + - /\k_lSk>
k =1

_Z;!(Dkf(O)(z,...,z,T)+--'+Dkf(0)(Taza---az)>'

k>1

Agora suponha que z € E e que (T,) C E” seja uma rede tal que T, Y 7. Entio:
g

DEf(0)(z,. .y 2, Te, 2., 2) = DEF(0)(Twy 2,...,2) — DEfO)(T, 2,...,2).

E temos que:

Dkf (0)(Tw, 2y, 2).

X

!
Dado € > 0, seja jo € N tal que > ﬁ < /€ sempre que | > j > jo.
k=
Dados | > j € N, como DFf(0)(Ty,2,...,2) — D¥f(0)(T,z2,...,z) para todo k € N, existe

ag € A tal que, para todo j < k <|:
a> oy = ‘Dkf(O)(Ta—T,z,...,z)‘ < e

Entao, para todos I > j > jg e o > v, temos:

_11)! (DEFO)(Tar21.12) — DT, )] ‘

i

k:]
l

[D’ff(o)(Ta T,z z)}

<

‘D’ff WTo—T,2,. z)‘
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Acabamos de provar que:

DI = Y- gy DO Tz 012) — 3 e DO 2...2) = DI,

k>1 k>1

que é a primeira parte de (a).

Agora suponha que z € E” e que (z,) C FE seja tal que z, ¥, . Entio:

DEf(0)(2,. s 2, %0y 2, -, 2) = DEF(0) (20, 2, ..., 2)

E temos que:

Dkf 0)(ZTas 2y .-y 2)

(ae) =D 7
k>1

E, com argumento analogo, esta série converge para » ﬁDk’f(O)(z, ..., 2) = Df(2)(2). Segue
k>1
que: a
Dg(2)(za) = Df(2)(za) — Df(2)(2) = Dyg(2)(2) u

Os proximos exemplos esclarecem a primeira condicao do Teorema anterior.

Exemplo 7.4.2. Se z € E"\ E, entdo Df(z) ndo ¢ necessariamente w*-continuo.

Seja X uma dlgebra de Banach comutativa tal que o produto de Arens nao é comutativo. Pelo
Teorema 5.3.1, o produto de Arens em X" ndo é w*-continuo na sequnda entrada.

Tome T, S € X" e uma rede (S;) C X", S; B S, tal que T'S; 7w; TS. Entao existe v € X' tal
que T'S;(y) - TS(7). Considere a funcio f: X?> — C dada por f(a,b) = v(ab).

Entao z; = (S;,T) = (S,T). A fungdo f ¢ bilinear e, pelo Ezemplo 7.2.5, temos:

Df(2)(zi) = Df(2)(z) = Df(S,T)(S;, T) = Df(S,T)(S,T)
:7(5 T)+f(SZ7T) f(S,T)—?(S,T)
1

[ST +TS+ST+TS;—ST—-TS— ST —T5|(v)

M\»—lw\

[(SiT = ST) + (T'S;i = T (7)-
Note que S;T — ST % 0. Assim Df(2)(z) SEN Df(2)(z) se, e somente se, T'S; SN TS, o que

nao ocorre. Logo D f(z) nao é w*-continuo.

Exemplo 7.4.3. A continuidade w* de Dg(x) para todo x € E nao € suficiente para garantir g = f
onde f = g|g.

Sejam X uma dlgebra de Banach comutativa, v € X', f: X? — C dada por f(a,b) = y(ab) e
g: (X")? — C dada por g(S,T) = (ST)(7y).
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Entio g|x = f, g € bilinear e, se (a,b) € X% e (U,V) € (X")2, temos:
Dg(a,b)(U,V) = g(a,V) + g(U,b) = (aV + Ub)(v),

que € w*-continua em (U, V). Entretanto, seque do Ezemplo 7.2.5 que g # f.

Antes de enunciar as consequéncias do Teorema 7.4.1, introduziremos algumas notagoes para
simplificar a escrita.
Dados n, k € N, denotaremos por J4(C")* = s4(C") x --- x J4(C").

k vezes

Assim, cada G € 4 (C")¥ se escreve como G = (G1,...,G}), onde G; : C* — C ¢ holomorfa

de tipo limitado para cada 1 <1 < k.
Dada (f1,..., fn) € #4(E)", definimos a funcio G(fi,..., fn) : E — CF da seguinte maneira:

G, fo)@) = (Gl(fl(x), i fa@), o G(fi(2), .. .,fn(x))>, para cada z € E.
Corolario 7.4.4. Se fi,...,f, € JG(E) e G € H(CY* ¢ tal que G(fy,...,f.) = 0, entdo
G(fi,..., fn) =0.

Demonstragio. Denote G = (G1,...,Gy) e defina, para cada 1 < i < k, a fun¢do F; : B — C

por Fi(T) = Gi(f1(T), ..., fu(T)).

Assim F; é composta de fungdes holomorfas e segue que F; € 4 (E"). Além disso:

Fi‘E:WiOG(ﬁv"'vﬁ”E:WioG(flv"'afn):O‘

Para cada z € E”, temos:

DF,(z) = DGi(f1(2), .., fa(2)) o (Df1,- .., Dfn)(2)
= DGi(Fi(2), -+ fa(2)) 0 (DFi(2),- .., DFu(2)).

Como C" ¢ reflexivo, G; = G; satisfaz a condicio (a) do Teorema 7.4.1. Segue que F} é extensdo
da funcao nula para E” e, portanto, F; = 0 para todo 1 < i < k.
|

Corolario 7.4.5. A aplicacio V : J4(E) — H4(E") dada por V(f) = f é um morfismo de

dlgebras.

Demonstracao. Ja vimos que W é continua e linear. Resta verificar que é multiplicativa. Considere

a aplicacio G : C> — C dada por G(u,v,w) = w — uv.
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Dadas f, g € 4 (F), temos:

G(f,9, f9)(x) = G(f(x),9(x), f(x)g(x)) = f(2)g(x) — f(x)g(x) = 0.

Entao, para cada z € E”, temos:

0=G(f(2),9(2). fg(2)) = fo(=

Logo, fg=fg.

74
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