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Resumo

RONCHIM, V. S. Extensões de Polinômios e de Funções Analíticas em Espaços de Ba-

nach. 2016. 111 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de

São Paulo, São Paulo, 2016.

Este trabalho tem como principal objetivo estudar extensões de aplicações multilineares, de

polinômios homogêneos e de funções analíticas entre espaços de Banach. Desta maneira, nos basea-

mos em importantes trabalhos sobre o assunto. Inicialmente apresentamos o produto de Arens para

álgebras de Banach, extensões de Aron-Berner e de Davie-Gamelin para aplicações multilineares e

provamos que todas estas extensões coincidem. A partir destes resultados, apresentamos a extensão

de polinômios homogêneos e o Teorema de Davie-Gamelin que a�rma que, assim como no caso

de aplicações multilineares, as extensões de polinômios preservam a norma e, como consequência

deste teorema, apresentamos uma generalização do Teorema de Goldstine. Em seguida estudamos

espaços de Banach regulares e simetricamente regulares, que são propriedades relacionadas com a

unicidade de extensão e são de�nidas a partir do ideal de operadores lineares fracamente compactos

Kw(E,F ). Finalmente apresentamos a extensão de uma função de Hb(E) para Hb(E
′′) e o resul-

tado, de Ignacio Zalduendo, que caracteriza esta extensão em termos da continuidade fraca-estrela

do operador diferencial de primeira ordem.

Palavras-chave: aplicações multilineares, polinômios homogêneos, funções holomorfas, extensões.
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Abstract

RONCHIM, V. S. Extensions of Polynomials and Analytic Functions on Banach Spaces.

2016. 120 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São

Paulo, São Paulo, 2016.

The main purpose of this work is to study extensions of multilinear mappings, homogeneous

polynomials and analytic functions between Banach Spaces. In this way, we rely on important

works on the subject. Firstly we present the Arens-product for Banach algebras, the Aron-Berner

and Davie-Gamelin extensions for multilinear mappings and we prove that all these extensions

are the same. From these results, we present an extension for homogeneous polynomials and the

Davie-Gamelin theorem which asserts that, as in the case of multilinear mappings, the polynomial

extension is norm-preserving and, as a consequence of this theorem, we present a generalization of

the Goldstine theorem. After that we study regular and symmetrically regular Banach spaces which

are properties related to the uniqueness of the extension and are de�ned in the setting of weakly

compact linear operators Kw(E,F ). Lastly, we present the extension of a function of Hb(E) to one

in Hb(E
′′) and the result, according to Ignacio Zalduendo, which characterizes this extension in

terms of weak-star continuity of the �rst order di�erential operator.

Keywords: multilinear mappings, homogeneous polynomials, holomorphic functions, extensions.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Considerações Preliminares

O objetivo deste trabalho é estudar extensões de aplicações multilineares, de polinômios homo-

gêneos e de funções holomorfas entre espaços de Banach.

O Teorema de Hahn-Banach [Meg12] a�rma que todo funcional linear contínuo de�nido em um

subespaço de um espaço de Banach pode ser estendido para todo o espaço, preservando norma.

O problema de estender polinômios homogêneos de um subespaço de um espaço de Banach para

todo o espaço foi estudado pela primeira vez por R. Aron e P. Berner em [AB78] em 1978. Eles

mostraram que, em contraste com o caso de funcionais lineares, extensões de polinômios nem sem-

pre existem. No entanto, demonstraram que para todo n, cada polinômio n-homogêneo em um

espaço de Banach E estende-se a um polinômio n-homogêneo em seu bidual E′′. Este trabalho

tornou-se bastante in�uente, muitos autores trataram de generalizá-lo para outras classes de apli-

cações não lineares [GGM93, GGMM94], bem como estudar as propriedades das extensões dos

polômios homogêneos [DG89, ABC01]. Por exemplo, Davie e Gamelin, em [DG89], mostraram que

a extensão de Aron-Berner [AB78] preserva a norma, além de possuir uma importante propriedade

relacionada a continuidade fraca-estrela. A unicidade da extensão de Aron-Berner também é estu-

dada em [ABC01]. Existem também artigos que tratam do assunto com mais detalhes, como em

[SGD00, Zal05, LZ00], além de propor versões alternativas e equivalentes que foram obtidas para

as extensões.

A extensão de Aron-Berner representa um ponto importante no desenvolvimento da teoria de ho-

lomor�a em dimensão in�nita, sobretudo no problema de estender aplicações holomorfas em espaços

de Banach [Zal90]. Temas como regularidade e operadores de Nicodemi também estão relacionados

com a extensão de Aron-Berner para aplicações multilineares, o que dá grande importância a este

assunto.
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2 INTRODUÇÃO 1.2

1.2 Organização do Trabalho

A seguir descrevemos os assuntos abordados em cada capítulo. Os principais resultados deste

trabalho encontram-se nos artigos [DG89], [Zal05], [Zal90], [Din12] e [Dan13].

No capítulo 1 apresentamos algumas de�nições e resultados referentes à Análise Funcional que

serão utilizados ao longo deste trabalho. Os resultados deste capítulo constam em [Meg12].

O capítulo 2 apresenta resultados básicos da teoria de aplicações multilineares e de polinômios

entre espaços de Banach. Utilizaremos estes objetos em todos os demais capítulos deste trabalho

e, por este motivo, tratamos de relacionar os resultados aqui obtidos com àqueles conhecidos para

operadores lineares. Os tópicos apresentados podem ser encontrados em [Muj86] e [Cha85].

No capítulo 3 apresentamos as extensões de aplicações multilineares entre espaços de Banach.

Inicialmente relembramos como obter a extensão de um operador linear, dada pelo seu segundo

adjunto. Em seguida apresentamos as extensões de Arens de uma aplicação bilinear contínua em

L (E1, E2;F ). Posteriormente nos restringimos a aplicações multilineares com valores no corpo,

apresentamos as extensões de Aron-Berner e Davie-Gamelin e provamos que estas extensões coinci-

dem. Por �m, de�nimos a extensão de um polinômio homogêneo e provamos o Teorema de Davie-

Gamelin, bem como uma generalização para o Teorema de Goldstine. Os resultados aqui apresen-

tados constam em [DG89] e em [Dan13].

No capítulo 4 apresentamos duas importantes classes de espaços de Banach. Na primeira se-

ção estudamos os resultados básicos sobre o ideal de operadores lineares fracamente compactos

K w(E,F ). Na segunda seção estudamos álgebras de Banach e neste contexto, utilizamos a exten-

são de Arens para estender o produto de uma álgebra de Banach X para o seu bidual de modo

que X ′′ admita uma estrutura de álgebra de Banach. Apresentamos um exemplo em que se perde

a comutatividade da álgebra neste processo, o que é equivalente a perder simetria no processo

de extensão de uma aplicação bilinear contínua. Por �m apresentamos resultados básicos sobre

regularidade de espaços de Banach, como em [Zal05].

O capítulo 5 é dedicado ao estudo de holomor�a em espaços de Banach. Na primeira seção

apresentamos resultados sobre séries de potências. Na seção seguinte apresentamos sucintamente

os resultados fundamentais sobre holomor�a em espaços de Banach. Os tópicos apresentados neste

capítulo se encontram em [Muj86], [Cha85] e [Nac69].

No capítulo 6 estudamos extensões de funções holomorfas e um teorema de caracterização para

estas extensões. Na primeira seção apresentamos uma generalização da extensão de Aron-Berner.

Na seção seguinte estudamos o caso de estender funções holomorfas de tipo limitado. Posteriormente

apresentamos a extensão de funções holomorfas arbitrárias e, por último, apresentamos um teorema

que caracteriza a extensão de funções em Hb(E) ao bidual em termos de continuidade fraca-estrela

do operador diferencial de primeira ordem. Este capítulo é baseado no artigo [Zal90] e em [Din12].



Capítulo 2

Conceitos Preliminares

Neste capítulo apresentaremos os requisitos mínimos para a leitura deste trabalho. Boa parte

das demonstrações pode ser encontrada em [Meg12].

Ao longo deste trabalho, a menos que se diga o contrário, E e F denotarão espaços de Banach

sobre o mesmo corpo K, onde K = R ou K = C.

2.1 Teoremas Fundamentais

Nesta seção apresentaremos alguns dos resultados fundamentais de Análise Funcional que usa-

remos ao longo do trabalho.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espaço normado e M um subespaço de

E. Dado ϕ ∈M ′, existe ϕ̃ ∈ E′ tal que ϕ̃|M = ϕ e ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖.

Corolário 2.1.2. Se x é um elemento não nulo de um espaço normado E, então existe ϕ ∈ SE′

tal que ϕ(x) = ‖x‖.

Corolário 2.1.3. Seja E 6= {0} um espaço normado. Para cada x ∈ E:

‖x‖ = max{|ϕ(x)| : ϕ ∈ SE′}.

Teorema 2.1.4 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam E um espaço de Banach, F um espaço

normado e {Ti : i ∈ I} ⊂ L (E,F ) tal que:

sup
i∈I
‖Ti(x)‖ <∞ para cada x ∈ E.

Então sup
i∈I
‖Ti‖ <∞.

O Teorema de Banach-Steinhaus nos diz que uma família de operadores é limitada se, e somente

se, for pontualmente limitada. Por este motivo, este resultado também é conhecido por Princípio

da Limitação Uniforme.
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4 CONCEITOS PRELIMINARES 2.2

O próximo resultado nos diz que todo operador linear, contínuo e sobrejetor entre espaços de

Banach é uma aplicação aberta.

Teorema 2.1.5 (Teorema da Aplicação Aberta). Sejam E e F espaços de Banach e seja T ∈

L (E,F ). São equivalentes:

(a) T é sobrejetora;

(b) Existe δ > 0 tal que δBF ⊂ T (BE);

(c) Existe δ > 0 tal que δBF ⊂ T (BE);

(d) T é aberta.

Além disso, todo operador linear contínuo e bijetor entre espaços de Banach é um isomor�smo

topológico.

2.2 Redes

De�nição 2.2.1. Um conjunto dirigido é um conjunto I 6= ∅ munido de uma relação � que satisfaz:

(a) α � α para todo α ∈ I.

(b) Se α � β e β � γ, então α � γ.

(c) Para cada par de elementos α, β ∈ I, existe γα,β ∈ I tal que α � γα,β e β � γα,β.

Isto é, um conjunto dirigido é um conjunto pré-ordenado que satisfaz a condição (c). Uma rede

em um conjunto X é uma função f : I −→X , onde I é um conjunto dirigido.

Analogamente ao caso das sequências, se f : I −→X é uma rede em X , denotamos f(α) = xα

e escrevemos f = (xα)α∈I e, em algumas situações, escreveremos (xα) para simpli�car a escrita.

De�nição 2.2.2. Dizemos que uma rede (xα)α∈I em um espaço topológico X converge para x ∈X

se, para cada vizinhança aberta U de x, existe α0 ∈ I tal que xα ∈ U sempre que α � α0.

A convergência é denotada por xα −→ x ou, caso haja unicidade do limite, x = lim
α
xα.

Utilizamos sequências para caracterizar a topologia de um espaço métrico. O conceito de con-

vergência de rede estende muitos destes resultados para espaços topológicos, como veremos a seguir:

Proposição 2.2.3. Sejam S um subconjunto de um espaço topológico X e x ∈ X . Então x ∈ S

se, e somente se, existe uma rede (xα) ⊂ S tal que xα −→ x.

Proposição 2.2.4. Sejam X e Y espaços topológicos. Uma função f : X −→ Y é contínua em

x ∈X se, e somente se, f(xα) −→ f(x) para toda rede (xα) ⊂X convergente à x.



2.3 TOPOLOGIA INDUZIDA POR UMA FAMÍLIA DE FUNÇÕES 5

A seguir vamos de�nir o conceito de subrede. Para isso precisamos da idéia de subconjuntos

arbitrariamente grandes de um conjunto dirigido.

De�nição 2.2.5. Um subconjunto Λ de um conjunto dirigido I é dito co�nal em I se, para cada

α ∈ I, existe βα ∈ Λ tal que α � βα.

Sejam X um conjunto, I um conjunto dirigido e f : I −→X uma rede em X , J um conjunto

dirigido e g : J −→ I uma função que satisfaz:

(a) g(β1) � g(β2) em I sempre que β1 � β2 em J .

(b) g(J) é co�nal em I.

Então a rede f ◦ g : J −→X é dita uma subrede de f .

Note que, com a de�nição acima, uma subrede de uma sequência não é necessariamente uma

subsequência. A seguir, destacamos algumas propriedades de subredes.

Proposição 2.2.6. Seja (xα) uma rede em um espaço topológico X . Então:

(a) Toda subrede de (xα) é uma rede em X .

(b) Toda subrede de uma subrede de (xα) é uma subrede de (xα).

(c) Se xα −→ x, então toda subrede de (xα) converge à x.

2.3 Topologia Induzida por uma Família de Funções

Aqui apresentaremos como construir uma topologia induzida por uma família de funções, bem

como �xaremos a notação para as topologias fraca e fraca∗ em espaços de Banach.

De�nição 2.3.1. Sejam X um conjunto não vazio, F uma família de funções tal que cada f ∈ F

leva X em um espaço topológico (Yf , TYf ). De�nimos a topologia σ(X ,F ) como sendo a menor

topologia em X que torna todos os elementos de F contínuos.

Dizemos que σ(X ,F ) é a topologia induzida por F em X .

Exemplo 2.3.2. Sejam (Y , T ) um espaço topológico e X ⊂ Y com a topologia usual. Se i : X ↪→

Y é a inclusão, considerando a família F = {i}, segue que σ(X , {i}) = {V ∩X : V ∈ T }.

Proposição 2.3.3. Sejam X e F como na de�nição anterior. Seja B o conjunto de todos os

subconjuntos de X da forma:

n⋂
i=1

f−1
i (Vi), onde n ∈ N, fi ∈ F , Vi ∈ TYfi para cada 1 ≤ i ≤ n.

Então B é uma base de abertos para a topologia σ(X ,F ).



6 CONCEITOS PRELIMINARES 2.3

O próximo resultado nos dá uma caracterização para convergência de redes na topologia induzida

por uma família de funções.

Proposição 2.3.4. Uma rede (xα) ⊂X converge para x na topologia σ(X ,F ) se, e somente se,

f(xα) −→ f(x) para cada f ∈ F .

Se E é um espaço normado, o espaço E′ é uma família de funções. O que nos leva à próxima

de�nição.

De�nição 2.3.5. Seja E é um espaço normado. A topologia w = σ(E,E′) é dita a topologia fraca

de E.

Denotaremos por T‖·‖ a topologia gerada pela norma em E. Pelo que acabamos de de�nir, segue

que σ(E,E′) ≤ T‖·‖. Além disso, dados x ∈ E, ϕ1, . . . , ϕn ∈ E′ e ε > 0, os conjuntos da forma:

V (x;ϕ1, . . . , ϕn; ε)
.
= {y ∈ E : |ϕi(x)− ϕi(y)| < ε, 1 ≤ i ≤ m} =

n⋂
i=1

ϕ−1
i (B(ϕi(x), ε)

formam uma base para a topologia fraca de E.

E ainda, a convergência de redes na topologia fraca é caracterizada por:

xα
w−→ x ⇐⇒ ϕ(xα) −→ ϕ(x) para cada ϕ ∈ E′.

Se E é normado, podemos considerar a inclusão canônica de E em seu bidual E′′, JE : E −→ E′′,

dada por JE(x)(ϕ)
.
= ϕ(x). A inclusão canônica é uma imersão isométrica e, por este motivo,

identi�camos E = JE(E) ⊂ E′′.

De�nição 2.3.6. Sejam E um espaço normado e E′ o seu dual. A topologia w∗ = σ(E′, JE(E)) =

σ(E′, E) é dita a topologia fraca-estrela de E′.

Analogamente ao que �zemos para a topologia fraca, dados ϕ ∈ E′, x1, . . . , xn ∈ E e ε > 0, os

conjuntos da forma:

V (ϕ;x1, . . . , xn; ε) =
{
ψ ∈ E′ : |ϕ(xi)− ψ(xi)| < ε, 1 ≤ i ≤ m

}
formam uma base de abertos para a topologia fraca-estrela de E′.

Podemos também considerar a topologia fraca de E′, σ(E′, E′′), e vale que σ(E′, E) ≤ σ(E′, E′′) ≤

T‖·‖. Além disso, a convergência de redes na topologia fraca-estrela é caracterizada por:

ϕα
w∗−→ ϕ ⇐⇒ JE(x)(ϕα) −→ JE(x)(ϕ) para cada x ∈ E

⇐⇒ ϕα(x) −→ ϕ(x) para cada x ∈ E.
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Ao longo deste trabalho sempre explicitaremos as topologias envolvidas em conceitos de conver-

gência, continuidade de funções e compacidade como indicamos a seguir:

Sejam (X, T1) e (Y, T2) espaços topológicos.

(a) xα
T1−→ x indica que a rede (xα) converge para x ∈ X segundo a topologia T1;

(b) Um subconjunto K ⊂ X é T1-compacto indica que é compacto segundo a topologia T1.

Utilizaremos a mesma notação para qualquer outra propriedade topológica;

(c) Uma função f : X −→ Y é T1-T2-contínua se for contínua em relação as topologias T1 em X

e T2 em Y . No caso em que X = Y e T1 = T2, dizemos simplesmente que f : X −→ X é

T1-contínua.

A seguir enunciaremos alguns resultados importantes dessas topologias, que serão utilizados ao

longo do trabalho.

Proposição 2.3.7. Sejam E e F espaços normados e T : E −→ F linear. Então T é ‖ · ‖-contínuo

se, e somente se, T é w-contínuo.

Proposição 2.3.8. Seja E um espaço normado. A inclusão canônica JE : E −→ E′′ é um w-w∗-

homeomor�smo sobre a sua imagem.

De�nição 2.3.9. Sejam E e F espaços de Banach e T ∈ L (E,F ). O operador T ′ : F ′ −→ E′,

dado por T ′(ϕ)
.
= ϕ ◦ T é chamado de operador adjunto de T .

Proposição 2.3.10. Sejam E e F espaços de Banach e T ∈ L (E,F ). Então T ′ ∈ L (F ′, E′) é

w∗-w∗-contínuo.

Teorema 2.3.11 (Teorema de Mazur). Sejam E um espaço normado e A um subconjunto convexo

de E. Então, A
‖·‖

= A
w
.

Teorema 2.3.12 (Teorema de Goldstine). Seja E um espaço normado. Então:

(a) BE′′ = BE
w∗
.

(b) E′′ = E
w∗
.

Teorema 2.3.13. Um espaço normado E é re�exivo se, e somente se, BE é w-compacta.

Teorema 2.3.14 (Teorema de Alaoglu). Seja E um espaço normado. Então BE′ é w∗-compacta.

Corolário 2.3.15. Seja E um espaço normado. Um subconjunto S ⊂ E é w∗-compacto se, e

somente se, S é limitado e w∗-fechado.
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Proposição 2.3.16. Seja A um subconjunto de um espaço normado E. São equivalentes:

(a) A é w-compacto.

(b) JE(A) é w∗-compacto.

(c) A é limitado e JE(A) é w∗-fechado.

Teorema 2.3.17 (Teorema de Eberlein-Smulian). Sejam E um espaço normado e K um sub-

conjunto de E. Então K é fracamente compacto se, e somente se, é fracamente sequencialmente

compacto.



Capítulo 3

Polinômios em Espaços de Banach

Neste capítulo serão apresentados resultados básicos sobre aplicações multilineares entre es-

paços de Banach para que, posteriormente, possamos de�nir e estudar polinômios e polinômios

m-homogêneos nestes espaços. Os resultados aqui apresentados são baseados em [Muj86] e [Cha85].

3.1 Aplicações Multilineares

Dados m ∈ N e E um espaço de Banach, denotamos Em
.
= {(x1, . . . , xm) : xj ∈ E, 1 ≤ j ≤ m}.

Observe que Em é um espaço de Banach quando munido da norma ‖(x1, . . . , xm)‖ .= sup
1≤j≤m

‖xj‖.

De�nição 3.1.1. Para cada m ∈ N denotamos por La(
mE,F ) o espaço vetorial de todas as

aplicações m-lineares A : Em −→ F , munido com as operações de soma e multiplicação por escalar

de�nidas pontualmente. Denotaremos por L (mE,F ) o subespaço vetorial de La(
mE,F ) formado

por todas as aplicações m-lineares que são contínuas em relação às normas dos espaços Em e F .

Para simpli�car a notação, quando m = 1 escrevemos La(
1E,F ) = La(E,F ) e L (1E,F ) =

L (E,F ). No caso em que F = K, escrevemos La(
mE,F ) = La(

mE) e L (mE,F ) = L (mE).

Finalmente, quando m = 1 e F = K, escrevemos La(E) = E∗ e L (E) = E′.

Muitos resultados que são válidos para operadores lineares podem ser estendidos facilmente

para aplicações multilineares. A seguir apresentamos uma caracterização para a continuidade de

uma aplicação m-linear.

Teorema 3.1.2. Para cada A ∈ L (mE,F ), são equivalentes:

(a) A é contínuo;

(b) A é contínuo na origem;

(c) Existe M > 0 tal que, para cada (x1, . . . , xm) ∈ Em, ‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤M‖x1‖ · · · ‖xm‖.

9
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Demonstração. (a) =⇒ (b): Imediato.

(b) =⇒ (c): Pela continuidade na origem, existe um δ > 0 tal que ‖A(y)‖ ≤ 1 sempre que

‖y‖ ≤ δ.

Dado x = (x1, . . . , xm) qualquer, a desigualdade em (c) é válida se algum xi = 0. Suponha que

cada xi 6= 0. Então o ponto z
.
= δ

(
x1
‖x1‖ , . . . ,

xm
‖xm‖

)
é tal que ‖A(z)‖ ≤ 1. Como A é multilinear:

‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤ 1

δm
‖x1‖ · · · ‖xm‖.

(c) =⇒ (a): Dados a = (a1, . . . , am) e x = (x1, . . . , xm) em Em, temos:

‖A(x)−A(a)‖ ≤ ‖A(x1 − a1, x2, . . . , xm)‖+ ‖A(a1, x2 − a2, x3, . . . , xm)‖

+ . . .+ ‖A(a1, . . . , am−1, xm − am)‖

≤
m∑
j=1

M‖a1‖ . . . ‖aj−1‖‖aj − xj‖‖xj+1‖ . . . ‖xm‖

Assim, se ‖x− a‖ ≤ 1, segue que ‖A(x)−A(a)‖ ≤ mM(‖a‖+ 1)m−1‖x− a‖ e isso mostra que

a aplicação A é contínua. �

Observação 3.1.3. No teorema anterior, diferentemente do resultado análogo para operadores

lineares, não foi demonstrado que uma aplicação multilinear contínua é uniformemente contínua.

Isto se deve ao fato de que a única aplicação multilinear uniformemente contínua é a aplicação

nula:

Suponha que A ∈ L (mE,F ), com m ≥ 2, é não nula. Tome (x1, . . . , xm) ∈ Em tal que

‖A(x1, . . . , xm)‖ > 0. Então cada xi é não nulo. Se ε < ‖A(x1, . . . , xm)‖, para cada δ > 0 dado,

tome λ ∈ K tal que 0 < |λ| < δ
‖x1‖ . Assim:

∥∥∥(x1 + λx1,
x2

λ
, x3, . . . , xm

)
−
(
x1,

x2

λ
, x3, . . . , xm

)∥∥∥ < δ.

Por outro lado,
∥∥A (x1 + λx1,

x2
λ , x3, . . . , xm

)
−A

(
x1,

x2
λ , x3, . . . , xm

)∥∥ > ε. Logo, A não é uni-

formemente contínua.

Entretanto, uma aplicação multilinear contínua é uniformemente contínua sobre os conjuntos

limitados.

O teorema anterior nos mostra que, assim como no caso linear, as aplicações multilineares

contínuas levam conjuntos limitados de Em em conjuntos limitados de F . Isto nos permite de�nir

a seguinte função:

‖ · ‖ : L (mE,F ) −→ [0,+∞[ dada por ‖A‖ .= sup
‖x‖≤1

‖A(x)‖.
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Segue também do Teorema 3.1.2 que uma multilinear A é contínua se, e somente se, ‖A‖ <∞.

Além disso, esta é a menor constante que satisfaz a condição 3.1.2(c) :

Dado (x1, . . . , xm) ∈ Em, temos
∥∥∥A( x1

‖x1‖ , . . . ,
xm
‖xm‖

)∥∥∥ ≤ ‖A‖, por multi-linearidade obtemos:

‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤ ‖A‖‖x1‖ . . . ‖xm‖.

Isto é, ‖A‖ satisfaz a condição 3.1.2(c). Por outro lado, se M > 0 é uma constante que satisfaz

3.1.2(c), então dado x ∈ BEm , temos ‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤M . Assim segue que ‖A‖ ≤M e podemos

concluir que:

‖A‖ = inf{M > 0 : ‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤M‖x1‖ · · · ‖xm‖ ∀(x1, . . . , xm) ∈ Em}.

Teorema 3.1.4. Uma aplicação A ∈ La(
mE,F ) é contínua se, e somente se, é separadamente

contínua em cada variável.

Demonstração. Suponha que A seja contínua. Então para cada 1 ≤ i ≤ m, a função coordenada

dada por xi
fi7−→ A(x1, . . . , xi, . . . , xm) é a restrição fi = A|{x1}×...×E×...{xm}, logo é contínua.

Provaremos a recíproca por indução em m.

Se A é bilinear separadamente contínua, então as aplicações Ax(y)
.
= A(x, y) e Ay(x)

.
= A(x, y)

são lineares e contínuas. Logo existe Mx > 0 tal que, para cada y ∈ E:

‖A(x, y)‖ = ‖Ay(x)‖ = ‖Ax(y)‖ ≤Mx‖y‖.

Note que a família F .
= {Ay ∈ L (E,F ) : y ∈ BE} é pontualmente limitada. Pelo Teorema de

Banach-Steinhaus, existe M > 0 tal que sup
y∈BE

‖Ay‖ ≤M . Assim, dados para cada x, y ∈ BE :

‖A(x, y)‖ = ‖Ay(x)‖ ≤ ‖Ay‖‖x‖ ≤M.

Segue que A é bilinear contínua.

Agora suponha que toda aplicação (m − 1)-linear separadamente contínua em cada variável é

contínua. Seja A ∈ La(
mE,F ) separadamente contínua, vejamos que A é contínua.

Para cada xm ∈ E, a função Axm(x1, . . . , xm−1)
.
= A(x1, . . . , xm) é (m − 1)-linear e separada-

mente contínua, e pela hipótese de indução, é contínua. Existe um Mxm > 0 tal que:

‖A(x1, . . . , xm)‖ = ‖Axm(x1, . . . , xm−1)‖ ≤Mxm‖x1‖ . . . ‖xm−1‖.

Note que a família F .
= {Ax1,...,xm−1 ∈ L (E,F ) : xi ∈ BE , 1 < i < m} é pontualmente limitada

e, pelo Teorema de Banach-Steinhaus, existe M > 0 tal que sup
F
‖Ax1,...,xm−1‖ ≤M .
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Se xi ∈ BE para 1 ≤ i ≤ m, então:

‖A(x1, . . . , xm)‖ = ‖Ax1,...,xm−1(xm)‖ ≤M‖xm‖ ≤M.

Segue que A é m-linear contínua. �

Corolário 3.1.5. Se E é um espaço normado de dimensão �nita, então toda aplicação multilinear

de�nida em Em é contínua.

Proposição 3.1.6. A aplicação ‖ · ‖ é uma norma em L (mE,F ).

Demonstração. Seja A ∈ L (mE,F ) tal que ‖A‖ = 0. Então, para cada (x1, . . . , xm) ∈ Em, temos:

‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤ ‖A‖‖x1‖ . . . ‖xm‖ = 0.

E segue que A ≡ 0.

Dados λ ∈ K e A ∈ L (mE,F ), temos:

‖λA‖ = sup
x∈BEm

‖λA(x)‖ = |λ| sup
x∈BEm

‖A(x)‖ = |λ|‖A‖.

Dados A1, A2 ∈ L (mE,F ), para cada x ∈ BEm :

‖(A1 +A2)(x)‖ ≤ ‖A1(x)‖+ ‖A2(x)‖ ≤ ‖A1‖+ ‖A2‖.

Tomando o supremo sobre BEm , segue a desigualdade triangular. �

Proposição 3.1.7. Se F é um espaço de Banach, então L (mE,F ) se torna um espaço de Banach

com a norma ‖ · ‖.

Demonstração. Seja (An) uma sequência de Cauchy em L (mE,F ). Então, dado ε > 0, existe

n0 ∈ N tal que:

j, k > n0 =⇒ ‖Aj −Ak‖ < ε.

Assim, para cada x = (x1, . . . , xm) ∈ Em, temos:

‖Aj(x1, . . . , xm)−Ak(x1, . . . , xm)‖ ≤ ‖Aj −Ak‖‖x1‖ . . . ‖xm‖.

Isto é, (An(x1, . . . , xm)) é uma sequência de Cauchy em F e, portanto, convergente. Deste modo

podemos de�nir A : Em −→ F por: A(x1, . . . , xm) = lim
n→∞

An(x1, . . . , xm) e, desta de�nição, é

imediato que A ∈ La(
mE,F ).
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Além disso, como a sequência (An) é limitada, por ser sequência de Cauchy, então existeM > 0

tal que ‖An‖ ≤M para todo n ∈ N. Se x ∈ BEm :

‖A(x)‖ =
∥∥∥ lim
n→∞

An(x)
∥∥∥ = lim

n→∞
‖An(x)‖ ≤ lim

n→∞
‖An(x)‖ ≤ lim

n→∞
‖An‖ ≤M.

Ou seja, A ∈ L (mE,F ). Por último, �xado j ≥ n0, para cada x ∈ BEm segue que:

‖(Aj −A)(x)‖ = ‖Aj(x)−A(x)‖ = ‖Aj(x)− lim
n
An(x)‖ = lim

n
‖Aj(x)−An(x)‖ ≤ ε.

Tomando o supremo sobre BEm , mostramos que ‖An − A‖ −→ 0 e, portanto, L (mE,F ) é

espaço de Banach. �

Teorema 3.1.8. Sejam m,n ∈ N. A função Ψ : La(
m+nE,F ) −→ La(

mE,La(
nE,F )) dada por:

Ψ(A)(x1, . . . , xm)(y1, . . . , yn)
.
= A(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

é um isomor�smo.

Além disso, esta função induz um isomor�smo isométrico entre L (m+nE,F ) e L (mE,L (nE,F )).

Demonstração. É fácil veri�car que Ψ está bem de�nida e que é linear. Para ver que Ψ é injetora,

note que se Ψ(A) ≡ 0, então para cada (x1, . . . , xm) ∈ Em e cada (y1, . . . , yn) ∈ En temos:

A(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = Ψ(A)(x1, . . . , xm)(y1, . . . , yn) = 0(y1, . . . , yn) = 0.

Vejamos agora que Ψ é sobrejetora. Dado B ∈ La(E
m,La(

nE,F ), de�na A : Em+n −→ F por:

A(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)
.
= B(x1, . . . , xm)(y1, . . . , yn).

É imediato que A ∈ La(
m+nE,F ) e, além disso, Ψ(A) = B pois:

Ψ(A)(x1, . . . , xm)(y1, . . . , yn) = A(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = B(x1, . . . , xm)(y1, . . . , yn).

Agora vejamos que Ψ induz uma isometria entre L (m+nE,F ) e L (mE,L (nE,F )).

Se A ∈ L (m+nE,F ), temos:

‖Ψ(A)‖ .= sup
BEm
‖Ψ(A)(x1, . . . , xm)‖

= sup
BEm

(
sup
BEn
‖Ψ(A)(x1, . . . , xm)(y1, . . . , yn)‖

)
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= sup
BEm

(
sup
BEn
‖A(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)‖

)
= sup

BEm+n

‖A(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)‖

= ‖A‖ �

Observação 3.1.9. Se considerarmos E1, . . . , Em espaços de Banach sobre um mesmo corpo K,

o espaço (E1 × . . . × Em, ‖ · ‖∞) é um espaço de Banach e os resultados apresentados nesta seção

também são válidos para aplicações multilineares de�nidas no produto cartesiano E1 × . . .× Em.

Denotaremos por La(E1, . . . , Em;F ) o espaço de todas as aplicações multilineares da forma

A : E1 × . . .×Em −→ F . Analogamente à notação adotada, denotaremos por L (E1, . . . , Em;F ) o

subespaço das aplicações multilineares de La(E1, . . . , Em;F ) que são contínuas, tal espaço é munido

da norma ‖ · ‖ : L (E1, . . . , Em;F ) −→ [0,+∞[, dada por:

‖A‖ .= sup{‖A(x1, . . . , xm)‖ : xj ∈ BEj , 1 ≤ j ≤ m} = sup
x∈BE1×...×Em

‖A(x)‖.

3.2 Multilineares Simétricas e Multilineares Alternadas

Nesta seção serão introduzidas duas importantes classes de aplicações multilineares para a área

de análise. A classe das aplicações multilineares alternadas, que é importante para o estudo de

formas alternadas em espaços de Banach, e a classe das aplicações multilineares simétricas, que é

importante para de�nirmos polinômios nestes espaços e para o estudo de holomor�a.

Para cada m ∈ N, denotaremos por Sm o grupo de todas as permutações de m elementos, isto

é, Sm = {σ : {1, . . . ,m} −→ {1, . . . ,m} : σ é bijetora}. A seguir recordaremos como é de�nido o

sinal de uma permutação. Para uma leitura mais detalhada sobre grupos de permutações, veja

[Her06].

Fixado m ∈ N, seja Q [X1, . . . , Xm] o anel dos polinômios com coe�cientes racionais e indeter-

minadas X1, . . . , Xm. Seja P (X1, . . . , Xm) ∈ Q [X1, . . . , Xm] dado por:

P (X1, . . . , Xm)
.
=

∏
1≤i<j≤m

(Xi −Xj).

Dada σ ∈ Sm, considere a ação de σ em P (X1, . . . , Xm) dada por:

(σP )(X1, . . . , Xm)
.
=

∏
1≤i<j≤m

(Xσ(i) −Xσ(j)) ∈ Q [X1, . . . , Xm] .

Observe que (σP )(X1, . . . , Xm) tem os mesmos fatores de P (X1, . . . , Xm), a menos dos sinais:
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Sejam i0, j0 ∈ {1, . . . ,m} com i0 < j0. Como σ é permutação, segue que σ(i0) 6= σ(j0). Caso

σ(i0) < σ(j0), então o termo (xσ(i0) − xσ(j0)) é um dos fatores de P (X1, . . . , Xm). Caso contrá-

rio, temos que −(xσ(i0) − xσ(j0)) é um dos fatores de P (X1, . . . , Xm). Portanto, concluímos que

(σP )(X1, . . . , Xm) = ±P (X1, . . . , Xm).

A partir da ação de�nida acima, de�nimos o sinal de σ ∈ Sm como (−1)σ ∈ {1,−1} que satisfaz

a seguinte igualdade:

(σP )(X1, . . . , Xm) = (−1)σP (X1, . . . , Pm).

Dizemos que σ é uma permutação par se (−1)σ = 1 e dizemos que σ é uma permutação ímpar

se (−1)σ = −1.

Além disso, se σ, τ ∈ Sm, então στ = σ ◦ τ ∈ Sm e (−1)στ = (−1)σ(−1)τ . De fato:

(−1)στP (X1, . . . , Xm) = ((στ)P )(X1, . . . , Xm)

=
∏

1≤i<j≤m
(Xσ(τ(i)) −Xσ(τ(j)))

= (−1)σ
∏

1≤i<j≤m
(Xτ(i) −Xτ(j))

= (−1)σ(−1)τ
∏

1≤i<j≤m
(Xi −Xj)

= (−1)σ(−1)τP (X1, . . . , Xm).

Logo, (−1)στ = (−1)σ(−1)τ .

De�nição 3.2.1. Sejam m ∈ N �xado e A ∈ La(
mE,F ).

(a) Dizemos que A ∈ La(
mE,F ) é simétrica se, para cada σ ∈ Sm e cada (x1, . . . , xm) ∈ Em:

A(xσ(1), . . . , xσ(m)) = A(x1, . . . , xm).

(b) Dizemos que A ∈ La(
mE,F ) é alternada se, para cada σ ∈ Sm e cada (x1, . . . , xm) ∈ Em:

A(xσ(1), . . . , xσ(m)) = (−1)σA(x1, . . . , xm).

Denotaremos por L s
a (mE,F ) o subespaço vetorial de La(

mE,F ) formado por todas as aplica-

ções m-lineares simétricas e, analogamente, denotaremos por L a
a (mE,F ) o subespaço vetorial de

La(
mE,F ) formado por todas as aplicações m-lineares alternadas.

De�nimos também os espaços L s(mE,F ) e L a(mE,F ) de maneira natural, isto é:

L s(mE,F )
.
= L s

a (mE,F )
⋂

L (mE,F ) e L a(mE,F )
.
= L a

a (mE,F )
⋂

L (mE,F ).

E, no caso em que F = K, escreveremos L s
a (mE,K) = L s

a (mE) e L a
a (mE,K) = L a

a (mE).
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Proposição 3.2.2. Dada A ∈ La(
mE,F ), considere As ∈ L s

a (mE,F ) e Aa ∈ L a
a (mE,F ) de�ni-

das da seguinte maneira:

As(x1, . . . , xm)
.
=

1

m!

∑
σ∈Sm

A(xσ(1), . . . , xσ(m))

Aa(x1, . . . , xm)
.
=

1

m!

∑
σ∈Sm

(−1)σA(xσ(1), . . . , xσ(m))

para cada (x1, . . . , xm) ∈ Em .

(a) A aplicação A
Φ7−→ As é uma projeção de La(

mE,F ) sobre L s
a (mE,F ). Além disso, esta

projeção induz uma projeção contínua entre L (mE,F ) e L s(mE,F ) tal que ‖As‖ ≤ ‖A‖.

(b) A aplicação A
Ψ7−→ Aa é uma projeção de La(

mE,F ) sobre L a
a (mE,F ). Além disso, esta

projeção induz uma projeção contínua entre L (mE,F ) e L a(mE,F ) tal que ‖Aa‖ ≤ ‖A‖.

Demonstração. Como as demonstrações dos dois itens são inteiramente análogas, apresentaremos

somente a demonstração do item (a).

Vejamos que a aplicação Φ está bem de�nida, isto é, que a aplicação As é simétrica. Para isso,

observe que dados γ, τ ∈ Sm, existe um σ ∈ Sm tal que γ = σ ◦ τ :

γ = γ ◦ id = (γ ◦ τ−1) ◦ τ = σ ◦ τ.

Assim, para cada permutação τ ∈ Sm, temos:

As(xτ(1), . . . , xτ(m))
.
=

1

m!

∑
σ∈Sm

A(xσ◦τ(1), . . . , xσ◦τ(m))

=
1

m!

∑
γ∈Sm

A(xγ(1), . . . , xγ(m))

= As(x1, . . . , xm).

Logo a aplicação As é, de fato, simétrica e Φ está bem de�nida.

Para ver que Φ é linear, note que, dados A,B ∈ La(
mE,F ) e λ ∈ K, para cada (x1, . . . , xm),

temos:

(λA+B)s(x1, . . . , xm)
.
=

1

m!

∑
σ∈Sm

(λA+B)(xσ(1), . . . , xσ(m))

=
1

m!

∑
σ∈Sm

λA(xσ(1), . . . , xσ(m)) +B(xσ(1), . . . , xσ(m))

= λ
1

m!

∑
σ∈Sm

A(xσ(1), . . . , xσ(m)) +
1

m!

∑
σ∈Sm

B(xσ(1), . . . , xσ(m))
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= λAs(x1, . . . , xm) +Bs(x1, . . . , xm)

= (λAs +Bs)(x1, . . . , xm).

Para veri�car que Φ é uma projeção, vejamos que se A ∈ L s
a (mE,F ), então As = A:

(As)s(x1, . . . , xm)
.
=

1

m!

∑
σ∈Sm

As(xσ(1), . . . , xσ(m)) =
m!

m!
A(x1, . . . , xm) = A(x1, . . . , xm).

Suponha que A ∈ L (mE,F ) e seja (x1, . . . , xm) ∈ BEm . Então:

‖As(x1, . . . , xm)‖ =
1

m!

∥∥∥∥∥ ∑
σ∈Sm

A(xσ(1), . . . , xσ(m))

∥∥∥∥∥
≤ 1

m!

∑
σ∈Sm

‖A‖‖xσ(1)‖ . . . ‖xσ(m)‖

=
1

m!

∑
σ∈Sm

‖A‖‖x1‖ . . . ‖xm‖

=
m!

m!
‖A‖‖x1‖ . . . ‖xm‖

= ‖A‖‖x1‖ . . . ‖xm‖.

Logo, tomando o supremo sobre BEm , segue que ‖As‖ ≤ ‖A‖ para toda A ∈ L (mE,F ). Isso

prova que a aplicação Φ|L (mE,F ) : L (mE,F ) −→ L s(mE,F ) é contínua e ‖Φ‖ ≤ 1. �

Por conveniência, vamos de�nir os espaços de aplicações multilineares param = 0 como o espaço

das funções constantes:

La(
0E,F ) = L a

a (0E,F ) = L s
a (0E,F ) = L (0E,F ) = L a(0E,F ) = L s(0E,F ) = F.

Agora nos concentraremos no estudo de aplicações multilineares simétricas e, para isso, apre-

sentaremos algumas de�nições para simpli�car a notação dos próximos resultados.

De�nição 3.2.3. Para cada n ∈ N e cada multi-índice α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn0 , de�nimos:

|α| .= α1 + . . .+ αn e α!
.
= α1! . . . αn!.

De�nição 3.2.4. Sejam A ∈ La(
mE,F ) e n ∈ N. Para cada (x1, . . . , xn) ∈ En e cada multi-índice

α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn0 com |α| = m, de�nimos:
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Axα1
1 . . . xαnn =


A se m = 0,

A(x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
α1 vezes

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
αn vezes

) se m ≥ 1.

Teorema 3.2.5 (Fórmula de Leibniz). Seja A ∈ L s
a (mE,F ). Para todos x1, . . . , xn ∈ E, vale:

A(x1 + . . .+ xn)m =
∑
α∈Nn0
|α|=m

m!

α!
Axα1

1 . . . xαnn .

Demonstração. Faremos indução em m. O resultado é imediato para o caso m = 0 e, para o caso

m = 1, basta observar que:

∑
|α|=1

1!

α!
Axα1

1 . . . xαnn = Ax1 + . . .+Axn = A(x1 + . . .+ xn)1.

Agora suponha que a fórmula seja válida para toda aplicação m-linear simétrica. Vejamos que

é válida para toda A ∈ L s
a (m+1E,F ). Para isso utilizaremos o isomor�smo que foi apresentado no

Teorema 3.1.8:

A(x1 + . . .+ xn)m+1 = A(x1 + . . .+ xn)︸ ︷︷ ︸
∈L s

a (mE,F )

(x1 + . . .+ xn)m

=
∑
α∈Nn0
|α|=m

m!

α!
A(x1 + . . .+ xn)xα1

1 . . . xαnn

=
∑
α∈Nn0
|α|=m

m!

α!
A(x1 + . . .+ xm, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

α1

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
αn

)

=
∑
α∈Nn0
|α|=m

m!

α!

[
Axα1+1

1 xα2
2 . . . xαnn + . . .+Axα1

1 xα2
2 . . . xαn+1

n

]

=
∑
α∈Nn0
|α|=m

m!

α!
Axα1+1

1 xα2
2 . . . xαnn + . . .+

∑
α∈Nn0
|α|=m

m!

α!
Axα1

1 xα2
2 . . . xαn+1

n . (1)

Para cada 1 ≤ i ≤ n, de�na β(i) .
= (β

(i)
1 , . . . , β

(i)
n ) ∈ Nn0 onde β(i)

j
.
= αj + δij para 1 ≤ j ≤ n e

δij é dada por:

δij =

1 se j = i,

0 se j 6= i.

Com esta de�nição, para cada um dos fatores em (1), podemos reindexar o somatório da seguinte

maneira:
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∑
α∈Nn0
|α|=m

m!

α!
Axα1

1 . . . xαi+1
i . . . xαnn =

∑
|β(i)|=m+1

m!

β
(i)
1 ! . . . (β

(i)
i − 1)! . . . β

(i)
n !

Ax
β
(i)
1

1 . . . x
β
(i)
i
i . . . xβ

(i)
n
n

=
∑

|β|=m+1
βi≥1

m!βi
β1! . . . βi! . . . βn!

Axβ11 . . . xβnn . (2)

Observe que percorremos todos os multi-índices β ∈ Nn0 com |β| = m + 1 quando percorremos

i = 1, . . . , n. Logo, de (1) e (2), obtemos:

A(x1, . . . , xn)m+1 =
∑
β∈Nn0
|β|=m+1

m!

(
β1

β!
+ . . .+

βn
β!

)
Axβ11 . . . xβnn

=
∑
β∈Nn0
|β|=m+1

m!

β!
(β1 + . . .+ βn)Axβ11 . . . xβnn

=
∑
β∈Nn0
|β|=m+1

(m+ 1)!

β!
Axβ11 . . . xβnn . �

Corolário 3.2.6 (Fórmula Binomial). Seja A ∈ L s
a (mE,F ). Então, para todos x, y ∈ E, temos:

A(x+ y)m =

m∑
k=0

(
m

k

)
Axm−kyk.

O teorema a seguir é muito importante para o estudo de aplicações multilineares simétricas,

polinômios e funções holomorfas pois nos diz que uma aplicação multilinear simétrica depende

apenas dos seus valores na diagonal do espaço Em.

Teorema 3.2.7 (Fórmula de Polarização). Seja A ∈ L s
a (mE,F ). Então:

A(x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

ε1 . . . εmA(x0 + ε1x1 + · · ·+ εmxm)m,

para quaisquer x0, . . . , xm ∈ E.

Demonstração. Pela Fórmula de Leibniz, temos:

A(x0 + ε1x1 + · · ·+ εmxm)m =
∑
|α|=m

m!

α!
Axα0

0 (ε1x1)α1 . . . (εmxm)αm

=
∑
|α|=m

m!

α!
εα1

1 . . . εαmm Axα0
0 . . . xαmm .

Tomando o somatório em todos os εi = ±1 com 1 ≤ i ≤ m, temos:
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∑
εi=±1
i=1,...,m

ε1 . . . εmA(x0 + ε1x1 + · · ·+ εmxm)m =
∑
|α|=m

m!

α!
Axα0

0 . . . xαmm
∑
εi=±1
i=1,...,m

εα1+1
1 . . . εαm+1

m .

Observe que se αj = 0 para algum 1 ≤ j ≤ m, como εj = ±1, temos:

∑
εi=±1
i=1,...,m

εα1+1
1 . . . ε1

j . . . ε
αm+1
m =

∑
εi=±1
i 6=j

εα1+1
1 . . . εαm+1

m −
∑
εi=±1
i 6=j

εα1+1
1 . . . εαm+1

m = 0.

Logo, as parcelas que contribuem para o somatório devem ter αj 6= 0 para j = 1 . . .m. Mas

como |α| = m, só há uma parcela na somatória, formada pelo multi-índice dado por α0 = 0 e αj = 1

para j = 1 . . .m. Concluímos que:

∑
εi=±1
i=1,...,m

ε1 . . . εmA(x0 + ε1x1 + · · ·+ εmxm)m = m!2mA(x1, . . . , xm). �

Proposição 3.2.8. Seja (Aj) ⊂ La(
mE,F ) uma sequência pontualmente convergente, isto é,

lim
j
Aj(x) = A(x) existe para cada x ∈ Em. Então:

(a) A ∈ La(
mE,F ).

(b) Se todo Aj é simétrico, então A é simétrico.

(c) Se todo Aj é alternado, então A é alternado.

(d) Se todo Aj é contínuo, então A é contínuo.

Demonstração. (a): Para cada 1 ≤ i ≤ m �xado, dados x1, . . . , xm, yi ∈ E e λ ∈ K, temos:

A(x1, . . . , λxi + yi, . . . , xm) = lim
j
Aj(x1, . . . , λxi + yi, . . . , xm)

= lim
j
λAj(x1, . . . , xi, . . . , xm) +Aj(x1, . . . , yi, . . . , xm)

= λ lim
j
Aj(x1, . . . , xi, . . . , xm) + lim

j
Aj(x1, . . . , yi, . . . , xm)

= λA(x1, . . . , xi, . . . , xm) +A(x1, . . . , yi, . . . , xm).

(b): Dados x1, . . . , xm ∈ E e σ ∈ Sm, temos:

A(xσ(1), . . . , xσ(m)) = lim
j
Aj(xσ(1), . . . , xσ(m))

= lim
j
Aj(x1, . . . , xm)

= A(x1, . . . , xm).
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(c): Dados x1, . . . , xm ∈ E e σ ∈ Sm, temos:

A(xσ(1), . . . , xσ(m)) = lim
j
Aj(xσ(1), . . . , xσ(m))

= lim
j

(−1)σAj(x1, . . . , xm)

= (−1)σA(x1, . . . , xm).

(d): Pelo Teorema 3.1.4, basta provar que A é contínua em cada variável. Mostraremos, sem

perda de generalidade, que A é contínua na última variável. Fixados x1, . . . , xm−1 ∈ E, considere a

aplicação Ax1,...,xm−1(xm)
.
= A(x1, . . . , xm). Note que:

Ax1,...,xm−1(xm) = A(x1, . . . , xm) = lim
j
Aj(x1, . . . , xm) = lim

j
A
x1,...,xm−1

j (xm).

onde, pelo Teorema 3.1.4 , cada Ax1,...,xm−1

j é linear e contínuo.

Para cada xm ∈ E, a sequência (A
x1,...,xm−1

j (xm))j∈N é convergente, logo, limitada. Pelo Teorema

de Banach-Steinhaus, sup
j∈N
‖Ax1,...,xm−1

j ‖ <∞, assim:

‖Ax1,...,xm−1(xm)‖ = ‖ lim
j
A
x1,...,xm−1

j (xm)‖ ≤ sup
j∈N
‖Ax1,...,xm−1

j ‖‖xm‖.

Logo, A é contínua na última variável e segue que A é contínua. �

Corolário 3.2.9. L s(mE,F ) e L a(mE,F ) são espaços de Banach.

Podemos gerar aplicações multilineares a partir de formas lineares da seguinte maneira. Dados

ϕ1, . . . , ϕm ∈ E∗, de�nimos A ∈ La(
mE) por

A(x1, . . . , xm)
.
= ϕ1(x1) . . . ϕm(xm),

para cada x1, . . . , xm ∈ E. Esta idéia é generalizada a seguir.

De�nição 3.2.10. Dados A ∈ La(
mE) e B ∈ La(

nE) o produto tensorial A ⊗ B ∈ La(
m+nE) é

de�nido por:

(A⊗B)(x1, . . . , xm+n)
.
= A(x1, . . . , xm)B(xm+1, . . . , xm+n)

para todos x1, . . . , xm+n ∈ E.

O próximo resultado lista algumas propriedades básicas do produto tensorial e sua demonstração

é imediata.

Proposição 3.2.11. Sejam A1 ∈ La(
mE), A2 ∈ La(

nE) e A3 ∈ La(
kE). Então

(a) Se A1 e A2 são contínuos, então A1 ⊗A2 é contínuo.
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(b) A aplicação (A1, A2) 7−→ A1 ⊗A2 é bilinear.

(c) (A1 ⊗A2)⊗A3 = A1 ⊗ (A2 ⊗A3)

Observação 3.2.12. Também é possível de�nir o produto tensorial A⊗B para o caso em que uma

das aplicações tem imagem em um espaço de Banach qualquer.

3.3 Polinômios e Polinômios Homogêneos

Nesta seção trataremos de estudar uma classe importante de funções entre espaços de Banach.

Apresentaremos os resultados básicos da teoria de polinômios e polinômios homogêneos para que,

posteriormente, possamos estudar funções analíticas e problemas de extensão.

De�nição 3.3.1. Seja m ∈ N. Dizemos que uma função P : E −→ F é um polinômio m-homogêneo

se existe A ∈ La(
mE,F ) tal que P (x) = Axm para cada x ∈ E.

Denotaremos por Pa(
mE,F ) o espaço vetorial de todos os polinômios m-homogêneos de E em

F . E, conforme a notação de�nida para aplicações multilineares, denotaremos por P(mE,F ) o

subespaço de Pa(
mE,F ) formado pelos polinômios m-homogêneos que são contínuos em relação às

normas de E e de F .

Quando F = K, escreveremos Pa(
mE,F ) = Pa(

mE) e P(mE,F ) = P(mE).

Exemplo 3.3.2. Se E = K, dada A ∈ La(
mE,F ), seja a = A(1, . . . , 1). Então, para cada

(x1, . . . , xm) ∈ Em:

A(x1, . . . , xm) = x1 . . . xmA(1, . . . , 1)
.
= ax1 . . . xm.

Assim, todo polinômio m-homogêneo P : K −→ F é da forma P (x) = axm com a ∈ F . Além

disso, se tomarmos E = F = K, obtemos a de�nição clássica de polinômios m-homogêneos.

Pretendemos relacionar o espaço dos polinômios m-homogêneos com o espaço das aplicações

m-lineares simétricas. Para isso utilizaremos a seguinte notação:

De�nição 3.3.3. Dada A ∈ La(
mE,F ), de�nimos Â ∈Pa(

mE,F ) por:

Â(x)
.
= A(x, . . . , x), para cada x ∈ E.

Teorema 3.3.4. A aplicação Φ : L s
a (mE,F ) −→ Pa(

mE,F ) dada por Φ(A)
.
= Â é um isomor-

�smo de espaços vetorias.

Demonstração. Vejamos que Φ é linear. Dados A1, A2 ∈ L s
a (mE,F ) e λ ∈ K, para cada x ∈ E,

temos:

Φ(λA1 +A2)(x) = ̂(λA1 +A2)(x)
.
= (λA1 +A2)xm = λA1x

m +A2x
m = (λÂ1 + Â2)(x).
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Dado P ∈ Pa(
mE,F ), existe A ∈ La(

mE,F ) tal que P = Â. Considere a aplicação As, como

na Proposição 3.2.2 . Então, para cada x ∈ E:

Âs(x)
.
= As(x, . . . , x)

.
=

1

m!

∑
σ∈Sm

Axm = Axm = P (x).

Logo, a aplicação Φ é sobrejetora. Agora vejamos que Φ é injetora. Para isso, suponha que

A,B ∈ L s
a (mE,F ) são tais que Â = P = B̂. Então, dados x1, . . . , xm ∈ E, segue da Fórmula de

Polarização com x0 = 0, que:

A(x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

ε1 . . . εmA(ε1x1 + · · ·+ εmxm)m

=
1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

ε1 . . . εmP (ε1x1 + · · ·+ εmxm)

=
1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

ε1 . . . εmB(ε1x1 + · · ·+ εmxm)m

= B(x1, . . . , xm).

Isso mostra que Φ é injetora e segue que é um isomor�smo entre espaços vetorias. �

Observação 3.3.5. No caso em que m = 0, indenti�caremos Pa(
0E,F ) ∼= L s

a (0E,F ) = F como

o espaço das aplicações constantes.

A seguir apresentamos um critério para a continuidade de polinômios m-homogêneos que é

semelhante ao apresentado no Teorema 3.1.2.

Teorema 3.3.6. Dado P ∈Pa(
mE,F ), seja A ∈ L s

a (mE,F ) tal que P = Â. São equivalentes:

(a) A ∈ L s(mE,F )

(b) P ∈P(mE,F )

(c) P é contínuo na origem

(d) Existe uma constante M > 0 tal que, para cada x ∈ E, ‖P (x)‖ ≤M‖x‖m

Demonstração. As implicações (a) =⇒ (b) =⇒ (c) são imediatas.

(c) =⇒ (d): Pela continuidade na origem, existe um δ > 0 tal que ‖P (y)‖ ≤ 1 sempre que

‖y‖ ≤ δ. Dado x 6= 0 qualquer, o ponto z
.
=

δ

2‖x‖
é tal que:

(
δ

2‖x‖

)m
‖P (x)‖ = ‖P (z)‖ ≤ 1.
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Portanto, tomando M
.
=

(
2

δ

)m
, segue que ‖P (x)‖ ≤M‖x‖m.

(d) =⇒ (a): Dado (x1, . . . , xm) ∈ BEm , então ‖xi‖ ≤ 1 para todo 1 ≤ i ≤ m e, pela Fórmula

de Polarização com x0 = 0, temos:

‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤ 1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

|ε1| . . . |εm|‖A(ε1x1 + · · ·+ εmxm)m‖

=
1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

|ε1| . . . |εm|‖P (ε1x1 + · · ·+ εmxm)‖

≤ 1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

M(‖x1‖+ · · ·+ ‖xm‖)m

≤ 1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

Mmm

=
Mmm

m!
.

E segue que A é contínuo. �

Assim como no caso das aplicações multilineares, o teorema anterior nos mostra que polinômios

m-homogêneos contínuos são limitados sobre os subconjuntos limitados de E. Isto nos permite

de�nir a seguinte função:

‖ · ‖ : P(mE,F ) −→ [0,+∞[ dada por ‖P‖ .= sup
‖x‖≤1

‖P (x)‖.

Segue também do Teorema 3.3.6 que um polinômio P é contínuo se, e somente se, ‖P‖ < ∞.

Além disso, esta é a menor constante que satisfaz 3.3.6(d):

Dado x ∈ E, temos
∥∥∥P ( x

‖x‖

)∥∥∥ ≤ ‖P‖ e obtemos:

‖P (x)‖ ≤ ‖P‖‖x‖m.

Isto é, ‖P‖ satisfaz a condição 3.3.6(d). Por outro lado, se M > 0 é uma constante que satisfaz

3.3.6(d), dado x ∈ BE , temos ‖P (x)‖ ≤M . Assim segue que ‖P‖ ≤M e podemos concluir que:

‖P‖ = inf{M > 0 : ‖P (x)‖ ≤M‖x‖m ∀x ∈ E}.

Proposição 3.3.7. A aplicação ‖ · ‖ é uma norma em P(mE,F ).

Demonstração. A demonstração é análoga à demonstração da Proposição 3.1.6. �

Teorema 3.3.8. A aplicação Φ : L s(mE,F ) −→P(mE,F ) dada por Φ(A)
.
= Â é um isomor�smo
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topológico de espaços normados. Além disso,

‖Â‖ ≤ ‖A‖ ≤ mm

m!
‖Â‖.

Demonstração. Pelo Teorema 3.3.4 , Φ é linear e injetora. Além disso, pelo Teorema 3.3.6 , Φ é

sobrejetora. Para cada x ∈ E, temos:

‖Â(x)‖ = ‖Axm‖ ≤ ‖A‖‖x‖m.

Logo, ‖Â‖ ≤ ‖A‖. Dados x1, . . . , xm ∈ BE :

‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤ 1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

|ε1| . . . |εm|‖A(ε1x1 + · · ·+ εmxm)m‖

≤ 1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

‖Â(ε1x1 + · · ·+ εmxm)‖

≤ 1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

‖Â‖‖ε1x1 + · · ·+ εmxm‖m

≤ mm

m!
‖Â‖.

Portanto, ‖A‖ ≤ mm

m!
‖Â‖. �

Corolário 3.3.9. P(mE,F ) munido da norma ‖ · ‖ é um espaço de Banach.

A seguir apresentaremos uma generalização do Teorema de Banach-Steinhaus para polinômios

homogêneos. Para isso precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 3.3.10. Seja P ∈Pa(
mE,F ). Se P é limitado por c > 0 sobre uma bola B(a, r), então P é

limitado por
cmm

m!
sobre B(0, r).

Demonstração. Seja A ∈ L s
a (mE,F ) tal que P = Â. Pela Fórmula de Polarização, temos:

A(x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

ε1 . . . εmA(x0 + ε1x1 + · · ·+ εmxm)m.

Para cada x ∈ B(0, r), tomando x0 = a e x1 = · · · = xm =
x

m
, segue:

P (x) = Axm = mmA(
x

m
, . . . ,

x

m
)

= mm

 1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

ε1 . . . εmA
(
a+ (ε1 + · · ·+ εm)

x

m

)m
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= mm

 1

m!2m

∑
εi=±1
i=1,...,m

ε1 . . . εmP
(
a+ (ε1 + · · ·+ εm)

x

m

) .

Como, para cada escolha de sinais, a+ (ε1 + · · ·+ εm)
x

m
∈ B(a, r), pela desigualdade triangular

segue que ‖P (x)‖ ≤ cmm

m!
. �

Lema 3.3.11. Sejam U ⊂ E aberto e (fi) uma família de funções contínuas fi : U → F . Se

(fi) é pontualmente limitada em U , então existe um aberto V ⊂ U tal que (fi|V ) é uniformemente

limitada.

Demonstração. Para cada n ∈ N, de�na An
.
= {x ∈ U : ‖fi(x)‖ ≤ n ∀i}. Como (fi) é pontual-

mente limitada, segue que U =
⋃
n∈N

An. Além disso, como An =
⋂
i
(‖ · ‖ ◦ fi)−1[0, n], segue que todo

An é fechado.

Pelo Teorema de Baire, existe k ∈ N tal que int(Ak) 6= ∅. De�na V
.
= int(Ak). Deste modo,

dado x ∈ V , para cada i:

‖fi(x)‖ ≤ sup
i
‖fi(x)‖ ≤ k. �

Teorema 3.3.12. Um subconjunto de P(mE,F ) é limitado se, e somente se, é pontualmente

limitado.

Demonstração. Suponha que A ⊂P(mE,F ) seja limitado. Dado P ∈ A , para cada x ∈ E:

‖P (x)‖ ≤ ‖P‖‖x‖m ≤ sup
A
‖P‖‖x‖m.

Logo A é pontualmente limitado.

Reciprocamente, seja (Pi) ⊂ P(mE,F ) pontualmente limitada . Pelo Lema 3.3.11 existe uma

bola B(a, r) tal que a família (Pi|B(a,r)) é uniformemente limitada por uma constante c > 0. Pelo

Lema 3.3.10, (Pi) é uniformemente limitada por
cmm

m!
em B(0, r).

Dado x ∈ BE , para todo i:

‖Pi(x)‖ =
2m

rm

∥∥∥Pi (r
2
x
)∥∥∥ ≤ 2mcmm

rmm!
.

Logo sup
i
‖Pi‖ ≤

2mcmm

rmm!
e segue que (Pi) é limitada. �

De�nição 3.3.13. Dizemos que uma função P : E −→ F é um polinômio de E em F se existe

m ∈ N tal que a função pode ser representada como P = P0 + P1 + · · ·+ Pm com Pj ∈Pa(
jE,F )

para cada 0 ≤ j ≤ m.

Se P 6= 0 e m > 0, dizemos que o grau de P é m. Denotaremos por Pa(E,F ) o espaço vetorial

de todos os polinômios de E em F . Analogamente à notação de�nida para aplicações multilineares,
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denotaremos por P(E,F ) o subespaço de Pa(E,F ) formado pelos polinômios que são contínuos

em relação às normas de E e de F . No caso em que F = K, escreveremos Pa(E,F ) = Pa(E) e

P(E,F ) = P(E).

Proposição 3.3.14.

(a) Pa(E,F ) =
⊕
m∈N0

Pa(
mE,F ), como soma direta algébrica.

(b) P(E,F ) =
⊕
m∈N0

P(mE,F ), como soma direta algébrica.

Demonstração. (a): Suponha que 0 = P0 + · · · + Pm com Pj ∈ Pa(
jE,F ) para todo 0 ≤ j ≤ m.

Vamos provar que, para todo 0 ≤ j ≤ m, Pj = 0.

Dados x ∈ E e λ ∈ K, λ 6= 0, temos:

0 =

 m∑
j=0

Pj

 (λx) =
m∑
j=0

Pj(λx) =
m∑
j=0

λjPj(x).

Dividindo por λm, obtemos:

Pm(x) +
1

λ
Pm−1(x) + · · ·+ 1

λm
P0(x) = 0.

Tomando o limite |λ| → ∞, obtemos Pm = 0. Procedendo indutivamente com o mesmo argu-

mento, obtemos 0 = P0 = · · · = Pm.

(b): Pelo que acabamos de provar em (a), basta provar que se P é um polinômio contínuo com

representação P = P0 + · · ·+ Pm, então Pj ∈P(jE,F ) para todo 0 ≤ j ≤ m. Provaremos isto por

indução em m.

Se m = 0, temos que P = P0 é contínuo. Suponha que todo polinômio contínuo de grau (no

máximo) m− 1 se escreve como soma de polinômios homogêneos contínuos. Dados x ∈ E e λ ∈ K,

temos:

P (λx)− λmP (x) =
m∑
j=0

λjPj(x)− λm
m∑
j=0

Pj(x) =
m−1∑
j=0

(λj − λm)Pj(x).

Fixe λ ∈ K tal que λj − λm 6= 0 para todo 0 ≤ j ≤ m − 1. De�na Q : E −→ F por

Q(x) = P (λx) − λmP (x) para cada x ∈ E. Deste modo, Q é um polinômio contínuo de grau

m − 1 e, pela hipótese de indução, temos que Pj é contínuo para todo 0 ≤ j ≤ m − 1. Logo

Pm = P − (P0 + · · ·+ Pm−1) é contínuo. �
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Capítulo 4

Extensões de Polinômios em Espaços de

Banach

Neste capítulo serão apresentadas extensões de aplicações multilineares e de polinômios entre

espaços de Banach para que, posteriormente, possamos estender funções analíticas nestes espaços.

Os resultados contidos neste capítulo são baseados em [Dan13].

4.1 Extensão de Operadores Lineares

De�nição 4.1.1. Sejam E e F espaços de Banach e T ∈ L (E,F ). O operador T ′ : F ′ −→ E′,

dado por T ′(ϕ)
.
= ϕ ◦ T é chamado de operador adjunto de T .

Proposição 4.1.2. Se T ∈ L (E,F ), então T ′ ∈ L (F ′, E′) e ‖T‖ = ‖T ′‖. Além disso, se T é um

isomor�smo isométrico, então T ′ também o é.

Demonstração. Dados ϕ1, ϕ2 ∈ F ′ e λ ∈ K, para cada x ∈ E:

T ′(λϕ1 + ϕ2)(x) = ((λϕ1 + ϕ2) ◦ T ) (x) = (λ(ϕ1 ◦ T ) + ϕ2 ◦ T )(x) =
[
λT ′(ϕ1) + T ′(ϕ2)

]
(x).

Logo, T ′ é linear. Vejamos que ‖T‖ = ‖T ′‖. Para cada ϕ ∈ F ′:

‖T ′(ϕ)︸ ︷︷ ︸
∈E′

‖ = sup
x∈BE

|T ′(ϕ)(x)| = sup
x∈BE

|ϕ(T (x))| ≤ ‖ϕ‖ sup
x∈BE

‖T (x)‖ = ‖ϕ‖‖T‖.

Logo, ‖T ′‖ ≤ ‖T‖. Por outro lado, como consequência do Corolário 2.1.3, para cada x ∈ E:

‖T (x)‖ = sup
ϕ∈BF ′

|ϕ(T (x))| = sup
ϕ∈BF ′

|T ′(ϕ)(x)| ≤ ‖x‖ sup
ϕ∈BF ′

‖T ′(ϕ)‖ = ‖T ′‖‖x‖.

Logo ‖T‖ ≤ ‖T ′‖ e, portanto, ‖T‖ = ‖T ′‖.

29
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Agora suponha que T seja um isomor�smo. Dado ϕ ∈ ker(T ′), para cada x ∈ E, temos:

0 = T ′(ϕ)(x) = ϕ(T (x)).

Como T é sobrejetor, segue que ϕ = 0 e, portanto, T ′ é injetor. Dado ψ ∈ E′, observe que

ϕ
.
= ψ ◦ T−1 ∈ F ′ é tal que T ′(ϕ) = ψ, assim, T ′ é sobrejetor.

Por último, suponha que T seja um isomor�smo isométrico. Para cada ϕ ∈ F ′, temos:

‖T ′(ϕ)‖ = sup
x∈BE

|T ′(ϕ)(x)| = sup
x∈BE

|ϕ(T (x))| = sup
T (x)∈BF

|ϕ(T (x))| = ‖ϕ‖. �

O resultado anterior nos permite de�nir o operador adjunto de T ′ ∈ L (F ′, E′) de maneira

natural, isto é, de�nimos T ′′ ∈ L (E′′, F ′′) por T ′′
.
= (T ′)′.

Lembre que denotamos a inclusão canônica de um espaço de Banach E no bidual E′′ por

JE : E −→ E′′, e esta aplicação é dada por JE(x) = x̂, onde x̂(x′)
.
= x′(x), para cada x′ ∈ E′. Esta

inclusão é uma imersão isométrica e, por este motivo, identi�camos E = JE(E) ⊂ E′′.

O próximo resultado nos mostra qual a relação entre T e T ′′ quando consideradas as identi�ca-

ções E ⊂ E′′ e F ⊂ F ′′.

Teorema 4.1.3. Dado T ∈ L (E,F ), o operador T ′′ ∈ L (E′′, F ′′) é uma extensão de T no sentido

de que T ′′ ◦ JE = JF ◦ T .

Demonstração. Dados x ∈ E e ϕ ∈ F ′, temos:

[(T ′′◦JE)(x)](ϕ) = T ′′(x̂)(ϕ) = (x̂◦T ′)(ϕ) = x̂(ϕ◦T ) = (ϕ◦T )(x) = JF (T (x))(ϕ) = [(JF ◦T )(x)](ϕ).

�

Observação 4.1.4. Segundo o resultado anterior, dizer que o operador T ′′ é uma extensão de T

ao bidual é o mesmo que dizer que o seguinte diagrama é comutativo:

E F

E′′ F ′′

T

JE JF

T ′′

Além disso, segundo o teorema anterior, também vale que:

(a) T ′′(JE(E)) ⊂ JF (F ),

(b) T = J−1
F ◦ T ′′ ◦ JE, onde consideramos J−1

F : JF (F ) −→ F .



4.2 EXTENSÕES DE ARENS 31

4.2 Extensões de Arens

Em 1951, R. Arens encontrou um modo de estender aplicações bilineares contínuas entre espaços

de Banach para o bidual [Are51a, Are51b]. A seguir apresentaremos a construção das extensões de

Arens.

De�nição 4.2.1. Sejam E1, E2, F espaços de Banach sobre K. Dada uma aplicação bilinear con-

tínua A : E1 × E2 −→ F , de�nimos At : F ′ × E1 −→ E′2 por:

At(z′, x)(y)
.
= z′(A(x, y)),

para cada z′ ∈ F ′, x ∈ E1 e y ∈ E2. A aplicação At é chamada de primeiro adjunto de A.

Proposição 4.2.2. At é uma aplicação bilinear contínua, com ‖At‖ ≤ ‖A‖.

Demonstração. Dados λ ∈ K, z′1, z′2 ∈ F ′, x ∈ E1, para cada y ∈ E2, temos:

At(λz′1 + z′2, x)(y)
.
= (λz′1 + z′2)(A(x, y))

= λz′1(A(x, y)) + z′2(A(x, y))

= λAt(z′1, x)(y) +At(z′2, x)(y)

= [λAt(z′1, x) +At(z′2, x)](y).

Dados λ ∈ K, z′ ∈ F ′, x1, x2 ∈ E1, para cada y ∈ E2, temos:

At(z′, λx1 + x2)(y)
.
= z′(A(λx1 + x2, y))

= z′(λA(x1, y) +A(x2, y))

= λz′(A(x1, y)) + z′(A(x2, y))

= [λAt(z′, x1) +At(z′, x2)](y).

Logo, At é uma aplicação bilinear. Além disso, �xados z′ ∈ F ′, x ∈ E1, para cada y ∈ E2:

|At(z′, x)(y)| .= |z′(A(x, y)| ≤ ‖z′‖‖A(x, y)‖ ≤ ‖z′‖‖A‖‖x‖‖y‖.

Logo, At(z′, x) ∈ E′2. Além disso, temos que:

‖At(z′, x)‖ = sup
y∈BE2

|At(z′, x)(y)| ≤ ‖A‖‖z′‖‖x‖

e, portanto, At é contínua com ‖At‖ ≤ ‖A‖. �

Analogamente ao que �zemos na Seção 4.1, a proposição anterior nos permite de�nir o segundo
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adjunto da aplicação bilinear A : E1 × E2 −→ F como Att
.
= (At)t. Assim, Att : E′′2 × F ′ −→ E′1 é

dado por:

Att(y′′, z′)(x)
.
= y′′(At(z′, x)), para cada y′′ ∈ E′′2 , z′ ∈ F ′, x ∈ E1.

Além disso, a proposição anterior nos diz também que Att é bilinear contínuo com ‖Att‖ ≤

‖At‖ ≤ ‖A‖. Procedendo da mesma maneira, de�nimos o terceiro adjunto de A como Attt
.
= (Att)t.

Assim, Attt : E′′1 × E′′2 −→ F ′′ é dado por:

Attt(x′′, y′′)(z′)
.
= x′′(Att(y′′, z′)), para cada x′′ ∈ E′′1 , y′′ ∈ E′′2 , z′ ∈ F ′.

O terceiro adjunto de A é bilinear contínuo e é tal que ‖Attt‖ ≤ ‖Att‖ ≤ ‖At‖ ≤ ‖A‖.

Teorema 4.2.3. Dada A ∈ L (E1, E2;F ), a aplicação Attt ∈ L (E′′1 , E
′′
2 ;F ′′) é uma extensão de

A no sentido de que Attt(JE1(x), JE2(y)) = JF (A(x, y)), para todos x ∈ E1, y ∈ E2. Além disso,

‖Attt‖ = ‖A‖.

Demonstração. Primeiro vejamos que o seguinte diagrama comuta:

E1 × E2 F

E′′1 × E′′2 F ′′

A

(JE1 , JE2) JF

Attt

Dados x ∈ E1, y ∈ E2, para cada z′ ∈ F ′, temos:

Attt(JE1(x), JE2(y))(z′) = Attt(x̂, ŷ)(z′)

.
= x̂(Att(ŷ, z′))

= Att(ŷ, z′)(x)

.
= ŷ(At(z′, x))

= At(z′, x)(y)

.
= z′(A(x, y))

= JF (A(x, y))(z′).

Para mostrar que ‖Attt‖ = ‖A‖, basta mostrar que vale ‖A‖ ≤ ‖Attt‖. De fato, como Attt é

uma extensão de A e as inclusões canônicas JE1 , JE2 e JF são imersões isométricas, para cada

(x, y) ∈ E1 × E2, temos:

‖A(x, y)‖ = ‖JF (A(x, y))‖ = ‖Attt(JE1(x), JE2(y))‖ ≤ ‖Attt‖‖JE1(x)‖‖JE2(y)‖ = ‖Attt‖‖x‖‖y‖.
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Logo, ‖A‖ ≤ ‖Attt‖ e concluímos que a extensão preserva norma. �

A aplicação Attt ∈ L (E′′1 , E
′′
2 ;F ′′) é dita a primeira extensão de Arens de A.

A partir de agora nos dedicaremos à construção de uma segunda extensão da aplicação multili-

near A ∈ L (E1, E2;F ).

De�nição 4.2.4. Sejam E1, E2, F espaços de normados sobre um mesmo corpo K. Dada A ∈

L (E1, E2;F ), de�nimos a aplicação transposta de A como AT : E2 × E1 −→ F , dada por:

AT (y, x)
.
= A(x, y) para cada x ∈ E1, y ∈ E2.

Como a aplicação AT é bilinear e contínua, com ‖A‖ = ‖AT ‖, segue do Teorema 4.2.3 , que

ATttt
.
= (AT )ttt é uma extensão de AT . Isto é, o seguinte diagrama comuta:

E2 × E1 F

E′′2 × E′′1 F ′′

AT

(JE2 , JE1) JF

ATttt

Logo, a aplicação ATtttT
.
= ((AT )ttt)T é uma extensão de A. De fato, dados x ∈ E1, y ∈ E2:

JF (A(x, y)) = JF (AT (y, x)) = ATttt(JE2(y), JE1(x)) = ATtttT (JE1(x), JE2(y)).

E segue que o seguinte diagrama comuta:

E1 × E2 F

E′′1 × E′′2 F ′′

A

(JE1 , JE2) JF

ATtttT

Além disso, decorre também do Teorema 4.2.3 que:

‖A‖ = ‖AT ‖ = ‖ATttt‖ = ‖ATtttT ‖.

Assim, a aplicação ATtttT será chamada de segunda extensão de Arens de A.

É necessário averiguar se essas duas construções nos levam a extensões distintas de uma mesma

aplicação A e se existem condições sob as quais essas extensões coincidam. Para isso, nos dedicare-

mos a estudar algumas propriedades dessa construção.
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Lema 4.2.5. Sejam E1, E2, F espaços normados e A ∈ L (E1, E2;F ).

(a) Se (xα) ⊂ E1 é um rede tal que xα
w∗−→ x′′ em E′′1 , então:

Attt(x′′, y′′) = lim
α
Attt(xα, y

′′) em F ′′ para todo y′′ ∈ E′′2 .

(b) Se (yβ) ⊂ E2 é um rede tal que yβ
w∗−→ y′′ em E′′2 , então:

ATtttT (x′′, y′′) = lim
β
ATtttT (x′′, yβ) em F ′′ para todo x′′ ∈ E′′1 .

Demonstração. (a): Primeiro suponha que (xα) ⊂ E1 seja uma rede tal que xα
w∗−→ 0 em E′′1 . Então,

para cada z′ ∈ F ′:

lim
α
Attt(xα, y

′′)(z′) = lim
α
xα(Att(y′′, z′)︸ ︷︷ ︸

∈E′1

) = 0.

Agora, se (xα) ⊂ E1 é tal que xα
w∗−→ x′′, então xα − x′′

w∗−→ 0. Assim, para cada z′ ∈ F ′:

0 = lim
α
Attt(xα − x′′, y′′)(z′) = lim

α
Attt(xα, y

′′)(z′)−Attt(x′′, y′′)(z′).

Portanto, Attt(x′′, y′′) = limαA
ttt(xα, y

′′).

(b): Seja (yβ) ⊂ E2 com yβ
w∗−→ y′′ em E′′2 . Então:

lim
β
ATtttT (x′′, yβ) = lim

β
ATttt(yβ, x

′′)
(a)
= ATttt(y′′, x′′) = ATtttT (x′′, y′′). �

O próximo resultado nos mostra que as extensões de Arens coincidem quando pelo menos uma

das entradas é avaliada sobre os pontos de E1 ⊂ E′′1 ou de E2 ⊂ E′′2 .

Lema 4.2.6. Sejam E1, E2, F espaços normados e A ∈ L (E1, E2;F ). Então:

(a) Attt(x′′, JE2(y)) = ATtttT (x′′, JE2(y)) para cada x′′ ∈ E′′1 e y ∈ E2.

(b) Attt(JE1(x), y′′) = ATtttT (JE1(x), y′′) para cada x ∈ E1 e y′′ ∈ E′′2 .

Demonstração. (a): Para cada z′ ∈ F ′, temos:

Attt(x′′, JE2(y))(z′) = x′′(Att(JE2(y), z′)︸ ︷︷ ︸
∈E′1

).

Além disso, temos:

ATtttT (x′′, JE2(y))(z′) = ATttt(JE2(y), x′′)(z′)

= JE2(y)(ATtt(x′′, z′))
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= ATtt(x′′, z′)(y)

= x′′(ATt(z′, y)︸ ︷︷ ︸
∈E′1

).

Basta mostrar que Att(JE2(y), z′) = ATt(z′, y). De fato, para cada x ∈ E1, temos:

Att(JE2(y), z′)(x) = JE2(y)(At(z′, x))

= At(z′, x)(y)

= z′(A(x, y)).

Mas, por outro lado:

ATt(z′, y)(x) = z′(AT (y, x))

= z′(A(x, y)).

Logo, Attt(x′′, JE2(y)) = ATtttT (x′′, JE2(y)) para cada x′′ ∈ E′′1 e y ∈ E2.

(b): Para cada z′ ∈ F ′, temos:

Attt(JE1(x), y′′)(z′) = JE1(x)(Att(y′′, z′)

= Att(y′′, z′)(x)

= y′′(At(z′, x)︸ ︷︷ ︸
∈E′2

).

Além disso, temos:

ATtttT (JE1(x), y′′)(z′) = ATttt(y′′, JE1(x))(z′)

= y′′(ATtt(JE1(x), z′)︸ ︷︷ ︸
∈E′2

).

Basta mostrar que At(z′, x) = ATtt(JE1(x), z′). De fato, para cada y ∈ E2:

ATtt(JE1(x), z′)(y) = JE1(x)(ATt(z′, y))

= ATt(z′, y)(x)

= z′(AT (y, x))

= z′(A(x, y))

= At(z′, x)(y).

Portanto, Attt(JE1(x), y′′) = ATtttT (JE1(x), y′′) para cada x ∈ E1 e y′′ ∈ E′′2 . �
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Teorema 4.2.7. Sejam E1, E2 espaços normados e A ∈ L (E1, E2;F ). Se x′′ ∈ E′′1 , y′′ ∈ E′′2 , dadas

redes (xα) ⊂ E1, (yβ) ⊂ E2 tais que xα
w∗−→ x′′ e yβ

w∗−→ y′′, então:

(a) Attt(x′′, y′′) = lim
α

lim
β
A(xα, yβ)

(b) ATtttT (x′′, y′′) = lim
β

lim
α
A(xα, yβ)

Demonstração. Como Attt estende A, vale que A(xα, yβ) = Attt(xα, yβ). Pelo Lema 4.2.5 e pelo

Lema 4.2.6, temos:

lim
α

lim
β
A(xα, yβ) = lim

α
lim
β
Attt(xα, yβ)

= lim
α

lim
β
ATtttT (xα, yβ)

= lim
α
ATtttT (xα, y

′′)

= lim
α
Attt(xα, y

′′)

= Attt(x′′, y′′)

Com argumento análogo, segue que ATtttT (x′′, y′′) = lim
β

lim
α
A(xα, yβ). �

A partir do Lema 4.2.5, do Lema 4.2.6 e do Teorema 4.2.7 , apresentamos a seguinte caracteri-

zação:

Teorema 4.2.8. Sejam E1, E2, F espaços normados e A ∈ L (E1 × E2, F ). São equivalentes:

(a) Attt = ATtttT

(b) Para cada x′′ ∈ E′′1 , y′′ ∈ E′′2 , existem redes (xα) ⊂ E1 e (yβ) ⊂ E2 com xα
w∗−→ x′′ e yβ

w∗−→ y′′

tais que:

lim
α

lim
β
A(xα, yβ) = lim

β
lim
α
A(xα, yβ).

Em geral, Attt 6= ATtttT . O seguinte exemplo mostra que faz parte do artigo [AGM03].

Exemplo 4.2.9. Ao longo deste exemplo denotaremos Attt = A12 e ATtttT = A21 para indicar a

ordem dos limites iterados do Teorema 4.2.7.

Seja A : l1 × l1 −→ K de�nida por:

A(x, y)
.
=

∞∑
n=1

xn

(
n∑
k=1

k

k + 1
yk

)
para cada x, y ∈ l1, onde x = (xn) e y = (yn)

Fixados x, y ∈ l1, para cada N ∈ N, temos:

N∑
n=1

∣∣∣∣∣xn
(

n∑
k=1

k

k + 1
yk

)∣∣∣∣∣ ≤
N∑
n=1

|xn|

(
n∑
k=1

|yk|

)
≤ ‖x‖‖y‖. (4.1)
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Logo, A(x, y) é uma série absolutamente convergente e, portanto, a aplicação A está bem de�-

nida.

Dados x, y, z ∈ l1 e λ ∈ K, temos:

A(x, λy + z) =
∞∑
n=1

xn

(
n∑
k=1

k

k + 1
(λyk + zk)

)

= λ

∞∑
n=1

xn

(
n∑
k=1

k

k + 1
yk

)
+

∞∑
n=1

xn

(
n∑
k=1

k

k + 1
zk

)
= λA(x, y) +A(x, z).

A(λx+ y, z) =
∞∑
n=1

(λxn + yn)

(
n∑
k=1

k

k + 1
zk

)

=
∞∑
n=1

[
λxn

(
n∑
k=1

k

k + 1
zk

)
+ yn

(
n∑
k=1

k

k + 1
zk

)]

=
∞∑
n=1

λxn

(
n∑
k=1

k

k + 1
zk

)
+
∞∑
n=1

yn

(
n∑
k=1

k

k + 1
zk

)
= λA(x, z) +A(y, z).

Segue que a aplicação A é bilinear e, por (4.1), ‖A‖ ≤ 1. Denote por (en) a base de Schauder

canônica de l1. Para cada j ∈ N:

|A(ej , ej)| =
∞∑
n=1

δnj

(
n∑
k=1

k

k + 1
δkj

)
=

j

j + 1
.

Logo, tomando supremo sobre Bl1×l1, segue que ‖A‖ ≥ 1 e, portanto, ‖A‖ = 1.

Note que, como Bl′′1 é w∗-compacta, existem z ∈ Bl′′1 e uma subrede de (en) que é w∗-convergente

à z. A�rmamos que se z ∈ l′′1 é ponto de w∗-acumulação de (en), então 1 = A21(z, z) = ‖A21‖. Pelo

Teorema 4.2.7, denotando por (eα)α∈Λ e (eβ)β∈Γ as subredes convergentes à z:

A21(z, z) = lim
β

lim
α
A(eα, eβ).

Mas, para j, k ∈ N, temos:

lim
j∈N

A(ej , ek) = lim
j∈N

∞∑
n=1

δnj

(
n∑
i=1

i

i+ 1
δik

)
=

k

k + 1

k→∞−−−→ 1.

Como o limite de qualquer subrede de (en)n∈N deve ser o mesmo, A21(z, z) = 1 = ‖A‖ = ‖A21‖

e a a�rmação está provada.

Para provar que A12 6= A21, suponha que existam z, w ∈ Bl′′1 tais que A12(z, w) = 1. Pelo
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Teorema de Goldstine , existe (yβ) ⊂ Bl1 tal que yβ
w∗−→ w, onde yβ = (yk,β)k∈N.

A�rmamos que, para cada k ∈ N, yk,β
β−→ 0. Vejamos que isso, de fato, ocorre.

Suponha, por absurdo, que existam k0 ∈ N e 0 < δ < 1 tais que |yk,β| > δ para alguma subrede

de (yβ). Se x = (xn) ∈ Bl1, então:

|A12(x,w)| = | lim
β
A(x, yβ)| = lim

β
|A(x, yβ)|.

Além disso, temos:

|A(x, yβ)| ≤
∞∑
n=1

|xn|

(
n∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|

)

≤
∞∑
n=1

|xn|

 k0

k0 + 1
|yk0,β|+

∞∑
k=1
k 6=k0

k

k + 1
|yk,β|



≤
∞∑
n=1

|xn|

 k0

k0 + 1
|yk0,β|+

∞∑
k=1
k 6=k0

|yk,β|


≤
∞∑
n=1

|xn|
(

k0

k0 + 1
|yk0,β|+ (1− |yk0,β|)

)
≤ 1− |yk0,β|+

k0

k0 + 1
|yk0,β|

= 1− δ
[
1− k0

k0 + 1

]
︸ ︷︷ ︸

C

.

Logo, se (xα) ⊂ Bl1 é tal que xα
w∗−→ z, então:

1 = A12(z, w) = lim
α

lim
β
|A(xα, yβ)| ≤ 1− C < 1,

uma contradição. Portanto yk,β
β−→ 0 para todo k ∈ N.

Agora, dados x ∈ Bl1 e ε > 0, existe n0 ∈ N tal que
∑
n>n0

|xn| <
ε

2
. Além disso, existe β0 tal

que, para todo β ≥ β0:
n0∑
k=1

k

k + 1
|yk,β| ≤

ε

2
.

Desta maneira, se β ≥ β0, temos:

|A(x, yβ)| ≤
n0∑
n=1

|xn|︸ ︷︷ ︸
≤‖x‖≤1

(
n∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|

)
+
∑
n>n0

|xn|

(
n∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|

)
︸ ︷︷ ︸

≤‖yβ‖≤1
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≤
n∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|+

∑
n>n0

|xn|

< ε.

Logo, A(x,w) = lim
β
A(x, yβ) = 0 para todo x ∈ Bl1. Em particular, temos:

1 = A12(z, w) = lim
α

lim
β
A(xα, yβ) = 0,

uma contradição.

Tomando z ∈ Bl′′1 ponto de w∗-acumulação de (en), temos:

A21(z, z) = 1 e A12(z, z) 6= 1.

Estamos interessados em estender polinômios homogêneos, e estes se relacionam naturalmente

com as aplicações simétricas. Vamos estudar algumas consequências da hipótese de simetria sobre

a aplicação A : E2 −→ F , bem como o comportamento das extensões de Arens quando calculadas

na diagonal de (E′′)2.

Proposição 4.2.10. Se A ∈ L s(E2, F ) e Attt = ATtttT , então Attt ∈ L s((E′′)2, F ).

Demonstração. Basta notar que, como A é simétrica:

Attt = ATtttT = (AT )tttT = AtttT = (Attt)T ,

ou seja, Attt é simétrica. �

Proposição 4.2.11. Seja A ∈ L s(E2, F ). Se Attt é simétrica, então Attt = ATtttT .

Demonstração. Observe que:

Attt = (Attt)T = (A)tttT = (AT )tttT = ATtttT ,

ou seja, as extensões coincidem. �

Proposição 4.2.12. Sejam A ∈ L s(2E,F ) e x′′ ∈ E′′, então:

Attt(x′′, x′′) = ATtttT (x′′, x′′).

Demonstração. Se (xα), (xβ) ⊂ E são redes tais que xα
w∗−→ x′′ e xβ

w∗−→ x′′, então:
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Attt(x′′, x′′) = lim
α

lim
β
A(xα, xβ) (Teorema 4.2.7)

= lim
α

lim
β
A(xβ, xα) (A é simétrica)

= lim
α

lim
β
Attt(xβ, xα) (Attt é extensão)

= lim
α
Attt(x′′, xα) (Lema 4.2.5)

= lim
α
ATtttT (x′′, xα) (Lema 4.2.6)

= ATtttT (x′′, x′′). (Lema 4.2.5) �

A partir da proposição anterior, podemos de�nir a extensão de um polinômio 2-homogêneo da

seguinte maneira:

De�nição 4.2.13. Sejam P ∈ P(2E,F ) e A ∈ L s(2E,F ) sua bilinear simétrica associada. A

extensão de P ao bidual E′′ é a função P : E′′ −→ F ′′, dada por:

P (x′′)
.
= Attt(x′′, x′′) = ATtttT (x′′, x′′) para todo x′′ ∈ E′′.

A de�nição acima nos dá idéia de como deve ser a de�nição geral da extensão de polinômios

m-homogêneos ao bidual e, deste modo, nos motiva a estudar extensões de aplicações multilineares.

Abordaremos estes temas ao longo das próximas seções.

4.3 Construção de Aron-Berner

A seguir apresentaremos a construção de Richard M. Aron e Paul D. Berner para estender

aplicações multilineares com imagem num corpo K, este método está presente em [AB78] e pode ser

adaptado para aplicações multilineares à valores vetoriais (veja [Din12] pág. 413). Analogamente

ao que �zemos na Seção 4.2, dada uma aplicação m-linear contínua A ∈ L (E1, . . . , Em), queremos

obter uma aplicação A ∈ L (E′′1 , . . . , E
′′
m) tal que o seguinte diagrama comute:

E1 × · · · × Em K

E′′1 × · · · × E′′m

A

(JE1 , . . . , JEm)
A

Isto é, que A(JE1(x1), . . . , JEm(xm)) = A(x1, . . . , xm) para cada (x1, . . . , xm) ∈ E1 × · · · × Em.

Inicialmente apresentaremos a construção para o caso m = 3 para que o leitor �que familiarizado

com a notação e, posteriormente, apresentaremos o caso geral.
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Sejam E1, E2, E3 espaços de Banach sobre um mesmo corpo K e A ∈ L (E1, E2, E3). Fixado

z3 ∈ E′′3 , de�na a função z3 : L (E1, E2, E3) −→ L (E1, E2) da seguinte maneira:

z3(M)(x1, x2)
.
= z3(M(x1, x2, · )) para cada M ∈ L (E1, E2, E3),

onde M(x1, x2, · ) : E3 −→ K é o funcional linear e contínuo dado por:

M(x1, x2, · )(x3)
.
= M(x1, x2, x3).

Assim, z3 é linear e contínua, com ‖z3‖ ≤ ‖z3‖. De fato, dados M1,M2 ∈ L (E1, E2, E3), λ ∈ K,

para cada (x1, x2) ∈ E1 × E2:

z3(λM1 +M2)(x1, x2)
.
= z3((λM1 +M2)(x1, x2, · ))

= z3(λM1(x1, x2, · ) +M2(x1, x2, · ))

= λz3(M1(x1, x2, · )) + z3(M2(x1, x2, · ))

= [λz3(M1) + z3(M2)](x1, x2).

Além disso:

‖z3‖ = sup
‖M‖≤1

‖z3(M)‖

= sup
‖M‖≤1

 sup
‖x1‖≤1
‖x2‖≤1

|z3(M)(x1, x2)|


= sup
‖M‖≤1

 sup
‖x1‖≤1
‖x2‖≤1

|z3(M(x1, x2, · ))|


≤ sup
‖M‖≤1

 sup
‖x1‖≤1
‖x2‖≤1

‖z3‖‖M(x1, x2, · )‖


= ‖z3‖ sup

‖M‖≤1

 sup
‖x1‖≤1
‖x2‖≤1

(
sup
‖x3‖≤1

|M(x1, x2, x3)|

)
≤ ‖z3‖ sup

‖M‖≤1

 sup
‖x1‖≤1
‖x2‖≤1

(
sup
‖x3‖≤1

‖M‖‖x1‖‖x2‖‖x3‖

)
≤ ‖z3‖.

Agora, �xado z2 ∈ E′′2 , de�nimos z2 : L (E1, E2) −→ L (E1) = E′1 por:



42 EXTENSÕES DE POLINÔMIOS EM ESPAÇOS DE BANACH 4.3

z2(M)(x1)
.
= z2(M(x1, · )) para cada M ∈ L (E1, E2),

onde M(x1, · ) : E2 −→ K é o funcional linear e contínuo dado por:

M(x1, · )(x2)
.
= M(x1, x2).

Desta maneira, analogamente ao que �zemos, segue que z2 é contínuo e ‖z2‖ ≤ ‖z2‖.

Por último, dado z1 ∈ E′′1 , de�nimos z1 : L (E1) = E′1 −→ K por z1
.
= z1. Com isso, obtemos a

seguinte cadeia:

L (E1, E2, E3) L (E1, E2) L (E1) = E′1 K
z3 z2 z1

Além disso, observe que dados λ ∈ K e z(1)
i , z

(2)
i ∈ E′′i para 1 ≤ i ≤ 3, vale:

λz
(1)
i + z

(2)
i = λz

(1)
i + z

(2)
i . (1)

Para o caso i = 3, dados M ∈ L (E1, E2, E3) e (x1, x2) ∈ E1 × E2:

λz
(1)
3 + z

(2)
3 (M)(x1, x2)

.
= (λz

(1)
3 + z

(2)
3 )(M(x1, x2, · ))

= λz
(1)
3 (M(x1, x2, · )) + z

(2)
3 (M(x1, x2, · ))

=

[
λz

(1)
3 + z

(2)
3

]
(M)(x1, x2).

Para o caso i = 2, dados M ∈ L (E1, E2) e x1 ∈ E1:

λz
(1)
2 + z

(2)
2 (M)(x1)

.
= (λz

(1)
2 + z

(2)
2 )(M(x1, · ))

= λz
(1)
2 (M(x1, · )) + z

(2)
2 (M(x1, · ))

=

[
λz

(1)
2 + z

(2)
2

]
(M)(x1).

Para o caso i = 1, dado M ∈ L (E1) = E′1:

λz
(1)
1 + z

(2)
1 (M)

.
= (λz

(1)
1 + z

(2)
1 )(M) =

[
λz

(1)
1 + z

(2)
1

]
(M).

A partir da cadeia acima e de A ∈ L (E1, E2, E3), estamos em condições de de�nir uma aplicação

A : E′′1 × E′′2 × E′′3 −→ K da seguinte maneira:

A(z1, z2, z3)
.
= z1 ◦ z2 ◦ z3(A) para cada z1 ∈ E′′1 , z2 ∈ E′′2 , z3 ∈ E′′3 .

Segue da propriedade (1) que a aplicação A é linear em cada uma de suas entradas. Além disso,
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para cada z1 ∈ E′′1 , z2 ∈ E′′2 , z3 ∈ E′′3 , temos:

‖A(z1, z2, z3)‖ = |z1 ◦ z2 ◦ z3(A)| ≤ ‖z1‖‖z2‖‖z3‖‖A‖ ≤ ‖A‖‖z1‖‖z2‖‖z3‖.

Isto é, A ∈ L (E′′1 , E
′′
2 , E

′′
3 ) e ‖A‖ ≤ ‖A‖.

Além disso, para cada x1 ∈ E1, x2 ∈ E2, x3 ∈ E3, temos:

A(JE1(x1), JE2(x2), JE3(x3))
.
= JE1(x1) ◦ JE2(x2) ◦ JE3(x3)(A)

= JE1(x1)
(
JE2(x2) ◦ JE3(x3)(A)

)
︸ ︷︷ ︸

∈E′1=L (E1)

.
=
(
JE2(x2) ◦ JE3(x3)(A)

)
(x1)

= JE2(x2)
(
JE3(x3)(A)

)
︸ ︷︷ ︸
∈L (E1,E2)

(x1)

.
= JE2(x2)

(
JE3(x3)(A)(x1, · )

)
= JE3(x3)(A)(x1, · )(x2)

= JE3(x3)(A)(x1, x2)

.
= JE3(x3)(A(x1, x2, · ))

= A(x1, x2, x3).

Acabamos de provar que A é uma extensão de A. Além disso, também provamos que ‖A‖ = ‖A‖

pois o seguinte diagrama comuta:

E1 × E2 × E3 K

E′′1 × E′′2 × E′′3

A

(JE1 , JE2 , JE3)
A

Deste modo, A será chamada de extensão de Aron-Berner de A.

Observação 4.3.1. Note que A foi obtida estendendo primeiramente a última entrada de A. Entre-

tanto, poderíamos começar esta construção escolhendo qualquer uma das variáveis. Para exempli�car

este fato, começaremos a construção estendendo a segunda variável e, em seguida, estenderemos a

primeira:

Considere A1 : E1×E′′2 ×E3 −→ K dada por A1(x1, z2, x3)
.
= z2(A(x1, · , x3)). Assim, segundo

a notação anterior, temos:

A1(x1, z2, x3)
.
= z2(A(x1, · , x3)) = z2(A)(x1, x3),
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onde z2 : L (E1, E2, E3) −→ L (E1, E3) é dada por z2(M)(x1, x3)
.
= z2(M(x1, · , x3)).

Agora de�na A2 : E′′1 × E′′2 × E3 −→ K por A2(z1, z2, x3)
.
= z1(A1( · , z2, x3)). Isto é:

A2(z1, z2, x3)
.
= z1(A1( · , z2, x3)) = z1(z2(A)( · , x3)) = z1 [z2(A)] (x3),

onde z1 : L (E1, E3) −→ L (E3) é dada por z1(M)(x3)
.
= z1(M( · , x3)).

Considere A3 : E′′1 × E′′2 × E′′3 −→ K dada por A3(z1, z2, z3)
.
= z3(A2(z1, z2, · )). Assim:

A3(z1, z2, z3)
.
= z3(A2(z1, z2, · )) = z3(z1(z2(A))) = z3 ◦ z1 ◦ z2(A),

onde, como na construção anterior, de�nimos z3 = z3.

Segue que aplicação A3 como de�nimos acima também é uma extensão de A para E′′1 ×E′′2 ×E′′3
e satisfaz ‖A3‖ = ‖A‖. Com isso, concluímos que existem 3! maneiras de se estender uma aplicação

A ∈ L (E1, E2, E3).

Agora apresentaremos o caso geral da construção. Sejam E1, . . . , Em espaços de Banach sobre

um mesmo corpo K e A ∈ L (E1, . . . , Em). Para cada zj ∈ E′′j , 1 ≤ j ≤ m, de�nimos a aplicação

zj : L (E1, . . . , Ej) −→ L (E1, . . . , Ej−1) por:

zj(M)(x1, . . . , xj−1)
.
= zj(A(x1, . . . , xj−1, · )) para cada M ∈ L (E1, . . . , Ej).

Desta maneira, cada zj é linear e contínua, satisfazendo ‖zj‖ ≤ ‖zj‖. De�nimos a aplicação

A : E′′1 × · · · × E′′m −→ K por:

A(z1, . . . , zm)
.
= z1 ◦ · · · ◦ zm(A).

Assim, A ∈ L (E′′1 , . . . , E
′′
m). Além disso, ‖A‖ ≤ ‖A‖ e A é uma extensão de A. Isto é, o seguinte

diagrama é comutativo:

E1 × · · · × Em K

E′′1 × · · · × E′′m

A

(JE1 , . . . , JEm)
A

Novamente, observe que a construção de A depende da ordem adotada para estender suas

variáveis e, portanto, existem m! maneiras de estender a aplicação A. Mais especi�camente:
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De�nição 4.3.2. Dada A ∈ L (E1, . . . , Em), para cada σ ∈ Sm, de�nimos uma extensão de A por:

A
σ
(z1, . . . , zm)

.
= zσ(1) ◦ · · · ◦ zσ(m)(A),

onde cada zσ(j) é de�nido de modo à composição acima fazer sentido.

Essas são chamadas de Extensões de Aron-Berner de A, apresentadas em [AB78].

No próximo capítulo veremos que, mesmo no caso em que A : Em −→ K é simétrica, a extensão

A não precisa ser simétrica. No entanto, essa extensão satisfaz duas importantes propriedades, como

diz o próximo resultado:

Proposição 4.3.3. Seja A ∈ L (mE). Então:

(a) Os elementos de E comutam com os elementos de E′′ nas entradas de A

(b) A é w∗-contínua na primeira variável.

Demonstração. (a): Sejam x ∈ E e z ∈ E′′. Basta mostrar que vale a seguinte igualdade:

A(z1, . . . , zk−2, z, x, zk+1, . . . , zm) = A(z1, . . . , zk−2, x, z, zk+1, . . . , zm),

onde z1, . . . , zk−2, zk+1, . . . , zm ∈ E′′.

Seja M = zk+1 ◦ · · · ◦ z(A) ∈ L (kE). Basta mostrar que x ◦ z(M) = z ◦ x(M) em L (k−2E).

De fato, dados x1, . . . , xk−2 ∈ E:

z ◦ x(M)(x1, . . . , xm−2)
.
= z(x(M)(x1, . . . , xm−2, · ))

= z(M(x1, . . . , xm−2, x))

.
= z(M)(x1, . . . , xm−2, x)

= [z(M)(x1, . . . , xm−2, · )](x)

= x(z(M)(x1, . . . , xm−2, · ))

= x ◦ z(M)(x1, . . . , xm−2).

Logo, os elementos de E comutam com os elementos de E′′ quando são calculados nas entradas

de A.

(b): Dados z1, . . . , zm ∈ E′′ e uma rede (xα) ⊂ E tal que xα
w∗−→ z1, temos:

lim
α
A(xα, z2, . . . , zm) = lim

α
xα ◦ z2 ◦ · · · ◦ zm(A)

= lim
α
xα(z2 ◦ · · · ◦ zm(A))

= z1(z2 ◦ · · · ◦ zm(A))
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= z1 ◦ z2 ◦ · · · ◦ zm(A)

= A(z1, z2, . . . , zm). �

Observação 4.3.4. Como consequência da demonstração da proposição anterior segue que, para

cada x ∈ E e cada z ∈ E′′, o seguinte diagrama é comutativo:

L (mE) L (m−1E)

L (m−1E) L (m−2E)

x

z z

x

4.4 Construção de Davie-Gamelin

A construção que faremos a seguir é baseada no método apresentado por Alexander M. Davie e

Theodore W. Gamelin em [DG89].

Sejam E1, . . . , Em espaços de Banach sobre um mesmo corpo K e A ∈ L (E1, . . . , Em). Para

cada zj ∈ E′′j , pelo Teorema de Goldstine existe uma rede (xαj ) ⊂ Ej tal que xαj
w∗−→ zj .

Observe que, �xado 1 ≤ j ≤ m, se M ∈ L (E1, . . . , Ej) e xi ∈ Ei, onde 1 ≤ i ≤ j, segue que:

zj(M)(x1, . . . , xj−1)
.
= zj(M(x1, . . . , xj−1, · )︸ ︷︷ ︸

∈E′j

)

= lim
αj
xαj (M(x1, . . . , xj−1, · ))

= lim
αj
M(x1, . . . , xj−1, · )(xαj )

= lim
αj
M(x1, . . . , xj−1, xαj ).

Logo, podemos escrever as extensões de Aron-Berner de A da seguinte maneira:

A(z1, . . . , zm)
.
= z1 ◦ · · · ◦ zm(A) = lim

α1

. . . lim
αm

A(xα1 , . . . , xαm),

onde xαj
w∗−→ zj , para cada j = 1, . . . ,m.

Esta forma alternativa de escrever a extensão de A é chamada de extensão de Davie-Gamelin.

Note que, do mesmo modo, podemos estender A de m! maneiras distintas, de acordo com a ordem

dos limites acima. De forma mais geral:
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De�nição 4.4.1. Dadas A ∈ L (E1, . . . , Em) e σ ∈ Sm, considere Aσ ∈ L (E′′1 , . . . , E
′′
m) dada por:

A
σ
(z1, . . . , zm)

.
= lim

ασ(1)
. . . lim

ασ(m)

A(xα1 , . . . , xαm),

onde xαj
w∗−→ zj para cada 1 ≤ j ≤ m. As aplicações Aσ são chamadas de Extensões de Davie-

Gamelin de A.

Observação 4.4.2. Pelas contas feitas acima, segue que as extensões de Aron-Berner e de Davie-

Gamelin são as mesmas. Para o caso em que m = 2, segue do Teorema 4.2.7 que as extensões

de Arens, de Davie-Gamelin e de Aron-Berner coincidem e portanto, serão utilizadas ao longo do

trabalho de acordo com a sua conveniência.

4.5 Extensões de Polinômios Homogêneos

Assim como �zemos na Seção 4.2, vamos de�nir a extensão de um polinômio m-homogêneo a

partir de sua aplicação m-linear simétrica associada. Dada A ∈ L s(mE), observe que as extensões

A
σ
coincidem sobre a diagonal de (E′′)m. De fato, dado z ∈ E′′, para cada σ ∈ Sm:

A
σ
zm = Aσ(z, . . . , z)

.
= z ◦ · · · ◦ z(A) = A

id
(z, . . . , z).

Nessas condições a escolha da ordem de extensão das variáveis é irrelevante e podemos de�nir

a extensão de um polinômio m-homogêneo da seguinte maneira:

De�nição 4.5.1. Sejam P ∈P(mE) e A ∈ L s(mE) sua multilinear simétrica associada. De�ni-

mos a extensão de P ao bidual como sendo a função P ∈P(mE′′), dada por:

P (z)
.
= Azm = z ◦ · · · ◦ z(A).

O seguinte exemplo nos mostra que esta extensão, que é de natureza algébrica, não é necessari-

amente w∗-contínua.

Exemplo 4.5.2. Seja P : l2 −→ K de�nido por P (x)
.
=
∑∞

n=1 x
2
n.

Observe que A : l22 −→ K dada por A(x, y)
.
=

∞∑
n=1

xnyn é a aplicação bilinear, simétrica e

contínua tal que Â = P . Logo P é um polinômio 2-homogêneo sobre l2. Seja (en) a base de Schauder

canônica de l2. Como l2 é um espaço re�exivo, as topologias fraca e fraca-estrela coincidem, assim

en
w∗−→ 0. Por outro lado, para cada n ∈ N:

P (en)
.
= en ◦ en(A) = A(en, en) = 1.
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Como P estende P , temos ‖P‖ ≤ ‖P‖. Além disso, P é a restrição de A à diagonal de (E′′)m

assim, devido ao Teorema 3.3.8, temos a seguinte estimativa:

‖P‖ ≤ ‖A‖ = ‖A‖ ≤ mm

m!
‖P‖.

O próximo teorema nos diz que essa extensão, assim como no caso das extensões de aplicações

multilineares, preserva a norma. Este resultado foi demonstrado em 1989 por Alexander M. Davie e

por Theodore W. Gamelin em [DG89], onde também foi apresentada uma generalização do Teorema

de Goldstine.

Teorema 4.5.3 (Davie-Gamelin). Sejam P um polinômio m-homogêneo e P sua extensão. Então

‖P‖ = ‖P‖.

Demonstração. Sejam P ∈P(mE) e A ∈ L s(mE) tais que Â = P . Dado z ∈ BE′′ , pelo Teorema

de Goldstine existe (xα) ⊂ BE′′ tal que xα
w∗−→ z. Dado ε > 0, como A( · , z, . . . , z) é w∗-contínuo,

existe x1 = xα1 ∈ BE tal que:

|Azm −Ax1z
m−1| < ε

m
.

Pela Proposição 4.3.3, A(x1, · , z, . . . , z) = A( · , x1, z, . . . , z) é w∗-contínuo. Então existe x2 =

xα2 ∈ BE tal que:

|Ax1x2z
m−2 −Ax1z

m−1| < ε

m
e |Azm −Ax2z

m−1| < ε

m
.

A�rmamos que existe uma subsequência (xn) da rede (xα) tal que:

|A(xi1 , xi2 , . . . , xik , z, . . . , z)−A(xi1 , xi2 , . . . , xik−1
, z, . . . , z)| < ε

m
, (4.2)

sempre que 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik, com 1 ≤ k < m.

De fato, suponha x1, . . . , xn ∈ BE escolhidos satisfazendo (4.2) e considere o seguinte conjunto:

[{1, . . . , n}]<m .
= {F ⊂ {1, . . . , n} : F é não vazio e |F | < m} ,

onde |F | indica a cardinalidade do conjunto F .

Para cada F = {i1, . . . , ik} ∈ [{1, . . . , n}]<m com i1 < · · · < ik e 1 ≤ k < m, o operador

A( · , xi1 , . . . , xik , z . . . , z) é w∗ contínuo. Logo, existe xαF ∈ BE tal que, para todo α ≥ αF :

∣∣A(xα, xi1 , . . . , xik , z . . . , z)−A(xi1 , . . . , xik , z . . . , z)
∣∣ < ε

m
.

Como [{1, . . . , n}]<m é �nito e o conjunto de índices da rede (xα) é dirigido, existe índice αn+1

tal que αn+1 ≥ αF para todo F ∈ [{1, . . . , n}]<m. Denotando xn+1 = xαn+1 ∈ BE , temos:
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∣∣A(xn+1, xi1 , . . . , xik , z . . . , z)−A(xi1 , . . . , xik , z . . . , z)
∣∣ < ε

m
, (4.3)

sempre que 1 ≤ i1 < · · · < ik, com 1 ≤ k < m.

Logo, de (4.2) e (4.3), para cada {i1, . . . , ik} ∈ [{1, . . . , n+ 1}]<m com i1 < · · · < ik, vale que:

|A(xi1 , xi2 , . . . , xik , z, . . . , z)−A(xi1 , xi2 , . . . , xik−1
, z, . . . , z)| < ε

m
.

Como (xn) satisfaz (4.2), sempre que i1 < · · · < im, temos:

|A(xi1 , . . . , xim)−Azm| ≤ |A(xi1 , . . . , xim)−A(xi1 , . . . , xim−1 , z)|+

+ |A(xi1 , . . . , xim−1 , z)−A(xi1 , . . . , xim−2 , z, z)|+

+ · · ·+ |Axi1zm−1 −Azm|

< ε.

(4.4)

Para cada n ∈ N, considere yn
.
=

1

n

n∑
i=1

xi. Assim, cada yn ∈ BE :

|P (z)− P (yn)| = |Azm −Aymn |

=

∣∣∣∣Azm − 1

nm
A(x1 + · · ·+ xn)m

∣∣∣∣
=

1

nm

∣∣∣∣∣nmAzm −A
(

n∑
i1=1

xi1 , . . . ,

n∑
im=1

xim

)∣∣∣∣∣
=

1

nm

∣∣∣∣∣∣
n∑

i1,...,im=1

Azm −A(xi1 , . . . , xim)

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

nm

n∑
i1,...,im=1

|Azm −A(xi1 , . . . , xim)|

=
1

nm
(S1 + S2),

onde S1 denota a soma das parcelas que possuem índices distintos e S2 denota a soma das demais

parcelas.

Há n(n− 1) . . . (n−m+ 1) parcelas em S1 e, pela simetria de A, podemos reordenar os termos

xi1 , . . . , xim de modo que i1 < · · · < im e, por (4.4), cada uma das parcelas é majorada por ε.

Portanto:
1

nm
S1 ≤

1

nm
n(n− 1) . . . (n−m+ 1)ε ≤ ε. (4.5)

Como ‖A‖ = ‖A‖, cada uma das parcelas de S2 pode ser majorada por 2‖A‖. Portanto, tomando

n su�cientemente grande:
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1

nm
S2 ≤ [nm − n(n− 1) . . . (n−m+ 1)]

1

nm
2‖A‖

= 2‖A‖
[
1− n(n− 1) . . . (n−m+ 1)

nm

]
= 2‖A‖

[
1−

(
n− 1

n

)(
n− 2

n

)
· · ·
(
n−m+ 1

n

)]
= 2‖A‖

[
1−

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− m− 1

n

)]
< ε.

(4.6)

Mostramos que, para cada ε > 0, existe um yn ∈ BE tal que |P (yn)− P (z)| < ε. Logo:

|P (z)| ≤ |P (yn)− P (z)|+ |P (yn)| < ε+ |P (yn)| ≤ ‖P‖+ ε.

Assim, ‖P‖ ≤ ‖P‖. Como a outra desigualdade é sempre válida, concluímos que ‖P‖ = ‖P‖. �

De�nição 4.5.4. Considere P o conjunto de todas as extensões a E′′ de polinômios homogêneos

contínuos P : E −→ K. De�nimos a topologia polinomial-estrela em E′′ como a menor topologia

que torna todos os elementos P ∈P contínuos, e será denotada por σ(E′′,P)
.
= p∗.

Das propriedades da topologia gerada por uma família de funções segue que:

zα
p∗−→ z ⇐⇒ P (zα) −→ P (z), ∀P ∈P.

Além disso, as vizinhanças básicas da topologia p∗ são da forma:

V (z;P1, . . . , Pn; ε)
.
= {x′′ ∈ E′′ : |Pi(x′′)− Pi(z)| < ε, ∀i = 1, . . . , n},

onde ε > 0, z ∈ E′′ e, para 1 ≤ i ≤ n, Pi ∈P.

Em E′′ podemos considerar a topologia da norma, a topologia w, a topologia w∗ e a topologia

p∗. É claro que convergência em norma implica convergência na topologia p∗, além disso, como os

funcionais lineares contínuos são polinômios 1-homogêneos, convergência na topologia p∗ implica

convergência na topologia w∗. Em termos de redes, temos:

convergência em norma =⇒ convergência p∗ =⇒ convergência w∗

Observação 4.5.5. Na demonstração do Teorema de Davie-Gamelin (4.5.3) mostramos que cada

vizinhança de z da forma:

V (z;P ; ε) = {x′′ ∈ E′′ : |P (x′′)− P (z)| < ε}
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contém um ponto y ∈ BE. Portanto existe uma rede (xα) ⊂ BE tal que P (xα) −→ P (z).

Além disso, a demonstração pode ser adaptada para um número �nito de polinômios homogêneos.

Isto é, para cada z ∈ BE′′ , toda vizinhança V (z;P1, . . . , Pn; ε) contém algum x ∈ BE.

Assim, obtemos a seguinte generalização do Teorema de Goldistine:

Teorema 4.5.6. Seja E um espaço de Banach. Então BE
p∗

= BE′′.

Demonstração. Como w∗ ≤ p∗, pelo Teorema de Goldstine vale que BE
p∗ ⊂ BE

w∗
= BE′′ . Pela

Observação 4.5.5 segue que BE′′ ⊂ BE
p∗
. �

Corolário 4.5.7. Para cada z ∈ BE′′ , existe uma rede (xα) ⊂ BE tal que xα
p∗−→ z.
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Capítulo 5

Espaços Regulares e Simetricamente

Regulares

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados sobre operadores fracamente compactos entre

espaços de Banach para que, posteriormente, possamos apresentar duas importantes classes de es-

paços de Banach. Tais classes estão relacionadas ao fato de que extensões de aplicações multilineares

simétricas nem sempre são simétricas.

5.1 Operadores Fracamente Compactos

A seguir apresentaremos os resultados básicos sobre operadores fracamente compactos em espa-

ços de Banach. Esta seção é baseada na referência [Meg12].

De�nição 5.1.1. Sejam E,F espaços de Banach sobre um mesmo corpo K e T : E −→ F um

operador linear. Dizemos que T é um operador fracamente compacto se, para cada B ⊂ E limitado,

T (B) ⊂ F é fracamente relativamente compacto, isto é, se:

T (B)
w ⊂ F é w- compacto.

Observação 5.1.2. Lembre que, dado B ⊂ E, temos:

B é limitado em norma ⇐⇒ B é w-limitado ⇐⇒ x′(B) é limitado ∀x′ ∈ E′.

Além disso, se B é convexo, segue do Teorema de Mazur que B
‖·‖

= B
w
.

Proposição 5.1.3. Todo operador compacto é fracamente compacto.

Demonstração. Sejam E,F espaços de Banach e T : E −→ F um operador linear compacto. Dado

53
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B ⊂ E limitado, existe M > 0 tal que B ⊂ MBE . Como T é compacto, o conjunto T (MBE)
‖·‖

=

T (MBE)
w
é compacto e, portanto, fracamente compacto. Logo, T (B)

w ⊂ T (MBE)
w
é fracamente

compacto. �

Proposição 5.1.4. Todo operador fracamente compacto é contínuo.

Demonstração. Seja T : E −→ F um operador w-compacto. Então T (BE)
w
é fracamente compacto

em F e, portanto, limitado. Logo T (BE) ⊂ T (BE)
w
é limitado e segue que T é contínuo. �

Denotaremos por K w(E,F )
.
= {T ∈ L (E,F ) : T é fracamente compacto} e, analogamente,

por K (E,F ) = {T ∈ L (E,F ) : T é compacto}. As duas proposições anteriores mostram que:

K (E,F ) ⊂ K w(E,F ) ⊂ L (E,F ).

Exemplo 5.1.5. O operador Id : l1 −→ l1 é contínuo mas não é fracamente compacto. De fato,

como l1 não é re�exivo, Bl1 não é fracamente compacta.

Exemplo 5.1.6. O operador Id : l2 −→ l2 é fracamente compacto mas não é compacto. De fato,

se B ⊂ l2 é limitado, seja M > 0 tal que B ⊂MBl2 . Então, pelo Teorema de Mazur:

B
w ⊂MBl2

w
= MBl2

‖·‖
= MBl2 .

Logo, Jl2(B
w

) é w∗-fechado e limitado e, portanto, é w∗- compacto. Em particular, segue que

B
w
é fracamente compacto.

Assim, mostramos que compacidade, continuidade e compacidade fraca são classes distintas de

operadores. A partir de agora estenderemos alguns resultados válidos para operadores compactos.

Proposição 5.1.7. Se E ou F é re�exivo, então todo operador T ∈ L (E,F ) é fracamente com-

pacto.

Demonstração. Se E é re�exivo, então BE é fracamente compacta e, como T é um operador contí-

nuo, é w-w-contínuo. Dado B ⊂ E limitado, existe M > 0 tal que B ⊂ MBE . Note que T (MBE)

é fracamente compacto e, como T (B) ⊂ T (MBE), temos que T (B)
w
é fracamente compacto

Agora suponha que F é re�exivo. Dado B ⊂ E limitado, como T é contínuo, existe M > 0 tal

que T (B) ⊂MBF . Logo, T (B)
w
é fracamente compacto. �

A seguir apresentaremos uma caracterização para operadores fracamente compactos:
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Proposição 5.1.8. Sejam E,F espaços de Banach e T ∈ L (E,F ). São equivalentes:

(a) T é fracamente compacto .

(b) T (BE) é fracamente relativamente compacto .

(c) Toda sequência limitada (xn) ⊂ E admite subsequência (xnk) tal que (T (xnk)) ⊂ F é fraca-

mente convergente.

Demonstração. (a) =⇒ (b): Imediato.

(b) =⇒ (c): Seja (xn) ⊂ E limitada. Existe M > 0 tal que, para cada n ∈ N, ‖xn‖ ≤ M .

Então:

(T (xn)) ⊂ ‖T‖MBF = ‖T‖MBF
w
.

O conjunto JF (‖T‖MBF
w

) é w∗- fechado e limitado, logo é w∗-compacto. Como JF : F −→ F ′′ é

w-w∗-homeomor�smo sobre a imagem, segue que ‖T‖MBF
w
é fracamente compacto e, pelo Teorema

de Eberlein-Smulian, ‖T‖MBF é fracamente sequencialmente compacto.

(c) =⇒ (a): Se B ⊂ E limitado, existeM > 0 tal que B ⊂MBE . Basta provar que T (MBE)
‖·‖

é fracamente compacto.

De fato, seja (yn) ⊂ T (MBE)
‖·‖
. Para cada n ∈ N, existe xn ∈MBE tal que ‖yn−T (xn)‖ < 1

2n
.

Por hipótese, (xn) admite uma subsequência fracamente convergente xnj
w−→ z. Em particular, como

T é um operador w-w-contínuo, temos que T (xnj )
w−→ T (z).

Dados ϕ ∈ F ′ e ε > 0, seja nj0 ∈ N tal que, para todo nj > nj0 :

‖ynj − T (xnj )‖ <
ε

2‖ϕ‖
e |ϕ(T (xnj ))− ϕ(T (z))| < ε

2
.

Desta maneira, se nj > nj0 , temos:

|ϕ(ynj )− ϕ(T (z))| ≤ |ϕ(ynj )− ϕ(T (xnj ))|+ |ϕ(T (xnj ))− ϕ(T (z))|

≤ ‖ϕ‖‖ynj − T (xnj )‖+ |ϕ(T (xnj ))− ϕ(T (z))|

< ε.

Como ϕ ∈ F ′ é arbitrário, temos que ynj
w−→ T (z) e, pelo Teorema de Eberlein-Smulian , segue

que T (MBE)
w
é fracamente compacto. �

Proposição 5.1.9. Sejam E,F espaços de Banach e T ∈ K w(E,F ). Então T (E) é re�exiva se,

e somente se, é fechada.

Demonstração. Se T (E) é re�exiva, então é fechada já que T (E) ∼= (T (E))′′.
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Suponha que T (E) seja fechada. Então T (E) é um espaço de Banach e, pelo Teorema da

Aplicação Aberta, existe δ > 0 tal que:

δBT (E) ⊂ T (BE) ⊂ T (BE)
w
.

Logo, δBT (E)
w ⊂ δBF

w
é fracamente compacto e, como y 7−→ 1

δ
y é w-isomor�smo, BT (E) é

fracamente compacta. Portanto, T (E) é re�exivo. �

Teorema 5.1.10 (Gantmacher). Seja T ∈ L (E,F ). Então T é um operador fracamente compacto

se, e somente se, T ′′(E′′) ⊂ JF (F ).

Demonstração. Suponha que T ′′(E′′) ⊂ JF (F ). Como a aplicação J−1
F : JF (F ) −→ F é w∗-w-

contínua e a aplicação T ′′ : E′′ −→ F ′′ é w∗-w∗-contínua, a aplicação J−1
F ◦ T ′′ é w∗-w-contínua.

Pelo Teorema de Alaoglu,BE′′ é w∗-compacta e, portanto, J−1
F ◦T ′′(BE′′) é fracamente compacto.

Em particular, temos que J−1
F ◦ T ′′ ◦ JE(BE)

w
⊂ J−1

F ◦ T ′′(BE′′) é fracamente compacto.

Como vimos na Seção 4.1, T = J−1
F ◦T ′′ ◦JE e, pela Proposição 5.1.8, T é fracamente compacto.

Reciprocamente, suponha que T seja fracamente compacto. Então:

T ′′(BE′′) = T ′′(JE(BE)
w∗

) (Teorema de Goldstine )

⊂ T ′′(JE(BE))
w∗

(T ′′ é w∗-w∗-contínuo)

= JF (T (BE))
w∗

(T ′′ é extensão de T )

⊂ JF (T (BE)
w

)
w∗

= JF (T (BE)
w

) (JF (T (BE)
w

) é w∗-compacto, logo w∗-fechado)

⊂ JF (F ). �

Proposição 5.1.11. K w(E,F ) é um subespaço vetorial fechado de L (E,F ).

Demonstração. Sejam S, T ∈ K w(E,F ) e λ ∈ K. Dada uma sequência (xn) ⊂ E limitada, existe

uma subsequência (xnk) tal que T (xnk)
w−→ y1 e S(xnk)

w−→ y2. Logo, (λT + S)(xnk)
w−→ λy1 + y2

e segue que λT + S ∈ K w(E,F ).

Seja T ∈ K w(E,F ). Então existe (Tn) ⊂ K w(E,F ) tal que Tn −→ T . Em particular, temos que

T ′′n −→ T ′′, pois ‖T ′′n−T ′′‖ = ‖Tn−T‖ −→ 0. Além disso, como cada Tn é fracamente compacto, pelo

Teorema de Gantmacher, T ′′n (E) ⊂ JF (F ). Assim, para cada x′′ ∈ E′′, T ′′(x′′) = limT ′′n (x′′) ∈ JF (F )

e, portanto, T é fracamente compacto. �

O próximo resultado nos diz que, assim como no caso dos operadores compactos, o espaço

K w(E,F ) também se comporta como um ideal bilateral fechado de L (E,F ) em relação à compo-

sição, tanto à esquerda quanto à direita, com operadores lineares contínuos com domínios e imagens

apropriados.
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Proposição 5.1.12. Sejam E1, E2, E3 espaços de Banach sobre um mesmo corpo K, S ∈ L (E1, E2),

T ∈ L (E2, E3). Se S (ou T ) é fracamente compacto, então T ◦ S é fracamente compacto.

Demonstração. Suponha que S seja fracamente compacto. Se (xn) ⊂ E1 é limitada, então existe

(S(xnk)) fracamente convergente. Como T é contínuo, segue que (T (S(xnk))) fracamente conver-

gente e, portanto, T ◦ S é fracamente compacto.

Agora suponha que T seja fracamente compacto. Se (xn) ⊂ E1 é limitada, como S é contínuo,

(S(xn)) ⊂ E2 é limitada. Logo, existe (T (S(xnk))) fracamente convergente e, portanto, T ◦ S é

fracamente compacto. �

5.2 Produto de Arens

Nesta seção apresentaremos resultados básicos sobre Álgebras de Banach. Posteriormente, a

partir destes resultados, apresentaremos uma maneira de estender a multiplicação de uma álgebra

de Banach X para o seu bidual de modo a preservar esta estrutura.

De�nição 5.2.1. Suponha que X seja um conjunto, que + e · são operações binárias de X ×X

em X e que · é uma operação binária de K×X em X tais que, para todos x, y, z ∈ X e α ∈ K:

(a) (X,+, · ) é um espaço vetorial.

(b) x · (y · z) = (x · y) · z.
(c) x · (y + z) = (x · y) + (x · z).
(d) (x+ y) · z = (x · z) + (y · z).
(e) α · (x · y) = (α · x) · y = x · (α · y).

Então dizemos que (X,+, · , · ) é uma álgebra. Dizemos que é uma álgebra com unidade se

X 6= {0} e se satisfaz:

(f) Existe e ∈ X tal que, para todo x ∈ X, e · x = x · e = x.

Seja ‖ ·‖ uma norma no espaço vetorial (X,+, · ). Dizemos que (X,+, · , · , ‖ ·‖) é uma álgebra

normada se esta norma satisfaz:

(g) Para cada x, y ∈ X, ‖x · y‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖.
Além disso, dizemos que esta é uma álgebra de Banach se (X,+, · , ‖ · ‖) for um espaço de

Banach.

Observação 5.2.2. Para evitar toda a notação contida na de�nição anterior, abreviaremos as

multiplicações α · x e x · y para αx e xy, respectivamente. Além disso, abreviaremos a escrita

formal da estrutura de X e simplesmente diremos que X é uma álgebra (ou uma álgebra normada

ou uma álgebra de Banach).
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Exemplo 5.2.3. K é uma álgebra de Banach com unidade.

Exemplo 5.2.4. Seja K um espaço topológico compacto Hausdor�. De�na em C (K) o produto:

(f · g)(x)
.
= f(x)g(x) para todo x ∈ K.

Assim, (C (K),+, · , · , ‖ · ‖∞) é uma álgebra de Banach. Além disso, se K 6= ∅, C (K) tem

unidade e ≡ 1.

Exemplo 5.2.5. De�na em l∞ o produto:

xy
.
= (xnyn) onde x = (xn), y = (yn).

Assim, l∞ é uma álgebra de Banach com unidade e = (1, 1, 1, . . .).

Exemplo 5.2.6. O espaço c0 é uma subálgebra fechada de l∞, logo é uma álgebra de Banach.

Entretanto, c0 não possui unidade.

Exemplo 5.2.7. Seja X um espaço normado. De�na em L (X,X) o produto TS
.
= T ◦ S. Desta

maneira L (X,X) é uma álgebra normada. Se X for um espaço de Banach, então L (X,X) é uma

álgebra de Banach. Além disso, se X 6= {0}, então L (X,X) tem unidade e = idX .

De�nição 5.2.8. Seja X uma álgebra com unidade e. Dizemos que x ∈ X é invertível se existe

y ∈ X tal que xy = yx = e. Neste caso prova-se que y é único e dizemos que y é o inverso

multiplicativo de x, denotado por x−1.

De�nição 5.2.9. Sejam X uma álgebra e x ∈ X. De�nimos:

xn =

x se n = 1

xn−1x se n ≥ 2.

Se X é uma álgebra com unidade e, de�nimos x0 .
= e. Além disso, se x for invertível, de�nimos

x−n
.
= (x−1)n.

A próxima proposição traz algumas propriedades básicas sobre álgebras.

Proposição 5.2.10. Seja X uma álgebra. Então:

(a) Para todo x ∈ X, 0x = x0 = 0.

(b) X tem, no máximo, uma unidade.

Suponha que X tenha unidade e. Então:

(c) 0 6= e.
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(d) 0 não é invertível.

(e) Cada x ∈ X tem, no máximo, um inverso.

(f) Se x, y, z ∈ X são tais que yx = xz = e, então y = z = x−1.

(g) Se x, y ∈ X são invertíveis e α ∈ K \ {0}, então (xy)−1 = y−1x−1, (αx)−1 = α−1x−1 e

(x−1)−1 = x.

(h) Se x ∈ X é invertível, então, para cada n ∈ N, (xn)−1 = (x−1)n = x−n.

Suponha que X seja uma álgebra normada. Então:

(i) Se x ∈ X e n ∈ N, então ‖xn‖ ≤ ‖x‖n.

Suponha que X seja uma álgebra normada com unidade e. Então:

(j) ‖e‖ ≥ 1.

(k) Se x ∈ X é invertível, então ‖x−1‖ ≥ ‖x‖−1.

Demonstração. Veja [Meg12], Proposition 3.3.10. �

Proposição 5.2.11. Em uma álgebra normada X a multiplicação é uma função contínua.

Demonstração. Basta observar que a multiplicação é uma aplicação bilinear e que ‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖

para todos x, y ∈ X. Portanto, pelo Teorema 3.1.2, a multiplicação é contínua. �

De�nição 5.2.12. Uma involução em uma álgebra X é uma aplicação x 7−→ x∗ de X em X tal

que, para cada x, y ∈ X e α ∈ K:

(a) (x+ y)∗ = x∗ + y∗.

(b) (αx)∗ = αx∗.

(c) (xy)∗ = y∗x∗.

(d) (x∗)∗ = x.

Uma álgebra de Banach com uma involução é dita uma C∗-álgebra se, para cada x ∈ X:

‖x∗x‖ = ‖x‖2.

Proposição 5.2.13. Seja X uma C∗-álgebra. Então:

(a) Para cada x ∈ X, ‖x‖ = ‖x∗‖.

(b) Se X tem unidade, então x ∈ X é invertível se, e somente se, x∗ é invertível. Neste caso vale

(x∗)−1 = (x−1)∗.
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Demonstração. (a): Dado x ∈ X, note que:

‖x‖2 = ‖x∗x‖ = ‖(x∗)∗x∗‖ = ‖x∗‖2.

(b): Dado x ∈ X, note que:

xe∗ = (ex∗)∗ = x e e∗x = (x∗e)∗ = x.

Logo, e∗ = e. Assim, se x é invertível, temos:

x é invertível ⇐⇒ xx−1 = x−1x = e

⇐⇒ (x−1)∗x∗ = x∗(x−1)∗ = e

⇐⇒ x∗ é invertível. �

Como vimos na Seção 4.2, as extensões de Arens estendem aplicações bilineares contínuas entre

espaços de Banach. Como em uma álgebra de Banach X a multiplicação é bilinear e contínua,

podemos considerar suas extensões de Arens para fornecer estrutura de álgebra de Banach para

X ′′, como faremos abaixo.

A partir de agora nos restringiremos apenas a álgebras comutativas. A seguir reescreveremos

a primeira extensão de Arens em uma notação mais adequada para o contexto de álgebras e,

�nalmente, apresentaremos um exemplo onde esta extensão não preserva comutatividade.

Seja X uma álgebra de Banach. Dados a, b ∈ X, S, T ∈ X ′′ e γ ∈ X ′, de�nimos (aγ), Tγ ∈ X ′

por:

(aγ)(b)
.
= γ(ab) e Tγ(a)

.
= T (aγ).

Além disso, de�nimos uma multiplicação em X ′′ da seguinte maneira:

(ST )(γ)
.
= S(Tγ) para todo γ ∈ X ′.

Observe que, denotando a multiplicação em X por A(x, y) = xy, para cada a, b ∈ X, γ ∈ X ′ e

T, S ∈ X ′′, temos:

At(γ, a)(b)
.
= γ(A(a, b)) = γ(ab)

.
= (aγ)(b),

Att(T, γ)(a)
.
= T (At(γ, a)) = T (aγ)

.
= Tγ(a),

Attt(S, T )(γ)
.
= S(Att(T, γ)) = S(Tγ)

.
= ST (γ).

Logo, At(γ, a) = (aγ), Att(T, γ) = Tγ e Attt(S, T ) = ST . Dessa maneira, segue que esta mul-
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tiplicação em X ′′ estende a multiplicação de X. Como as extensões de Arens e de Aron-Berner

coincidem, segue da Proposição 4.3.3 que:

(a) A aplicação (S, T ) 7−→ ST é w∗-contínua na primeira variável.

(b) Os elementos de X comutam com os elementos de X ′′.

Em geral, a multiplicação que de�nimos acima não é w∗-contínua na segunda variável e o produto

de Arens não é comutativo. De fato, essas duas propriedades são equivalentes (veja [Zal05]). Para

mostrar que o produto de Arens não é comutativo, apresentamos o seguinte exemplo, presente em

[Zal91] e [Ren66].

Exemplo 5.2.14. Dada (xj)j∈Z ⊂ K, de�nimos:

∑
j∈Z
|xj |

.
= sup

{∑
k∈F
|xk| : F ⊂ Z é �nito

}
.

O espaço l1(Z)
.
=

{
(xj)j∈Z ⊂ K :

∑
j∈Z
|xj | <∞

}
, munido da norma ‖(xj)‖

.
=
∑
j∈Z
|xj | é um

espaço de Banach.

Considere em l1(Z) a multiplicação de�nida por ab
.
= ((ab)j)j∈Z, onde (ab)j

.
=
∑
i∈Z

aibj−i. Mos-

traremos apenas que esta multiplicação está bem de�nida, que é comutativa e tem unidade. As

demais propriedades que esta multiplicação deve satisfazer são de fácil veri�cação.

• A multiplicação está bem de�nida:

De fato, dados a, b ∈ l1(Z), se F,G ⊂ Z são �nitos, então:

∑
j∈F

∑
i∈G
|ai| |bj−i| ≤ ‖a‖ ‖b‖.

Logo, tomando supremo sobre F,G ⊂ Z �nitos, obtemos ab ∈ l1(Z). Em adição, mostramos

que ‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖.

• l1(Z) é comutativa:

De fato, dados a, b ∈ l1(Z), para cada j ∈ Z:

(ab)j =
∑
i∈Z

aibj−i =
∑
k∈Z

bkaj−k = (ba)j .

• l1(Z) tem unidade e = (δj0)j∈Z = (. . . , 0, 0, 1︸︷︷︸
0−ésima

, 0, 0, . . .).
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Logo, X = l1(Z) é uma álgebra de Banach comutativa com unidade. Considere o subespaço de

X ′ = l∞(Z) dado por:

V
.
=

{
γ = (γn) ∈ X ′ : L−(γ)

.
= lim

n→−∞
γn e L+(γ)

.
= lim

n→+∞
γn existem

}
.

Note que L− e L+ são funcionais lineares contínuos de�nidos em V . Pelo Teorema de Hahn-

Banach, existem S−, S+ ∈ X ′′ extensões de L− e de L+, respectivamente. Vejamos que S− e S+

não comutam.

Tome γ = (. . . ,−1,−1, 0, 1, 1, . . .) ∈ X ′ = l∞(Z). Dado a = (an) ∈ l1(Z), vamos determinar

aγ ∈ X ′. Para cada n ∈ Z, temos:

(aγ)(en) =
∑
k∈Z

(aγ)k(en)k =
∑
k∈Z

(aγ)kδn,k = (aγ)n.

Por outro lado, temos:

(aγ)(en)
.
= γ(aen)

=
∑
k∈Z

γk

(∑
i∈Z

aiδn,k−i

)

=
∑
k∈Z

γk ak−n

=
∑
k∈Z

akγn+k

=
∑
k>−n

ak −
∑
k<−n

ak.

Portanto, para cada a ∈ l1(Z), (aγ)n =
∑

k>−n
ak −

∑
k<−n

ak.

Observe que, para todo a ∈ l1(Z), aγ ∈ V pois a série
∑

k∈Z |ak| é convergente. Além disso:

S−γ (a) = S−(aγ) = L−(aγ) = lim
n→−∞

(∑
k>−n

ak −
∑
k<−n

ak

)
= −

∑
k∈Z

ak.

Logo, S−γ = (. . . ,−1,−1,−1, . . .). De maneira análoga, obtemos S+
γ = (. . . , 1, 1, 1, . . .). Note

que:

(S+S−)(γ) = S+(S−γ ) = L+((. . . ,−1,−1, . . .)) = −1.

(S−S+)(γ) = S−(S+
γ ) = L−((. . . , 1, 1, . . .)) = 1.

Portanto, o produto de Arens em l1(Z) não é comutativo.
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Observação 5.2.15. Dizer que uma álgebra de Banach X é comutativa é o mesmo que dizer que

a aplicação bilinear e contínua B(x, y)
.
= xy é simétrica. Desta maneira, o exemplo anterior nos

mostra que as extensões de Arens, em geral, não preservam simetria.

Para mais resultados sobre produto de Arens, veja [IL89],[DH79] e [GI88].

5.3 Regularidade em Espaços de Banach

A seguir apresentamos resultados sobre regularidade em espaços de Banach, segundo [Zal05].

Seja E um espaço de Banach sobre K. Dado A ∈ L s(2E), considere o operador linear contínuo

T : E −→ E′ dado por:

T (x)
.
= A(x, · ) para todo x ∈ E.

Para cada x, y ∈ E, vale que T (x)(y) = T (y)(x). Por este motivo, T é dito o operador linear

simétrico associado a A.

Observe que a imagem do operador T ′′ : E′′ −→ E′′′ coincide com a extensão de Aron-Berner

de A, isto é:

A(z1, z2)
.
= T ′′(z1)(z2), para todos z1, z2 ∈ E′′.

De fato, dados z2 ∈ E′′ e x ∈ E, temos:

T ′(z2)(x)
.
= (z2 ◦ T )(x) = z2(A(x, · )) = z2(A)(x).

E como de�nimos z1 = z1 na Seção 4.3, temos:

T ′′(z1)(z2) = (z1 ◦ T ′)(z2) = z1 ◦ z2(A) = z1 ◦ z2(A) = A(z1, z2).

Na Seção 5.2 vimos que, em geral, A não é necessariamente simétrica. De fato, temos o seguinte

resultado:

Teorema 5.3.1. Seja A ∈ L s(2E). São equivalentes:

(a) A é simétrica.

(b) A é separadamente w∗-contínua nas duas variáveis.

(c) O operador linear simétrico T : E −→ E′ associado a A é fracamente compacto.

Demonstração. (a) =⇒ (b): Pela Proposição 4.3.3, A já é w∗-contínuo na primeira variável. Como

A é simétrica, segue que é separadamente w∗-contínua em cada variável.
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(b) =⇒ (c): Fixado z1 ∈ E′′, vejamos que T ′′(z1) ∈ JE′(E′).

De fato, dado z2 ∈ E′′, se (yβ) ⊂ E é uma rede tal que yβ
w∗−→ z2, então:

T ′′(z1)(z2) = lim
β
T ′′(z1)(yβ),

pois A = T ′′ é w∗-contínuo na segunda entrada.

Observe que, se x, y ∈ E, então:

T ′′(x)(y) = (x ◦ T ′)(y) = x(y ◦ T ) = x(T (y)) = x(A(y, · )) = y(A(x, · )).

Se (xα) ⊂ E é uma rede tal que xα
w∗−→ z1, então:

T ′′(z1)(z2) = lim
α

lim
β
T ′′(xα)(yβ)

= lim
α

lim
β
yβ(A(xα, · ))

= lim
α
z2(A(xα, · ))

= z2

(
lim
α
T (xα)

)
= z2

(
lim
α
T ′′(xα)︸ ︷︷ ︸
∈JE′ (E′)

)

= z2

(
T ′′(z1)︸ ︷︷ ︸
∈JE′ (E′)

)
.

Logo, T ′′(z1) ∈ JE′(E
′) para todo z1 ∈ E′′. Pelo Teorema de Gantmacher, T é fracamente

compacto.

(c) =⇒ (a): Como T é simétrico, vale que T = T ′ ◦ JE . De fato, dado x ∈ E:

T ′ ◦ JE(x) = T ′(x) = x ◦ T = T (x).

Além disso, para cada z ∈ E′′, segue que T ′(z) = T ′′(z) ◦ JE . De fato, se x ∈ E:

T ′(z)(x) = (z ◦ T )(x)

= (z ◦ T ′ ◦ JE)(x)

= (T ′′(z) ◦ JE)(x).

Como T é fracamente compacto, pelo Teorema de Gantmacher, T ′′(E′′) ⊂ JE′(E
′). Vejamos

que T ′′ = JE′ ◦ T ′.

De fato, dados z ∈ E′′, x′′ ∈ E′′ e uma rede (xα) ⊂ E tal que xα
w∗−→ x′′, temos:
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T ′′(z)(x′′) = lim
α
T ′′(z)(xα)

= lim
α
z(T ′(xα))

= lim
α
z ◦ T (xα)

= lim
α
T ′(z)(xα)

= lim
α
xα(T ′(z))

= x′′(T ′(z))

= JE′(T
′(z))(x′′).

Observe que, dados z1, z2 ∈ E′′, segue que:

T ′′(z1)(z2) =
[
(JE′ ◦ T ′)(z1)

]
(z2) =

[
JE′(T

′(z1))
]

(z2) = z2(T ′(z1)) = T ′′(z2)(z1). �

De�nição 5.3.2. Um espaço de Banach E é dito simetricamente regular se alguma das condições

do teorema anterior é satisfeita para toda A ∈ L s(2E).

Dizemos que E é regular se todos os operadores T : E −→ E′ (simétricos ou não) são fracamente

compactos.

Exemplo 5.3.3. Vimos no Exemplo 5.2.14 que l1(Z) com multiplicação dada por (ab)j =
∑
i∈Z

aibj−i

é uma álgebra de Banach comutativa cujo produto de Arens não é comutativo. Logo, o espaço l1(Z)

não é simetricamente regular. E, portanto, não é regular.

Em contra-partida, G. Godefroy e B. Iochum provaram em [GI88] que C∗- álgebras e os es-

paços C (K) são regulares. Em [Leu96], Denny H. Leung apresentou um exemplo de um espaço

simetricamente regular que não é regular.

Observação 5.3.4. Seja E um espaço de Banach. Denotamos por

L s(E,E′)
.
=
{
T ∈ L (E,E′) : T (x, y) = T (y, x) ∀x, y ∈ E

}
,

o espaço normado dos operadores simétricos e contínuos.

Segundo o isomor�smo do Teorema 3.1.8, segue que L s(2E) ∼= L s(E,E′) e L (2E) ∼= L (E,E′).

Podemos reescrever a De�nição 5.3.2 da seguinte maneira:

(a) E é dito simetricamente regular se L s(E,E′) ⊂ K w(E,E′).

(b) E é dito regular se L (E,E′) = K w(E,E′).
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Proposição 5.3.5. Sejam E e F espaços de Banach sobre um mesmo corpo K tais que F ∼= E′.

Então E é regular se, e somente se, L (E,F ) = K w(E,F ).

Demonstração. Seja Φ : E′ −→ F isomor�smo topológico. Se E é regular, dado T ∈ L(E,F ), segue

que Φ−1 ◦ T ∈ L (E,E′) = K w(E,E′). Pela Proposição 5.1.12, segue que T = Φ ◦ (Φ−1 ◦ T ) é

fracamente compacto.

Reciprocamente, suponha que L (E,F ) = K w(E,F ). Para cada T ∈ L (E,E′), temos que

Φ◦T ∈ L (E,F ) e, pela Proposição 5.1.12, segue que T = Φ−1 ◦(Φ◦T ) é fracamente compacto. �

Observação 5.3.6. Sejam E,F espaços de Banach. Então a aplicação Ψ : (E × F )′ −→ E′ × F ′

dada por:

Ψ(α)
.
= (α|E×{0}, α|{0}×F )

é um isomor�smo topológico.

É fácil ver que Ψ está bem de�nida e é linear. Suponha que Ψ(α) = 0. Então α|E×{0} =

α|{0}×F = 0 e, para cada (x, y) ∈ E × F , temos:

α(x, y) = α(x, 0) + α(0, y) = 0.

Logo, Ψ é injetora.

Dados x′ ∈ E′ e y′ ∈ F ′, seja α : E × F −→ K dada por α(x, y) = x′(x) + y′(y). Então α é

linear, contínua e Ψ(α) = (x′, y′). Portanto, Ψ é sobrejetora.

Além disso, para cada α ∈ (E × F )′:

‖Ψ(α)‖ = max
{
‖α|E×{0}‖, ‖α|{0}×F ‖

}
≤ ‖α‖.

Logo, Ψ é contínua e, pelo Teorema da Aplicação Aberta, é um isomor�smo topológico.

Teorema 5.3.7. E × F é regular se, e somente se, E e F são regulares, L (E,F ′) = K w(E,F ′)

e L (F,E′) = K w(F,E′).

Demonstração. Observe que, dado T : E × F −→ E′ × F ′ linear e contínuo, os operadores

T1
.
= πE′ ◦ T |E×{0} T2

.
= πE′ ◦ T |{0}×F

T3
.
= πF ′ ◦ T |E×{0} T4

.
= πF ′ ◦ T |{0}×F

são lineares e contínuos. Além disso, para cada (x, y) ∈ E × F :

T (x, y) = T (x, 0) + T (0, y) = (T1(x), T3(x)) + (T2(y), T4(y)) = (T1(x) + T2(y), T3(x) + T4(y)).

Isto é, o operador T admite a seguinte decomposição:
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T (x, y) =

T1 T2

T3 T4

x
y

 ,

onde T1 ∈ L (E,E′), T2 ∈ L (F,E′), T3 ∈ L (E,F ′), T4 ∈ L (F, F ′).

(⇐=) Dado T : E × F −→ E′ × F ′, os operadores T1, T2, T3, T4 são fracamente compactos pela

Proposição 5.1.12. Se ((xn, yn)) ⊂ E × F é limitada, segue que (xn) é limitada e, portanto, existe

uma subsequência (xnk) tal que T1(xnk) e T3(xnk) convergem fracamente. Como (ynk) é limitada,

existe (ynkl ) tal que T2(ynkl ) e T4(ynkl ) convergem fracamente. Logo, T (xnkl , ynkl ) é fracamente

convergente e segue que T é fracamente compacto. Como E′×F ′ ∼= (E×F )′, pela Proposição 5.3.5,

segue que E × F é regular.

(=⇒) Dado T1 ∈ L (E,E′), o operador T : E × F −→ E′ × F ′ dado por:

T =

T1 0

0 0


é fracamente compacto. Logo, T1 = πE′ ◦ T |E×{0} é fracamente compacto e segue que E é regular,

isto é, L (E,E′) = K w(E,E′).

Com argumento análogo obtemos que L (E,F ′) = K w(E,F ′) e L (F,E′) = K w(F,E′) e que

F é regular. �

Corolário 5.3.8. E é regular se, e somente se, E × E é regular.

Corolário 5.3.9. Se E × E′ é regular, então E é re�exivo.

Demonstração. Se E×E′ é regular, então JE : E −→ E′′ é fracamente compacto. Então JE(BE) =

JE(BE)
w
é fracamente compacto e, em particular, é w∗-compacta pois w∗ ⊂ w em E′′.

Assim, BE é w-compacta pois JE : E −→ E′′ é w-w∗-homeomor�smo e E é re�exivo. �

Teorema 5.3.10.

(a) Se E × E é simetricamente regular, então E é regular.

(b) E × E é regular se, e somente se, E × E é simetricamente regular.

Demonstração. (a): Dado T ∈ L (E,E′), de�na Ts : E −→ E′ por:

Ts(x)(y)
.
= T (y)(x) para cada x, y ∈ E.

Assim, Ts é linear e ainda, para cada x ∈ E:

‖Ts(x)‖ = sup
y∈BE

‖Ts(x)(y)‖ ≤ sup
y∈BE

‖T‖ ‖y‖ ‖x‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖.
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Logo, Ts ∈ L (E,E′). Considere o operador S : E × E −→ E′ × E′ dado por:

S =

0 Ts

T 0


Assim, S é linear e contínuo. Além disso, para cada x, y, u, v ∈ E:

S(x, y)(u, v) = (Ts(y), T (x))(u, v)

= Ts(y)(u) + T (x)(v)

= Ts(v)(x) + T (u)(y)

= (Ts(v), T (u))(x, y)

= S(u, v)(x, y).

Logo, S é simétrico. Como E × E é simetricamente regular, S é fracamente compacto e, em

particular, T = πE ◦ S|E×{0} também o é.

(b): Se E × E é regular, então L (E × E, (E × E)′) = K w(E × E, (E × E)′). Em particular,

L s(E × E, (E × E)′) ⊂ K w(E × E, (E × E)′) e segue que E × E é simetricamente regular.

Reciprocamente, suponha que E×E seja simetricamente regular. Pelo item anterior, E é regular.

Pelo Corolário 5.3.8, E × E é regular. �



Capítulo 6

Funções Holomorfas em Espaços de

Banach

Neste capítulo apresentaremos resultados básicos sobre séries de potências entre espaços de

Banach, contidos em [Muj86, Cha85, Nac69]. Estes resultados serão utilizados para de�nir o conceito

de holomor�a em espaços de Banach e, posteriormente, generalizaremos o que foi apresentado no

Capítulo 4 para construir extensões de funções holomorfas.

6.1 Séries de Potências

De�nição 6.1.1. Sejam E e F espaços de Banach sobre um mesmo corpo K. Uma série de potências

de E em F em torno de a ∈ E é uma série de aplicações da forma
∞∑
m=0

Pm(x− a) onde, para cada

m ∈ N0, Pm ∈Pa(
mE,F ).

Dado r > 0, como F é completo, a série
∞∑
m=0

Pm(x− a) converge uniformemente em B[a, r] se,

para cada ε > 0, existe um nε ∈ N tal que, para todo x ∈ B[a, r]:

j, k ≥ nε =⇒

∥∥∥∥∥
j∑

m=0

Pm(x− a)−
k∑

m=0

Pm(x− a)

∥∥∥∥∥ < ε.

O raio de convergência (uniforme) da série
∞∑
m=0

Pm(x− a) é de�nido por:

R = sup

{
r ≥ 0 :

∞∑
m=0

Pm(x− a) converge uniformemente em B[a, r]

}
. (6.1)

Segundo o Teorema 3.3.4, podemos escrever
∞∑
m=0

Pm(x − a) =
∞∑
m=0

Am(x − a)m onde cada

Am ∈ L s
a (mE,F ) é tal que Âm = Pm.

Além disso, como em (6.1) podemos ter r = 0, o raio de convergência de uma série de potências

sempre existe. A bola B(a,R) será chamada de bola aberta de convergência uniforme. No caso em

69
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que R = +∞, diremos que a série é inteira, isto é, a série de potências é uniformemente convergente

sobre os subconjuntos limitados de E.

Lembre que, dada uma sequência (xn) ⊂ R, de�nimos:

lim inf
n→∞

xn
.
= sup {inf {xm : m > n} : n ≥ 0} e lim sup

n→∞
xn

.
= inf {sup {xm : m > n} : n ≥ 0} .

Desta maneira, vale que:

• lim sup
n→∞

(−xn) = lim inf
n→∞

xn.

• inf
n
xn ≤ lim inf

n→∞
xn ≤ lim sup

n→∞
xn ≤ sup

n
xn.

• Dado ε > 0, existe nε ∈ N tal que, para todo m > nε:

lim inf
n→∞

xn − ε ≤ xm ≤ lim sup
n→∞

xn + ε.

• Se (xn) ⊂ R é uma sequência de termos positivos, então:

lim inf
n→∞

xn+1

xn
≤ lim inf

n→∞
n
√
xn ≤ lim sup

n→∞
n
√
xn ≤ lim sup

n→∞

xn+1

xn
.

• Se (xn) e (yn) são sequências de números positivos, então:

lim sup
n

xnyn ≤ lim sup
n

xn lim sup
n

yn.

Teorema 6.1.2. (Cauchy-Hadamard) Seja R o raio de convergência da série
∞∑
m=0

Pm(x−a). Então:

(a)
1

R
= lim sup

m→∞
‖Pm‖

1
m .

(b) A série converge absolutamente e uniformemente em B[a, r] sempre que 0 ≤ r < R.

Demonstração. Vejamos que
1

R
≥ lim sup

m→∞
‖Pm‖

1
m . Para isso, suponha R > 0 e note que, dado

0 ≤ r < R, a série converge uniformemente em B[a, r]. Considere a seguinte função:

f(x)
.
=

∞∑
m=0

Pm(x− a) ∀x ∈ B[a, r].

Tomando ε = 1, existe m0 ∈ N tal que, para todo x ∈ B[a, r]:

m ≥ m0 =⇒

∥∥∥∥∥∥
m∑
j=0

Pj(x− a)− f(x)

∥∥∥∥∥∥ < 1.
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Dados m > m0 e t ∈ B[0, r], temos que y = t+ a ∈ B[a, r] e:

‖Pm(t)‖ = ‖Pm(y − a)‖

≤

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=m

Pj(y − a)

∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
∞∑

j=m+1

Pj(y − a)

∥∥∥∥∥∥
< 2.

Logo, ‖Pm‖ ≤
2

rm
para todo m > m0 e, consequentemente:

lim sup
m→∞

‖Pm‖
1
m ≤ 1

r
.

Como a desigualdade acima vale para todo 0 ≤ r < R, tomando o limite quando r → R,

obtemos:

lim sup
m→∞

‖Pm‖
1
m ≤ 1

R
.

Agora, vejamos que vale a outra desigualdade. Suponha que L = lim sup
m→∞

‖Pm‖
1
m < ∞. Dado

0 ≤ r <
1

L
, tome s tal que r < s <

1

L
. Assim, existe m0 ∈ N tal que ‖Pm‖

1
m <

1

s
sempre que

m ≥ m0. Se x ∈ B[a, r], temos:

‖Pm(x− a)‖ ≤ ‖Pm‖ ‖x− a‖m <
(r
s

)m
para todo m ≥ m0.

Vejamos que a série
∞∑
m=0

Pm(x− a) converge uniformemente e absolutamente em B[a, r].

Como
r

s
< 1, segue do critério da comparação que

∞∑
m=0
‖Pm(x− a)‖ é convergente. Dado ε > 0,

seja m0 ∈ N tal que:

k > j ≥ m0 =⇒

∣∣∣∣∣
k∑

m=0

(r
s

)m
−

j∑
m=0

(r
s

)m∣∣∣∣∣ =

k∑
m=j+1

(r
s

)m
< ε.

Para todo x ∈ B[a, r] e para cada k > j ≥ m0, temos:

∥∥∥∥∥
k∑

m=0

Pm(x− a)−
j∑

m=0

Pm(x− a)

∥∥∥∥∥ ≤
k∑

m=j+1

‖Pm(x− a)‖

≤
k∑

m=j+1

(r
s

)m
< ε.

Portando, a série é absolutamente e uniformemente convergente em B[a, r]. Segue que R ≥ r e,

passando o limite r → 1

L
, obtemos:
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1

R
≤ lim sup

m→∞
‖Pm‖

1
m .

Note que (b) é uma consequência da demonstração do item (a). �

Lema 6.1.3. Seja (cm) ⊂ F . Se existe r > 0 tal que
∞∑
m=0

cmλ
m = 0 para todo λ ∈ K com |λ| ≤ r,

então cm = 0 para todo m ∈ N0.

Demonstração. Faremos indução em m. Tomando λ = 0, segue que c0 = 0. Suponha que c0 = · · · =

cm = 0, vejamos que cm+1 = 0.

Como a série
∞∑
m=0

cmr
m é convergente, existe M > 0 tal que ‖cm‖rm ≤ M para todo m ∈ N.

Pela hipótese de indução, para cada 0 < |λ| ≤ r, temos:

cm+1 =
−1

λm+1

∞∑
j=m+2

cjλ
j = −

∞∑
j=m+2

cjλ
j−m−1.

Assim, se 0 < |λ| ≤ r

2
, segue que:

‖cm+1‖ ≤
∞∑

j=m+2

‖cjλj−m−1‖

=
∞∑

j=m+2

|λ| ‖cj‖ |λ|j−m−2

≤ |λ|
∞∑

j=m+2

M

rj

(r
2

)j−m−2

= |λ|Mr−m−2
∞∑

j=m+2

1

2j−m−2

= 2|λ|Mr−m−2.

Tomando o limite quando |λ| → 0, segue que ‖cm+1‖ = 0. �

Teorema 6.1.4. Seja
∞∑
m=0

Pm(x − a) uma série de potências de E em F . Se existe r > 0 tal que

∞∑
m=0

Pm(x− a) = 0 para todo x ∈ B(a, r), então Pm = 0 para todo m ∈ N0.

Demonstração. Note que x ∈ B(a, r) se, e somente se, x− a = λy com y ∈ B(0, 1) e |λ| < r.

Assim, para cada y ∈ B(0, 1) e cada |λ| < r:

0 =

∞∑
m=0

Pm(x− a) =

∞∑
m=0

λmPm(y).

Pelo Lema anterior, obtemos Pm(y) = 0 para todo m ∈ N0 e para todo y ∈ B(0, 1). Logo,

Pm = 0 para todo m ∈ N0. �
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O seguinte resultado é importante para provar que funções dadas por séries de potências são de

classe C∞ e sua demonstração será omitida.

Teorema 6.1.5. Seja
∞∑
m=0

Am(x − a)m uma série de potências com raio de convergência R > 0 e

seja:

f(x) =

∞∑
m=0

Am(x− a)m ∀x ∈ B(a,R).

Se y ∈ B(a,R), então existe uma série de potências
∞∑
k=0

Bk(x− y)k tal que:

f(x) =
∞∑
m=0

Bk(x− y)k ∀x ∈ B(a,R− ‖y − a‖),

cujo raio de convergência R′ ≥ R− ‖y − a‖. Além disso, cada Bk é dado por:

Bk =

∞∑
m=k

(
m

k

)
Am(y − a)m−k.

Demonstração. Veja [Cha85], Theorem 11.11. �

6.2 Holomor�a em Espaços de Banach

Apresentaremos nesta seção uma breve introdução à holomor�a em espaços de Banach, seguindo

as referências [Muj86], [Cha85] e [Nac69]. Posteriormente trataremos o problema de estender funções

holomorfas. A partir de agora, a menos que se diga o contrário, E e F denotam espaços de Banach

sobre C e U ⊂ E é um aberto não vazio.

De�nição 6.2.1. Uma função f : U ⊂ E −→ F é dita holomorfa em U se, para cada a ∈ U ,

existem B(a, r) ⊂ U e uma série de potências
∞∑
m=0

Pm(x− a) de E em F tais que:

f(x) =
∞∑
m=0

Pm(x− a) uniformemente em B(a, r).

Observação 6.2.2. Note que a sequência (Pm) é única em cada a ∈ U . De fato, suponha que

f(x) =
∞∑
m=0

Pm(x − a) =
∞∑
m=0

Qm(x − a) em B(a, r). Então
∞∑
m=0

[Pm −Qm](x − a) = 0 em B(a, r)

e, pelo Teorema 6.1.4, segue que Pm = Qm para todo m ∈ N0.

Desta maneira podemos escrever Pm = Pmf(a) para todo m ∈ N0. A série
∞∑
m=0

[Pmf(a)](x−a) é

chamada de Série de Taylor de f em a. Denotaremos por Amf(a) a aplicação multilinear simétrica

tal que Âmf(a) = Pmf(a).

Denotaremos por H (U,F ) o espaço formado pelas as funções holomorfas f : U −→ F com

operações de�nidas pontualmente. No caso em que F = C, escreveremos H (U,C) = H (U).
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Exemplo 6.2.3. P(E,F ) ⊂H (E,F ).

Basta mostrar que P(mE,F ) ⊂H (E,F ) para todo m ∈ N0. Seja P = Â ∈P(mE,F ). Dados

x, a ∈ E, pela Fórmula Binomial 3.2.6, temos:

P (x) = Axm = A(a+ (x− a))m =
m∑
k=0

(
m

k

)
Aam−k(x− a)k,

onde Aam−k ∈ L s(kE,F ) para todo 0 ≤ k ≤ m.

Logo, P é dado por uma série de potências em torno de cada a ∈ E. Além disso:

P kP (a) =


(
m
k

)
Aam−k se k ≤ m

0 se k > m.

Teorema 6.2.4 (Princípio da Identidade). Sejam U ⊂ E um aberto conexo e f ∈ H (U,F ). Se f

é identicamente nula em um aberto não vazio V ⊂ U , então f é identicamente nula em U .

Demonstração. Veja [Muj86], Proposition 5.7. �

Observação 6.2.5. A De�nição 6.2.1 é a de�nição de holomor�a de Weierstrass. De acordo com

a de�nição de Cauchy-Riemann, uma função f : U −→ F é dita diferenciável em U se, para cada

a ∈ U , existe uma (única) A ∈ L (E,F ) tal que:

lim
h→0

‖f(a+ h)− f(a)−A(h)‖
‖h‖

= 0.

A aplicação linear A é única, denotada por Df(a) e será chamada de a diferencial de primeira

ordem da função f no ponto a.

As duas de�nições são equivalentes, como veremos no �nal deste capítulo.

Teorema 6.2.6 (Desigualdade de Cauchy). Sejam f ∈H (U,F ) e f(x) =
∞∑
m=0

Pm(x−a) sua série

de Taylor em B[a, r] ⊂ U . Então, para cada m ∈ N0:

‖Pm‖ ≤
1

rm
sup

‖x−a‖=r
‖f(x)‖.

Demonstração. Veja [Muj86], Corollary 7.4. �

Observação 6.2.7. Se f ∈ H (U,F ), f(x) =
∞∑
m=0

Pm(x − a) é a sua série de Taylor em torno

de a ∈ U e para cada m ∈ N0, Am ∈ L s(mE,F ) é tal que Pm = Âm, a partir do Teorema 3.3.8,

podemos escrever a desigualdade de Cauchy da seguinte maneira:

‖Am‖ ≤
1

rm
mm

m!
sup

‖x−a‖=r
‖f(x)‖.
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De�nição 6.2.8. Sejam f ∈H (U,F ) e a ∈ E.

(a) O raio de limitação de f no ponto a é de�nido por:

Rbf(a)
.
= sup

{
r > 0 : B[a, r] ⊂ U e f |B[a,r] é limitada

}
.

(b) O raio de convergência (uniforme) da série de Taylor de f em a será denotado por Rcf(a).

(c) A fronteira de U será denotada por ∂U . A distância de a até ∂U é dada por:

dU (a)
.
= d(a, ∂U) = inf {‖x− a‖ : x ∈ ∂U} .

Quando U = E adotaremos, por conveniência, dU (a) = +∞.

O próximo resultado estabelece uma relação entre o raio de convergência uniforme, o raio de

limitação e a distância de um ponto até a fronteira:

Teorema 6.2.9. Sejam f ∈H (U,F ) e a ∈ E. Então Rbf(a) = min {Rcf(a), dU (a)}.

Demonstração. Veja [Muj86], Theorem 7.13. �

De�nição 6.2.10. Dizemos que f ∈ H (E,F ) é de tipo limitado se, para cada B ⊂ E limitado,

f(B) ⊂ F é limitado.

Denotaremos por Hb(E,F )
.
= {f ∈H (E,F ) : f é de tipo limitado}.

Observação 6.2.11. Dizemos que M é um espaço de Fréchet se for um espaço vetorial localmente

convexo (ELC), metrizável e completo. A topologia de M pode ser dada por uma sequência crescente

de seminormas (‖ · ‖j)j∈N de modo que os conjuntos:

Uj,ε
.
= {x ∈M : ‖x‖j ≤ ε} para todo j ∈ N e todo ε > 0,

formem uma base de vizinhanças do zero.

A sequência (‖ · ‖)j é chamada de um sistema fundamental de seminormas de M e não é

unicamente determinada pela topologia de M . Dizemos que o par (M, (‖ · ‖j)) é um espaço de

Fréchet graduado.

Um operador linear T : (M1, (‖ · ‖j)) −→ (M2, (‖ · ‖σ)) entre espaços de Fréchet graduados é

contínuo se, para cada j ∈ N, existem C > 0 e σ ∈ N (que podem depender de j) tais que:

‖T (x)‖σ ≤ C‖x‖j para todo x ∈M1.



76 FUNÇÕES HOLOMORFAS EM ESPAÇOS DE BANACH 6.2

O espaço Hb(E,F ) é um espaço de Fréchet, cuja topologia é dada pela seguinte família de

seminormas:

‖f‖r
.
= sup
‖x‖≤r

‖f(x)‖, r > 0.

Note que, tomando r = n com n ∈ N, a sequência de seminormas (‖·‖n)n∈N é crescente e de�ne

a topologia de Hb(E,F ). Logo, (Hb(E,F ), (‖ · ‖n)) é graduado.

Além disso, note que se f ∈Hb(E,F ), segue do Teorema 6.2.9 que Rcf(0) = +∞. Esta propri-

edade será fundamental para de�nir extensões de funções holomorfas de tipo limitado.

Para mais propriedades de espaços localmente convexos e de espaços de Fréchet, veja [MV97].

A partir de agora daremos uma breve introdução a diferenciais de ordem superior de uma função.

Lembre que, se f : U ⊂ E −→ F é uma função diferenciável, então podemos considerar a aplicação

Df : U −→ L (E,F ). Isto no leva à seguinte de�nição:

De�nição 6.2.12. Seja U um aberto de E. Uma função f : U −→ F é dita duas vezes diferenciável

se f é diferenciável e se a função Df : U −→ L (E,F ) também é diferenciável.

Denotaremos a diferencial da aplicação Df em a por D2f(a)
.
= D(Df)(a) ∈ L (E,L (E,F )).

Dizemos que D2f(a) é a diferencial de segunda ordem de f no ponto a.

Observação 6.2.13. Observe que, a partir do Teorema 3.1.8, D2f(a) também pode ser vista como

um elemento de L (2E,F ) da seguinte maneira:

D2f(a)(x)(y) = D2f(x, y) para todo x, y ∈ E.

De�nição 6.2.14. Procedendo indutivamente, dizemos que f : U ⊂ E −→ F é k-vezes diferenciável

se a função f é (k − 1)-vezes diferenciável e se a aplicação D(k−1)f : U −→ L ((k−1)E,F ) é

diferenciável.

A diferencial da aplicação D(k−1) no ponto a ∈ U é chamada de diferencial de ordem k de f em

a e será denotada por Dkf(a).

Uma função é f : U ⊂ E −→ F é dita in�nitamente diferenciável se for k-vezes diferenciável

para todo k ∈ N.

Observação 6.2.15. Assim como antes, segundo o Teorema 3.1.8, Dkf(a) pode ser considerado

como elemento de L (E,L ((k−1)E,F )) ou L (kE,F ).

Por conveniência, de�nimos também D0f = f .

Desta maneira, vale a generalização do Teorema de Schwarz:

Teorema 6.2.16. Sejam U ⊂ E um aberto não vazio e f : U −→ F uma função k-vezes diferen-

ciável. Então a aplicação Dkf(a) ∈ L (kE,F ) é simétrica para todo a ∈ U .

Demonstração. Veja [Muj86], Theorem 14.6 �
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A seguir enunciaremos o resultado que prova que as de�nições de diferenciabilidade e holomor�a

são equivalentes.

Teorema 6.2.17. Sejam E e F espaços de Banach complexos, U ⊂ E um aberto não vazio e

f : U −→ F dada por f(x) =
∞∑
k=0

Âk(x− a) em torno de a ∈ U . São equivalentes:

(a) f é holomorfa.

(b) f é diferenciável.

(c) f é in�nitamente diferenciável.

Se estas condições são satisfeitas, então Dkf(a) = k!Ak para todos a ∈ U e k ∈ N.

Demonstração. Veja [Muj86], Theorem 14.7 �

Agora apresentaremos uma outra noção de diferenciabilidade. E, posteriormente, relacionaremos

esta nova noção com as diferencias de ordem superior de uma função holomorfa.

De�nição 6.2.18. Sejam U um aberto de E e f : U −→ F uma função. Dados a ∈ U e h ∈ E, se

o seguinte limite existe:
∂f

∂h
(a)

.
= lim

λ→0

f(a+ λh)− f(a)

λ
,

dizemos que f é G-diferenciável em a, na direção h.

Se f é G-diferenciável em a em toda direção h, dizemos que f é G-diferenciável em a.

Proposição 6.2.19. Se f : U ⊂ E −→ F é diferenciável em a ∈ U , então f é G-diferenciável no

ponto a. Além disso, para cada h ∈ E:

Df(a)(h) =
∂f

∂h
(a).

Demonstração. Seja h ∈ E. Se h = 0, então:

lim
λ→0

f(a+ λ0)− f(a)

λ
= lim

λ→0

f(a)− f(a)

λ
= 0 = Df(a)(0).

Suponha que h 6= 0. Em torno de a, escrevemos f(a + λh) − f(h) = Df(a)(λh) + r(λh), com

lim
λh→0

r(λh)
‖λh‖ = 0. Segue que:

f(a+ λh)− f(a)

λ
= Df(a)(h) +

r(λh)

λ
= Df(a)(h) +

r(λh)

‖λh‖
‖λh‖
λ

.

Como
r(λh)

‖λh‖
λ→0−−−→ 0 e

‖λh‖
λ

é limitado, temos:

∂f

∂h
(a) = lim

λ→0

f(a+ λh)− f(a)

λ
= Df(a)(h). �
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Observação 6.2.20. Note que se f : U ⊂ E −→ F é holomorfa, segue do Teorema 6.2.17 que f é

in�nitamente diferenciável. Assim, dados a ∈ U , h ∈ E e k ∈ N, temos:

Dkf(a)(h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
k vezes

) = D(D(k−1)f)(a)(h, . . . , h)

=
∂f

∂h
(D(k−1)f(a))(h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

k−1 vezes

)

= lim
λ→0

1

λ

[
D(k−1)f(a+ λh)(h, . . . , h)−D(k−1)f(a)(h, . . . , h)

]
.



Capítulo 7

Extensão de Funções Holomorfas

Dados E e F espaços de Banach complexos, apresentaremos um espaço de Banach GEF que,

assim como E′′, contém uma cópia isométrica de E no qual podemos estender funções holomorfas f :

E −→ F de forma natural. Para isso, generalizaremos a construção das extensões de Aron-Berner,

posteriormente trataremos o problema de estender funções holomorfas. Também apresentaremos,

como feito em [Zal90], uma caracterização desta extensão em termos da continuidade w∗ do operador

diferencial de primeira ordem.

7.1 O Espaço GEF e a Extensão de Aron-Berner

De�nição 7.1.1. Dados E e F espaços de Banach complexos, de�nimos GEF
.
= L (L (E,F ), F ).

Observe que, como F é completo, o espaço GEF é um espaço de Banach com a norma de

operadores. Além disso, no caso em que F = C, como GEF = L (L (E,C),C) = E′′, existe uma

cópia isométrica de E contida em GEC segundo a aplicação canônica JE : E −→ E′′. A próxima

proposição diz que isso ocorre em geral.

Proposição 7.1.2. E é isometricamente isomorfo a um subespaço (fechado) de GEF .

Demonstração. Considere JE,GEF : E −→ GEF dada por:

JE,GEF (x)(T )
.
= T (x) para todo T ∈ L (E,F ).

Dados x, y ∈ E e λ ∈ C, para cada T ∈ L (E,F ), temos:

JE,GEF (λx+ y)(T ) = T (λx+ y) = λT (x) + T (y) = [λJE,GEF (x) + JE,GEF (y)](T ).

Além disso, para cada x ∈ E, temos:

‖JE,GEF (x)‖ = sup
T∈BL (E,F )

‖JE,GEF (x)(T )‖ = sup
‖T‖≤1

‖T (x)‖ ≤ ‖x‖.

79



80 EXTENSÃO DE FUNÇÕES HOLOMORFAS 7.1

Logo, o operador JE,GEF é linear e contínuo. Para ver que JE,GEF é uma isometria, resta veri�car

que ‖x‖ ≤ ‖JE,GEF (x)‖ para todo x ∈ E.

Dado x0 ∈ E não nulo, pelo Teorema de Hahn-Banach existe α ∈ SE′ tal que α(x0) = ‖x0‖.

Fixado y0 ∈ SF , considere a função Tx0 : E −→ F de�nida por Tx0(x)
.
= α(x)y0.

Dados u, v ∈ E e λ ∈ C, temos:

Tx0(λu+ v) = α(λu+ v)y0 = λα(u)y0 + α(v)y0 = λTx0(u) + Tx0(v).

Além disso, para cada x ∈ E:

‖Tx0(x)‖ = ‖α(x)y0‖ ≤ ‖α‖ ‖x‖ ‖y0‖ = ‖x‖.

Logo, Tx0 ∈ L (E,F ) com ‖Tx0‖ ≤ 1 e temos que:

‖x0‖ = ‖Tx0(x0)‖ = ‖JE,GEF (x0)(Tx0)‖ ≤ sup
‖T‖≤1

‖JE,GEF (x0)(T )‖ = ‖JE,GEF (x0)‖. �

No caso em que F = C, como a inclusão canônica JE : E −→ E′′ é uma imersão isométrica,

estamos acostumados a identi�car E = JE(E) e pensar em E como um subespaço de E′′, escrevendo

E ⊂ E′′ e x ∈ E′′ para abreviar JE(x) ∈ E′′. Faremos o mesmo quando F for um espaço de

Banach complexo arbitrário. Pela proposição anterior, podemos identi�car E = JE,GEF (E) e pensar

em E como um subespaço de GEF , escrevendo E ⊂ GEF e x ∈ GEF para abreviar a notação

JE,GEF (x) ∈ GEF .

Na Seção 4.3 vimos como estender uma aplicação A ∈ L (mE) para uma aplicação A ∈ L (mE′′).

Agora generalizaremos esta construção da seguinte maneira: dada uma aplicação A ∈ L (mE,F ),

construiremos uma extensão A ∈ L (mGEF , F ).

Proposição 7.1.3. Sejam A ∈ L (mE,F ), T ∈ GEF e x1, . . . , xm ∈ E. Então:

(a) Para cada 1 ≤ k ≤ m, a aplicação Ax1,...,xk : Em−k −→ F de�nida por:

Ax1,...,xk(xk+1, . . . , xm)
.
= A(x1, . . . , xm)

é (m− k)-linear e contínua.

(b) Para todo m ∈ N, a aplicação T : L (mE,F ) −→ L (m−1E,F ) dada por:

T (A)(x1, . . . , xm−1)
.
= T (Ax1,...,xm−1),

é linear e contínua com ‖T‖ ≤ ‖T‖.

(c) Ψ : GEF −→ L
(
L (mE,F ),L (m−1E,F )

)
dada por Ψ(T ) = T é linear e ‖Ψ‖ ≤ 1.
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Demonstração. (a): É imediato que Ax1,...,xk é (m− k)-linear. Dados xk+1, . . . , xm ∈ E, temos:

‖Ax1,...,xk(xk+1, . . . , xm)‖ = ‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤ ‖A‖ ‖x1‖ . . . ‖xk‖ ‖xk+1‖ . . . ‖xm‖.

Logo ‖Ax1,...,xk‖ ≤ ‖A‖ ‖x1‖ . . . ‖xk‖.

(b): Dados A,B ∈ L (mE,F ), λ ∈ C e x1, . . . , xm−1 ∈ E, temos:

T (λA+B)(x1, . . . , xm−1)
.
= T ((λA+B)x1,...,xm−1)

= T (λAx1,...,xm−1 +Bx1,...,xm−1)

= λT (Ax1,...,xm−1) + T (Bx1,...,xm−1)

= [λT (A) + T (B)](x1, . . . , xm−1).

Logo, T é linear. Além disso:

‖T‖ = sup
‖A‖≤1

‖T (A)‖

= sup
‖A‖≤1

sup
‖xi‖≤1

1≤i≤m−1

‖T (A)(x1, . . . , xm−1)‖

≤ sup
‖A‖≤1

sup
‖xi‖≤1

1≤i≤m−1

‖T‖ ‖A‖ ‖x1‖ . . . ‖xm−1‖

= ‖T‖.

(c): Dados T, S ∈ GEF , λ ∈ C, A ∈ L (mE,F ) e x1, . . . , xm−1 ∈ E, temos:

Ψ(λT + S)(A)(x1, . . . , xm−1)
.
= (λT + S)(A)(x1, . . . , xm−1)

= (λT + S)(Ax1,...,xm−1)

= λT (Ax1,...,xm−1) + S(Ax1,...,xm−1)

= [λT (A) + S(A)](x1, . . . , xm−1)

= λΨ(T ) + Ψ(S)](A)(x1, . . . , xm−1).

Logo, Ψ é linear e, pelo item anterior, segue que ‖Ψ‖ ≤ 1. �

Agora estamos em condições de de�nir

De�nição 7.1.4. Seja A ∈ L (mE,F ). De�na A : GmEF −→ F por:

A(T1, . . . , Tm)
.
= T1 ◦ · · · ◦ Tm(A) para cada T1, . . . , Tm ∈ GEF ,

onde Ti : L (iE,F ) −→ L (i−1E,F ), para todo 1 ≤ i ≤ m, é dada como na Proposição 7.1.3 (b).
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Teorema 7.1.5. Dada A ∈ L (mE,F ), a aplicação A ∈ L (mGEF , F ) e é uma extensão de A.

Além disso, ‖A‖ = ‖A‖.

Demonstração. Fixado 1 ≤ j ≤ m, dados λ ∈ C e T1, . . . , Tm, Sj ∈ GEF , se denotarmos por

T j+1 ◦ · · · ◦ Tm(A) = B ∈ L (jE,F ), segue que:

A(T1, . . . , Tj−1, λTj + Sj , Tj+1, . . . , Tm)
.
= T1 ◦ · · · ◦ T j−1 ◦ λTj + Sj ◦ T j+1 ◦ · · · ◦ Tm(A)

= T 1 ◦ · · · ◦ (λT j + Sj)(B)

= λT 1 ◦ · · · ◦ T j(B) + T 1 ◦ · · · ◦ Sj(B)

= λA(T1, . . . , Tm) +A(T1, . . . , Tj−1, Sj , Tj+1, . . . , Tm).

Logo A é m-linear. Além disso:

‖A‖ = sup
‖Tj‖≤1
1≤j≤m

‖A(T1, . . . , Tm)‖ = sup
‖Tj‖≤1
1≤j≤m

‖T 1 ◦ · · · ◦ Tm(A)‖ ≤ ‖A‖.

Resta veri�car que A é uma extensão de A, ou seja, queremos provar que o seguinte diagrama

é comutativo:

Em F

GmEF

A

(JE,GEF , . . . , JE,GEF )
A

Primeiro, observe que, �xado 1 ≤ k ≤ m, se x ∈ E ⊂ GEF , B ∈ L (kE,F ) e y1, . . . , yk−1 ∈ E,

temos:

x(B)(y1, . . . , yk−1)
.
= x(By1,...,yk−1

)

= B(y1, . . . , yk−1, x)

.
= Bx(y1, . . . , yk−1).

Assim, dados x1, . . . , xm ∈ E ⊂ GEF , temos:

A(x1, . . . , xm)
.
= x1 ◦ · · · ◦ xm(A)

= Axm,xm−1,...,x1

= A( · , . . . , · , xm)xm−1,...,x1

= A(x1, . . . , xm).

Logo, o diagrama é comutativo. Além disso, vale ‖A‖ = ‖A‖. �
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Novamente poderíamos de�nir A de m! maneiras diferentes apenas permutando a ordem da

composição dos operadores T j . Entretanto, dado um polinômio P = Â ∈ P(mE,F ), a ordem de

escolha é irrelevante no seguinte sentido:

P (T )
.
= A(T, . . . , T ) = T ◦ · · · ◦ T (A).

Outro caso em que a ordem das variáveis é irrelevante é apresentado no próximo resultado.

Proposição 7.1.6. Seja A ∈ L (mE,F ). Os elementos de E comutam com os elementos de GEF

nas entradas de A.

Demonstração. Sejam a ∈ E e T ∈ GEF . Basta mostrar que vale a seguinte igualdade:

A(T1, . . . , Tk−2, T, a, Tk+1, . . . , Tm) = A(T1, . . . , Tk−2, a, T, Tk+1, . . . , Tm),

onde T1, . . . , Tk−2, Tk+1, . . . , Tm ∈ GEF .

SejaM = Tk+1◦· · ·◦T (A) ∈ L (kE,F ). Basta mostrar que a◦T (M) = T ◦a(M) em L (k−2E,F ).

De fato, dados y1, . . . , ym−2 ∈ E, temos:

a ◦ T (A)(y1, . . . , yk−2)
.
= a(T (A)y1,...,yk−2

)

= a
(
T (A)(y1, . . . , yk−2, · )︸ ︷︷ ︸

∈L (E,F )

)
.
= T (A)(y1, . . . , yk−2, a)

.
= T (Ay1,...,yk−2,a)

= T (A(y1, . . . , yk−2, a)︸ ︷︷ ︸
∈L (E,F )

)

.
= T

(
a
(
Ay1,...,yk−2

))
.
= T (a(A)(y1, . . . , yk−2))

= T ◦ a(A)(y1, . . . , yk−2) �

Observação 7.1.7. Como consequência da demonstração da proposição anterior segue que, para

cada a ∈ E e cada T ∈ GEF , o seguinte diagrama é comutativo:

L (mE,F ) L (m−1E,F )

L (m−1E,F ) L (m−2E,F )

a

T T

a
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A comutatividade parcial descrita no resultado anterior pode ser vista como uma propriedade re-

miniscente do produto de Arens. Outra característica que esta extensão compartilha com o produto

de Arens é uma forma de continuidade na primeira variável, como descrevemos a seguir.

Considere emGEF a topologia σ(GEF ,F ), gerada pela família F = {u ∈ L (GEF , F ) : u ∈ L (E,F )}.

Para cada u ∈ L (E,F ) e cada T ∈ GEF , vale que u(T )
.
= T (u) = T (u).

Desta maneira, cada u é contínua em relação à topologia σ(GEF ,F ). De fato, dada uma rede

Tα
σ(GEF ,F )−−−−−−→ T em GEF , temos:

u(Tα) = Tα(u) −→ T (u) = u(T ).

Consequentemente, se A ∈ L (mE,F ), então:

A(T1, . . . , Tm)
.
= T 1 ◦ · · · ◦ Tm(A)

= T 1

(
T 2 ◦ · · · ◦ Tm(A)︸ ︷︷ ︸

∈L (E,F )

)
= (T 2 ◦ · · · ◦ Tm)(A)(T1).

Logo, A é σ(GEF ,F )- contínuo na primeira entrada.

7.2 Extensão de funções holomorfas de tipo limitado

Como funções de tipo limitado têm raio de convergência uniforme in�nito, dada f ∈Hb(E,F )

podemos considerar sua série de Taylor centrada na origem e escrever f(x) =
∞∑
k=0

Dkf(0)

k!
(x, . . . , x)

para todo x ∈ E. Assim, temos uma candidata natural para estender f para GEF , dada por:

f(T )
.
=

∞∑
k=0

1

k!
Dkf(0)(T, . . . , T ), para todo T ∈ GEF .

O próximo resultado nos diz que f é uma função holomorfa de tipo limitado e que estende f

para GEF .

Teorema 7.2.1. A função Ψ : Hb(E,F ) −→Hb(GEF , F ) dada por Ψ(f)
.
= f é linear e contínua.

Além disso, f é extensão de f .

Demonstração. Dadas f, g ∈Hb(E,F ) e λ ∈ C, escrevemos:

f(x) =
∞∑
k=0

1

k!
Dkf(0)(x, . . . , x) e g(x) =

∞∑
k=0

1

k!
Dkg(0)(x, . . . , x).

Então, para cada T ∈ GEF :
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λf + g(T )
.
=

∞∑
k=0

1

k!
Dk(λf + g)(0)(T, . . . , T )

=

∞∑
k=0

1

k!

[
λDkf(0) +Dkg(0)

]
(T, . . . , T )

= (λf + g)(T ).

Dado x ∈ E ⊂ GEF , temos:

f(x)
.
=

∞∑
k=0

1

k!
Dkf(0)(x, . . . , x) =

∞∑
k=0

1

k!
Dkf(0)(x, . . . , x) = f(x).

Logo, o seguinte diagrama é comutativo:

E F

GEF

f

JE,GEF
f

Vejamos agora que f é holomorfa de tipo limitado. Dado T ∈ GEF , usando a Desigualdade de

Cauchy (6.2.6) para B[0, ρ], temos:

‖f(T )‖ ≤
∞∑
k=0

∥∥∥∥ 1

k!
Dkf(0)(T, . . . , T )

∥∥∥∥
≤
∞∑
k=0

∥∥∥∥ 1

k!
Dkf(0)

∥∥∥∥ ‖T‖k
=

∞∑
k=0

∥∥∥∥ 1

k!
Dkf(0)

∥∥∥∥ ‖T‖k
≤
∞∑
k=0

‖T‖k

k!

kk

ρk
sup
‖x‖≤ρ

‖f(x)‖.

A sequência

(
kk

k!

)1/k

é crescente e lim
k

(
kk

k!

)1/k

= e. Assim, se tomarmos ρ > e‖T‖, a série

∞∑
k=0

kk

k!

‖T‖k

ρk
é convergente e, como f é de tipo limitado:

‖f(T )‖ ≤ C sup
‖x‖≤ρ

‖f(x)‖ <∞,

onde C é a soma da série.

Além disso, para cada S ∈ GEF tal que ‖S‖ ≤ ‖T‖, tomando ρ > e‖T‖ e utilizando o mesmo
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argumento, segue que ‖f(S)‖ ≤ C sup
‖x‖≤ρ

‖f(x)‖. Logo, para todo r > 0 e todo ρ > er, vale:

‖f‖r
.
= sup
‖T‖≤r

‖f(T )‖ ≤ C sup
‖x‖≤ρ

‖f(x)‖ .= ‖f‖ρ.

Portanto, f ∈Hb(GEF , F ) e a aplicação Ψ é contínua. �

De�nição 7.2.2. Seja f ∈Hb(E,F ). Considere a função f : GEF −→ F dada por:

f(T )
.
=

∞∑
k=0

1

k!
Dkf(0)(T, . . . , T ).

Da demonstração do Teorema 7.2.1 segue que, se f ∈ H (E,F ) tem raio de convergência

uniforme Rcf(0) �nito, f pode ser estendida para uma bola de raio R ≥ Rcf(0)

e
em torno de

0 ∈ GEF . No caso em que E = C, segue que R = Rcf(0) e quando F = C, Davie e Gamelin

mostraram que isto também ocorre [DG89].

Exemplo 7.2.3. Quando F = C, temos GEF = E′′ e a extensão descrita acima é a mesma a

extensão de Aron-Berner, apresentada em [AB78]. Além disso, quando F = C e E é re�exivo, a

extensão é trivial.

Exemplo 7.2.4. Seja X uma álgebra de Banach comutativa e �xe γ ∈ X ′. Então a aplicação

φ : X × X −→ C dada por φ(x, y)
.
= γ(xy) é bilinear, simétrica e contínua. Dados T, S ∈ X ′′,as

duas possíveis extensões de φ ao bidual são dadas pelo produto de Arens, como veri�camos a seguir.

Conforme a notação apresentada na Seção 5.2 ,para cada x ∈ X, temos:

T (φ)(x)
.
= T (φ(x, · )) = T (xγ)

.
= Tγ(x).

Logo:

S ◦ T (φ) = S(Tγ)
.
= (ST )(γ).

Analogamente, a outra extensão de φ é dada por T ◦ S(φ) = (TS)(γ).

Exemplo 7.2.5. Sejam X uma álgebra de Banach comutativa e γ ∈ X ′. Considere a função

f : X2 −→ C dada por f(x, y)
.
= γ(xy).

Considere a aplicação A : X2 ×X2 −→ C dada por:

A
(
(a, b), (c, d)

) .
=

1

2
[γ(ad) + γ(bc)].

Assim, A é uma aplicação bilinear e simétrica. Além disso, para cada (a, b), (c, d) ∈ E, temos:

∥∥A((a, b), (c, d)
)∥∥ =

1

2
(‖γ(ad) + γ(bc)‖)
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≤ 1

2
(‖γ‖ ‖a‖ ‖d‖+ ‖γ‖ ‖b‖ ‖c‖)

≤ ‖γ‖
2

(
max{‖a‖, ‖b‖}(‖d‖+ ‖c‖)

)
≤ ‖γ‖

2

(
max{‖a‖, ‖b‖}2 max{‖c‖, ‖d‖}

)
= ‖γ‖ ‖(a, b)‖ ‖(c, d)‖.

Logo, A é contínua e ainda, como X é comutativa:

A
(
(a, b), (a, b)

)
=

1

2
[γ(ab) + γ(ba)] = γ(ab)

.
= f(a, b).

Isto mostra que f é um polinômio 2-homogêneo e, portanto, é holomorfa. Em particular, para

cada φ ∈ (X2)′′:

f(φ) = A(φ, φ)
.
= φ ◦ φ(A). (7.1)

Pela Observação 5.3.6, podemos identi�car (X2)′′ = X ′′×X ′′ e, dado (x′′, y′′) ∈ X ′′×X ′′, temos

(α, β)(x, y) = x′′(x) + y′′(y). Denotando φ = (S, T ) ∈ X ′′ ×X ′′ em (7.1), temos:

f(S, T ) = (S, T ) ◦ (S, T )(A).

Dados (x, y), (c, d) ∈ X2, temos:

A
(

(x, y), ·
)

(c, d)
.
=

1

2
[γ(x, d) + γ(yc)]

=
1

2
[(xγ)(d) + (yγ)(c)]

=
1

2
(yγ, xγ)(c, d).

Assim, para cada (x, y) ∈ X2:

(S, T )(A)(x, y)
.
= (S, T )

(
A
(

(x, y), ·
))

= (S, T )

(
1

2
yγ,

1

2
xγ

)
=

1

2
[S(yγ) + T (xγ)]

=
1

2
[Sγ(y) + Tγ(x)]

=
1

2
(Tγ , Sγ)(x, y).

Pelo que acabamos de fazer, a extensão de f é dada por:

f(S, T )
.
= (S, T ) ◦ (S, T )(A)
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= (S, T )

(
1

2
(Tγ , Sγ)

)
=

1

2
[S(Tγ) + T (Sγ)]

=
1

2
[ST + TS](γ).

Como visto acima, não é simples descrever a extensão de uma função holomorfa e este procedi-

mento é feito apenas para algumas funções especí�cas. Mais exemplos podem ser encontrados em

[Zal90].

A seguir apresentaremos uma aplicação do Teorema 7.2.1.

De�nição 7.2.6. Seja M um ELC.

(a) Uma rede (xα)α∈I ⊂ M é dita de Cauchy se para cada vizinhança U do zero, existe α0 ∈ I

tal que xα − xβ ∈ U para todos α, β ≥ α0.

(b) Um subconjunto A ⊂ M é dito completo se cada rede de Cauchy em A converge a um ponto

de A.

(c) M é dito quase-completo se seus subconjuntos fechados e limitados são completos.

(d) Um subconjunto A ⊂M é dito limitante se:

‖f‖A
.
= sup

x∈A
|f(x)| <∞ para cada f ∈H (M)

Vamos assumir alguns resultados já que suas demonstrações fogem do escopo deste trabalho.

Proposição 7.2.7. Se A é um subconjunto fechado e limitante de um ELC separável quase-

completo, então A é compacto

Demonstração. Veja [Din12], Example 3.20(c). �

O próximo resultado, provado por Dineen em [Din71], mostra que nem todo conjunto limitante

e fechado de um ELC é compacto. Note que a base de Schauder (en) de c0 é um conjunto discreto

e in�nito, logo é fechado e não compacto.

Proposição 7.2.8. O conjunto A = (en) ⊂ l∞ é um limitante fechado e não compacto de l∞.

Demonstração. Veja [Din12], Proposition 4.51. �

Exemplo 7.2.9. Existe f0 ∈H (c0) \Hb(c0) que não admite extensão holomorfa para l∞.

Considere A = (en) a base de Schauder de c0. Então A é fechado, não compacto e, pela Propo-

sição 7.2.7, não é um subconjunto limitante de c0. Existe f0 ∈ H (c0) tal que ‖f0‖A =∞. Seja f̃0

uma extensão de f0 para l∞ e suponha que f̃0 seja holomorfa.
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Como A é limitante de l∞, segue que ‖f̃0‖A <∞. Por outro lado:

‖f̃0‖A
.
= sup

x∈A
|f̃0(x)| = sup

x∈A
|f0(x)| .= ‖f0‖A =∞.

Logo, f0 não admite extensão holomorfa para l∞.

De�nição 7.2.10. Seja E um espaço de Banach. Uma rede (xα) ⊂ E é dita w-Cauchy se, para

cada x′ ∈ E′, a rede (x′(xα)) ⊂ K é de Cauchy.

Um subconjunto A ⊂ E é dito fracamente condicionalmente compacto se toda sequência em A

admite subsequência w-Cauchy.

Em [Jos78], B. Josefson apresentou a seguinte caracterização dos subconjuntos limitantes de l∞:

A ⊂ l∞ é limitante ⇐⇒ A é fracamente condicionalmente compacto.

Proposição 7.2.11. Se A ⊂ c0 é limitado, então A é um subconjunto limitante de l∞.

Demonstração. Seja r > 0 tal que A ⊂ B(0, r). Então, pelo Teorema de Mazur:

A
w ⊂ B(0, r)

w
= B(0, r)

‖·‖
= B[0, r].

Logo A
w
é limitado. Como Jc0(A

w
) ⊂ l∞ é w∗-fechado e limitado, pelo Teorema de Alaoglu,

é w∗-compacto. Pelo Teorema de Eberlein-Smulian, segue que A
w
é fracamente sequencialmente

compacto.

Dada uma sequência (xn) ⊂ A ⊂ A
w
, existe uma subsequência (xnk) fracamente convergente,

isto é, para cada x′ ∈ c′0, a sequência (x′(xnk)) ⊂ K é convergente. Logo (xn) é w-Cauchy e segue

que A é limitante de l∞. �

Corolário 7.2.12. Uma função f ∈ H (c0) admite extensão f ∈ H (l∞) se, e somente se, f é de

tipo limitado.

Demonstração. Suponha que f admita extensão f ∈ H (l∞). Se A ⊂ c0 é limitado, então A é um

subconjunto limitante de l∞ e temos:

‖f‖A = ‖f‖A <∞.

Logo, f é de tipo limitado. A recíproca segue do Teorema 7.2.1. �

7.3 Extensão de funções holomorfas arbitrárias

Até agora, dada uma função f ∈Hb(E,F ), de�nimos uma extensão f estendendo suas diferen-

ciais em 0 e utilizando a série de Taylor de f em torno deste ponto. Por outro lado, se f não é de
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tipo limitado seríamos forçados a de�nir f a partir de diferentes pontos do domínio de f . A seguir

apresentaremos um método para estender uma função holomorfa arbitrária.

Dada A ∈ L (mE,F ), para cada T ∈ GEF e cada k ∈ N, com k ≤ m denotaremos:

T
k
(A)

.
= T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸

k vezes

(A)

Lema 7.3.1. Seja f : E −→ F uma função holomorfa em a ∈ E. Então, para cada p ∈ N0 e cada

S ∈ GEF com ‖S − a‖ < Rcf(a)

e
, vale que:

∑
k≥p

S − a(k−p)

(k − p)!
(Dkf(a)) ∈ L s(pE,F ).

Demonstração. Seja f(x) =
∞∑
k=0

1

k!
Dkf(a)(x− a)k em torno de a ∈ E. Fixado p ∈ N0, observe que

para cada k ∈ N0, Dkf(a) ∈ L s(kE,F ). Logo, se k ≥ p:

S − a(k−p)
(Dkf(a)) = S − a ◦ · · · ◦ S − a︸ ︷︷ ︸

k−p vezes

(Dkf(a)) ∈ L s(pE,F ).

Assim, basta veri�car que a série é convergente.

∑
k≥p

∥∥∥∥∥S − a
(k−p)

(k − p)!
(Dkf(a))

∥∥∥∥∥ ≤∑
k≥p

∥∥∥∥ 1

(k − p)!
Dkf(a)

∥∥∥∥ ‖S − a‖k−p .

Pelo Teorema de Cauchy-Hadamard 6.1.2, temos que lim sup
k

∥∥∥∥∥D̂kf(a)

k!

∥∥∥∥∥
1
k

=
1

Rcf(a)
. Além disso,

aplicando a Desigualdade de Cauchy 6.2.6 segue que:

lim sup
k

∥∥∥∥ 1

(k − p)!
Dkf(a)

∥∥∥∥ 1
k−p

= lim sup
k

(
k!

(k − p)!

) 1
k−p
∥∥∥∥ 1

k!
Dkf(a)

∥∥∥∥ 1
k−p

= lim sup
k

(
k!

(k − p)!

) 1
k−p
(∥∥∥∥ 1

k!
Dkf(a)

∥∥∥∥ 1
k

) k
k−p

≤ lim sup
k

(
k!

(k − p)!

) 1
k−p

(kk
k!

∥∥∥∥∥D̂kf(a)

k!

∥∥∥∥∥
) 1

k


k
k−p

= lim sup
k

(
k!

(k − p)!

) 1
k−p

︸ ︷︷ ︸
(1)

(
kk

k!

) 1
k−p

︸ ︷︷ ︸
(2)

(∥∥∥∥∥D̂kf(a)

k!

∥∥∥∥∥
1
k ) k

k−p

︸ ︷︷ ︸
(3)

.
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Em (1), fazendo a mudança j = k−p, o termo geral em (1) é dado por xj
.
=

(
(j + p)!

j!

) 1
j

. Para

ver que a sequência (xj) converge, vamos aplicar o teste da razão para aj
.
=

(j + p)!

j!
. Temos:

aj+1

aj
=

(j + p+ 1)!

(j + 1)!

j!

(j + p)!
=
j + p+ 1

j + 1

j−→∞−−−−→ 1.

Portando, lim sup
k

(
k!

(k − p)!

) 1
k−p
≤ 1.

Analogamente ao que acabamos de fazer em (1), segue que lim sup
k

(
kk

k!

) 1
k−p

= e.

Vejamos o que ocorre em (3). Dado ε > 0, existe j(ε) ∈ N tal que

∥∥∥∥ 1

j!
D̂jf(a)

∥∥∥∥ 1
j

< 1
Rcf(a) + ε

2

sempre que j ≥ j(ε). Então:

lim sup
k

∥∥∥∥∥D̂kf(a)

k!

∥∥∥∥∥
1
k


k
k−p

≤ lim sup
k

(
1

Rcf(a)
+
ε

2

) k
k−p

=
1

Rcf(a)
+
ε

2
<

1

Rcf(a)
+ ε.

Como ε é arbitrário, segue que:

lim sup
k

∥∥∥∥∥D̂kf(a)

k!

∥∥∥∥∥
1
k


k
k−p

≤ 1

Rcf(a)
.

Com as estimativas obtidas em (1), (2) e (3), temos:

∥∥∥∥ 1

(k − p)!
Dkf(a)

∥∥∥∥ 1
k−p
≤ 1 · e · 1

Rcf(a)
=

e

Rcf(a)
.

Logo, a série é absolutamente convergente sempre que ‖S − a‖ < Rcf(a)

e
. Como L s(pE,F ) é

um espaço de Banach, segue que a série é convergente. �

O resultado anterior nos permite de�nir localmente uma extensão de f para GEF da seguinte

maneira:

De�nição 7.3.2. Seja f : E −→ F holomorfa em a ∈ E. Para S ∈ GEF com ‖S − a‖ < Rcf(a)

e
,

de�nimos:

f(S)
.
=
∑
k≥0

1

k!
Dkf(a)(S − a, . . . , S − a) =

∑
k≥0

S − ak

k!
(Dkf(a)).

Observe que, se f : E −→ F é holomorfa em x, y ∈ E e B(x,
Rcf(x)

e
) ∩ B(y,

Rcf(y)

e
) 6= ∅,

devemos mostrar que as extensões locais de f , de�nidas em torno de x e de y, coincidem. Para isso,

precisamos do seguinte resultado:
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Lema 7.3.3. Seja f : E −→ F uma função holomorfa em a ∈ E. Então para cada p ∈ N0, S ∈ GEF
com ‖S − a‖ < Rcf(a)

e
e T ∈ GEF tais que S ◦ T = T ◦ S, vale que:

Dpf(S)(T, . . . , T ) = T
p

∑
k≥p

S − a(k−p)

(k − p)!
(Dkf(a))

 .

Demonstração. Faremos indução em p ∈ N. Quando p = 0, temos:

D0f(S)(T )0 = f(S) =
∑
k≥0

S − ak

k!
(Dkf(a)).

Agora suponha que o resultado seja válido para p− 1. Segue da Observação 6.2.20 que:

Dpf(S)(T, . . . , T ) = lim
λ→0

[
Dp−1f(S + λT )(T, . . . , T )−Dp−1f(S)(T, . . . , T )

]
= (1)

Como S + λT ∈ B(a, Rcf(a)
e ) para |λ| su�cientemente pequeno e S + λT comuta com T , segue

da hipótese de indução que:

(1) = lim
λ→0

1

λ

T p−1

 ∑
k≥p−1

S + λT − a(k−p+1)

(k − p+ 1)!
(Dkf(a))

− T p−1

 ∑
k≥p−1

S − ak−p+1

(k − p+ 1)!
(Dkf(a))


= T

p−1
lim
λ→0

 1

λ

 ∑
k≥p−1

1

(k − p+ 1)!

(
S − a+ λT

(k−p+1) − S − a(k−p+1)
) (Dkf(a))

 = (2)

Aplicando a Fórmula Binomial para (S − a+ λT
(k−p+1)

), como o primeiro termo do binômio e

o termo em k = p− 1 são nulos, obtemos:

(2) = T
p−1

lim
λ→0

1

λ

∑
k≥p

1

(k − p+ 1)!

k−p+1∑
i=1

(
k − p+ 1

i

)
S − a(k−p+1−i)

λiT
i

 (Dkf(a))

= T
p−1

lim
λ→0

∑
k≥p

1

(k − p+ 1)!

k−p+1∑
i=1

(
k − p+ 1

i

)
S − a(k−p+1−i

λi−1T
i
(Dkf(a))

= T
p−1

∑
k≥p

(k − p+ 1)

(k − p+ 1)!
S − a(k−p)

T (Dkf(a))


= T

p

∑
k≥p

S − a(k−p)

(k − p)!
(Dkf(a))

 . �

Observação 7.3.4. Se S = z ∈ E e T = y ∈ E, temos:

Dpf(z)(y, . . . , y) = Dpf(z)(y, . . . , z) = yp

∑
k≥p

z − a(k−p)

(k − p)!
(Dkf(a))

 .
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Isto é:

Dpf(z) =
∑
k≥p

z − a(k−p)

(k − p)!
(Dkf(a)).

Teorema 7.3.5. f está bem de�nida.

Demonstração. Suponha que f : E −→ F seja holomorfa e que x, y ∈ E são tais que B(x,
Rcf(x)

e
)∩

B(y,
Rcf(y)

e
) 6= ∅ em GEF . Denote as extensões locais de f em x e em y por Fx e Fy, respectiva-

mente. Vejamos que Fx e Fy coincidem em um aberto de GEF contendo x e y.

Seja z
.
=
Rcf(y)x+Rcf(x)y

Rcf(x) +Rcf(y)
∈ E ⊂ GEF e seja T ∈ B(x,

Rcf(x)

e
) ∩B(y,

Rcf(y)

e
). Segue que:

‖x− z‖ =
1

Rcf(x) +Rcf(y)
‖(Rcf(x) +Rcf(y))x−Rcf(y)x−Rcf(x)y‖

=
Rcf(x)

Rcf(x) +Rcf(y)
‖x− y‖

≤ Rcf(x)

Rcf(x) +Rcf(y)
(‖x− T‖+ ‖T − y‖)

<
Rcf(x)

Rcf(x) +Rcf(y)

(
Rcf(x) +Rcf(y)

e

)
=
Rcf(x)

e
.

(7.2)

E, analogamente:

‖y − z‖ < Rcf(y)

e
. (7.3)

De (7.2) e de (7.3) segue que z ∈ B(x,
Rcf(x)

e
) ∩B(y,

Rcf(y)

e
). Além disso, z ◦ T = T ◦ z para

todo T ∈ GEF . Segue do Lema 7.3.3 que:

DpFx(z)(T, . . . , T ) = T
p

∑
k≥p

z − x(k−p)

(k − p)!
(Dkf(x))


= T

p
(Dpf(z))

.
= Dpf(z)(T, . . . , T ).

E, analogamente:

DpFx(z)(T, . . . , T ) = Dpf(z)(T, . . . , T ) = DpFy(z)(T, . . . , T ).

Existe ρ > 0 tal que B(z, ρ) ⊂ B(x,
Rcf(x)

e
)∩B(y,

Rcf(y)

e
). Segue do Teorema 6.1.5 que, para

todo S ∈ B(z, ρ), vale:

Fx(S) =

∞∑
k=0

1

k!
DkFx(z)(S − z)k
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=
∞∑
k=0

1

k!
Dkf(z)(S − z, . . . , S − z)

=

∞∑
k=0

1

k!
DkFy(z)(S − z)k

= Fy(S).

Logo, Fx|B(z,ρ) = Fy|B(z,ρ) e, pelo Princípio da Identidade:

Fx|B(x,
Rcf(x)

e
)∩B(y,

Rcf(y)
e

)
= Fy|B(x,

Rcf(x)
e

)∩B(y,
Rcf(y)

e
)
.

E, portanto, f está bem de�nida. �

Segue da demonstração anterior que se f : U ⊂ E −→ F é holomorfa, podemos estender f em

cada ponto x ∈ U e obter f de�nida em Ũ =
⋃
x∈U

B(x,Rcf(x)), onde Rcf(x) ≥ Rcf(x)
e .

Diferentes funções de�nidas num mesmo domínio podem ter raios de convergência distintos, logo

Ũ depende de f e, por esta razão, não temos uma extensão f de�nida em GEF como na Seção 7.2.

Isto é, as extensões de funções holomorfas têm diferentes domínios. Entretanto, em alguns casos é

possível de�nir f em um domínio maior que Ũ . No artigo [Zal90] são apresentados alguns exemplos

de tais funções.

7.4 Caracterização da extensão de funções holomorfas

Nesta seção apresentaremos uma caracterização da extensão de funções holomorfas em termos

da continuidade do operador diferencial de primeira ordem, segundo [Zal90].

Teorema 7.4.1. Sejam g ∈Hb(E
′′) e f ∈Hb(E) tais que g|E = f . São equivalentes:

(a) Para todo x ∈ E, Dg(x) é w∗-contínuo e para todos z ∈ E′′ e (xα) ⊂ E com xα
w∗−→ z,

Dg(z)(xα) −→ Dg(z)(z).

(b) g = f .

Demonstração. (a) =⇒ (b): Fixado x ∈ E, para cada L ∈ E′′, escrevendo g(z+λL) e g(z) em torno

de x e aplicando a Fórmula Binomial para Dkg(x)([z − x] + λL)k em (1), obtemos:

Dg(z)(L) = lim
λ→0

1

λ
[g(z + λL)− g(z)]

= lim
λ→0

1

λ

∑
k≥1

1

k!

(
Dkg(x)(z + λL− x)k −Dkg(x)(z − x)k

)
(1)
= lim

λ→0

1

λ

∑
k≥1

1

k!

k∑
i=1

(
k

i

)
Dkg(x)(z − x)(k−i)(λL)i
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= lim
λ→0

∑
k≥1

1

k!

k∑
i=1

Dkg(x)(z − x)(k−i)λ(i−1)Li

=
∑
k≥1

1

k!

(
k

1

)
Dkg(x)(z − x)(k−1)L1

=
∑
k≥1

1

(k − 1)!
Dkg(x)(z − x, . . . , z − x, L).

Logo, para todo x ∈ E, mostramos que para todo z em torno de x:

Dg(z)(L) =
∑
k≥1

1

(k − 1)!
Dkg(x)(z − x, . . . , z − x, L). (7.4)

Dados x ∈ E e L ∈ E′′, pelo Teorema de Goldstine , existe uma rede (xα) ⊂ E tal que xα
w∗−−→ L

e ‖xα‖ ≤ ‖L‖. Vamos provar que para cada n ∈ N, existe uma subrede (xαi) tal que, para cada

k ≤ n:

Dkg(x)(L, . . . , L, xαi) −→ Dkg(x)(L, . . . , L) (7.5)

Provaremos (7.5) por indução em n. Quando n = 1, como Dg(x) é w∗-convergente por hipótese,

temos:

Dg(x)(xα) −→ Dg(x)(L).

Agora suponha que (7.5) seja válido para (n− 1). Então existe uma subrede (xαi) tal que:

Dkg(x)(L, . . . , L, xαi) −→ Dkg(x)(L, . . . , L) para todo k ≤ n− 1.

Note que, para cada i ∈ Λ, ‖xαi‖ ≤ L. Logo, o conjunto {Dng(x)(L, . . . , L, xαi) : i ∈ Λ} é

limitado em C e podemos escolher um ponto de acumulação τn e uma subrede (xr) de (xαi) tal que

Dng(x)(L, . . . , L, xr) −→ τn.

Como (xr) ⊂ E e xr
w∗−−→ L, para cada λ ∈ C, (x+ λxr) ⊂ E é tal que x+ λxr

w∗−−→ x+ λL. Por

hipótese, Dg(x + λL)(x + λxr) −→ Dg(x + λL)(x + λL) e pela linearidade de Dg(x + λL) segue

que Dg(x+ λL)(λxr) −→ Dg(x+ λL)(λL).

Então, por (7.4), temos:

Dg(x+ λL)(λxr)−Dg(x+ λL)(λL)

=
∑
k≥1

1

(k − 1)!
[Dkg(x)(λL, . . . , λL, λxr)−Dkg(x)(λL, . . . , λL, λL)]

=
∑
k≥1

1

(k − 1)!
λk[Dkg(x)(L, . . . , L, xr)−Dkg(x)(L, . . . , L)].

Tomando o limite em r, temos:
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0 =

[
τn −Dng(x)(L, . . . , L)

(n− 1)!
λn + λn+1hn(λ)

]
,

onde:

hn(λ) = lim
r

 ∑
k≥n+1

1

(k − 1)!
λk−(n+1)[Dkg(x)(L, . . . , L, xr)−Dkg(x)(L, . . . , L)]

 .

Como, para todo λ ∈ C\{0}, temos que Dng(x)(L, . . . , L)−τn = λ(n−1)!hn(λ), se mostrarmos

que |hn(λ)| é limitado em uma vizinhança do zero, teremos:

Dng(x)(L, . . . , L, xr) −→ τn = Dng(x)(L, . . . , L)

pois, se |hn(λ)| ≤M em uma vizinhança do zero, para λ su�cientemente pequeno:

|Dng(x)(L, . . . , L)− τn| = |λ|(n− 1)! |hn(λ)| ≤ |λ|(n− 1)!M
|λ|→0−−−→ 0.

Vejamos que, de fato, |hn(λ)| é limitado em uma vizinhança do zero. Note que para todo r e

todo k ∈ N, vale que:

|Dkg(x)(L, . . . , L, xr)−Dkg(x)(L, . . . L)| = |Dkg(x)(L, . . . , L, xr − L)|

≤ ‖Dkg(x)‖ ‖L‖k−1‖xr − L‖

≤ 2‖Dkg(x)‖ ‖L‖k.

Então:

|hn(λ)| ≤
∑

k≥n+1

2‖Dkg(x)‖
(k − 1)!

‖L‖k|λ|k−(n+1)

=
∑
j≥0

2‖Dn+1+jg(x)‖
(n+ j)!

‖L‖n+1+j |λ|j

= 2‖L‖n+1
∑
j≥0

‖Dn+1+jg(x)‖
(n+ j)!

‖L‖j |λ|j .

Faremos um argumento análogo ao que foi feito no Lema 7.3.1 para mostrar que |hn(λ)| é

limitado em torno do zero. Pelo Critério de Cauchy-Hadamard, lim sup
k

∥∥∥ 1
k!D̂

kg(x)
∥∥∥ 1
k!

= 1
Rcg(x) .

Além disso, aplicando a Desigualdade de Cauchy, segue que:

lim sup
j

(
‖Dn+1+jg(x)‖

(n+ j)!

) 1
j

= lim sup
j

(n+ j + 1)
1
j

∥∥∥∥Dn+j+1g(x)

(n+ j + 1)!

∥∥∥∥
1
j
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≤ lim sup
j

(n+ j + 1)
1
j

(
(n+ j + 1)n+j+1

(n+ j + 1)!

) 1
j

∥∥∥∥∥ ̂Dn+j+1g(x)

(n+ j + 1)!

∥∥∥∥∥
1
j

= lim sup
j

(n+ j + 1)
1
j︸ ︷︷ ︸

(i)

(
(n+ j + 1)n+j+1

(n+ j + 1)!

) 1
j

︸ ︷︷ ︸
(ii)

(∥∥∥∥∥ ̂Dn+j+1g(x)

(n+ j + 1)!

∥∥∥∥∥
1

n+j+1

︸ ︷︷ ︸
(iii)

)n+j+1
j

Em (i), utilizando o critério da razão para a sequência aj
.
= n+ j + 1, segue que:

lim sup
j

(aj)
1
j ≤ lim sup

j

aj+1

aj
= lim

j

aj+1

aj
= 1.

Procedendo da mesma maneira em (ii), com a sequência bj
.
= (n+j+1)n+j+1

(n+j+1)! , segue:

lim sup
j

(bj)
1
j ≤ lim sup

j

bj+1

bj
= lim

j

bj+1

bj
= e.

Em (iii), note que para cada ε > 0, existe j(ε) ∈ N tal que

∥∥∥∥ ̂Dn+j+1g(x)
(n+j+1)!

∥∥∥∥ 1
n+j+1

< 1
Rcg(x) + ε

2 ,

sempre que j ≥ j(ε). Logo:

lim sup
j

∥∥∥∥∥ ̂Dn+j+1g(x)

(n+ j + 1)!

∥∥∥∥∥
1

n+j+1


n+j+1
j

≤ lim sup
j

[(
1

Rcg(x)
+
ε

2

)n+j+1
] 1
j

≤ 1

Rcg(x)
+
ε

2

<
1

Rcg(x)
+ ε.

Como ε é arbitrário, segue que:

lim sup
j

∥∥∥∥∥ ̂Dn+j+1g(x)

(n+ j + 1)!

∥∥∥∥∥
1

n+j+1


n+j+1
j

≤ 1

Rcg(x)
.

Consequentemente:

lim sup
j

(
‖Dn+1+jg(x)‖

(n+ j)!

) 1
j

≤ e

Rcg(x)
.

Logo, se |λ| < Rcg(x)
e‖L‖ , a série é convergente. Portanto, |hn(λ)| ≤M em uma vizinhança do zero

e (7.5) está provado.

Agora provaremos que, para todos x ∈ E, L ∈ E′′ e k ∈ N,Dkg(x)(L, . . . , L) = Dkf(x)(L, . . . , L).

Provaremos por indução em k.

Quando k = 1, note que Dg(x) é w∗-contínua por hipótese e Df(x) é w∗-contínua pela sua

de�nição. Se L ∈ E′′, pelo Teorema de Goldstine , existe uma rede (xα) ⊂ E tal que xα
w∗−−→ L.
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Segue que Dg(x)(xα)
w∗−−→ Dg(x)(L) e, como g|E = f , temos:

Dg(x)(xα) = Df(x)(xα) = Df(x)(xα)
w∗−−→ Df(x)(L)

Portanto, Dg(x) = Df(x) em E′′. Agora suponha que o resultado valha para k − 1. Dados

L ∈ E′′ e (xα) ⊂ E tais que xα
w∗−−→ L, pela hipótese de indução, temos:

Dkg(x)(L, . . . , L, xα) = lim
λ→0

1

λ

[
Dk−1g(x+ λxα)(L, . . . , L)−Dk−1g(x)(L, . . . , L)

]
= lim

λ→0

1

λ

[
Dk−1f(x+ λxα)(L, . . . , L)−Dk−1f(x)(L, . . . , L)

]
= L

k−1
(

lim
λ→0

1

λ

[
Dk−1f(x+ λxα)−Dk−1f(x)

])
= L

k−1
(
Dkf(x)(xα)︸ ︷︷ ︸
∈L s(k−1E)

)

=

[
L
k−1
(
Dkf(x)

)]
(xα)

= xα ◦ L
k−1
(
Dkf(x)

)
.

Agora, tomando o limite em uma subrede adequada (xr) de (xα), por (7.5):

Dkg(x)(L, . . . , L) = L
k
(
Dkf(x)

)
.
= Dkf(x)(L, . . . , L).

Para mostrar que f = g, sejam x ∈ E e L ∈ E′′. Então, em torno de x:

g(x+ L) =
∑
k≥0

1

k!
Dkg(x)(L, . . . , L) =

∑
k≥0

1

k!
Dkf(x)(L, . . . , L) = f(x+ L).

(b) =⇒ (a): Dados z, T ∈ E′′, temos:

Df(z)(T ) = lim
λ→0

1

λ

[
f(z + λT )− f(z)

]
= lim

λ→0

1

λ

∑
k≥1

1

k!

(
Dkf(0)(z + λT )k −Dkf(0)zk

) = (∗)

Note queDkf(0) não é necessariamente simétrica e como z e λT não comutam, não podemos uti-

lizar a Fórmula Binomial como antes. Entretanto, como Dkf(0) é multilinear, podemos desenvolver

Dkf(0)(z + λT )k em uma soma �nita e reordenar os termos da seguinte maneira:

Dkf(0)(z + λT )k = S0 + λS1 + λ2S2 + · · ·+ λk−1Sk−1 + λkSk,

onde, para cada 0 ≤ j ≤ k, Sj é a soma dos termos em que Dkf(0) tem exatamente j entradas
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iguais a λT . Desta maneira, temos:

S0 = Dkf(0)(z, . . . , z)

S1 = Dkf(0)(z, . . . , z, T ) +Dkf(0)(z, . . . , z, T, z) + · · ·+Dkf(0)(T, z, . . . , z)

...

Sk = λkDkf(0)(T, . . . , T )

Logo, temos que:

(∗) = lim
λ→0

1

λ

∑
k≥1

1

k!

(
λS1 + . . . λkSk

) = lim
λ→0

∑
k≥1

1

k!

(
S1 + λS2 + · · ·+ λk−1Sk

)

=
∑
k≥1

1

k!

(
Dkf(0)(z, . . . , z, T ) + · · ·+Dkf(0)(T, z, . . . , z)

)
.

Agora suponha que z ∈ E e que (Tα) ⊂ E′′ seja uma rede tal que Tα
w∗−−→ T . Então:

Dkf(0)(z, . . . , z, Tα, z, . . . , z) = Dkf(0)(Tα, z, . . . , z) −→ Dkf(0)(T, z, . . . , z).

E temos que:

Df(z)(Tα) =
∑
k≥1

1

(k − 1)!
Dkf(0)(Tα, z, . . . , z).

Dado ε > 0, seja j0 ∈ N tal que
l∑

k=j

1
(k−1)! <

√
ε sempre que l > j ≥ j0.

Dados l > j ∈ N, como Dkf(0)(Tα, z, . . . , z) −→ Dkf(0)(T, z, . . . , z) para todo k ∈ N, existe

α0 ∈ Λ tal que, para todo j ≤ k ≤ l:

α ≥ α0 =⇒
∣∣∣Dkf(0)(Tα − T, z, . . . , z)

∣∣∣ < √ε.
Então, para todos l > j ≥ j0 e α ≥ α0, temos:∣∣∣∣∣

l∑
k=j

1

(k − 1)!

[
Dkf(0)(Tα, z, . . . , z)−Dkf(0)(T, z, . . . , z)

] ∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
l∑

k=j

1

(k − 1)!

[
Dkf(0)(Tα − T, z, . . . , z)

]∣∣∣∣∣∣
≤

l∑
k=j

1

(k − 1)!

∣∣∣Dkf(0)(Tα − T, z, . . . , z)
∣∣∣

< ε
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Acabamos de provar que:

Df(z)(Tα) =
∑
k≥1

1

(k − 1)!
Dkf(0)(Tα, z, . . . , z) −→

∑
k≥1

1

(k − 1)!
Dkf(0)(T,z, . . . , z) = Df(z)(T ),

que é a primeira parte de (a).

Agora suponha que z ∈ E′′ e que (xα) ⊂ E seja tal que xα
w∗−−→ z. Então:

Dkf(0)(z, . . . , z, xα, z, . . . , z) = Dkf(0)(xα, z, . . . , z)

E temos que:

Df(z)(xα) =
∑
k≥1

1

(k − 1)!
Dkf(0)(xα, z, . . . , z)

E, com argumento análogo, esta série converge para
∑
k≥1

1
(k−1)!D

kf(0)(z, . . . , z) = Df(z)(z). Segue

que:

Dg(z)(xα) = Df(z)(xα) −→ Df(z)(z) = Dg(z)(z) �

Os próximos exemplos esclarecem a primeira condição do Teorema anterior.

Exemplo 7.4.2. Se z ∈ E′′ \ E, então Df(z) não é necessariamente w∗-contínuo.

Seja X uma álgebra de Banach comutativa tal que o produto de Arens não é comutativo. Pelo

Teorema 5.3.1, o produto de Arens em X ′′ não é w∗-contínuo na segunda entrada.

Tome T, S ∈ X ′′ e uma rede (Si) ⊂ X ′′, Si
w∗−→ S, tal que TSi

w∗

6−→ TS. Então existe γ ∈ X ′ tal

que TSi(γ) 6−→ TS(γ). Considere a função f : X2 −→ C dada por f(a, b)
.
= γ(ab).

Então zi = (Si, T )
w∗−→ z = (S, T ). A função f é bilinear e, pelo Exemplo 7.2.5, temos:

Df(z)(zi)−Df(z)(z) = Df(S, T )(Si, T )−Df(S, T )(S, T )

= f(S, T ) + f(Si, T )− f(S, T )− f(S, T )

=
1

2
[ST + TS + SiT + TSi − ST − TS − ST − TS](γ)

=
1

2
[(SiT − ST ) + (TSi − TS)](γ).

Note que SiT −ST
w∗−→ 0. Assim Df(z)(zi)

w∗−→ Df(z)(z) se, e somente se, TSi
w∗−→ TS, o que

não ocorre. Logo Df(z) não é w∗-contínuo.

Exemplo 7.4.3. A continuidade w∗ de Dg(x) para todo x ∈ E não é su�ciente para garantir g = f

onde f = g|E.

Sejam X uma álgebra de Banach comutativa, γ ∈ X ′, f : X2 −→ C dada por f(a, b)
.
= γ(ab) e

g : (X ′′)2 −→ C dada por g(S, T ) = (ST )(γ).
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Então g|X = f , g é bilinear e, se (a, b) ∈ X2 e (U, V ) ∈ (X ′′)2, temos:

Dg(a, b)(U, V ) = g(a, V ) + g(U, b) = (aV + Ub)(γ),

que é w∗-contínua em (U, V ). Entretanto, segue do Exemplo 7.2.5 que g 6= f .

Antes de enunciar as consequências do Teorema 7.4.1, introduziremos algumas notações para

simpli�car a escrita.

Dados n, k ∈ N , denotaremos por Hb(Cn)k
.
= Hb(Cn)× · · · ×Hb(Cn)︸ ︷︷ ︸

k vezes

.

Assim, cada G ∈ Hb(Cn)k se escreve como G = (G1, . . . , Gk), onde Gi : Cn −→ C é holomorfa

de tipo limitado para cada 1 ≤ i ≤ k.

Dada (f1, . . . , fn) ∈Hb(E)n, de�nimos a função G(f1, . . . , fn) : E −→ Ck da seguinte maneira:

G(f1, . . . , fn)(x)
.
=
(
G1(f1(x), . . . , fn(x)), . . . , Gk(f1(x), . . . , fn(x))

)
, para cada x ∈ E.

Corolário 7.4.4. Se f1, . . . , fn ∈ Hb(E) e G ∈ Hb(Cn)k é tal que G(f1, . . . , fn) = 0, então

G(f1, . . . , fn) = 0.

Demonstração. Denote G = (G1, . . . , Gk) e de�na, para cada 1 ≤ i ≤ k, a função Fi : E′′ −→ C

por Fi(T )
.
= Gi(f1(T ), . . . , fn(T )).

Assim Fi é composta de funções holomorfas e segue que Fi ∈Hb(E
′′). Além disso:

Fi|E = πi ◦G(f1, . . . , fn)|E = πi ◦G(f1, . . . , fn) = 0.

Para cada z ∈ E′′, temos:

DFi(z) = DGi(f1(z), . . . , fn(z)) ◦ (Df1, . . . , Dfn)(z)

= DGi(f1(z), . . . , fn(z)) ◦ (Df1(z), . . . , Dfn(z)).

Como Cn é re�exivo, Gi = Gi satisfaz a condição (a) do Teorema 7.4.1. Segue que Fi é extensão

da função nula para E′′ e, portanto, Fi = 0 para todo 1 ≤ i ≤ k.

�

Corolário 7.4.5. A aplicação Ψ : Hb(E) −→ Hb(E
′′) dada por Ψ(f) = f é um mor�smo de

álgebras.

Demonstração. Já vimos que Ψ é contínua e linear. Resta veri�car que é multiplicativa. Considere

a aplicação G : C3 −→ C dada por G(u, v, w)
.
= w − uv.
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Dadas f, g ∈Hb(E), temos:

G(f, g, fg)(x) = G(f(x), g(x), f(x)g(x)) = f(x)g(x)− f(x)g(x) = 0.

Então, para cada z ∈ E′′, temos:

0 = G(f(z), g(z), fg(z)) = fg(z)− f(z)g(z).

Logo, fg = f g. �
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