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Área de Concentração: Análise

Orientadora: Profa. Dra. Mary Lilian Lourenço

Durante a elaboração deste trabalho a autora recebeu apoio financeiro do CNPq

-São Paulo, 01 de setembro de 2000-



Operadores de composição
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O páıs dos sonhos

Era um imenso acampamento ao ar livre.

Das cartolas dos magos brotavam alfaces cantoras e pimentões luminosos, e por todas as

partes havia gente oferecendo sonhos para trocar. Havia os que queriam trocar um sonho de

viagem por um sonho de amores, e havia quem oferecesse um sonho para rir a troco de um

sonho para chorar um pranto gostoso.

Um senhor andava ao léu buscando os pedacinhos de seu sonho, despedaçado por culpa de

alguém que o tinha atropelado: o senhor ia recolhendo os pedacinhos e os colava e com eles fazia

um estandarte cheio de cores.

O aguadeiro de sonhos levava água aos que sentiam sede enquanto dormiam. Levava a água

nas costas, em uma jarra, e a oferecia em taças altas.

Sobre uma torre havia uma mulher, de túnica branca, penteando a cabeleira, que chegava

aos seus pés. O pente soltava sonhos, com todos seus personagens: os sonhos sáıam dos cabelos

e iam embora pelo ar.

Eduardo Galeano
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal estudar operadores de composição entre as

álgebras clássicas H∞(D) e A(D) de funções anaĺıticas sobre o disco aberto unitário D. Apre-

sentamos aqui uma caracterização quando os operadores de composição de A(D) em A(D) são

compactos ou w-compactos. Tal caracterização é uma adaptação da demonstração dada por por

R. Aron, P. Galindo e M. Lindström em [1] para álgebras que são generalizaçõess naturais das

álgebras clássicas. Estudamos operadores da forma uCϕ e apresentamos a demonstração dada

por H. Kamowitz em [19] que caracteriza a compacidade de operadores desta forma e determina

seu espectro. Em seguida estudamos homomorfismos T : H∞(D) −→ H∞(D), onde apresenta-

mos a caracterização dada por P. Galindo e M. Lindström em [10] para que tais homomorfismos

sejam operadores de composição. Finalmente apresentamos a demonstração dada por R. Aron,

P. Galindo e M. Lindström em [1], onde provam que todo homomorfismo de H∞(D) em H∞(D)

w-compacto é compacto.

Abstract

The main purpose of this work is to study composition operators between classic algebras

H∞(D) and A(D) of analytic functions on the open unit disc D. We shall present here a charac-

terization for compacity and w-compacity of a composition operator from A(D) on A(D). Such

characterization is an adaptation of the proof given by R. Aron, P. Galindo and M. Lindström in

[1] for algebras that are natural generalization of the classic algebras. We shall study operators

of the form uCϕ and present the proof given by H. Kamowitz in [19] which characterizes com-

pact operators of this form and determine their spectra. Next we shall study homomorphisms

T : H∞(D) −→ H∞(D), and we shall present the characterization given by P. Galindo and M.

Lindström in [10] which shows when such homomorphisms are composition operators. Finaly

we shall present the proof given by R. Aron, P. Galindo and M. Lindström in [1] which proves

that every weakly compact homomorphism from H∞(D) on H∞(D) is compact.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar propriedades dos operadores de composição entre as

álgebras clássicas H∞(D) e A(D) de funções anaĺıticas sobre o disco aberto unitário D

de C.

Os operadores de composição aparecem originalmente no trabalho a respeito de

mecânica clássica de B. Koopman [21], em 1931. Trinta anos depois, E. Nordgren [28],

J. Ryff [30] e H. Schwartz [33] dedicaram-se ao problema de relacionar as propriedades

dos operadores de composição com as propriedades da função śımbolo. Tais trabalhos

propiciaram um programa cont́ınuo de pesquisa sobre os operadores de composição, nos

quais incluem, por exemplo, o estudo do espectro e da compacidade dos mesmos.

Nos últimos anos, o problema de caracterizar operadores de composição compactos

ou fracamente compactos sobre certas álgebras de Banach de funções anaĺıticas, que são

generalizações naturais das álgebras clássicas de funções anaĺıticas, vem sendo estudado

por muitos matemáticos. Como por exemplo, Aron [1], Galindo [1, 10, 11, 12], Lindström

[1, 11, 12], Lourenço [11], Moraes [11], Ryan [12], Ülger [34] e outros. Dentre estes

trabalhos, destacam-se [1], [10] e [34], que apresentam seções voltadas para o estudo das

álgebras clássicas de funções anaĺıticas.

A seguir descrevemos os assuntos abordados em cada caṕıtulo. Convém salientar que

os principais resultados aqui desenvolvidos encontram-se nos artigos [1], [10], [19] e [34].

No caṕıtulo 1 apresentamos algumas definições e resultados relativos a Funções Anaĺıticas

e Análise Funcional, que serão utilizados ao longo deste trabalho. Observamos que tais

tópicos podem ser encontrados nos textos [6] e [5], respectivamente.

O caṕıtulo 2, entitulado de Álgebras de Banach, apresenta alguns resultados da teoria
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de álgebras de Banach que serão utilizados nos caṕıtulos 3 e 4. Na primeira seção apre-

sentamos definições e exemplos, bem como alguns dos principais resultados de álgebras

de Banach. Em seguida, continuamos com o estudo de álgebras de Banach de funções

cont́ınuas. Definimos o que são álgebras uniformes e estudamos as principais propriedades

do espectro e da representação de Gelfand de tais álgebras. Na sequência mostramos que

se A é uma álgebra uniforme, então a representação de Gelfand de A também é uma

álgebra uniforme. Introduzimos as partes de Gleason de elementos do espectro de uma

álgebra uniforme. Particionar o espectro de uma álgebra uniforme em partes de Gleason

será útil no estudo de certos homomorfismos no caṕıtulo 4. Os tópicos apresentados sobre

álgebras de Banach podem ser encontrados em [26].

O caṕıtulo 3 apresenta a álgebra de disco, denotada por A(D). Provamos que todo

homomorfismo cont́ınuo nesta álgebra é um operador de composição. Isto deve-se ao

fato de todo homomorfismo complexo de A(D) ser uma avaliação, cuja demonstração

baseia-se no fato de toda função em A(D) poder ser aproximada uniformemente por um

sequência de polinômios. Em seguida damos uma caracterização para a compacidade

e w-compacidade de tais operadores. Por fim estudamos os operadores da forma uCϕ, e

apresentamos uma caracterização para a compacidade dos mesmos, bem como calculamos

seu espectro.

No caṕıtulo 4 estudamos a álgebra de Banach H∞(D), que é o conjunto das funções

anaĺıticas e limitadas no disco aberto unitário D de C. Na primeira seção estudamos o

espectro de H∞(D), bem como as partes de Gleason do mesmo. Vários autores estu-

daram tais partes, como por exemplo I. Schark em [32], A. Kerr-Lawson em [20] e K.

Hoffman em [16]. Como tais autores desenvolveram seus estudos sob diferentes pontos

de vista, optamos por apresentar os resultados obtidos por K. Hoffman em [16], pois da

forma como são apresentados neste trabalho obtemos uma forte ferramenta para provar

o principal teorema do caṕıtulo 4. No trabalho [16], K. Hoffman estabelece uma identi-

ficação entre as partes de Gleason não triviais do espectro de H∞(D) e o disco unitário

aberto D de C, através de homeomorfismos. Na seção seguinte, vemos que em H∞(D)

nem todo homomorfismo cont́ınuo é necessariamente um operador de composição. Neste

sentido apresentamos uma condição necessária e suficiente para que um homomorfismo

cont́ınuo em H∞(D) seja um operador de composição. Em seguida apresentamos uma

caracterização para a compacidade e w-compacidade de um operador de composição em
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H∞(D).

Na última seção deste caṕıtulo apresentamos uma demonstração de que todo homo-

morfismo w-compacto de H∞(D) em H∞(D) é compacto. Tal resultado foi generalizado

em [10] por P. Galindo e M. Lindström. No referido trabalho eles também provam que se

T : H∞(D) −→ B é um homomorfismo w-compacto e B é uma álgebra uniforme, então

T é compacto. Este resultado também foi obtido por A. Ülger, em [34]. A demonstração

que apresentamos independe das acima citadas, e foi feita por R. Aron, P. Galindo e M.

Lindström em [1]. Em seguida apresentamos um corolário que foi dado em [34], onde

prova-se que sob certas hipóteses sobre uma álgebra uniforme B, todo homomorfismo

T : H∞(D) −→ B é compacto.
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Aula de matemática

(Tom Jobim - Marino Pinto)

Prá que dividir sem raciocinar

Na vida é sempre bom multiplicar

E por A mais B eu quero demonstrar

Que gosto imensamente de você

Por uma fração infinitesimal

Você criou um caso de cálculo integral

E para resolver este problema

Eu tenho um teorema banal

Quando dois meios se encontram

Desaparece a fração

E se achamos a unidade

Está resolvida a questão

Prá finalizar, vamos recordar

Que menos por menos dá mais, amor

Se vão as paralelas ao infinito se encontrar

Por que demoram tanto dois corações a se integrar

Se desesperadamente, incomensuravelmente

Eu estou perdidamente apaixonado

Apaixonado por você

6



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Notação

Estaremos utilizando a seguinte notação:

N o conjunto dos números naturais

Q o corpo dos números racionais

R o corpo dos números reais

R+ o conjunto dos números reais maiores ou iguais a zero

C o corpo dos números complexos

C∞ o conjunto dos números complexos estendido

K os corpos R ou C
D o disco unitário aberto em C
K espaço Hausdorff compacto

C(K) o conjunto das funções cont́ınuas de K em K
Ω um subconjunto de C

∂Ω a fronteira de Ω

int(Ω) o interior de Ω

Dr(ξ) disco de centro ξ e raio r

X, Y espaços normados sobre K
L(X, Y ) o espaço das aplicações lineares limitadas de X em Y

X ′ o dual de X
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A álgebra sobre K
M ideal de A

A/M o espaço quociente de A por M

1.2 Definições e Resultados

No que se segue estaremos apresentando definições e resultados de Funções Anaĺıticas e

Análise Funcional.

Tópicos em Funções Anaĺıticas

Seja Ω um aberto não vazio de C. Denotaremos por H(Ω) o espaço vetorial de

todas as funções anaĺıticas f : Ω −→ C. Se Ω é limitado, chamamos de A(Ω) o espaço

H(Ω) ∩ C(Ω), que quando munido da norma dada por

‖f‖ = sup
z∈Ω

|f(z)| , ∀f ∈ A(Ω),

é um espaço de Banach.

No que se segue, Ω indicará um subconjunto não vazio de C.

Teorema 1.2.1 Sejam Ω um aberto de C e f ∈ H(Ω). Então ∀ξ ∈ Ω, existe r > 0 tal

que Dr(ξ) ⊆ Ω, e

f(z) =
∑
m≥0

f (m)(ξ)

m!
(z − ξ)m, ∀z ∈ Dr(ξ).

Demonstração: Sugerimos [6], pg. 72.

Teorema 1.2.2 Sejam Ω um aberto conexo de C e f ∈ H(Ω). São equivalentes:

1. existe ξ ∈ Ω tal que f (m)(ξ) = 0, ∀m ∈ N;

2. existem ξ ∈ Ω e r > 0 tais que Dr(ξ) ⊆ Ω e f|Dr(ξ)
= 0;

3. existe um aberto não vazio W de Ω tal que f|W = 0;
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4. f = 0.

Demonstração: (1)⇒(2) Vamos supor que ∃ξ ∈ Ω tal que f (m)(ξ) = 0, ∀m ∈ N. Pelo

Teorema 1.2.1, temos que ∃r > 0 tal que Dr(ξ) ⊆ Ω e f(z) =
∑

m≥0

f (m)(ξ)
m!

(z − ξ)m, ∀z ∈
Dr(ξ), isto é, f|Dr(ξ)

= 0.

(2)⇒(4) Consideremos os seguintes conjuntos:

Ω1 =
{

z ∈ Ω:∃ ρ > 0 tal que Dρ(z) ⊆ Ω e f|
Dρ(z)

= 0
}

e Ω2 = Ω \ Ω1.

É claro que Ω = Ω1 ∪ Ω2 e Ω1 ∩ Ω2 = ∅.

Não é dif́ıcil ver que Ω1 é aberto e que f|
Ω1

= 0. Além disso, Ω1 6= ∅, pois por hipótese,

ξ ∈ Ω1.

Se mostrarmos que Ω2 é aberto, como Ω é conexo, teŕıamos que Ω2 é vazio, já que

Ω1 6= ∅. Por consequência teŕıamos Ω = Ω1, o que provaria (4).

Vamos mostrar que Ω2 é aberto, para o que basta verificar que se z0 ∈ Ω2, existe

s > 0 tal que Ds(z0) ⊆ Ω2, ou equivalentemente, que ∃s > 0 com Ds(z0)∩Ω1 = ∅. Vamos

supor por absurdo que Ds(z0) ∩ Ω1 6= ∅, ∀s > 0.

Fixemos δ > 0 tal que V = Dδ(z0) ∩ Ω1 6= ∅.

Como f|
Ω1

= 0, temos que f|
V

= 0 e portanto f
(m)

|
V

= 0, ∀m ∈ N.

Vamos mostrar agora que f (m)(z0) = 0, ∀m. Novamente vamos supor por absurdo

que existe m ∈ N tal que f (m)(z0) 6= 0. Logo existe σ > 0 tal que 0 /∈ Dσ(f (m)(z0)), e

como f (m) é cont́ınua, existe s ∈ [0, δ] tal que f (m)(Ds(z0)) ⊆ Dσ(f (m)(z0)).

Agora como Ds(z0) ∩ Ω1 ⊆ V temos que f
(m)

|
Ds(z0)∩Ω1

= 0, e consequentemente

0 ∈ f (m)(Ds(z0) ∩ Ω1) ⊆ f (m)(Ds(z0)) ⊆ Dσ(f (m)(z0)),

o que é um absurdo. Logo f (m)(z0) = 0, ∀m, e portanto, pelo Teorema 1.2.1, existe ε > 0

tal que Dε(z0) ⊆ Ω e f|
Dε(z0)

= 0, o que implica z0 ∈ Ω1 ∩ Ω2, o que é uma contradição.

Logo Ω2 é aberto, como queŕıamos demonstrar.

Finalmente, é claro que (4)⇒(1) e que (2) e (3) são equivalentes, concluindo a

demonstração do teorema.
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Corolário 1.2.3 (Prinćıpio do Prolongamento Anaĺıtico) Sejam Ω um aberto co-

nexo de C e f, g ∈ H(Ω). Se existir um aberto não vazio W ⊆ Ω tal que f|W = g|W então

f = g.

Demonstração: Considere h = f − g. Então temos que h|W = 0. Por 1.2.2, conclúımos

que h = 0 em Ω, ou seja, f = g em Ω.

Proposição 1.2.4 Sejam Ω um aberto conexo de C e f ∈ H(Ω) tal que f 6= 0. Suponha

que existe ξ ∈ Ω tal que f(ξ) = 0. Então existem n ∈ N e g ∈ H(Ω) tais que g(ξ) 6= 0 e

f(z) = (z − ξ)ng(z) , ∀z ∈ Ω.

Demonstração: Sugerimos [6], pg. 79.

Teorema 1.2.5 (Prinćıpio dos Zeros Isolados) Sejam Ω um aberto conexo de C, f ∈
H(Ω) não constante e ξ ∈ Ω tal que f(ξ) = 0. Então ∃r > 0 tal que Dr(ξ) ⊆ Ω e f(z) 6= 0,

∀z ∈ Dr(ξ) \ {ξ}.

Demonstração: Sugerimos [6], pg. 79.

Corolário 1.2.6 Se Ω é um aberto conexo de C então H(Ω) é um anel de integridade.

Demonstração: Sejam f, g ∈ H(Ω) tais que f · g = 0. Queremos provar que f = 0 ou

g = 0. Vamos supor por absurdo que f e g não são identicamente nulas. Então existe

ξ ∈ Ω tal que f(ξ) 6= 0. Para tal ξ temos que g(ξ) = 0.

Como g não é constante segue do Teorema 1.2.5, Prinćıpio dos Zeros Isolados, que

existe r > 0 tal que Dr(ξ) ⊆ Ω e g(z) 6= 0, ∀z ∈ Dr(ξ) \ {ξ}. Logo f(z) = 0, ∀z ∈
Dr(ξ) \ {ξ}.

Agora, pelo Teorema 1.2.2 temos que f = 0, uma contradição. Logo segue o resultado.

Teorema 1.2.7 (Teorema da Aplicação Aberta) Sejam Ω um aberto conexo de C e

f ∈ H(Ω), f não constante. Se U é um aberto de Ω, então f(U) é aberto.

10



Demonstração: Sugerimos [6], pg. 99.

Teorema 1.2.8 (Teorema da Função Inversa) Sejam Ω um aberto conexo de C, f ∈
H(Ω). Se f é injetora, então:

1. f : Ω −→ f(Ω) é invert́ıvel;

2. f−1 : f(Ω) −→ C é anaĺıtica;

3. (f−1)′(w) = 1
f ′(f−1(w))

, ∀w ∈ f(Ω).

Demonstração: Sugerimos [6], pg. 99.

Teorema 1.2.9 Sejam Ω ⊆ C um aberto conexo, f ∈ H(Ω) e ξ ∈ Ω tal que |f(ξ)| ≥
|f(z)|, ∀z ∈ Ω. Então f é constante.

Demonstração: Sugerimos [6], pg. 128.

Teorema 1.2.10 (Prinćıpio do Módulo Máximo) Sejam Ω um aberto limitado de C
e f ∈ A(Ω). Então o máximo de |f | em Ω é atingido em ∂Ω.

Demonstração: Sugerimos [6], pg. 128.

Observação 1.2.11 De acordo com o Prinćıpio do Módulo Máximo, se f ∈ A(Ω), temos

que

‖f‖ = sup
z∈∂Ω

|f(z)|.

Definição 1.2.12 (Transformação de Möbius) Sejam a, b, c, d ∈ C tais que

∆ =

∣∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc 6= 0.

A aplicação L(z) = az+b
cz+d

é denominada Transformação de Möbius.

Considerando L|C\{− d
c }

: C \ {−d
c
} −→ C \ {a

c
}, temos que L é uma bijeção anaĺıtica,

cuja inversa também é anaĺıtica.
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Teorema 1.2.13 (Lema de Schwarz) Seja f ∈ H(D) tal que |f(z)| ≤ 1, ∀z ∈ D, e

f(0) = 0. Então:

1. |f(z)| ≤ |z|, ∀z ∈ D;

2. |f ′(0)| ≤ 1.

Além disso, se |f ′(0)| = 1 ou se existe z0 6= 0, z0 ∈ D tal que |f(z0)| = |z0|, então existe

uma constante λ ∈ C, |λ| = 1, tal que f(z) = λz, ∀z ∈ D.

Demonstração: Sugerimos [6], pg. 130.

No que se segue iremos procurar pelas bijeções anaĺıticas que levam D em D.

Seja α ∈ D. Chamamos ϕα a transformação de Möbius dada por:

ϕα(z) =
z − α

1− ᾱz

definida em {z ∈ C : z 6= 1
α
}.

Não é dif́ıcil ver que ϕα ∈ A(D), ∀α ∈ D. A seguinte proposição apresenta mais

propriedades das aplicações ϕα.

Proposição 1.2.14 Seja α ∈ D. Então

1. ϕα é uma aplicação bijetora de D sobre D;

2. ϕ−1
α = ϕ−α : D −→ D;

3. valem as identidades ϕα(∂D) = ∂D, ϕ′α(0) = 1− |α|2 e ϕ′α(α) = 1
1−|α|2 .

Demonstração: Sugerimos [6], pg. 131.

A proposição acima nos mostra que as aplicações da forma ϕα, para α ∈ D, formam

uma parte das bijeções anaĺıticas de D sobre D. A próxima proposição mostrará que toda

bijeção de D em D é da forma λϕα, onde |λ| = 1 e α ∈ D.

Teorema 1.2.15 Seja f : D −→ D uma função anaĺıtica bijetora e α ∈ D tal que

f(α) = 0. Então existe um número complexo λ tal que |λ| = 1 e f = λ · ϕα.

12



Demonstração: Sugerimos [6], pg. 132.

No que se segue, toda função anaĺıtica da forma λ · ϕα, onde |λ| = 1 e α ∈ D, será

chamada de automorfismo.

Proposição 1.2.16 Sejam α, γ ∈ D e β ∈ ∂D. Então existe um automorfismo L tal

que L(α) = γ e L(β) = 1.

Demonstração: Vamos construir dois automorfismos L1 e L2 tais que L1(α) = 0,

L1(β) = 1, L2(γ) = 0 e L2(1) = 1. Com efeito, não é dif́ıcil ver que

L1(z) =
1− αβ

β − α
· ϕα(z) e L2(z) =

1− γ

1− γ
· ϕγ(z)

satisfazem as exigências acima.

Pela Proposição 1.2.14, temos que L1 : D −→ D e L2 : D −→ D são bijetoras. Logo

podemos definir a aplicação L = L−1
2 ◦ L1 : D −→ D. Temos que L satisfaz

L(α) = L−1
2 (L1(α)) = L−1

2 (0) = γ,

L(β) = L−1
2 (L1(β)) = L−1

2 (1) = 1.

Como L1 e L2 são bijeções de D em D, temos que L também o é. Portanto, pelo

Teorema 1.2.15, temos que L é um automorfismo. Logo L é a aplicação procurada.

Teorema 1.2.17 (Lema de Schwarz-Pick) Seja f ∈ A(D) tal que ‖f‖ ≤ 1. Então

|f(α)− f(β)| ≤
∣∣∣ α− β

1− βα

∣∣∣ · |1− f(β)f(α)|, ∀|α| ≤ 1 e |β| < 1.

Demonstração: Fixemos β ∈ D e α ∈ D. Se |f(β)| = 1, segue do Teorema 1.2.9 que f

é constante, e neste caso a desigualdade é facilmente verificada.

Se |f(β)| < 1, tomemos L e M da seguinte maneira:

L(z) =
z + β

1 + βz
e M(z) =

z − f(β)

1− f(β)z
.

Desta forma L,M ∈ A(D) e se g = M ◦ f ◦ L, então g ∈ A(D), ‖g‖ ≤ 1 e g(0) = 0,

pois g(0) = M(f(L(0))) = M(f(β)) = 0.
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Pelo Teorema 1.2.13 (Lema de Schwarz), temos que |g(w)| ≤ |w|, ∀w ∈ D, ou seja

∣∣∣M
(
f
( w + β

1 + βw

))∣∣∣ ≤ |w| ,∀w ∈ D.

Em particular, se α ∈ D e w = α−β

1−βα
, então w ∈ D e α = w+β

1+βw
. Logo

|M(f(α))| ≤
∣∣∣ α− β

1− βα

∣∣∣.

Agora, como

M(f(α)) =
f(α)− f(β)

1− f(β)f(α)
,

consequentemente a demonstração segue para α ∈ D.

Se α ∈ ∂D, então
∣∣∣ α−β

1−βα

∣∣∣ = 1, e portanto precisamos provar que

|f(α)− f(β)| ≤ |1− f(β)f(α)|,

ou equivalentemente, que |M(f(α))| ≤ 1, o que é imediato, uma vez que |f(α)| ≤ 1.

No que se segue, iremos introduzir uma métrica em H(Ω), e depois apresentaremos

alguns resultados sobre convergência neste espaço.

Proposição 1.2.18 Seja Ω ⊆ C um aberto. Então existe uma sequência {Kn} de sub-

conjuntos compactos de Ω tais que Ω =
∞⋃

n=1

Kn. Mais ainda, os conjuntos Kn podem ser

escolhidos de maneira a satisfazerem as seguintes condições:

1. Kn ⊆ int(Kn+1);

2. se K ⊂ Ω é compacto então K ⊆ Kn, para algum n ∈ N.

Demonstração: Sugerimos [6], pg. 142.

Sejam Ω ⊆ C um aberto e {Kn} a sequência de conjuntos compactos obtidas na

Proposição 1.2.18. Sejam f, g ∈ H(Ω). Para cada n ∈ N vamos definir dn(f, g) =

sup
z∈Kn

|f(z)− g(z)| e

d(f, g) =
∞∑

n=1

(1

2

)n dn(f, g)

1 + dn(f, g)
. (1.1)
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Proposição 1.2.19 Sejam Ω um aberto de C e d definida em (1.1). Então (H(Ω), d) é

um espaço métrico.

Demonstração: Sugerimos [6], pg. 143.

A topologia gerada pela métrica d é denominada topologia da convergência uniforme

sobre os compactos de Ω, um vez que uma sequência (fn) ⊆ H(Ω) é convergente para

f ∈ H(Ω) se e somente se para cada compacto K ⊆ Ω e ε > 0 existir n0 ∈ N tal que

sup
z∈K

|fn(z)− f(z)| < ε, ∀n ≥ n0. Para mais detalhes, sugerimos [6], páginas 144 e 151.

Definição 1.2.20 Sejam Ω um aberto em C e F ⊆ (H(Ω), d). Dizemos que F é uma

famı́lia normal se cada sequência de elementos de F possui uma subsequência que con-

verge uniformemente sobre os compactos de Ω para uma função f ∈ H(Ω).

Definição 1.2.21 Sejam Ω um aberto em C e F ⊆ H(Ω). Dizemos que F é localmente

limitada se para todo ξ ∈ Ω existem constantes M e r > 0 tais que para toda f ∈ F
temos

|f(z)| ≤ M para todo z ∈ Dr(ξ).

Teorema 1.2.22 (Teorema de Montel) Sejam Ω um aberto em C e F ⊆ (H(Ω), d).

São equivalentes:

1. F é uma famı́lia normal;

2. F é localmente limitada.

Demonstração: Sugerimos [6], pg. 153.

Proposição 1.2.23 Seja Ω um aberto de C homeomorfo a D. Se f ∈ H(Ω), então existe

uma sequência de polinômios (pn) tal que pn −→ f , uniformemente sobre os compactos

de Ω.

Demonstração: Sugerimos [6], pg. 202.
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Proposição 1.2.24 Seja f ∈ A(D). Então existe uma sequência de polinômios (pn) tal

que ‖pn − f‖ −→ 0.

Demonstração: É equivalente mostrarmos que para todo ε > 0 existe um polinômio p

tal que ‖p− f‖ < ε.

Para cada 0 < r < 1 seja fr a função anaĺıtica definida por fr(z) = f(rz) , ∀z ∈
D 1

r
(0).

Pela continuidade uniforme de f em D, temos que existe δ > 0 tal que se |r− 1| < δ

então sup
z∈D

|f(rz)− f(z)| < ε
2
, ou seja

sup
z∈D

|fr(z)− f(z)| < ε

2
, para |r − 1| < δ. (1.2)

Agora seja r tal que |r − 1| < δ. Pela Proposição 1.2.23, dado ε > 0, existe um

polinômio pr tal que

sup
z∈D

|pr(z)− fr(z)| < ε

2
, (1.3)

uma vez que D é um compacto de D 1
r
(0).

Assim, por (1.2) e (1.3) temos que

‖pr − f‖ = ‖pr − fr + fr − f‖ ≤ ‖pr − fr‖+ ‖fr − f‖ < ε,

como queŕıamos.

Teorema 1.2.25 (Teorema de Cauchy) Sejam Ω um aberto de C, 4 um triângulo

fechado contido em Ω, p ∈ Ω e f ∈ C(Ω) ∩H(Ω \ {p}). Então:

∫

∂4
f =

∫

∂4
f(z)dz = 0

Demonstração: Sugerimos [29], pg. 221.

Teorema 1.2.26 (Teorema de Morera) Sejam Ω um aberto conexo de C e f ∈ C(Ω)

tal que
∫

∂4 f = 0, para qualquer triângulo fechado 4 contido em Ω. Então f ∈ H(Ω).
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Demonstração: Sugerimos [6], pg. 86.

Corolário 1.2.27 Sejam Ω um aberto conexo de C, p ∈ Ω e f ∈ C(Ω) ∩ H(Ω \ {p}).
Então f ∈ H(Ω).

Demonstração: Seja 4 um triângulo fechado contido em Ω. Pelo Teorema 1.2.25 temos

que
∫

∂4 f = 0. Agora, do Teorema 1.2.26 (Morera), conclúımos que f ∈ H(Ω), como

queŕıamos.

Tópicos em Análise Funcional

Seja (X, ‖ · ‖) um espaço normado. Denotaremos por BX a bola unitária fechada de

X, isto é, BX = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}.

Considere X ′ o espaço de Banach sobre K formado de todos os funcionais lineares

limitados em X, munido da norma

‖f‖ = sup
‖x‖≤1

|f(x)|.

Para cada a ∈ X, f1, f2, · · · , fn ∈ X ′ e ε > 0, definimos o seguinte subconjunto de X

U(a, f1, f2, · · · , fn, ε) =
{

x ∈ X : sup
1≤k≤n

|fk(x)− fk(a)| < ε
}

.

Definição 1.2.28 (Topologia fraca) Seja G ⊆ X um subconjunto não vazio. Dizemos

que G é fracamente aberto ou w-aberto se ∀a ∈ G, ∃f1, f2, · · · , fn ∈ X ′ e ε > 0 tais

que

U(a, f1, f2, · · · , fn, ε) ⊆ G.

É fácil ver que o conjunto de todos os subconjuntos de X que são fracamente abertos

é uma topologia para X. A notação (X,w) indicará que estaremos considerando em X a

topologia fraca e a chamaremos de topologia fraca em X determinada por X ′.

Observações 1.2.29

1. o espaço topológico (X, w) é um espaço Hausdorff;
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2. o operador identidade Id : (X, ‖ · ‖) −→ (X, w) é cont́ınuo, ou equivalentemente,

todo aberto em (X, w) é aberto em (X, ‖ · ‖).

Definição 1.2.30 Sejam X um espaço topológico e A um conjunto parcialmente ordena-

do por ≤, tal que se α1, α2 ∈ A então existe α3 ∈ A tal que α3 ≥ α1 e α3 ≥ α2. Uma

rede em X é um par (A, x) onde x é uma função de A em X.

Se α ∈ A, escreveremos xα ao invés de x(α), e usaremos (xα)α∈A ao invés de (A, x).

Definição 1.2.31 (Convergência fraca) Seja X um espaço normado. Uma rede (xα) ⊆
X é dita fracamente convergente ou w-convergente para x ∈ X se (xα) converge para

x com respeito à topologia fraca.

Notação: xα
w−→ x.

Observação 1.2.32 Não é dif́ıcil ver que se X é um espaço normado, então xα
w−→ x

se, e somente se, f(xα) −→ f(x), ∀f ∈ X ′. Esta caracterização é uma forte ferramenta

quando trabalha-se com sequências w-convergentes.

A seguir daremos um exemplo para ilustrar que convergência fraca não implica con-

vergência na norma.

Exemplo 1.2.33 Seja 1 < p < ∞. Vamos considerar o espaço lp, formado por todas as

sequências de elementos de K que são p-somáveis, e q > 0 tal que 1
p

+ 1
q

= 1. Sejam

e1 = (1, 0, 0, · · ·),
e2 = (0, 1, 0, · · ·),
...

en = (0, 0, · · · , n−ésima
1 , 0, · · ·)

...

Então ‖en − em‖ =
( ∞∑

i=1

|eni
− emi

|p
) 1

p
= 2

1
p , para n 6= m. Portanto a sequência (en) não

é convergente em lp.
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No entanto, (en) é fracamente convergente para 0. De fato, se f ∈ l′p, então f(x) =
∞∑

k=1

akxk, onde (xk) = x e (ak) = a ∈ lq. Assim temos que f(en) = an. Como a ∈ lq,

temos que
∞∑

n=1

|an|q < ∞, o que mostra que an −→ 0. Portanto f(en) = an −→ 0 =

f(0), se n →∞, isto é, en
w−→ 0, se n →∞.

Vamos definir agora, para cada g ∈ X ′, x1, x2, · · · , xn ∈ X e ε > 0, o seguinte

subconjunto de X ′:

V (g, x1, x2, · · · , xn, ε) =
{

f ∈ X ′ : sup
1≤k≤n

|f(xk)− g(xk)| < ε
}

.

Definição 1.2.34 (Topologia fraca estrela) Seja G ⊆ X ′ um subconjunto não vazio.

Dizemos que G é fraca estrela aberto ou w∗-aberto se ∀g ∈ G, existem x1, x2, · · · , xn ∈
X e ε > 0 tais que

V (g, x1, x2, · · · , xn, ε) ⊆ G.

Não é dif́ıcil ver que o conjunto de todos os subconjuntos de X ′ que são fraca estrela

abertos é uma topologia para X ′. A notação (X ′, w∗) indicará que estaremos considerando

em X ′ a topologia fraca estrela e a chamaremos de topologia fraca estrela em X ′

determinada por X.

Observações 1.2.35

1. o espaço topológico (X ′, w∗) é um espaço Hausdorff;

2. o operador identidade Id : (X ′, w) −→ (X ′, w∗) é cont́ınuo, ou equivalentemente,

todo aberto em (X ′, w∗) é aberto em (X ′, w).

Definição 1.2.36 (Convergência fraca estrela) Seja X um espaço normado. Uma

rede (fα)a∈A ⊆ X ′ é dita fraca estrela convergente ou w∗-convergente para f ∈ X ′

se (fα)a∈A converge para f com respeito à topologia w∗.

Notação: fα
w∗−→ f.
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Observação 1.2.37 É fácil ver que se X é um espaço normado, então fα
w∗−→ f se,

e somente se, fα(x) → f(x), ∀x ∈ X. Tal caracterização será útil quando estivermos

trabalhando com sequências w∗-convergentes.

Definição 1.2.38 Sejam X,Y espaços normados e T : X −→ Y uma transformação

linear. A aplicação T ∗ : Y ′ −→ X ′ dada por

T ∗(f)(x) = f(T (x)) , ∀f ∈ Y ′, x ∈ X

é chamada de adjunta de T .

É fácil ver que a adjunta de T é uma tranformação linear de Y ′ em X ′; e que se

T ∈ L(X, Y ) então T ∗ ∈ L(Y ′, X ′).

Teorema 1.2.39 Sejam X,Y espaços normados e T : X −→ Y uma aplicação linear.

Então T ∗ : (Y ′, w∗) −→ (X ′, w∗) é cont́ınua.

Demonstração: Seja (fα)a∈A uma rede em Y ′ w∗-convergente para f ∈ Y ′. Queremos

mostrar que T ∗(fα)
w∗−→ T ∗(f). Se x ∈ X então

T ∗(fα)(x) = fα(T (x)) −→ f(T (x)) = T ∗(f)(x).

Portanto, pela Observação 1.2.37, temos que T ∗(fα)
w∗−→ T ∗(f), como queŕıamos.

Teorema 1.2.40 (Eberlein-Šmulian) Um subconjunto de um espaço de Banach é re-

lativamente w-compacto se, e somente se, é sequencialmente w-compacto.

Demonstração: Sugerimos [9], pg. 430.

Teorema 1.2.41 (Teorema de Alaoglu) Se X é um espaço normado, então BX′ é

w∗-compacta.

Demonstração: Sugerimos [27], pg. 149.

20



Definição 1.2.42 Um espaço topológico X é separável se existe um subconjunto enu-

merável Y denso em X.

Na proposição seguinte, um número complexo z será chamado de complexo racional

se z for da forma a + bi, onde a, b ∈ Q.

Proposição 1.2.43 A(D) é separável.

Demonstração: Sabemos que o conjunto de todos os polinômios cujos coeficientes são

complexos racionais é enumerável e é denso no conjunto dos polinômios com coeficientes

em C. Por outro lado, a Proposição 1.2.24 nos diz que o conjunto dos polinômios com

coeficientes em C é denso em A(D).

Logo, o conjunto dos polinômios com coeficientes complexos racionais é denso em

A(D), resultando que A(D) é separável.

Definição 1.2.44 Um espaço topológico Hausdorff X é dito metrizável se X satisfaz o

primeiro axioma da enumerabilidade.

Teorema 1.2.45 Se X é um espaço de Banach, então BX′ é w∗-metrizável se, e somente

se, X é separável.

Demonstração: Sugerimos [5], pg. 138.

Definição 1.2.46 Se X, Y são espaços normados e T : X −→ Y é uma transformação

linear, dizemos que T é compacto se T (BX) é compacto em Y .

Proposição 1.2.47 Sejam X, Y espaços normados. Então

1. todo operador compacto é limitado;

2. se dim X = ∞, Id : X −→ X (o operador identidade) não é compacto.

Demonstração: Sugerimos [22], pg. 406.
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Teorema 1.2.48 Sejam X, Y espaços normados e T : X −→ Y um operador linear. Se

T é limitado e dim(im(T )) < ∞, então T é compacto.

Demonstração: Sugerimos [22], pg. 407.

Exemplo 1.2.49 Considere T : l2 −→ l2 definido por T ((xj)) =
(

xj

j

)
, ∀j ∈ N. Vamos

mostrar que T é compacto. Para tal, vamos usar o resultado provado em [22] (Teorema

8.1-5, pg. 408), que garante que se um operador T : X −→ Y , onde X é normado e Y é

Banach, for limite uniforme de operadores compactos, então T é compacto.

Consideremos a seguinte sequência de operadores:

T1((xj)) = (x1, 0, 0, · · ·)
T2((xj)) =

(
x1,

x2

2
, 0, 0, · · ·

)

...

Tn((xj)) =
(
x1,

x2

2
, · · · , xn

n
, 0, 0, · · ·

)

...

Cada Tn é linear, limitada e dim(Tn) < ∞, ∀n ∈ N. Logo pelo Teorema 1.2.48 cada Tn é

compacto. Mais ainda, se x ∈ l2, x = (xj), temos que

‖(T − Tn)(x)‖2 =
∞∑

j=n+1

1

j2
|xj|2 ≤ 1

(n + 1)2
‖x‖2.

Logo se ‖x‖ ≤ 1 então

‖(T − Tn)(x)‖ ≤ 1

n + 1
−→ 0, n −→∞.

Portanto Tn −→ T uniformemente, o que mostra que T é compacto.

Definição 1.2.50 Seja B um subespaço de um espaço métrico X. O conjunto B é to-

talmente limitado se para todo ε > 0 pode-se obter uma decomposição B ⊆ B(x1, ε) ∪
B(x2, ε) ∪ · · · ∪B(xn, ε).

Definição 1.2.51 Se K é um espaço topológico Hausdorff compacto e F ⊆ C(K), dize-

mos que F é equicont́ınuo se para todo ε > 0 e para todo x0 ∈ K existe uma vizinhança

U de x0 tal que |f(x)− f(x0)| < ε, para todo x ∈ U e para toda f ∈ F .
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Teorema 1.2.52 (Teorema de Arzela-Ascoli) Se K é um espaço topológico Haus-

dorff compacto e F ⊆ C(K) então F é totalmente limitado se e somente se F é limitado

e equicont́ınuo.

Demonstração: Sugerimos [5], pg. 179.

Proposição 1.2.53 Seja B um subconjunto de um espaço métrico X. Então

1. se B é relativamente compacto, B é totalmente limitado;

2. se B é totalmente limitado e X é completo, B é relativamente compacto.

Demonstração: Sugerimos [22], pg. 412.

Definição 1.2.54 Sejam X, Y espaços de Banach e T : X −→ Y uma transformação

linear limitada. Dizemos que T é fracamente compacto ou w-compacto se T (BX)
w

é w-compacto em Y .

Definição 1.2.55 Sejam X um espaço vetorial e A ⊆ X. Dizemos que A é convexo se

∀x, y ∈ A e ∀t ∈ [0, 1] tivermos tx + (1− t)y ∈ A.

Proposição 1.2.56 Sejam X um espaço normado e A ⊆ X convexo. Então o fecho de

A na norma coincide com o fecho de A na topologia fraca.

Demonstração: Sugerimos [8], pg. 11.

Proposição 1.2.57 Se X, Y são espaços de Banach e T : X −→ Y é um operador

compacto, então T é w-compacto.

Demonstração: Queremos mostrar que T (BX)
w

é w-compacto em Y . Como T é

compacto, temos que T (BX)
‖·‖

é compacto em Y . Pela Observação 1.2.29, a aplicação

Id : (Y, ‖ · ‖) −→ (Y, w) é cont́ınua. Logo T (BX)
‖·‖

é w-compacto em Y .

Agora, como T (BX) é convexo, segue da Proposição 1.2.56 que T (BX)
‖·‖

= T (BX)
w
,

concluindo a demonstração.

Vamos a seguir dar um exemplo de um operador w-compacto que não é compacto.
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Exemplo 1.2.58 Temos que um espaço de Banach X é reflexivo se, e somente se BX é

w-compacta ([5], Teorema 4.2, pg. 135). Portanto, se X é um espaço de Banach reflexivo

de dimensão infinita, o operador identidade Id : X −→ X é w-compacto, porém pela

Proposição 1.2.47, não é compacto.

Teorema 1.2.59 Sejam X, Y espaços de Banach e T : X −→ Y uma transformação

linear limitada. Então são equivalentes:

1. T é fracamente compacto;

2. T ∗∗(X ′′) ⊆ Y ;

3. T ∗ é fracamente compacto.

Demonstração: Sugerimos [5], pg. 189.
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Caṕıtulo 2

Álgebras de Banach

2.1 Álgebras de Banach

Os resultados deste caṕıtulo encontram-se em textos básicos de álgebras de Banach, tais

como [26] e [23].

Definição 2.1.1 Uma álgebra de Banach é um espaço de Banach complexo A que é

também uma álgebra, onde a multiplicação e a norma são ligadas pela desigualdade

‖fg‖ ≤ ‖f‖ · ‖g‖, ∀f, g ∈ A.

Uma álgebra de Banach é comutativa se fg = gf , ∀f, g ∈ A. Uma álgebra de Banach

tem unidade se existe um elemento 1 ∈ A tal que ‖1‖ = 1 e 1f = f1 = f , ∀f ∈ A.

Exemplos 2.1.2 Os seguintes espaços vetoriais, dotados do produto pontual e as normas

descritas abaixo, são exemplos de álgebras de Banach.

1. Seja K um espaço Hausdorff compacto. Munido da norma do sup, C(K) é uma

álgebra de Banach comutativa com unidade, onde a função 1(x) = 1, ∀x ∈ K é a

unidade desta álgebra.

2. O espaço A(D) ⊆ C(D), munido da norma do sup, é uma álgebra de Banach

comutativa com unidade.
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3. Seja H∞(D) = {f : D −→ C : f ∈ H(D) e f é limitada em D}. Munido da norma

do sup, H∞(D) é uma álgebra de Banach comutativa com unidade.

4. Seja X um espaço de Banach. Considerando em L(X, X) a operação de composição

e a norma ‖T‖ = sup
x∈BX

‖T (x)‖, temos que este espaço torna-se uma álgebra de

Banach não comutativa com unidade, onde a unidade é o operador identidade, que

será denotado por Id.

No que se segue, toda álgebra de Banach será comutativa e com unidade.

Definições 2.1.3 Sejam A uma álgebra de Banach e f ∈ A.

1. Dizemos que f é invert́ıvel se existe g ∈ A tal que fg = 1. O elemento g será

chamado de inverso de f e será denotado por f−1.

2. Dizemos que λ ∈ C é valor espectral de f se f −λ1 não é invert́ıvel. Denotamos

por σ(f) o conjunto de todos os valores espectrais de f e chamaremos σ(f) de

espectro de f .

Proposição 2.1.4 Seja A uma álgebra de Banach. Se f ∈ A é tal que ‖1−f‖ < 1 então

f é invert́ıvel.

Demonstração: Como ‖1 − f‖ < 1 temos que
∞∑

k=1

‖1 − f‖k < ∞, e consequentemente

∞∑
k=1

(1− f)k ∈ A, uma vez que A é completo. Afirmamos que f−1 = 1 +
∞∑

k=1

(1− f)k. De

fato, escrevendo f = 1− (1− f), temos que

f ·
(
1 +

∞∑

k=1

(1− f)k
)

= f + (1− (1− f)) ·
( ∞∑

k=1

(1− f)k
)

=

= f +
∞∑

k=1

(1− f)k −
∞∑

k=1

(1− f)k+1 = f + (1− f) = 1.

Portanto f é invert́ıvel.

Teorema 2.1.5 Seja A uma álgebra de Banach. Então para todo f ∈ A, σ(f) é um

subconjunto não vazio e compacto de C. Mais ainda, se λ ∈ C e ‖f‖ < |λ| então f − λ1

é invert́ıvel.
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Demonstração: Sugerimos [5], pg. 200.

Teorema 2.1.6 Sejam A uma álgebra de Banach e φ : A −→ C um homomorfismo não

nulo. Então φ é cont́ınuo e ‖φ‖ = 1.

Demonstração: Como φ(1) = φ(1 · 1) = φ(1)2, temos que φ(1) = 1 ou φ(1) = 0. Por

hipótese φ é não nulo, e portanto temos que φ(1) = 1.

Provaremos que ‖φ‖ ≤ 1. Vamos supor por absurdo que existe f ∈ A tal que λ = φ(f)

e |φ(f)| = |λ| > ‖f‖. Pelo Teorema 2.1.5, temos que f − λ1 é invert́ıvel. Da relação

φ(f − λ1)φ((f − λ1)−1) = φ(1) = 1,

obtemos φ(f − λ1) 6= 0, ou seja, φ(f) 6= λ, uma contradição.

Portanto |φ(f)| ≤ ‖f‖, ∀f ∈ A. Logo φ é cont́ınuo e ‖φ‖ ≤ 1. Como φ(1) = 1, segue

que ‖φ‖ = 1, como queŕıamos.

Teorema 2.1.7 (Teorema de Gelfand-Mazur) Seja A uma álgebra de Banach. Se A

é um corpo, então A é isometricamente isomorfo a C.

Demonstração: Para cada f ∈ A temos pelo Teorema 2.1.5 que σ(f) 6= ∅. Portanto

existe λ ∈ σ(f) tal que f−λ1 não é invert́ıvel. Como A é um corpo segue que f−λ1 = 0,

ou seja, f = λ1.

Portanto para cada f ∈ A corresponde um número complexo λ tal que f = λ1.

Afirmamos que tal λ é único. De fato, se f = λ1 = µ1 então (λ− µ)1 = 0, isto é, λ = µ.

Desta forma podemos definir Ψ : A −→ C por Ψ(f) = λ, ∀f ∈ A. É fácil ver que Ψ é um

isomorfismo que preserva a norma, o que conclui a demonstração do teorema.

Definição 2.1.8 Sejam A uma álgebra de Banach e f ∈ A. Chamamos de raio espec-

tral de f ao número dado por

r(f) = sup{|λ| : λ ∈ σ(f)}.

Proposição 2.1.9 Se A é uma álgebra de Banach e f ∈ A, então r(f) = lim
n→∞

‖fn‖ 1
n .
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Demonstração: Sugerimos [5], pg. 202.

Apresentaremos a seguir algumas propriedades que dizem respeito aos valores espec-

trais de operadores lineares limitados.

Definição 2.1.10 Sejam X um espaço normado e T ∈ L(X,X). Dizemos que λ ∈ C
é um autovalor de T se existir x 6= 0 tal que T (x) = λx. Denotaremos por Aut(T ) o

conjunto de todos os autovalores de T .

Proposição 2.1.11 Sejam X um espaço normado e T ∈ L(X,X). Se dim(imT ) = 1,

então Aut(T ) contém no máximo dois elementos.

Demonstração: Seja y 6= 0 tal que im(T ) = [ y ]. Então existe um único λ ∈ K tal que

T (y) = λy. Logo λ ∈ Aut(T ).

Se ker(T ) = {0} é imediato que Aut(T ) = {λ}. Se ker(T ) 6= {0}, temos que existe

x 6= 0 tal que T (x) = 0, isto é, 0 ∈Aut(T ). Se λ 6= 0 temos que 0, λ ∈Aut(T ).

Vamos agora mostrar que qualquer outro autovalor não nulo de T é necessariamente

igual a λ. Seja β ∈ Aut(T ) tal que β 6= 0. Então existe z 6= 0 tal que T (z) = βz. Agora

como z ∈ im(T ), existe α ∈ K, α 6= 0 tal que z = αy. Assim

βαy = βz = T (z) = αT (y) = αλy, ou seja, (λ− β)αy = 0.

Como αy 6= 0, segue que λ− β = 0, ou seja, λ = β, como queŕıamos.

Portanto Aut(T ) contém no máximo dois elementos.

Proposição 2.1.12 Sejam X um espaço normado, T, S ∈ L(X, X) e S invert́ıvel. Então

σ(S ◦ T ◦ S−1) = σ(T ).

Demonstração: Temos que

λ ∈ σ(S ◦ T ◦ S−1) ⇔
S ◦ T ◦ S−1 − λ · Id = L não é invert́ıvel ⇔

S ◦ T − λS = L ◦ S não é invert́ıvel ⇔
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T − λ · Id = S−1 ◦ L ◦ S não é invert́ıvel ⇔
λ ∈ σ(T ).

Portanto σ(S ◦ T ◦ S−1) = σ(T ).

Proposição 2.1.13 Sejam X um espaço normado e T ∈ L(X, X). Então Aut(T ) ⊆
σ(T ).

Demonstração: Sejam λ um autovalor de T e x ∈ X, x 6= 0, o seu autovetor correspon-

dente. Então T (x)− λx = 0, ou seja, (T − λ · Id)(x) = 0, com x 6= 0.

Logo T − λ · Id não é injetora, e portanto não é invert́ıvel. Logo λ ∈ σ(T ), como

queŕıamos.

A seguir veremos um exemplo de um operador que possui um valor espectral que não

é um autovalor.

Exemplo 2.1.14 Seja T : l2 −→ l2 tal que T (x1, x2, · · ·) = (0, x1, x2, · · ·). É claro que T é

limitado e ‖T‖ = 1.

Temos que 0 ∈ σ(T ) pois T não é invert́ıvel, já que T não é sobrejetor. Mas 0 não

é autovalor de T , pois se T (x) = 0 então x = 0, o que sabemos ser imposśıvel, pois um

autovetor é, por definição, não nulo.

Para termos a igualdade entre o conjunto dos valores espectrais e o conjunto dos

autovalores de T , precisamos de uma hipótese adicional sobre T , como mostra o seguinte

teorema.

Teorema 2.1.15 Se X é um espaço de normado e T : X −→ X é um operador compacto,

então todo valor espectral não nulo de T é um autovalor de T .

Demonstração: Sugerimos [22], pg. 449.

Definição 2.1.16 Seja A uma álgebra. Um ideal próprio M de A é chamado de ideal

maximal se para todo ideal I de A tal que M ⊆ I ⊆ A tivermos M = I ou I = A.
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Sejam A uma álgebra e M um ideal de A. O espaço quociente A/M é uma álgebra,

munido das operações usuais de espaço quociente.

Proposição 2.1.17 Sejam A uma álgebra de Banach e M um ideal maximal de A.

Então:

1. M é fechado;

2. A/M é isometricamente isomorfo a C.

Demonstração:

(1) Seja M ⊆ A um ideal maximal. Como M é um ideal e M ⊆ M ⊆ A, segue que

M = M ou M = A. Se M = A, Como 1 ∈ A, existe f ∈ M tal que ‖1 − f‖ < 1. Pela

Proposição 2.1.4, f é invert́ıvel, o que contradiz o fato de M ser um ideal próprio. Logo

M = M .

(2) Como M é maximal, A/M é um corpo. Pelo item (1), M é fechado. Logo A/M é

uma álgebra de Banach comutativa com a seguinte norma:

‖f + M‖ = inf{‖f + h‖ : h ∈ M}.

É claro que 1 + M é unidade de A/M . Pelo Teorema 2.1.7 (Gelfand-Mazur), A/M é

isometricamente isomorfo a C, como queŕıamos.

Definição 2.1.18 Seja A uma álgebra de Banach. Chamaremos de espectro de A o

conjunto de todos os ideais maximais de A, e o denotaremos por M(A).

Teorema 2.1.19 Seja A uma álgebra de Banach. Então existe uma bijeção do conjunto

dos homomorfismos complexos não nulos de A sobre M(A).

Demonstração: Seja T : M(A) −→ {φ : A −→ C , φ é um homomorfismo não nulo}
dada por

T (M) = G ◦ πM , ∀M ∈M(A),

onde πM é a projeção canônica de A sobre A/M e G é o isomorfismo entre A/M e C
obtido na Proposição 2.1.17.
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Se φ é um homomorfismo complexo não nulo de A, ker(φ) é um ideal maximal. Agora,

para cada f ∈ A temos G ◦ πker(φ)(f) = G(f + ker(φ)) = λ, onde λ é o único número

complexo tal que f − λ1 ∈ ker(φ).

Portanto T (ker(φ))(f) = λ = φ(f), ∀f ∈ A, o que mostra que T é sobrejetora.

Resta provar que T é injetora. Sejam M1,M2 ∈ M(A) tais que T (M1) = T (M2).

Assim G ◦ πM1(f) = G ◦ πM2(f), para todo f ∈ A.

Agora, se a ∈ M1 então G ◦ πM2(a) = G ◦ πM1(a) = 0. Consequentemente a ∈ M2.

Analogamente prova-se que M2 ⊆ M1. Portanto T é uma bijeção, como queŕıamos.

A partir de agora estaremos identificando M(A) com o conjunto dos homomorfismos

complexos não nulos de A.

Teorema 2.1.20 Seja A uma álgebra de Banach. Então valem as seguintes afirmações:

1. M(A) é um subconjunto da bola unitária fechada de A′;

2. M(A) é w∗-compacto.

Demonstração:

(1) Sabemos, pelo Teorema 2.1.6 que se φ ∈M(A), então ‖φ‖ = 1. Logo M(A) ⊆ BA′ .

(2) Vamos mostrar que M(A) é w∗-fechado em BA′ que pelo Teorema 1.2.41 (Alaoglu) é

w∗-compacto, e concluir que M(A) é w∗-compacto.

Seja (φα) ⊆M(A) uma rede w∗-convergente para φ. Vamos mostrar que φ ∈M(A).

É claro que φ é um homomorfismo cont́ınuo.

Resta mostrar que φ é não nulo. Se φ fosse nulo, teŕıamos que φα
w∗−→ 0, ou seja,

φα(f) −→ 0, ∀f ∈ A. Em particular, 1 = φα(1) −→ 0, o que é uma contradição. Logo φ

é um homomorfismo não nulo, concluindo a demonstração.

O teorema acima mostra que M(A) ⊆ BA′ . Desta forma a topologia fraca estrela de

A′ induz em M(A) uma topologia, que é denominada topologia de Gelfand.

Para cada f ∈ A definimos f̂ : M(A) −→ C da seguinte maneira:

f̂(h) = h(f), ∀h ∈M(A).
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Dizemos que f̂ é a tranformada de Gelfand de f .

O conjunto Â = {f̂ : f ∈ A} é denominado representação de Gelfand de A e aplicação

Φ : A −→ Â dada por Φ(f) = f̂ é chamada de transformação de Gelfand.

Como estamos considerando emM(A) a topologia fraca estrela, segue imediatamente

da definição acima que f̂ é uma aplicação cont́ınua de M(A) em C. Desta forma Â é uma

subálgebra de C(M(A)).

Proposição 2.1.21 Seja A uma álgebra de Banach. A transformação de Gelfand é um

homomorfismo cont́ınuo de A sobre Â.

Demonstração: É fácil verificar que Φ é um homomorfismo. Agora, para cada f ∈ A

tem-se

‖Φ(f)‖ = ‖f̂‖ = sup
φ∈M(A)

|f̂(φ)| = sup
φ∈M(A)

|φ(f)| ≤ sup
φ∈M(A)

‖φ‖ · ‖f‖ = ‖f‖,

ou seja, ‖f̂‖ ≤ ‖f‖, o que prova que a Φ é cont́ınua.

Observação 2.1.22 Sabemos que M(A) ⊆ A′. No entanto, M(A) não é um subespaço

vetorial de A′, pois não podemos garantir, por exemplo, que um múltiplo por um escalar

de um homomorfismo seja um homomorfismo. Portanto, não podemos considerar M(A)

como um espaço normado. No entanto, se definirmos em M(A) a seguinte distância:

d(h1, h2) = ‖h1 − h2‖ para h1, h2 ∈M(A),

teremos que M(A) torna-se um espaço métrico.

No que se segue, quando nos referirmos à norma em M(A), estaremos nos referindo

à norma de A′.

2.2 Álgebras Uniformes

Definição 2.2.1 Seja A uma álgebra de Banach. Dizemos que A é uma álgebra uni-

forme se existe um espaço topológico Hausdorff compacto K tal que A ⊆ C(K) e
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1. A ⊆ C(K) é fechado;

2. A separa pontos de K;

3. A contém as funções constantes.

Exemplo 2.2.2 A álgebra de Banach A(D) ⊆ C(D) é uma álgebra uniforme. Com efeito

A(D) é uma subálgebra fechada de C(D), pois o limite uniforme de funções anaĺıticas em

D e cont́ınuas em D é uma função anaĺıtca em D e cont́ınua em D.

Sejam z1, z2 ∈ D distintos. Como id (a função identidade) pertence a A(D), temos

que id(z1) = z1 6= z2 = id(z2). Logo A(D) separa pontos de D. Agora é claro que A(D)

contém as funções constantes.

Exemplo 2.2.3 Vamos mostrar que H∞(D) é uma álgebra uniforme. Para verificar que

H∞(D) é fechado, separa pontos de D e contém as constantes, procedemos de maneira

análoga à feita no Exemplo 2.2.2.

O menos intuitivo, no caso da álgebra H∞(D), é encontrar um espaço topológico

Hausdorff compacto K tal que H∞(D) ⊆ C(K).

Na seção anterior, a partir de uma álgebra de Banach A, constrúımos os conjuntos

M(A) e Â ⊆ C(M(A)), onde M(A) é w∗-compacto. Provamos que que a transformação

de Gelfand é um homomorfismo cont́ınuo de A sobre Â.

Porém Φ é injetora quando A = H∞(D). Com efeito, se f1, f2 ∈ H∞(D) e Φ(f1) =

Φ(f2), temos que h(f1) = h(f2), ∀h ∈M(H∞(D)).

Para cada z ∈ D, seja φ : H∞(D) −→ C o homomorfismo complexo dado por

φ(f) = f(z), ∀f ∈ H∞(D). Então φ(f1) = φ(f2), isto é, f1(z) = f2(z). Como z era

arbitrário, temos que f1 = f2. Logo Φ é injetora.

Desta forma podemos identificarH∞(D) com Ĥ∞(D) e como Ĥ∞(D) ⊆ C(M(H∞(D))),

temos que H∞(D) é uma álgebra uniforme.

Definição 2.2.4 Seja A ⊆ C(K) uma álgebra uniforme. Para cada x ∈ K, a aplicação

δx : A −→ C dada por

δx(f) = f(x), ∀f ∈ A
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é chamada de avaliação.

É fácil ver que cada avaliação é um homomorfismo não nulo. Consequentemente pela

Proposição 2.1.6, δx é cont́ınua, ∀x ∈ K. Logo δx ∈M(A), ∀x ∈ K.

Teorema 2.2.5 Sejam A ⊆ C(K) uma álgebra uniforme e δ : K −→ M(A) dada por

δ(x) = δx, ∀x ∈ K. Então δ é um homeomorfismo sobre δ(K).

Demonstração: Sejam x, y ∈ K tais que δx = δy. Então f(x) = f(y), ∀f ∈ A. Vamos

supor por absurdo que x 6= y. Como A separa pontos, existe f ∈ A tal que f(x) 6= f(y),

uma contradição. Logo x = y e portanto δ é injetora.

Para provar que δ é cont́ınua, sejam x0 ∈ K e U =
{

φ ∈ M(A) : sup
1≤j≤n

|φ(fj) −

δx0(fj)| < ε
}

uma vizinhança w∗-aberta de δ(x0) = δx0 , onde f1, · · · , fn ∈ A. Vamos

construir um aberto V ⊆ K com x0 ∈ V tal que δ(x) ∈ U , ∀x ∈ V .

Com efeito, como cada fj é cont́ınua em x0, existe um aberto V ⊆ K, x0 ∈ V tal que

se x ∈ V , então |fj(x)− fj(x0)| < ε, 1 ≤ j ≤ n. Ou seja, |δx(fj)− δx0(fj)| < ε, 1 ≤ j ≤ n,

donde segue que δ(x) ∈ U , ∀x ∈ V , como queŕıamos.

Como K é compacto, segue que δ é um homeomorfismo sobre δ(K).

O teorema acima mostra que os conjuntos K e δ(K) ⊆M(A) são homeomorfos. Em

várias ocasiões neste texto estaremos nos referindo a elementos de K ou de δ(K) ⊆M(A)

como o mesmo elemento, mas tendo em mente que estaremos nos referindo à imagem do

mesmo pela inclusão δ.

O próximo teorema mostra que se A é uma álgebra uniforme, então Â ⊆ C(M(A)) é

uma álgebra uniforme e ‖f̂‖ = ‖f‖, ∀f ∈ A.

Teorema 2.2.6 Seja A uma álgebra uniforme. Então

1. a transformação de Gelfand é um isomorfismo isométrico de A sobre Â;

2. Â ⊆ C(M(A)) é uma álgebra uniforme.
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Demonstração:

(1) Pela Proposição 2.1.21 temos que ‖f̂‖ ≤ ‖f‖. Por outro lado, como {δx : x ∈ K} ⊆
M(A), temos que

sup
x∈K

|f̂(δx)| ≤ sup
h∈M(A)

|f̂(h)| = ‖f̂‖,

ou seja,

‖f̂‖ ≥ sup
x∈K

|f̂(δx)| = sup
x∈K

|f(x)| = ‖f‖.

Portanto ‖f̂‖ = ‖f‖, o que mostra que a transformação de Gelfand é um isomorfismo

isométrico.

(2) Pelo item (1) a transformação de Gelfand é uma isomorfismo isométrico e como A é

completo, segue que Â = Ψ(A) é completo e portanto fechado.

Sejam h1, h2 ∈ M(A) tais que h1 6= h2. Então existe f ∈ A tal que h1(f) 6= h2(f).

Logo f̂(h1) 6= f̂(h2). Portanto Â separa pontos de M(A).

Vamos mostrar que Â contem as constantes. Se h ∈M(A) então

1̂(h) = h(1) = 1.

Logo 1̂ = 1 e portanto Â contém as constantes e é uma álgebra uniforme.

2.3 Partes de Gleason

Em 1957, A. Gleason em [14] introduziu uma relação de equivalência no espectro M(A)

de uma álgebra uniforme A, a qual divide M(A) em classes de equivalência chamadas de

partes de Gleason. A decomposição de M(A) nestas partes é fundamental na busca por

estruturas anaĺıticas no espaço M(A), no sentido de que os elementos de Â agem de certa

forma como funções anaĺıticas quando restritas a uma parte de Gleason.

O estudo de partes de Gleason neste texto será útil na seção 3 do caṕıtulo 4, onde

provaremos que todo homomorfismo T : H∞(D) −→ H∞(D) w-compacto é compacto.

Sejam K um espaço topológico Hausdorff compacto, A ⊆ C(K) uma álgebra uniforme

e a, b ∈M(A). Definimos Ab = {f ∈ A : f̂(b) = 0} e

ψ(a, b) = sup{|f̂(a)| : f ∈ Ab e ‖f‖ ≤ 1}.
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Note que ψ(a, b) ≤ 1, ∀a, b ∈M(A).

Seja L : D −→ D um automorfismo. Então existem λ ∈ ∂D e α ∈ D tais que

L = λϕα. Para cada f ∈ A tal que ‖f‖ ≤ 1, ou seja, f(K) ⊆ D, consideremos a função

L ◦ f dada por

(L ◦ f)(x) = L(f(x)) = λ
f(x)− α

1− αf(x)
, ∀x ∈ K.

Lema 2.3.1 Sejam A uma álgebra uniforme, f ∈ A tal que ‖f‖ ≤ 1 e L um automorfis-

mo. Então

1. L ◦ f ∈ A;

2. L̂ ◦ f = L ◦ f̂ .

Demonstração:

(1) Seja p : D −→ C um polinômio dado por p(z) = anzn + · · ·+a0, ai ∈ C, i = 1, · · · , n.

Consideremos f ∈ A com ‖f‖ ≤ 1. Se definirmos, para cada x ∈ K, (p ◦ f)(x) =

anf(x)n + · · ·+ a0, temos que p ◦ f ∈ A, já que A é uma álgebra.

Como L ∈ A(D), a Proposição 1.2.24 garante que existe uma sequência (pn) de

polinômios tal que pn −→ L, uniformemente em D. Ou seja,

sup
z∈D

|pn(z)− L(z)| −→ 0 , n →∞.

Em particular, se f ∈ A e ‖f‖ ≤ 1 então

sup
x∈K

|pn(f(x))− L(f(x))| −→ 0 , n →∞,

ou seja, lim
n→∞

pn ◦ f = L ◦ f.

Pelo observado acima, para cada n temos que pn ◦ f ∈ A, e como A é fechado, temos

que L ◦ f ∈ A, como queŕıamos.

(2) Para cada h ∈M(A) temos que

L̂ ◦ f(h) = h
(
λ

f − 1α

1− αf

)
=

λ(h(f)− α)

1− αh(f)
=

λ(f̂(h)− α)

1− αf̂(h)
= L ◦ f̂(h).

Portanto L̂ ◦ f = L ◦ f̂ .
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Lema 2.3.2 Sejam A uma álgebra uniforme e a, b ∈ M(A). Então ψ(a, b) < 1 se, e

somente se, ‖a− b‖ < 2.

Demonstração: Vamos supor que ψ(a, b) < 1. Se f ∈ A então g = f − f̂(b) ∈ Ab, pois

ĝ(b) = b(g) = b(f − f̂(b)) = b(f)− f̂(b) = 0.

Agora como ‖g‖ = ‖f − f̂(b)‖ ≤ ‖f‖+ ‖f‖ · ‖b‖ = 2‖f‖, temos que ‖g‖ ≤ 2‖f‖.

Assim |f̂(a) − f̂(b)| = |ĝ(a)| ≤ ψ(a, b) · ‖g‖ ≤ 2ψ(a, b) · ‖f‖, isto é, |a(f) − b(f)| ≤
2ψ(a, b) · ‖f‖, ∀f ∈ A, o que mostra que ‖a− b‖ ≤ 2ψ(a, b). Como ψ(a, b) < 1 segue que

‖a− b‖ < 2.

Reciprocamente, se ψ(a, b) = 1, existe (fn) ⊆ Ab tal que ‖fn‖ ≤ 1 e |f̂n(a)| −→ 1.

Para cada z ∈ C existe θn(z) tal que fn(z) = gn(z)e−iθn(z), onde |fn(z)| = gn(z).

Logo, podemos escrever gn = fneiθn .

Substituindo fn por gn = eiθnfn

1+2−n , teremos que gn ∈ Ab, |ĝn(a)| < 1 e ĝn(a) −→ 1.

Agora a Proposição 1.2.16 garante que para cada n ∈ N existe um automorfismo Ln

tal que:

Ln(1) = 1 e Ln(0) = −1 +
1

2n
.

Fixemos n ∈ N. Como Ln é cont́ınua e ĝk(a) −→ 1, existe k ∈ N tal que

|Ln(ĝk(a))− 1| < 1

2n
.

Seja hn = Ln ◦gk. Pelo Lema 2.3.1 temos que hn ∈ A, ∀n ∈ N. É claro que ‖hn‖ ≤ 1.

Assim

|ĥn(a)− ĥn(b)| = |Ln ◦ ĝk(a)−Ln ◦ ĝk(b)| = |Ln(ĝk(a))−Ln(0)| =
∣∣∣Ln(ĝk(a)) + 1− 1

2n

∣∣∣ =

=
∣∣∣Ln(ĝk(a))− 1 + 2− 1

2n

∣∣∣ ≤ |Ln(ĝk(a))− 1|+ 2 +
1

2n
<

1

2n
+ 2 +

1

2n
−→ 2.

Logo |a(hn) − b(hn)| −→ 2, se n → ∞, o que mostra que ‖a − b‖ = 2, provando a

equivalência.

Lema 2.3.3 Sejam A uma álgebra uniforme e a, b ∈ M(A). Então ψ(a, b) < 1 se,

e somente se, para toda sequência (fn) ⊆ A com ‖fn‖ ≤ 1 e f̂n(a) −→ 1 tivermos

f̂n(b) −→ 1.
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Demonstração: Suponha que para toda sequência (fn) ⊆ A com ‖fn‖ ≤ 1 e f̂n(a) −→ 1

temos f̂n(b) −→ 1.

Se ψ(a, b) = 1 temos que existe uma sequência (fn) ⊆ Ab, com ‖fn‖ ≤ 1 tal que

|f̂n(a)| −→ 1. Substituindo, como no lema anterior, fn por gn = eiθnfn, teremos que

ĝn(a) −→ 1. Como fn ∈ Ab, temos que gn ∈ Ab, o que implica ĝn(b) = 0, uma contradição.

Reciprocamente, vamos supor por absurdo que existe (fn) ⊆ A, ‖fn‖ ≤ 1, f̂n(a) −→ 1

mas (f̂n(b)) não convergindo para 1. Novamente, substituindo fn por gn = eiθnfn

1+2−n , temos

que existe uma subsequência (gnk
) de (gn) com ĝnk

(b) −→ r 6= 1.

Sem perda de generalidade, sejam αn = ĝn(a) e βn = ĝn(b). Então |αn| < 1 e |βn| < 1.

Agora, se |r| < 1, para cada n ∈ N tomemos, através da Proposição 1.2.16, o auto-

morfismo Ln tal que Ln(1) = 1 e Ln(r) = −1 + 4−n. Como Ln é cont́ınua existe k tal

que

|Ln(αk)− 1| < 2−n e |Ln(βk) + 1| < 2−n.

Pelo Lema 2.3.1 temos que hn = Ln ◦ gk ∈ A e além disso ‖hn‖ ≤ 1. Portanto

|ĥn(a)− ĥn(b)| = |Ln(αk)− Ln(βk)| = |Ln(αk)− Ln(βk) + 1− 1| ≤

≤ |Ln(αk) + 1|+ |Ln(βk) + 1| < |Ln(αk) + 1|+ 2−n < |Ln(αk) + 2− 1|+ 2−n ≤
≤ |Ln(αk)− 1|+ 2 + 2−n < 2−n + 2 + 2−n −→ 2,

ou seja ‖a− b‖ = 2. Pelo Lema 2.3.2, temos que ψ(a, b) = 1, o que é uma contradição.

Se |r| = 1, não é dif́ıcil construir um automorfismo L tal que L(1) = 1 e L(r) = −1.

Então hn = L ◦ gn ∈ A , ‖hn‖ ≤ 1 e

|ĥn(a)− ĥn(b)| = |L(ĝn(a))− L(ĝn(b))| −→ |L(1)− L(r)| = 2,

o que nos leva novamente a uma contradição.

Definição 2.3.4 Sejam A uma álgebra uniforme e a, b ∈ M(A). Dizemos que a e b são

equivalentes (a ∼ b) se ψ(a, b) < 1.

Vamos mostrar que a relação defininida acima é uma relação de equivalência. De

fato, a ∼ a, pois ‖a− a‖ = 0 < 2.
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Vamos supor que a ∼ b. Temos que ‖a− b‖ = ‖b− a‖. Portanto se ‖a− b‖ < 2 então

‖b− a‖ < 2. Logo b ∼ a.

Por fim, se a ∼ b e b ∼ c, vamos supor por absurdo que a � c. Pelo Lema 2.3.3

existe uma sequência (fn) ⊆ A tal que ‖fn‖ ≤ 1, f̂n(a) −→ 1 e f̂n(c) não converge para 1.

Como a ∼ b, o Lema 2.3.3 garante que f̂n(b) −→ 1. Agora, como b ∼ c, novamente pelo

Lema 2.3.3 temos que f̂n(c) −→ 1, contradição. Portanto a ∼ c, como queŕıamos.

Definição 2.3.5 Sejam A uma álgebra uniforme e a ∈ M(A). Chamamos de parte de

Gleason de a o conjunto

P (a) = {b ∈M(A) : a ∼ b}.

Uma parte de Gleason é chamada de não-trivial se contiver no mı́nimo dois pontos.

Teorema 2.3.6 Seja A uma álgebra uniforme. As partes de Gleason de M(A) formam

uma decomposição de M(A) em conjuntos disjuntos, onde cada um é união enumerável

de conjuntos w∗-compactos.

Demonstração: Seja a ∈M(A). Então temos que

P (a) = {b ∈M(A) : ‖a− b‖ < 2} =
⋃

n∈N
{b ∈M(A) : ‖a− b‖ ≤ 2− 2−n}.

Agora, pelo Teorema 1.2.41 (Alaoglu), cada conjunto {b ∈ M(A) : ‖a− b‖ ≤ 2− 2−n} é

w∗-compacto. Portanto segue o resultado.

Proposição 2.3.7 Sejam A uma álgebra uniforme e a ∈M(A). Então P (a) ⊆M(A) é

aberta e fechada na topologia da norma.

Demonstração: É claro que P (a) = {b ∈M(A) : ‖a− b‖ < 2} é aberto em M(A).

Para mostrar que P (a) é fechado, vamos mostrar que seu complementar é aberto.

Se b /∈ P (a) então b � a e consequentemente P (b) e P (a) são disjuntos. Logo P (b) está

contido em M(A) \ P (a) e como P (b) é aberto, temos que o complementar de P (a) é

aberto, como queŕıamos.
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Teorema 2.3.8 Seja A uma álgebra uniforme. Se existirem um aberto conexo Ω ⊆ C e

uma aplicação φ : Ω −→M(A) tal que f̂ ◦ φ ∈ H(Ω), para toda f ∈ A, então φ(Ω) está

contido em alguma parte de Gleason de M(A).

Demonstração: Consideremos a, b ∈ φ(Ω) e vamos supor por absurdo que a � b, ou

seja, que ‖a− b‖ = 2. Então existe uma sequência (fn) ⊆ A, ‖fn‖ ≤ 1 tal que

|a(fn)− b(fn)| −→ 2 , ou seja, |f̂n(a)− f̂n(b)| −→ 2.

Sejam α, β ∈ Ω tais que φ(α) = a e φ(β) = b.

Por hipótese f̂n ◦ φ : Ω −→ C é holomorfa em Ω. Afirmamos que a famı́lia {f̂n ◦ φ :

n ∈ N} é limitada em Ω. De fato, como A é uma álgebra uniforme, o Teorema 2.2.6(1)

garante que ‖f̂n‖ = ‖fn‖, ∀n ∈ N. Assim, para cada z ∈ Ω temos que

sup
z∈Ω

|f̂n ◦ φ(z)| = sup
z∈Ω

|f̂n(φ(z))| ≤ ‖f̂n‖ = ‖fn‖ ≤ 1.

Portanto, pelo Teorema 1.2.22, (Montel), existem uma subsequência (fnk
) de (fn) e g ∈

H(Ω) tais que f̂nk
◦ φ converge para g uniformemente sobre os compactos de Ω.

Assim, |g(α) − g(β)| = lim
k→∞

|f̂nk
(a) − f̂nk

(b)| = 2, ou seja, 2 = |g(α) − g(β)| ≤
|g(α)|+ |g(β)|.

Como |g(α)| ≤ 1 e |g(β)| ≤ 1, segue |g(α)| = |g(β)| = 1, ou seja, |g| atinge seu

máximo em α ∈ Ω. Como Ω é aberto e conexo, temos pelo Teorema 1.2.9 que g é

constante. Mas isto é uma contradição pois |g(α)− g(β)| = 2, ou seja, g(α) 6= g(β).

Portanto existe a ∈M(A) tal que φ(Ω) ⊆ P (a).

A seguinte definição será utilizada no caṕıtulo 4.

Definição 2.3.9 Seja A uma álgebra uniforme e suponha que existe Ω ⊆ C como no

Teorema 2.3.8. Dizemos que φ(Ω) é um disco anaĺıtico de M(A).

Apresentaremos exemplos de partes de Gleason de elementos do espectro das álgebras

uniformes A(D) e H∞(D) nos caṕıtulos 3 e 4, respectivamente, após termos calculado o

espectro de tais álgebras.
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Caṕıtulo 3

A álgebra A(D)

Neste caṕıtulo estudaremos operadores entre a álgebra A(D), da forma uCϕ. Apresen-

taremos caracterizações para a compacidade de tal operador. Por fim calcularemos o

espectro do mesmo.

Pelo fato de A(D) ser uma álgebra de funções, muitas vezes neste texto estaremos

nos referindo a elementos invert́ıveis de A(D) tanto como elementos invert́ıveis desta

álgebra como funções invert́ıveis. Para não causar confusão, se f ∈ A(D) é invert́ıvel

como elemento desta álgebra, diremos que f é invert́ıvel. Se f for invert́ıvel como uma

função, diremos que f é uma função ı́nvert́ıvel.

Os resultados apresentados neste caṕıtulo foram originalmente demonstrados por R.

Aron, P. Galindo e M. Lindström em [1], e por H. Kamowitz no trabalho [19].

3.1 Partes de Gleason de M(A(D))

Nesta seção iremos calcular o espectro de A(D) e as partes de Gleason de elementos de

M(A(D)).

Proposição 3.1.1 Seja φ : A(D) −→ C um homomorfismo não nulo. Então φ é uma

avaliação.
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Demonstração: Seja φ : A(D) −→ C um homomorfismo não nulo. Vamos mostrar que

existe b ∈ D tal que φ = δb. Pelo Teorema 2.1.6 temos que ‖φ‖ = 1. Considere b = φ(id).

Então |b| = |φ(id)| ≤ ‖φ‖ · ‖id‖ = 1.

Sabemos que se c ∈ C então φ(c) = c. Para cada n ∈ N seja qn(z) =
n∑

i=1

ai z
i, onde

ai ∈ C, ∀i = 1, · · · , n. Assim

φ(qn) =
n∑

i=1

ai φ(id)i =
n∑

i=1

ai b
i.

Consequentemente temos que φ(qn) = qn(b), ∀n ∈ N. Pela Proposição 1.2.24, temos que

para cada f ∈ A(D) existe uma sequência (pn) de polinômios tal que pn −→ f em A(D).

Então é claro que

pn(b) −→ f(b). (3.1)

Como φ(f) = φ(f − pn + pn) = φ(f − pn) + φ(pn) = φ(f − pn) + pn(b), segue que

φ(f) − pn(b) = φ(f − pn). E assim, |φ(f) − pn(b)| = |φ(f − pn)| ≤ ‖φ‖ · ‖f − pn‖ −→ 0,

em A(D). Portanto

pn(b) −→ φ(f). (3.2)

De (3.1) e (3.2) conclúımos que φ(f) = f(b).

Como f é um elemento arbitrário de A(D), conclúımos que φ = δb, como queŕıamos.

Proposição 3.1.2 O espectro de A(D) é homeomorfo a D.

Demonstração: Seja δ : D −→M(A(D)) definida no Teorema 2.2.5. Segue diretamente

do Teorema 2.2.5 e da Proposição 3.1.1 que δ é um homeomorfismo sobre M(A(D)).

No que se segue, e quando for conveniente, não estaremos fazendo distinção entre

números complexos z ∈ D e avaliações δz ∈M(A(D)).

Lema 3.1.3 Sejam δa, δb ∈M(A(D)) tais que a ∈ D e b ∈ D e ψ(δa, δb) = sup{|f̂(δa)| :
f ∈ A(D)δb

e ‖f‖ ≤ 1}. Então ψ(δa, δb) = | a−b
1−b̄a

|.

Demonstração: Lembramos que A(D)δb
= {f ∈ A(D) : f̂(δb) = 0} e que f(z) = f̂(δz),

∀z ∈ D.
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Seja f ∈ A(D)δb
com ‖f‖ ≤ 1. Então o Lema 1.2.17 (Schwarz-Pick) nos diz que

|f(a)− f(b)| ≤ |1− f(a)f(b)|
∣∣∣ a− b

1− b̄a

∣∣∣,

ou seja

|f(a)| ≤
∣∣∣ a− b

1− b̄a

∣∣∣.

Agora, como f(a) = f̂(δa), segue que ψ(δa, δb) ≤
∣∣∣ a−b
1−b̄a

∣∣∣.

Consideremos ϕb : D −→ D dada por ϕb(z) = z−b
1−b̄z

. Temos que ϕb ∈ A(D), ‖ϕb‖ ≤ 1

e ϕb ∈ A(D)δb
.

Logo |ϕ̂b(δa)| ≤ ψ(δa, δb), ou seja,
∣∣∣ a−b
1−b̄a

∣∣∣ ≤ ψ(δa, δb), donde segue que ψ(δa, δb) =∣∣∣ a−b
1−b̄a

∣∣∣, como queŕıamos.

Proposição 3.1.4 Seja δb ∈ M(A(D)). Então P (δb) = {δb} se |b| = 1 e P (δb) = δ(D)

se |b| < 1.

Demonstração: Seja δb ∈ M(A(D)) fixo com |b| < 1 e consideremos a aplicação ϕb

definida no Lema acima. Pela Proposição 1.2.14, ϕb(D) = D e ϕb(∂D) = ∂D.

Se |a| < 1, pelo Lema 3.1.3, ψ(δa, δb) = |ϕb(a)| < 1 e pela Definição 2.3.4 temos que

δa ∼ δb. Logo δ(D) ⊆ P (δb). Agora, seja δc ∈ P (δb). Vamos supor por absurdo que

|c| = 1. Então, pelo Lema 3.1.3, temos que ψ(δc, δb) = |ϕb(c)| = 1, ou seja, δc /∈ P (δb),

uma contradição. Logo |c| < 1 e P (δb) = δ(D).

Agora seja δb ∈M(A(D)) com |b| = 1.

Seja a tal que |a| < 1. Pela Proposição 1.2.16, para cada n ∈ N existe um automor-

fismo Ln tal que

Ln(a) = −1 +
1

2n
e Ln(b) = 1.

Seja fn = 1
2
(1 − Ln). Então fn ∈ A(D), ‖fn‖ ≤ 1, fn(a) = 1

2

(
1 + 1 − 1

2n

)
−→ 1 e

fn ∈ A(D)δb
. Assim, do Lema 2.3.3, segue que

ψ(δa, δb) = 1. (3.3)
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Seja agora a tal que |a| = 1 e a 6= b. Tomemos o automorfismo L tal que L(a) = −1

e L(b) = 1. Seja f = 1
2
(1− L). Então f ∈ A(D), ‖f‖ ≤ 1, f(a) = 1 e f ∈ A(D)δb

. Segue

novamente do Lema 2.3.3 que

ψ(δa, δb) = 1. (3.4)

Portanto, de (3.3) e (3.4), conclúımos que δa � δb, ∀a ∈ D; e assim P (δb) = {δb}.

3.2 Operadores de Composição de A(D) em A(D)

Definição 3.2.1 Seja ϕ ∈ A(D) tal que ϕ(D) ⊆ D. O operador Cϕ : A(D) −→ A(D)

definido por

Cϕ(f) = f ◦ ϕ, ∀f ∈ A(D),

é denominado de operador de composição.

É claro que o operador Cϕ definido acima é um homomorfismo cont́ınuo, pois para

cada f, g ∈ A(D) temos que ‖Cϕ(f)− Cϕ(g)‖ = sup
z∈∂D

|f(ϕ(z))− g(ϕ(z))| ≤ ‖f − g‖.

Proposição 3.2.2 Seja T : A(D) −→ A(D) um homomorfismo. Então T é um operador

de composição.

Demonstração: Seja T : A(D) −→ A(D) um homomorfismo. Para cada z ∈ D, seja

φ : A(D) −→ C um homomorfismo complexo definido por φ = δz ◦ T . Pela Proposição

3.1.1 , existe um único b ∈ D tal que φ(f) = f(b), ∀f ∈ A(D). Assim podemos definir

g : D −→ C por g(z) = b. Observamos que g(D) ⊆ D. Agora, como

f(g(z)) = f(b) = φ(f) = (δz ◦ T )(f) = δz(T (f)) = T (f)(z),

segue que T (f)(z) = f(g(z)),∀z ∈ D, ∀f ∈ A(D), isto é T (f) = f ◦ g, ∀f ∈ A(D). Logo

T (id) = g, e como T (id) ∈ A(D), segue que g ∈ A(D); e portanto T é um operador de

composição, como queŕıamos.

Proposição 3.2.3 Seja ϕ ∈ A(D) tal que ϕ(D) ⊆ D. Então Cϕ : A(D) −→ A(D) é

invert́ıvel se e somente se ϕ : D −→ D é uma função invert́ıvel.
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Demonstração: Vamos supor que Cϕ é invert́ıvel. Como a função identidade (id) per-

tence a A(D), segue que existe ψ ∈ A(D) tal que Cϕ(ψ) = id, ou seja, ψ ◦ ϕ = id. Sejam

z, w ∈ D tais que ϕ(z) = ϕ(w). Então z = id(z) = ψ(ϕ(z)) = ψ(ϕ(w)) = id(w) = w, ou

seja, ϕ é injetora.

Vamos provar que ϕ é sobrejetora. Para tal tomemos w ∈ D. Queremos encontrar

z ∈ D tal que ϕ(z) = w. Como Cϕ é invert́ıvel, temos que C∗
ϕ : A(D)′ −→ A(D)′

(o adjunto de Cϕ) é invert́ıvel. Então existe um funcional linear φ ∈ A(D)′ tal que

C∗
ϕ(φ) = δw, onde δw é a avaliação no ponto w.

Afirmamos que φ ∈ M(A(D)). Como φ ∈ A(D)′, precisamos provar que φ(f · g) =

φ(f) · φ(g), ∀f, g ∈ A(D). Com efeito, tomemos f, g ∈ A(D). Como Cϕ é invert́ıvel,

existem F,G, H ∈ A(D) tais que Cϕ(F ) = f , Cϕ(G) = g e Cϕ(H) = f · g. Portanto, para

todo z ∈ D temos que

F (ϕ(z)) ·G(ϕ(z)) = f(z) · g(z) = (f · g)(z) = H(ϕ(z)). (3.5)

Agora, como D é aberto e ϕ é não constante, o Teorema 1.2.7, Aplicação Aberta, garante

que ϕ(D) ⊆ D é aberto, ou seja, ϕ(D) ⊆ D. Por (3.5) temos que (F · G)(z) = H(z),

∀z ∈ ϕ(D). Como F ·G e H são anaĺıticas em D, segue do Corolário 1.2.3 (Prinćıpio do

Prolongamento Anaĺıtico), que F · G e H coincidem em D. Agora, como F · G e H são

cont́ınuas em D, segue que F ·G = H. Portanto

φ(f ·g) = φ(Cϕ(F ) ·Cϕ(G)) = φ(Cϕ(F ·G)) = φ(Cϕ(H)) = C∗
ϕ(φ)(H) = δw(H) = H(w) =

= F (w)·G(w) = δw(F )·δw(G) = C∗
ϕ(φ)(F )·C∗

ϕ(φ)(G) = φ(Cϕ(F ))·φ(Cϕ(G)) = φ(f)·φ(g).

Portanto temos que φ ∈ M(A(D)). Agora, como pela Proposição 3.1.1, todo ele-

mento de M(A(D)) é uma avaliação, temos que existe z ∈ D tal que φ = δz. Logo

w = δw(id) = C∗
ϕ(δz)(id) = δz(Cϕ(id)) = δz(ϕ) = ϕ(z),

o que mostra que ϕ é sobrejetora, como queŕıamos.

Reciprocamente, se ϕ ∈ A(D) é tal que ϕ : D −→ D é uma função invert́ıvel,

considere o operador de composição Cϕ−1 : A(D) −→ A(D). Então, para cada f ∈ A(D)

temos que

Cϕ−1(Cϕ(f)) = Cϕ−1(f ◦ ϕ) = f ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = f ;
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Cϕ(Cϕ−1(f)) = Cϕ(f ◦ ϕ−1) = f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ = f,

ou seja, Cϕ−1 ◦ Cϕ = Id = Cϕ ◦ Cϕ−1 . Portanto Cϕ é invert́ıvel.

A próxima proposição apresenta uma caracterização para a compacidade e w-compacidade

de um operador de composição Cϕ : A(D) −→ A(D). A demonstração é uma adaptação

para a álgebra A(D) da apresentada em [1] para álgebras que são generalizações das

álgebras clássicas.

Proposição 3.2.4 Sejam ϕ ∈ A(D) tal que ϕ(D) ⊆ D, ϕ não constante e Cϕ : A(D) −→
A(D) um operador de composição. As afirmações seguintes são equivalentes:

1. Cϕ é compacto;

2. Cϕ é fracamente compacto;

3. ϕ(D) ⊂ D.

Demonstração:

(1)⇒(2) Segue imediatamente da Proposição 1.2.57.

(2)⇒(3) Sabemos que ϕ(D) ⊆ D. Queremos mostrar que ϕ(D) ⊂ D. Vamos supor por

absurdo que existe z ∈ D tal que ϕ(z) = z0 ∈ ∂D. Agora de z ∈ D temos que existe uma

sequência (zj) ⊆ D tal que zj −→ z. Portanto ϕ(zj) −→ ϕ(z) = z0.

Pelo Teorema 1.2.7 (Aplicação Aberta), temos que ϕ é aberta, ou seja, ϕ(D) ⊆ D.

Logo |ϕ(zj)| < 1, ∀j ∈ N.

Seja l : D −→ C dada por l(z) = z
z0

. Então l ∈ A(D), l(z0) = 1 e ‖l‖ = 1.

Para cada n ∈ N, vamos definir ln : D −→ C por ln(z) = (l(z))n, ∀z ∈ D. É claro

que ln ∈ A(D), ∀n ∈ N e que o conjunto {ln : n ∈ N} ⊆ A(D) é limitado. Como Cϕ é

fracamente compacto, (Cϕ(ln)) admite uma subsequência w-convergente. Portanto existe

f ∈ A(D) tal que, sem perda de generalidade

Cϕ(ln) = ln ◦ ϕ
w−→ f.

Para cada zj, vamos considerar a avaliação δzj
. Pela Observação 1.2.32:

lim
n→∞

δzj
(ln ◦ ϕ) = δzj

(f).
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Pelo Teorema 1.2.41 (Alaoglu), a sequência (δzj
) tem um w∗-ponto de acumulação u ∈

A(D)′. Como Cϕ(ln) ∈ A(D), passando para uma subsequência de (δzj
) segue da Obser-

vação 1.2.37 que:

lim
j→∞

δzj
(Cϕ(ln)) = u(Cϕ(ln)) , isto é

lim
j→∞

δzj
(ln ◦ ϕ) = u(ln ◦ ϕ).

Como para cada n ∈ N:

lim
j→∞

δzj
(ln ◦ ϕ) = lim

j→∞
ln(ϕ(zj)) = ln(z0) = 1, segue que

u(ln ◦ ϕ) = 1. (3.6)

Por outro lado, como |ϕ(zj)| < 1 e |z0| = 1, temos que

ln(ϕ(zj)) =
(ϕ(zj)

z0

)n

−→ 0, n →∞.

Logo, para cada j ∈ N:

0 = lim
n→∞

ln(ϕ(zj)) = lim
n→∞

δzj
(ln ◦ ϕ) = δzj

(f).

Portanto

0 = lim
j→∞

δzj
(f) = u(f). (3.7)

Agora, como ln ◦ ϕ
w−→ f , temos que u(ln ◦ ϕ) −→ u(f), o que é uma contradição

com (3.6) e (3.7).

(3)⇒(1) Vamos supor que Cϕ não é compacto. Então existem ε > 0 e uma sequência

(fn) ⊆ A(D) com ‖fn‖ ≤ 1, ∀n ∈ N e ‖Cϕ(fn)−Cϕ(fm)‖ ≥ ε, ∀n 6= m. Como {fn : n ∈ N}
é uma famı́lia limitada, segue pelo Teorema 1.2.22 (Montel) que {fn : n ∈ N} é uma famı́lia

normal, e portanto existe uma subsequência (fnk
) ⊆ (fn) convergindo uniformemente

sobre os compactos de D. Se k0 6= k:

sup
w∈ϕ(D)

|fnk0
(w)− fnk

(w)| = sup
z∈D

|fnk0
(ϕ(z))− fnk

(ϕ(z))| = ‖Cϕ(fnk0
)− Cϕ(fnk

)‖ ≥ ε,

o que é uma contradição com o fato de (fnk
) ser convergente sobre os compactos de D, já

que ϕ(D) ⊆ D é compacto. Logo Cϕ é compacto, como queŕıamos.

É fácil produzir operadores de composição que não são compactos, como mostra o

seguinte exemplo.

Exemplo 3.2.5 Se ϕ(z) = z+1
2

, temos que Cϕ não é compacto, uma vez que |ϕ(1)| = 1.
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3.3 Operadores Compactos da Forma uCϕ

Nesta seção estaremos estudando uma classe especial de operadores, que são os operadores

da forma uCϕ. Tais operadores foram estudados em [19] por H. Kamowitz.

Sejam u, ϕ ∈ A(D), com ϕ(D) ⊆ D. Definimos uCϕ : A(D) −→ A(D) da seguinte

forma:

uCϕ(f)(z) = u(z) · f(ϕ(z)),∀f ∈ A(D), ∀z ∈ D.

Não é dif́ıcil ver que uCϕ é um operador linear cont́ınuo.

Se u(z) = 1, ∀z ∈ D, isto é, se u é a função constante igual a 1, temos que uCϕ = Cϕ.

Se ϕ(z) = z, ∀z ∈ D, isto é, se ϕ é a identidade, temos que

uCϕ(f)(z) = u(z) · f(ϕ(z)) = u(z)f(z),

isto é, uCϕ(f) = u · f é um operador produto.

Se ϕ ∈ A(D), ‖ϕ‖ ≤ 1 e n ∈ N tal que n ≥ 2, seja ϕn : D −→ D a seguinte função

ϕn(z) = ϕ(ϕn−1(z)), ∀z ∈ D.

Lema 3.3.1 Sejam u, ϕ ∈ A(D), com ϕ(D) ⊆ D. Então o operador uCϕ é invert́ıvel se

e somente se u é invert́ıvel e ϕ é uma função invert́ıvel.

Demonstração:

Se uCϕ é invert́ıvel, como 1 ∈ A(D), existe f ∈ A(D) tal que u(z)f(ϕ(z)) = 1,

∀z ∈ D. Logo f ◦ ϕ = u−1, ou seja, u é invert́ıvel. Não é dif́ıcil verificar que o operador

u−1 · uCϕ = Cϕ é invert́ıvel. Pela Proposição 3.2.3, temos que ϕ é uma função invert́ıvel.

Reciprocamente, vamos supor que u é invert́ıvel e ϕ é uma função invert́ıvel e provar

que uCϕ é invert́ıvel. Para tal, considere o operador (u−1 ◦ ϕ−1)Cϕ−1 . Vamos provar que

(uCϕ)−1 = (u−1 ◦ ϕ−1)Cϕ−1 . Com efeito, se f ∈ A(D), temos que

uCϕ((u−1 ◦ ϕ−1)Cϕ−1(f)) = uCϕ((u−1 ◦ ϕ−1) · (f ◦ ϕ−1)) =

= u · (u−1 ◦ ϕ−1 ◦ ϕ) · (f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ) = u · u−1 · f = f.
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Por outro lado ((u−1 ◦ ϕ−1)Cϕ−1)(uCϕ(f)) = ((u−1 ◦ ϕ−1)Cϕ−1)(u · f ◦ ϕ) =

= (u−1 ◦ ϕ−1) · (u ◦ ϕ−1) · (f ◦ ϕ ◦ ϕ−1) = 1 · f = f.

Logo uCϕ é invert́ıvel.

Lema 3.3.2 Sejam u, ϕ ∈ A(D), com ϕ(D) ⊆ D. Para cada n ∈ N tal que n ≥ 2 e

f ∈ A(D) temos que

(uCϕ)n(f) = u · u ◦ ϕ · · · · · u ◦ ϕn−1 · f ◦ ϕn.

Demonstração: Vamos utilizar o Prinćıpio da Indução Finita para demonstrar a igual-

dade acima.

Vamos provar a igualdade para n = 2. Sejam f ∈ A(D) e z ∈ D. Então

(uCϕ)2(f)(z) = (uCϕ(u ·f ◦ϕ))(z) = u(z) ·u(ϕ(z)) ·f(ϕ(ϕ(z))) = u(z) ·u(ϕ(z)) ·f(ϕ2(z)),

ou seja (uCϕ)2(f) = u · u ◦ ϕ · f ◦ ϕ2.

Portanto o resultado vale para n = 2. Vamos supor o resultado válido para n, e

demonstrá-lo para n + 1. Assim

(uCϕ)n+1(f) = uCϕ((uCϕ)n(f)) = uCϕ(u · u ◦ ϕ · · · · · u ◦ ϕn−1 · f ◦ ϕn) =

= u · (u · u ◦ ϕ · · · · · u ◦ ϕn−1 · f ◦ ϕn) ◦ ϕ = u · (u ◦ ϕ · u ◦ ϕ2 · · · · · u ◦ ϕn · f ◦ ϕn+1) =

= u · u ◦ ϕ · u ◦ ϕ2 · · · · · u ◦ ϕn · f ◦ ϕn+1.

Portanto a igualdade vale para n + 1. Logo, pelo Prinćıpio da Indução Finita, con-

clúımos que a igualdade vale para todo n ∈ N, n ≥ 2.

O próximo teorema apresenta uma caracterização para a compacidade de uCϕ. Sua

demonstração foi apresentada por H. Kamowitz em [19].

Teorema 3.3.3 Suponha que u, ϕ ∈ A(D) e ϕ(D) ⊆ D.

1. Se ϕ é uma função constante, então uCϕ é um operador compacto.
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2. Se ϕ não é uma função constante, então uCϕ é um operador compacto se, e somente

se, |ϕ(z)| < 1 sempre que u(z) 6= 0.

Demonstração:

(1) Se ϕ é constante, ∃a ∈ D tal que ϕ(z) = a, ∀z ∈ D. Então se z ∈ D temos que

uCϕ(f)(z) = u(z)f(ϕ(z)) = u(z)f(a), isto é, uCϕ(f) = f(a) ·u. Assim dim(im(uCϕ)) = 1,

o que implica pelo Teorema 1.2.48 que uCϕ é compacto.

(2) Vamos supor que uCϕ : A(D) −→ A(D) é um operador compacto. Devemos provar

que se z ∈ D e u(z) 6= 0 então |ϕ(z)| < 1. Como ϕ não é constante, o Teorema 1.2.7

(Aplicação Aberta) garante que |ϕ(z)| < 1 sempre que |z| < 1. Portanto é suficiente

mostrar que |ϕ(z)| < 1 se u(z) 6= 0 e |z| = 1.

Vamos supor que tal afirmação é falsa, ou seja, que ∃θ tal que u(eiθ) 6= 0 e |ϕ(eiθ)| = 1.

Considere µ = ϕ(eiθ) e para cada inteiro positivo n defina

fn(z) =
(1

2
(z + µ)

)n

.

É claro que fn ∈ A(D) para cada n ∈ N e ‖fn‖ = 1, uma vez que para cada z ∈ D

|fn(z)| =
∣∣∣
(1

2
(z + µ)

)n∣∣∣ =
∣∣∣
(1

2
(z + µ)

)∣∣∣
n

≤
(1

2
(|z|+ |µ|)

)n

≤ 1,

e fn atinge a norma em µ, ∀n ∈ N.

Como por hipótese uCϕ é compacto, então existe uma subsequência (fnk
) de (fn) e

uma função F ∈ A(D) com uCϕ(fnk
) −→ F em A(D), ou seja,

u(z)
(1

2
(ϕ(z) + µ)

)nk −→ F (z),∀z ∈ D.

Se |z| < 1 então |ϕ(z)| < 1. Consequentemente |1
2
(ϕ(z) + µ)| < 1 e

(1

2
(ϕ(z) + µ)

)nk −→ 0.

Assim F (z) = 0, para |z| < 1. No entanto, como F é cont́ınua em D, temos que

F (z) = 0,∀z ∈ D, ou seja, F = 0. Então uCϕ(fnk
) −→ 0 em A(D).

Em particular, uCϕ(fnk
)(eiθ) −→ 0, ou seja, u(eiθ)(1

2
(ϕ(eiθ) + µ)nk −→ 0. Mas para

todo k temos que ∣∣∣u(eiθ)
(1

2
(ϕ(eiθ) + µ

)nk
∣∣∣ = |u(eiθ)| 6= 0,
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o que nos leva a uma contradição. Logo, se uCϕ é compacto temos que |ϕ(z)| < 1 sempre

que u(z) 6= 0.

Reciprocamente, se |ϕ(z)| < 1 sempre que u(z) 6= 0, para mostrar que uCϕ é com-

pacto, considere (fn) ⊆ A(D) com ‖fn‖ ≤ 1. A famı́lia {fn : n ∈ N} é limitada em

D e portanto é uma famı́lia normal pelo Teorema 1.2.22 (Montel). Logo existem uma

subsequência (fnk
) ⊆ (fn) e uma função g ∈ H(D) tal que fnk

−→ g uniformemente sobre

os compactos de D. Observemos que esta convergência implica que

sup
|w|<1

|g(w)| ≤ 1.

Vamos definir uma função G em D da seguinte maneira:

G(z) =

{
0 |z| = 1 e u(z) = 0

u(z) · g(ϕ(z)) |z| < 1 ou u(z) 6= 0
.

Se |z| < 1 ou u(z) 6= 0 então |ϕ(z)| < 1. Logo G está bem definida.

Vamos mostrar que G ∈ A(D) e que uCϕ(fnk
) −→ G em A(D).

Se |z| < 1 ou u(z) 6= 0 temos que G é produto de funções cont́ınuas.

Se |z∗| = 1 e u(z∗) = 0, seja (zm) ⊆ D com zm −→ z∗. Para cada m, temos que

G(zm) = u(zm)g(ϕ(zm)). Como |g(ϕ(zm))| ≤ 1,∀m e u(zm) −→ u(z∗) = 0, temos que

G(zm) −→ 0 = G(z∗) e portanto G é cont́ınua em D.

G é anaĺıtica em D, pois u e (g ◦ ϕ) o são. Então G ∈ A(D).

Para mostrar que uCϕ(fnk
) −→ G em A(D), vamos dividir D em três conjuntos, e

mostrar a convergência em cada um deles.

Seja V = {eiθ : u(eiθ) = 0} e tome ε > 0. Afirmamos que existe aberto U tal que

V ⊆ U e |u(t)| < ε, ∀t ∈ U . De fato, como u é cont́ınua, para cada θ tal que eiθ ∈ V e

para cada ε > 0, existe um aberto Uθ tal que se z ∈ Uθ, então u(z) ∈ Dε(u(eiθ)). Portanto

basta tomarmos

U =
⋃

eiθ∈V

Uθ.

Se z /∈ U então u(z) 6= 0 e portanto |ϕ(z)| < 1. Logo ϕ(D \ U) ⊆ D. Como

D \U é compacto, ϕ(D \U) é compacto. Então, como fnk
−→ g uniformemente sobre os
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compactos de D, temos que

fnk
(ϕ(z)) −→ g(ϕ(z)) para z /∈ U.

Logo u(z)fnk
(ϕ(z)) −→ u(z)g(ϕ(z)), ∀z /∈ U . Desta forma existe inteiro N tal que

|u(z)fnk
(ϕ(z))− u(z)g(ϕ(z))| = |uCϕ(fnk

)(z)−G(z)| < ε,

para todo k ≥ N e todo z /∈ U. Portanto temos a convergência em D \ U .

Agora, se z ∈ U \ V e k é qualquer:

|uCϕ(fnk
)(z)−G(z)| = |u(z)fnk

(ϕ(z))− u(z)g(ϕ(z))| ≤

sup
z∈U\V

|u(z)||fnk
(ϕ(z))− g(ϕ(z))| ≤ ε(‖fnk

‖+ ‖g‖) ≤ 2ε,

o que verifica a convergência no conjunto U \ V .

Finalmente, se z ∈ V , então uCϕ(fnk
)(z) = u(z)fnk

(ϕ(z)) = 0 = G(z).

Portanto, dado ε > 0, existe inteiro N ′ tal que |uCϕ(fnk
)(z) − G(z)| < 2ε, k ≥ N ′ e

∀z ∈ D. Ou seja, (uCϕ)(fnk
) −→ G em A(D). Logo, se |ϕ(z)| < 1 sempre que u(z) 6= 0,

temos que uCϕ é compacto.

Observação 3.3.4 Na Proposição 3.2.4 provamos que um operador de composição Cϕ

é compacto se e somente se ϕ(D) ⊂ D. Vamos a seguir verificar que tal equivalência é

precisamente o Teorema 3.3.3 acima demonstrado, no caso u = 1.

Como u = 1, o Teorema 3.3.3 garante que Cϕ é compacto se, e somente se, |ϕ(z)| < 1,

∀z ∈ D, ou seja, se e somente se ϕ(D) ⊂ D.

3.4 Espectro do Operador Compacto uCϕ

Nesta seção calcularemos o espectro do operador uCϕ, quando uCϕ é compacto. O cálculo

do espectro de uCϕ foi feito por H. Kamowitz em [19].

52



Observação 3.4.1 A demonstração da próxima proposição será dividida em itens. Em

um dos itens e também na proposição subsequente, precisaremos trabalhar com repre-

sentações de séries de potências. Estaremos usando ri para indicar qualquer série da

forma

ri(z) =
∑
n≥i

anzn,

ou seja, série cujo primeiro coeficiente não nulo é ai.

Por abuso de notação, estaremos denotando por ri séries cujo primeiro coeficiente não

nulo é o i-ésimo, independente dos coeficientes das séries. Ou seja, estaremos interessados

em avaliar o ı́ndice i no qual tem-se o primeiro coeficiente não nulo da série, e não nos

valores de an, n ≥ i, pois os mesmos não estarão interferindo nos cálculos a serem feitos.

Quando uma série da forma ri estiver sendo calculada em outra série da mesma forma,

será usado o Binômio de Newton para estimar o ı́ndice do primeiro coeficiente não nulo

da série resultante.

Proposição 3.4.2 Suponha que u, ϕ ∈ A(D), ϕ(D) ⊆ D e ϕ(0) = 0. Então u(0) ∈
σ(uCϕ) e u(0)ϕ′(0)n ∈ σ(uCϕ), ∀n ∈ N, n ≥ 1.

Demonstração: Vamos provar inicialmente que u(0) ∈ σ(uCϕ). Vamos supor por ab-

surdo que u(0) /∈ σ(uCϕ), ou seja que uCϕ − u(0) · Id é invert́ıvel.

Logo, como 1 ∈ A(D), ∃f ∈ A(D) tal que u(z)f(ϕ(z))− u(0)f(z) = 1, ∀z ∈ D.

Para z = 0 teŕıamos u(0)f(0) − u(0)f(0) = 1, uma contradição. Consequentemente

u(0) ∈ σ(uCϕ).

Para demonstrar que u(0)ϕ′(0)n ∈ σ(uCϕ), vamos analisar dois casos: quando ϕ′(0) =

0 e quando u(0)ϕ′(0) 6= 0.

(i) Se ϕ′(0) = 0, o Teorema 1.2.8(3) garante que ϕ não é uma função injetora e portanto

não é uma função invert́ıvel. Assim, pelo Lema 3.3.1, o operador uCϕ não é invert́ıvel e

portanto 0 = u(0)ϕ′(0)n ∈ σ(uCϕ), ∀n ∈ N.

(ii) Vamos supor que u(0)ϕ′(0) 6= 0 e provar que u(0)ϕ′(0)n ∈ σ(uCϕ), ∀n ≥ 1.

Se ϕ′(0)n = 1 então u(0)ϕ′(0)n = u(0), que já provamos pertencer ao espectro de

uCϕ. No que se segue, portanto, estaremos supondo ϕ′(0)n 6= 1, ∀n ∈ N.
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Para provar que u(0)ϕ′(0)n ∈ σ(uCϕ) é preciso mostrar que u(0)ϕ′(0)n · Id − uCϕ não é

invert́ıvel. Assim basta mostrar que ξ(z) = zn não pertence à imagem de u(0)ϕ′(0)n ·Id−
uCϕ, ∀n ∈ N. Vamos supor por absurdo que existem n ∈ N e f ∈ A(D) tais que

u(0)ϕ′(0)nf(z)− u(z)f(ϕ(z)) = zn , ∀z ∈ D.

Para z = 0 temos

u(0)ϕ′(0)nf(0)− u(0)f(0) = 0, ou seja,

u(0)(f(0)ϕ′(0)n − f(0)) = 0.

Como u(0) 6= 0 e ϕ′(0)n 6= 1 segue que f(0) = 0. Portanto, de acordo com a Proposição

1.2.4, existem m ∈ N e f0 ∈ H(D) tais que f0(0) 6= 0 e f(z) = zmf0(z), ∀z ∈ D.

Pelo Teorema 1.2.1, podemos escrever f0(z) = f0(0) + r1(z), u(z) = u(0) + r1(z) e

ϕ(z) = ϕ′(0)z + r2(z). Então

u(0)ϕ′(0)nf(z)− u(z)f(ϕ(z)) = zn

é equivalente a

u(0)ϕ′(0)nzm(f0(0) + r1(z))− (u(0) + r1(z))(ϕ(z)mf0(ϕ(z)) = zn

u(0)ϕ′(0)nzm(f0(0) + r1(z))− (u(0) + r1(z))ϕ(z)m(f0(0) + r1(ϕ(z)) = zn

u(0)ϕ′(0)nzm(f0(0)+r1(z))−(u(0)+r1(z))(ϕ′(0)z+r2(z))m(f0(0)+r1(ϕ
′(0)z+r2(z)) = zn

u(0)ϕ′(0)nzmf0(0) + rm+1(z)− (u(0) + r1(z))(ϕ′(0)zm + rm+1(z))(f0(0) + r1(z)) = zn

u(0)ϕ′(0)nzmf0(0) + rm+1(z)− (u(0)ϕ′(0)mzm + rm+1(z))(f0(0) + r1(z)) = zn

u(0)ϕ′(0)nzmf0(0) + rm+1(z)− u(0)ϕ′(0)mzmf0(0)− rm+1(z) = zn.

E finalmente ficamos com

(u(0)ϕ′(0)nf0(0)− u(0)ϕ′(0)mf0(0))zm + rm+1(z) = zn. (3.8)

Se m = n, o lado esquerdo de (3.8) tem n + 1 como ı́ndice do primeiro coeficiente não

nulo, enquanto que do lado direito tal ı́ndice é n, uma contradição. Se m 6= n, o lado

esquerdo de (3.8) tem m como ı́ndice do primeiro coeficiente não nulo e o lado direito tem

n, o que também é uma contradição. Logo segue o resultado.
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Proposição 3.4.3 Sejam u, ϕ ∈ A(D) tais que ϕ não é constante, ϕ(D) ⊆ D e ϕ(0) = 0.

Se λ é um autovalor de uCϕ, então λ ∈ {u(0)ϕ′(0)n : n ∈ N , n ≥ 1} ∪ {0, u(0)}.

Demonstração: Se u = 0 então uCϕ = 0. Neste caso, λ = 0 é o único autovalor de uCϕ.

Suponhamos u 6= 0. Seja λ um autovalor de uCϕ com f autovetor correspondente. Logo

uCϕ(f) = λf. Se λ = 0, teremos que u · f ◦ ϕ = 0. Pelo Corolário 1.2.6, A(D) é um anel

de integridade. Como u 6= 0 segue que f = 0, um absurdo. Assim λ 6= 0.

Usando o Teorema 1.2.1, podemos escrever

f(z) = azm + rm+1(z), a 6= 0 e m ≥ 0,

u(z) = bzr + rr+1(z), b 6= 0 e r ≥ 0 e

ϕ(z) = czs + rs+1(z), c 6= 0 e s ≥ 1.

E assim substituindo na equação λf = uCϕ(f), temos que

λ(azm + rm+1(z)) = (bzr + rr+1(z))(a(czs + rs+1(z))m + rm+1(z)),

ou seja,

λazm + rm+1(z) = (bzr + rr+1(z))(a(cmzsm + rsm+1(z)) + rm+1(z))

λazm + rm+1(z) = (bzr + rr+1(z))(acmzsm + rsm+1(z)) + rm+1(z))

λazm + rm+1(z) = (bzr + rr+1(z))(acmzsm + rm+1(z)) =

= abcmzr+sm + rr+m+1(z) + rr+1+sm(z) + rr+m+2(z) =

abcmzr+sm + rr+m+1(z).

Igualando potências, temos que m = sm + r, m + 1 = r + m + 1 e λa = abcm. Assim,

temos que λ = bcm e

(i) r = 0 e s = 1 ou (ii) m = 0 e r = 0.

Vamos substituir os valores de r, s e m em ambos os casos.

(i) Para r = 0 e s = 1 temos que u(z) = b+r1(z) e assim u(0) = b; e ϕ(z) = cz+r2(z),

com ϕ′(0) = c. Dáı λ = u(0)ϕ′(0)m.

(ii) Para m = 0 e r = 0 temos que λ = bcm = u(0).

Portanto temos que λ ∈ {u(0)ϕ′(0)n : n ∈ N , n ≥ 1} ∪ {0, u(0)}, como queŕıamos.
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Corolário 3.4.4 Suponha u, ϕ ∈ A(D), ϕ não é constante, ϕ(D) ⊆ D e ϕ(0) = 0. Se

uCϕ é compacto, então σ(uCϕ) = {u(0)ϕ′(0)n : n ∈ N , n ≥ 1} ∪ {0, u(0)}.

Demonstração: Como uCϕ é compacto, pelo Teorema 2.1.15 temos que todo elemento

não nulo de σ(uCϕ) pertence a Aut(uCϕ). Como, pelas Proposições 3.4.2 e 3.4.3 temos

que

Aut(uCϕ) ⊆ {u(0)ϕ′(0)n : n ∈ N , n ≥ 1} ∪ {0, u(0)} ⊆ σ(uCϕ),

consequentemente segue que σ(uCϕ) = {u(0)ϕ′(0)n : n ∈ N , n ≥ 1} ∪ {0, u(0)}, como

queŕıamos demonstrar.

Definição 3.4.5 Seja L : D −→ D um automorfismo. Dizemos que L é eĺıptico se L

tiver dois pontos fixos: um em D e outro fora de D.

Observação: Vale ressaltar que o automorfismo L = λϕα (|λ| = 1 e α ∈ D) está definido

em todo C \ { 1
α
}. Por isso podemos falar em pontos fixos fora de D, como na Definição

3.4.5.

Seja L um automorfismo eĺıptico. Então existem z0 ∈ D e z1 ∈ C∞ \ D tais que

L(z0) = z0 e L(z1) = z1. Consideremos a aplicação ϕz0 : D −→ D dada por

ϕz0(z) =
z − z0

1− z0z
.

Temos que ϕ(z0) = 0 e pela Proposição 1.2.14 que (ϕz0)
−1 = ϕ−z0 . Então a aplicação

T = ϕz0 ◦ L ◦ ϕ−zo : D −→ D

é uma bijeção anaĺıtica de D sobre D e T (0) = 0. Portanto, pelo Teorema 1.2.15 temos

que T (z) = λϕ0(z) = λz, ∀z ∈ D, onde λ é tal que |λ| = 1.

Finalmente, de L(z) = ϕ−z0(λϕz0(z)), não é dif́ıcil ver que λ = L′(z0) e portanto

podemos concluir que se L é um automorfismo eĺıptico e z0 ∈ D é seu ponto fixo, então

existe λ ∈ ∂D tal que L = ϕ−z0 ◦ T ◦ ϕz0 , onde T (z) = λz, ∀z ∈ D e λ = L′(z0).

O seguinte teorema será útil no cálculo do espectro de uCϕ, porém não o demonstra-

remos.
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Teorema 3.4.6 (Teorema de Denjoy-Wolff) Seja ϕ ∈ H(D) tal que ϕ(D) ⊆ D; ϕ

não é a identidade e nem um automorfismo eĺıptico. Então existe z0 ∈ D tal que ϕn −→ z0

uniformemente sobre os compactos de D.

Demonstração: Sugerimos [7], pg. 58.

Observação: Seja ϕ como no Teorema 3.4.6. Se ϕ ∈ A(D) então ϕ(z0) = z0 e neste caso

z0 é chamado de ponto fixo de Denjoy-Wolff de ϕ.

A seguir apresentaremos um exemplo de um automorfismo eĺıptico ϕ tal que ϕn não

converge.

Exemplo 3.4.7 Seja ϕ definida por ϕ(z) = iz, temos que ϕ é um automorfismo eĺıptico

e que

ϕ2(z) = −z;

ϕ3(z) = −iz;

ϕ4(z) = z;

ϕ5(z) = iz = ϕ(z).

Ou seja, (ϕn(z)) oscila e portanto não tem limite. Logo o Teorema de Denjoy-Wolff

realmente deve excluir os automorfismos eĺıpticos.

Não é dif́ıcil ver que se ϕ(z) = z e uCϕ é compacto, então uCϕ = 0. E neste caso,

0 é o único valor espectral de uCϕ. Daqui em diante, estaremos supondo que ϕ não é a

identidade e nem um automorfismo eĺıptico.

Teorema 3.4.8 Sejam u, ϕ ∈ A(D), com ϕ(D) ⊆ D e uCϕ : A(D) −→ A(D) um

operador compacto. Suponha que z0 é o ponto fixo de Denjoy-Wolff de ϕ.

1. Se ϕ é constante, então σ(uCϕ) = {0, u(z0)}.

2. Se ϕ não é constante e |z0| = 1, então σ(uCϕ) = {0}.

3. Se ϕ não é constante e |z0| < 1, então σ(uCϕ) = {u(z0)ϕ
′(z0)

n : n ∈ N , n ≥
1} ∪ {0, u(z0)}.

57



Demonstração:

(1) Se ϕ é constante temos que ϕ(z) = z0, ∀z ∈ D. Vamos mostrar que 0 e u(z0) são

autovalores de uCϕ.

De fato, se F (z) = z − z0 então uCϕ(F )(z) = u(z)F (ϕ(z)) = u(z)(ϕ(z) − z0) =

u(z)(z0 − z0) = 0. Logo 0 ∈ Aut(uCϕ).

Por outro lado, uCϕ(u)(z) − u(z0)u(z) = u(z)u(ϕ(z)) − u(z0)u(z) = u(z0)u(z) −
u(z0)u(z) = 0. Portanto u(z0) ∈ Aut(uCϕ).

Como a imagem de uCϕ tem dimensão 1, a Proposição 2.1.11 garante que Aut(uCϕ)

deve conter no máximo dois elementos, ou seja, Aut(uCϕ) = {0, u(z0)}. Por fim, pela

Proposição 2.1.13 e pelo Teorema 2.1.15, conclúımos que σ(uCϕ) = {0, u(z0)}.

(2) Como uCϕ é compacto e |ϕ(z0)| = |z0| = 1, segue do Teorema 3.3.3 que u(z0) = 0.

Para mostrar que σ(uCϕ) = {0}, vamos verificar que o raio espectral de uCϕ é zero.

Ou equivalentemente, pela Proposição 2.1.9, vamos mostrar que

lim
n→∞

‖(uCϕ)n‖ 1
n = 0.

Para tal, vamos dividir D em dois conjuntos e calcular o limite acima em cada um

deles.

Sejam V = {eiθ : u(eiθ) = 0} e ε > 0. Como no Teorema 3.3.3, é posśıvel obter um

aberto U ⊆ D com V ⊆ U e |u(t)| < ε, ∀t ∈ U .

Para cada z ∈ D \ U temos que u(z) 6= 0 e consequentemente pelo Teorema 3.3.3

temos que |ϕ(z)| < 1. Logo ϕ(D \U) ⊆ D. Como D \U é compacto e ϕ é cont́ınua em D,

segue que ϕ(D \ U) é um compacto de D. Portanto, pelo Teorema 3.4.6 (Denjoy-Wolff),

temos que ϕn converge uniformemente para z0 em ϕ(D \ U).

Como u(z0) = 0, temos que z0 ∈ U , que é aberto. Portanto existe δ > 0 tal que

Dδ(z0) ⊆ U. Como ϕn −→ z0 uniformemente em ϕ(D \ U), ∃N1 ∈ N tal que |ϕn(z) −
z0| < δ, ∀n ≥ N1 e ∀z ∈ ϕ(D \ U). Portanto, sem perda de generalidade temos que

ϕn(D \ U) ⊆ U , para n ≥ N1.

Agora, se z ∈ U , afirmamos que existe N2 tal que se n ≥ N2 então ϕn(z) ∈ U . Vamos

supor por absurdo que tal afirmação é falsa, ou seja, que para todo n ∈ N existe kn ≥ n
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tal que ϕkn(z) /∈ U . Desta forma, ϕm(ϕkn(z)) = ϕm+kn(z) ∈ U , para todo m ≥ N1.

Assim, fixado n ∈ N, para o natural N1 + kn existe kn′ ≥ N1 + kn tal que ϕkn′ (z) /∈ U , o

que é uma contradição.

Desta forma, tomando N = max{N1, N2} teremos

|u(ϕn(z))| < ε , ∀n ≥ N e ∀z ∈ D. (3.9)

Agora sejam n > N + 1 e f ∈ A(D), pelo Lema 3.3.2 e por (3.9) temos que

sup
z∈D

|((uCϕ)n(f))(z)| = sup
z∈D

|u(z)u(ϕ(z)) · · ·u(ϕn−1(z))f(ϕn(z))| < ‖u‖Nεn−N‖f‖.

Portanto ‖(uCϕ)n‖ ≤ ‖u‖Nεn−N e assim ‖(uCϕ)n‖ 1
n ≤ ‖u‖N

n ε
n−N

n . Desta forma

lim
n→∞

‖(uCϕ)n‖ 1
n ≤ lim

n→∞
‖u‖N

n ε
n−N

n −→ ε, ou seja,

lim
n→∞

‖(uCϕ)n‖ 1
n ≤ ε, ∀ε > 0, isto é,

lim
n→∞

‖(uCϕ)n‖ 1
n = 0,

como queŕıamos.

(3) Se z0 = 0 temos pelo Corolário 3.4.4 que σ(uCϕ) = {u(z0)ϕ
′(z0)

n : n ∈ N , n ≥
1}∪{0, u(z0)}. Se z0 6= 0, considere o automorfismo p : D −→ D dado por p(z) = z0−z

1−z0z
=

(−1)ϕz0(z). É claro que p ∈ A(D) e que p ◦ p = id.

Vamos definir ψ = p◦ϕ◦p e u∗ = u◦p. Assim ψ, u∗ ∈ A(D) e ψ(D) ⊆ D. Afirmamos

que u∗Cψ é compacto.

Com efeito, se u∗(z) 6= 0 então u(p(z)) 6= 0. Como uCϕ é compacto, o Teorema 3.3.3

garante que |ϕ(p(z))| < 1. Agora, pela Proposição 1.2.14 temos que p(D) = D, o que

garante que |p(ϕ(p(z)))| < 1, ou seja, |ψ(z)| < 1. Pelo Teorema 3.3.3, conclúımos que

u∗Cψ é compacto.

Considere o operador de composição Cp. Pela Proposição 3.2.3 temos que Cp é

invert́ıvel e C−1
p = Cp−1 = Cp. Também vale que Cp ◦ (u∗Cψ) ◦ C−1

p = uCϕ. De fato, se

f ∈ A(D) então

(Cp ◦ (u∗Cψ) ◦ C−1
p )(f) = (Cp ◦ (u∗Cψ) ◦ Cp)(f) = (Cp ◦ (u∗Cψ))(f ◦ p) =
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= Cp(u
∗ · f ◦ p ◦ ψ) = (u∗ ◦ p) · (f ◦ p ◦ ψ ◦ p) = u · (f ◦ ϕ) = uCϕ(f).

Como, pela Proposição 2.1.12, σ(Cp ◦ (u∗Cψ) ◦ C−1
p ) = σ(u∗Cψ) segue que σ(uCϕ) =

σ(Cp ◦ (u∗Cψ) ◦ Cp) = σ(u∗Cψ).

Agora ψ(0) = p(ϕ(p(0))) = p(ϕ(z0)) = p(z0) = 0. Então, pelo Corolário 3.4.4,

σ(u∗Cψ) = {u∗(0)ψ′(0)n : n ∈ N , n ≥ 1} ∪ {0, u∗(0)}.

Como u∗(0) = u(p(0)) = u(z0) e ψ′(0) = ϕ′(z0), temos que

σ(uCϕ) = {u(z0)ϕ
′(z0)

n : n ∈ N , n ≥ 1} ∪ {0, u(z0)},

concluindo a demonstração do teorema.
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Caṕıtulo 4

A álgebra H∞(D)

Os resultados que serão apresentados neste caṕıtulo fazem parte dos trabalhos apresenta-

dos por R. Aron, M. Lindström e P. Galindo em [1], M. Lindström e P. Galindo em [10]

e A. Ülger em [34].

Na primeira seção deste caṕıtulo estudaremos o espectro de H∞(D), bem como as

partes de Gleason de elementos de M(H∞(D)). Veremos que no caso da álgebra H∞(D),

existem homomorfismos φ : H∞(D) −→ C que não podem ser caracterizados como uma

avaliação.

Depois daremos uma caracterização para que um homomorfismo T : H∞(D) −→
H∞(D) seja um operador de composição, bem como caracterizaremos a compacidade de

tais operadores.

Por fim mostraremos que todo homomorfismo T : H∞(D) −→ H∞(D) w-compacto

é compacto.

4.1 Partes de Gleason de M(H∞(D))

Para cada z ∈ D, a avaliação δz é um elemento de M(H∞(D)). No entanto, existem

elementos de M(H∞(D)) que não são avaliações, como mostra o seguinte exemplo.
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Exemplo 4.1.1 Considere o conjunto

I = {f ∈ H∞(D) : f(xn) → 0, para toda sequência (xn) ⊆]0, 1[ tal que xn → 1}.

É claro que I é um ideal próprio de H∞(D) e, consequentemente, está contido em algum

ideal maximal M . Pelo Teorema 2.1.19, existe um homomorfismo não nulo φ : H∞(D) −→
C tal que ker(φ) = M , ou seja, φ(f) = 0, ∀f ∈ M . Agora, se f(z) = z − 1, é claro que

f ∈ I e δz(f) 6= 0, ∀z ∈ D.

Por outro lado, existe uma aplicação natural cont́ınua π : M(H∞(D)) −→ D definida

por π(φ) = φ(id) = îd(φ), ∀φ ∈M(H∞(D)).

A proposição a seguir descreve as propriedades da aplicação π.

Proposição 4.1.2 A aplicação π definida acima é sobrejetora e, quanto restrita a δ(D)

é injetora. Além disso, π−1 leva D homeomorficamente sobre δ(D).

Demonstração: Para cada δz ∈ δ(D), temos que z = π(δz). Logo D ⊆ π(M(H∞(D))) ⊆
D. Como M(H∞(D)) é compacto, segue que π(M(H∞(D))) = D, o que prova que π é

sobrejetora. Segue facilmente da definição de π que π restrita a δ(D) é injetora.

Resta provar que π−1 leva D homeomorficamente sobre δ(D).

Se φ ∈ π−1(D), então π(φ) = β, para algum β ∈ D. Se f ∈ H∞(D) é tal que

f(β) = 0, pela Proposição 1.2.4 existem g ∈ H(D) e n ∈ N tais que f(z) = (z − β)ng(z),

∀z ∈ D. Assim φ(f) = (φ(id− β1))n · φ(g) = 0 = f(β), ou seja, φ(f) = δβ(f).

Agora, se f(β) = α 6= 0, considerando h = f − α1, obtemos 0 = φ(h) = φ(f − α1).

Logo φ(f) = α = δβ(f).

Então provamos que π−1(z) = δ(z) = δz, ∀z ∈ D, ou seja, π−1
∣∣∣
D

= δ
∣∣∣
D
, e pelo

Teorema 2.2.5 a aplicação δ é cont́ınua. Assim π−1
∣∣∣
D

é cont́ınua, e como π é cont́ınua e

π restrita a δ(D) é bijetora, segue o resultado.

Se a ∈ C é tal que |a| = 1, denotaremos por Ma = {φ ∈ M(H∞(D)) : π(φ) = a}.
Como π é cont́ınua, é claro que Ma é um subconjunto compacto de M(H∞(D)).
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Os conjuntos da forma Ma consistem dos homomorfismos de M(H∞(D)) que po-

dem ser de certa forma identificados como “avaliações em a”, como mostra a seguinte

proposição.

Proposição 4.1.3 Sejam f ∈ H∞(D) e a ∈ C tal que |a| = 1. Seja (an) ⊆ D tal que

an → a e suponha que lim
n→∞

f(an) = β existe. Então existe φ ∈Ma tal que φ(f) = β.

Demonstração: Seja J a coleção de todas as funções g ∈ H∞(D) tais que lim
n→∞

g(an) = 0.

É fácil ver que J 6= ∅ e que J é um ideal próprio de H∞(D).

Portanto, pelo Teorema 2.1.19 existe φ ∈ M(H∞(D)) tal que φ(g) = 0, ∀g ∈ J .

Agora, as funções id− a1 e f − β1 pertencem a J . Então φ(id) = a, ou seja, φ ∈ Ma; e

φ(f) = β. Logo segue o resultado.

Um dos principais resultados relativos ao espectro de H∞(D) é conhecido como o

Teorema da corona, e afirma que δ(D) é w∗-denso em M(H∞(D)). Este teorema foi

provado por L. Carleson em [4].

É claro que para cada z ∈ D temos que P (δz) = δ(D). Desta forma estaremos

interessados nas partes de Gleason de M(H∞(D)) que não estão contidas em δ(D).

I. J. Schark exibiu em [32] pontos m ∈M(H∞(D))\δ(D) tais que P (m) não é trivial.

Em [17], K. Hoffman dá exemplos de elementos de M(H∞(D))\δ(D) que possuem partes

de Gleason triviais.

O seguinte teorema apresenta uma relação entre partes de Gleason de elementos de

M(H∞(D)) \ δ(D) e os conjuntos da forma Ma.

Proposição 4.1.4 Se m ∈ M(H∞(D)) \ δ(D), então existe a ∈ C tal que |a| = 1 e

P (m) ⊆Ma.

Demonstração: Seja a = π(m) = îd(m). Como pela Proposição 4.1.2 π restrita a δ(D)

é bijetora, temos que |a| = 1. Agora, se f : D −→ C é dada por f(z) = z
a
, ∀z ∈ D, então

temos que f ∈ H∞(D) e ‖f̂‖ = 1. Como f̂(m) = 1, o Lema 2.3.3 garante que f̂(n) = 1,

para todo n ∈ P (m). Ou seja, a = n(id) = π(n), ∀n ∈ P (m). Portanto P (m) ⊆ Ma,

como queŕıamos demonstrar.
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Para calcular as partes de Gleason de elementos de M(H∞(D)), iremos procurar por

aplicações que coordenam pontos deM(H∞(D)) em discos anaĺıticos deM(H∞(D)). As-

sim enunciaremos sem demonstrar o teorema que realiza tal associação. Sua demonstração

foi feita por K. Hoffman em [16].

No próximo teorema e na próxima seção, se M é um subconjunto de M(H∞(D)),

a notação (M, ‖ · ‖) estará significando que em M estamos considerando a norma em

H∞(D)′.

Teorema 4.1.5 Seja m ∈ M(H∞(D)). Então existe uma aplicação Lm : D −→ P (m)

tal que se P (m) não é trivial, então f̂ ◦ Lm ∈ H∞(D), ∀f ∈ H∞(D) e Lm(0) = m. Além

disso, Lm é um homeomorfismo sobre (P (m), ‖ · ‖) e também sobre (P (m), w).

Observação 4.1.6 Se α ∈ D, sabemos que P (δα) = δ(D). Neste caso é fácil construir a

aplicação Lα do teorema acima. Com efeito, consideremos a aplicação Lα : D −→ δ(D)

dada por Lα(z) = δ z+α
1+αz

, isto é, Lα(z) = δϕ−α(z), onde ϕ−α foi definida no Caṕıtulo 1.

Se f ∈ H∞(D), então (f̂ ◦ Lα)(z) = f
(

z+α
1+αz

)
= (f ◦ ϕ−α)(z), ∀z ∈ D. Logo

f̂ ◦ Lα ∈ H∞(D), ∀f ∈ H∞(D).

Não é dif́ıcil ver que L−1
α : δ(D) −→ D é dada por L−1

α (δz) = ϕα(z). Também não é

dif́ıcil ver que Lα é um homeomorfismo sobre (δ(D), ‖ · ‖) e também sobre (δ(D), w).

Caracterizar as partes de Gleason de elementos de M(H∞(D)) da forma como foi

feito no Teorema 4.1.5 é útil para provar que todo homomorfismo w-compacto de H∞(D)

em H∞(D) é compacto. Tal resultado será provado na seção 3 deste caṕıtulo.

4.2 Operadores de Composição de H∞(D) em H∞(D)

Dizemos que T : H∞(D) −→ H∞(D) é um operador de composição se existe ϕ ∈
H∞(D) tal que ϕ(D) ⊆ D e T (f) = f ◦ ϕ, ∀f ∈ H∞(D). Denotaremos um operador de

composição por Cϕ. É fácil ver que todo operador de composição de H∞(D) em H∞(D)

é um homomorfismo cont́ınuo.
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Nesta seção iremos apresentar uma caracterização para que um homomorfismo de

H∞(D) em H∞(D) seja um operador de composição. Em seguida, daremos uma carac-

terização para a compacidade e w-compacidade de tais operadores.

A próxima proposição nos mostra que todo homomorfismo de H∞(D) em H∞(D) é

cont́ınuo.

Proposição 4.2.1 Sejam T : H∞(D) −→ H∞(D) um homomorfismo e f ∈ H∞(D) tal

que ‖f‖ ≤ 1. Então ‖T (f)‖ ≤ 1.

Demonstração: Seja f ∈ H∞(D) tal que ‖f‖ ≤ 1. Queremos provar que

sup
z∈D

|T (f)(z)| ≤ 1.

Para cada z ∈ D, a aplicação δz ◦ T : H∞(D) −→ C é um homomorfismo complexo não

nulo e portanto, pelo Teorema 2.1.6 temos que ‖δz ◦ T‖ = 1. Logo |(δz ◦ T )(f)| ≤ 1, ou

seja,

|T (f)(z)| ≤ 1 , ∀z ∈ D,

como queŕıamos.

Observação 4.2.2 Vale ressaltar que a proposição acima vale para qualquer homomor-

fismo T : A −→ A, onde A é uma álgebra uniforme.

Proposição 4.2.3 Seja T : H∞(D) −→ H∞(D) um homomorfismo. Então T é um

operador de composição se, e somente se, T (id) não é constante ou é constante de valor

absoluto menor que 1.

Demonstração: Vamos supor inicialmente que T (id) não é constante ou é constante

de valor absoluto menor que 1. Seja ϕ = T (id). Segue da Proposição 4.2.1 que ‖ϕ‖ ≤ 1.

Assim ϕ(D) ⊆ D. Agora, se ϕ não é constante, o Teorema 1.2.7 (Aplicação Aberta), nos

diz que ϕ(D) é aberto e portanto ϕ(D) ⊆ D, o que implica que ϕ : D −→ D. Se T (id)

for constante de valor absoluto menor que 1, é imediato que ϕ : D −→ D.

Agora considere f ∈ H∞(D) e z0 ∈ D, assim segue que |ϕ(z0)| < 1. Defina g : D −→
C por

g(z) =

{
f(z)−f(ϕ(z0))

z−ϕ(z0)
z 6= ϕ(z0)

f ′(ϕ(z0)) z = ϕ(z0)
.
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Afirmamos que g ∈ H∞(D). De fato, g ∈ C(D) ∩H(D \ {ϕ(z0)}). Então, pelo Corolário

1.2.27, temos que g ∈ H(D). Agora vamos provar que g é limitada em D. Com efeito,

dado ε = 1,∃r > 0 tal que se z ∈ D e |z − ϕ(z0)| < r então |g(z)| < 1 + |f ′(ϕ(z0))|.

Se z ∈ D e |z−ϕ(z0)| ≥ r temos que |g(z)| ≤ 2M
r

, onde M é tal que |f(z)| ≤ M, ∀z ∈
D.

Portanto, tomando K = max{1 + |f ′(ϕ(z0))|, 2M
r
}, teremos que |g(z)| ≤ K, ∀z ∈ D,

provando que g é limitada em D.

Como g = f−f(ϕ(z0))
id−ϕ(z0)

em D \ {ϕ(z0)}, temos que

T (g) =
T (f)− f(ϕ(z0))

T (id)− ϕ(z0)
=

T (f)− f(ϕ(z0))

ϕ− ϕ(z0)
.

Logo T (f) − f(ϕ(z0)) = T (g)(ϕ − ϕ(z0)) em D \ {ϕ(z0)}, que é aberto. Como T (f) −
f(ϕ(z0)) e T (g)(ϕ− ϕ(z0)) são holomorfas em D, segue do Corolário 1.2.3, (Prinćıpio do

Prolongamento Anaĺıtico), que T (f)− f(ϕ(z0)) = T (g)(ϕ− ϕ(z0)) em D e portanto

T (f)(z0)− f(ϕ(z0)) = T (g)(ϕ(z0)− ϕ(z0)) = 0,

ou seja, T (f)(z0) = f(ϕ(z0)).

Como z0 era arbitrário, temos que T (f) = f ◦ϕ, ou seja, T é um operador de composição.

Reciprocamente, se T (f) = f ◦ ϕ, então ϕ = T (id). Vamos supor que T (id) seja

constante com ‖T (id)‖ = 1. Assim ∃a tal que ϕ(z) = a,∀z ∈ D; e |a| = 1, uma vez que

‖ϕ‖ = 1. Desta forma ϕ(D) não está contido em D, uma contradição com a hipótese de

T ser um operador de composição.

A próxima proposição é um resultado análogo à Proposição 3.2.4, porém para a

álgebra H∞(D).

Proposição 4.2.4 Considere Cϕ : H∞(D) −→ H∞(D) um operador de composição. As

seguintes afirmações são equivalentes:

1. Cϕ é compacto;

2. Cϕ é fracamente compacto;

3. ϕ(D) $ D.
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Demonstração: A demonstração desta proposição é similar à feita para A(D) no

Caṕıtulo 3. As diferenças entre elas dão-se sobretudo por causa do item (3).

(1)⇒(2) Segue imediatamente da Proposição 1.2.57.

(2)⇒(3) Vamos supor por absurdo que ϕ(D) = D. Para cada j ∈ N existe wj ∈ D tal

que 1 − 1
j

< |wj| < 1. Como ϕ(D) = D, existe zj tal que wj = ϕ(zj). Assim temos que

1− 1
j

< |ϕ(zj)| < 1. Portanto ∃z0 tal que ϕ(zj) −→ z0, com |z0| = 1.

Procedendo de modo análogo à demonstração da Proposição 3.2.4, a partir da sequência

(ϕ(zj))j∈N e do número complexo z0, obtemos u ∈ H∞(D)′, f ∈ H∞(D) e uma sequência

(ln) ⊆ H∞(D) tais que u(ln ◦ ϕ) = 1, ∀n ∈ N, u(f) = 0 e u(ln ◦ ϕ) −→ u(f), o que nos

leva a uma contradição.

(3)⇒(1) Como ϕ(D) $ D, temos que ∃ 0 < r < 1 tal que ϕ(D) ⊆ Dr(0). Então

ϕ(D) ⊆ Dr(0) ⊆ D e consequentemente ϕ(D) é um compacto de D.

Se Cϕ não é compacto, então existem ε > 0 e uma sequência (fn) ⊆ H∞(D) com

‖fn‖ ≤ 1 e ‖Cϕ(fn)− Cϕ(fm)‖ ≥ ε, ∀n 6= m. Como {fn : n ∈ N} é uma famı́lia limitada,

segue do Teorema 1.2.22 (Montel) que {fn : n ∈ N} é uma famı́lia normal, e portanto

existe uma subsequência (fnk
) ⊆ (fn) convergindo sobre os compactos de D. Se k0 6= k:

sup
w∈ϕ(D)

|fnk0
(w)− fnk

(w)| ≥ sup
w∈ϕ(D)

|fnk0
(w)− fnk

(w)| =

= sup
z∈D

|fnk0
(ϕ(z))− fnk

(ϕ(z))| = ‖Cϕ(fnk0
)− Cϕ(fnk

)‖ ≥ ε.

Mas isto é uma contradição, uma vez que (fnk
) é uniformemente convergente sobre os

compactos de D, já que ϕ(D) é um compacto de D. Logo Cϕ é compacto, como queŕıamos.

4.3 Homomorfismos w-Compactos deH∞(D) emH∞(D).

Nesta seção iremos demonstrar que todo homomorfismo w-compacto T : H∞(D) −→
H∞(D) é compacto.

Seja T : H∞(D) −→ H∞(D) um homomorfismo. Definimos a aplicação φT :
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(M(H∞(D)), w∗) −→ (M(H∞(D)), w∗) da seguinte maneira:

φT (n) = n ◦ T, para todo n ∈M(H∞(D)).

Observamos que φT = T ∗|M(H∞(D), portanto pelo Teorema 1.2.39, temos que φT é

cont́ınua.

Vamos provar que φT (M(H∞(D))) é w-fechado. Pelo Teorema 2.1.20 Temos que

M(H∞(D)) é w∗-compacto. Como φT é w∗-cont́ınua, segue que φT (M(H∞(D))) é w∗-

compacto, e portanto w∗-fechado. Pela Observação 1.2.35, segue que φT (M(H∞(D))) é

w-fechado, como queŕıamos.

Vamos agora mostrar que existe m0 ∈ M(H∞(D)) tal que φT (δ(D)) ⊆ P (m0). Para

tal, sejam f ∈ H∞(D) e g = T (f). Afirmamos que f̂ ◦ φT ◦ δ
∣∣∣
D

: D −→ C é anaĺıtica em

D. Com efeito, se z ∈ D então

f̂ ◦ φT ◦ δ(z) = f̂ ◦ φT (δz) = f̂(δz ◦ T ) = δz(T (f)) = δz(g) = g(z).

Logo f̂ ◦ φT ◦ δ é anaĺıtica em D, ∀f ∈ H∞(D). Como D é conexo, pelo Teorema 2.3.8

existe m0 ∈M(H∞(D)) tal que φT ◦ δ(D) = φT (δ(D)) ⊆ P (m0).

Se P (m0) é trivial, isto é, se P (m0) = {m0}, para cada z ∈ D temos que φT (δz) = m0,

ou seja, δz ◦ T = m0. Portanto, para cada f ∈ H∞(D) temos que (δz ◦ T )(f) = m0(f),

isto é, T (f)(z) = m0(f).

Logo T (f) é uma função constante e consequentemente dim(im(T )) = 1. Pelo Teo-

rema 1.2.48 segue que T é compacto.

O objetivo desta seção é mostrar que todo homomorfismo T : H∞(D) −→ H∞(D)

w-compacto é compacto. Acabamos de mostrar que se P (m0) é trivial, qualquer homo-

morfismo T : H∞(D) −→ H∞(D) é compacto. Desta forma, no que se segue iremos supor

que P (m0) não é trivial. Iremos provar um Lema e uma Proposição e com o aux́ılio destes

provar o principal resultado da seção.

Lema 4.3.1 Seja T : H∞(D) −→ H∞(D) um homomorfismo w-compacto. Então existe

m0 ∈M(H∞(D)) tal que φT (M(H∞(D))) ⊆ P (m0).

Demonstração: Pelo feito no ińıcio desta seção, temos que existe m0 ∈M(H∞(D)) tal

que φT (δ(D)) ⊆ P (m0). Tomemos n0 ∈ M(H∞(D)) \ δ(D) e vamos supor por absurdo
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que φT (n0) /∈ P (m0). Pelo Lema 2.3.3 existe uma sequência (fj) ⊆ H∞(D) com ‖fj‖ ≤ 1,

∀j ∈ N, |f̂j(φT (δλ))| −→ 1, ∀λ ∈ D e |f̂j(φT (n0))| 9 1. Então existe uma subsequência

(fjk
) ⊆ (fj) com |f̂jk

(φT (n0))| ≤ β < 1, para algum β e para todo k.

Como T é w-compacto, sem perda de generalidade, existe f ∈ H∞(D) tal que (T (fjk
))

converge fracamente para f . Em particular, para todo n ∈ M(H∞(D)) ⊆ H∞(D)′,

temos pela Observação 1.2.32 que n(T (fjk
)) −→ n(f), ou seja, f̂jk

(n ◦ T ) −→ n(f). Logo

f̂jk
(φT (n)) −→ n(f), ∀n ∈M(H∞(D)). E portanto

|f̂jk
(φT (n))| −→ |n(f)| , ∀ n ∈M(H∞(D)), k →∞. (4.1)

Por outro lado, através do Teorema da corona δ(D) é denso em (M(H∞(D)), w∗); e

portanto existe uma rede (δλα)α∈A, com |λα| < 1, convergindo na topologia w∗ para n0.

Como n0, δλα ∈M(H∞(D)), ∀α ∈ A temos por (4.1) que

|δλα(f)| = lim
k→∞

|f̂jk
(φT (δλα))| = 1

e

|n0(f)| = lim
k→∞

|f̂jk
(φT (n0))| ≤ β < 1.

Portanto 1 = lim
α
|δλα(f)| = |n0(f)| ≤ β < 1, o que nos leva a uma contradição.

Logo φT (M(H∞(D))) ⊆ P (m0), como queŕıamos.

Proposição 4.3.2 Seja T : H∞(D) −→ H∞(D) um homomorfismo w-compacto. Então

a aplicação φT : (M(H∞(D)), w∗) −→ (φT (M(H∞(D))), ‖ · ‖) é cont́ınua.

Demonstração: Como T é w-compacto, segue do Teorema 1.2.59 que T ∗ : H∞(D)′ −→
H∞(D)′ é w-compacto. Assim, como M(H∞(D)) ⊆ BH∞(D)′ , segue que T ∗(M(H∞(D)))

é relativamente w-compacto.

Agora, de φT = T ∗
∣∣∣
M(H∞(D))

, temos que φT (M(H∞(D))) = T ∗(M(H∞(D))) é rela-

tivamente w-compacto. Como φT (M(H∞(D))) é w-fechado, segue que φT (M(H∞(D)))

é w-compacto.

Seja Lm0 : D −→ P (m0) a aplicação obtida no Teorema 4.1.5.
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Para cada 0 < r < 1, considere o disco aberto Dr(0). Como Lm0 é um homeomorfismo

sobre (P (m0), w) temos que Lm0(Dr(0)) é aberto em (P (m0), w).

Como D =
∞⋃

n=2

D1− 1
n
(0) e φT (M(H∞(D))) ⊆ P (m0) = Lm0(D), temos que

φT (M(H∞(D))) ⊆ Lm0(D) =
∞⋃

n=2

Lm0

(
D1− 1

n
(0)

)
.

Como para cada n, o conjunto Lm0(D1− 1
n
(0)) é w-aberto e φT (M(H∞(D))) é w-

compacto, segue que existe N0 ∈ N tal que

φT (M(H∞(D))) ⊆ Lm0

(
D1− 1

N0

(0)
)
.

Assim φT (M(H∞(D))) ⊆ Lm0(D1− 1
N0

(0)) ⊆ Lm0(D1− 1
N0

(0)) e portanto

φT (M(H∞(D)))
‖·‖ ⊆ Lm0

(
D1− 1

N0

(0)
)
,

ou seja, φT (M(H∞(D)))
‖·‖

é um fechado contido em um compacto, o que mostra que

φT (M(H∞(D)))
‖·‖

é compacto.

Vamos agora provar que φT : (M(H∞(D)), w∗) −→ (φT (M(H∞(D))), ‖·‖) é cont́ınua.

Temos pelo Teorema 1.2.39 que φT : (M(H∞(D)), w∗) −→ (φT (M(H∞(D))), w∗) é

cont́ınua; temos também que Id : (φT (M(H∞(D))), ‖ · ‖) −→ (φT (M(H∞(D))), w∗)

é um homeomorfismo, pois é uma aplicação cont́ınua cujo domı́nio é um espaço com-

pacto. Da composição entre φT : (M(H∞(D)), w∗) −→ (φT (M(H∞(D))), w∗) e Id−1 :

(φT (M(H∞(D))), w∗) −→ (φT (M(H∞(D))), ‖ · ‖) segue que φT : (M(H∞(D)), w∗) −→
(φT (M(H∞(D))), ‖ · ‖) é cont́ınua, como queŕıamos.

Segue agora o principal teorema desta seção.

Teorema 4.3.3 Seja T : H∞(D) −→ H∞(D) um homomorfismo. Então T é compacto

se, e somente se, T é w-compacto.

Demonstração: Se T é compacto, a Proposição 1.2.57 garante que T é w-compacto.

Por outro lado, se T é w-compacto, vamos provar que T é compacto.

Tomemos uma sequência (fj) em H∞(D) com ‖fj‖ ≤ 1. Considere o conjunto F =

{T̂ (fj) : j ∈ N} ⊆ C(M(H∞(D))). Vamos mostrar que F é limitado e equicont́ınuo e com
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aux́ılio do Teorema 1.2.52 (Arzela-Ascoli), provar que (T (fj)) possui uma subsequência

convergente.

Como H∞(D) é uma álgebra uniforme, temos pelo Teorema 2.2.6(1) que ‖T̂ (fj)‖ =

‖T (fj)‖, ∀j ∈ N. Agora, como ‖fj‖ ≤ 1, a Proposição 4.2.1 garante que ‖T̂ (fj)‖ =

‖T (fj)‖ ≤ 1, ∀j ∈ N, e consequentemente F é limitado.

Agora afirmamos que F é equicont́ınuo. De fato, a Proposição 4.3.2 garante que a

aplicação φT : (M(H∞(D)), w∗) −→ (φT (M(H∞(D))), ‖ · ‖) é cont́ınua. Logo, se n0 ∈
M(H∞(D)) e ε > 0, existem δ > 0 e g1, g2, · · · , gk ∈ H∞(D) tais que ‖φT (n)−φT (n0)‖ < ε,

para todo n ∈M(H∞(D)) tal que sup
i=1,2,···,k

|n(gi)− n0(gi)| < δ.

Portanto

|T̂ (fj)(n)− T̂ (fj)(n0)| = |n(T (fj))− n0(T (fj))| =
|φT (n)(fj)− φT (n0)(fj)| ≤ ‖φT (n)− φT (n0)‖ ≤ ε,∀n ∈ V (n0, g1, · · · , gk, δ).

Logo, de acordo com a Definição 1.2.51, temos que F é equicont́ınuo.

Agora, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, 1.2.52, F é totalmente limitado. Como

C(M(H∞(D))) é completo, segue do Teorema 1.2.53 que F = {T̂ (fj) : j ∈ N} é re-

lativamente compacto.

Portanto existe uma subsequência (T̂ (fjk
)) de (T̂ (fj)) que converge. Agora, como

H∞(D) é uma álgebra uniforme, temos pelo Teorema 2.2.6(1) que a transformação de

Gelfand é um isomorfismo isométrico de H∞(D) sobre H∞(D). Logo (T (fjk
)) é conver-

gente, e consequentemente T é compacto, como queŕıamos demonstrar.

Observação 4.3.4 O resultado provado acima pode ser generalizado. Na verdade, se

T : H∞(D) −→ B é um homomorfismo, onde B é uma álgebra uniforme, então T é

compacto se, e somente se, T é w-compacto. Este resultado foi demonstrado por P.

Galindo e M. Lindström em [10].

Para demonstrar o próximo corolário, vamos precisar da seguinte definição.

Definição 4.3.5 Um espaço de Banach X é um espaço de Grothendieck se todas as

sequências w∗-convergentes em X ′ forem w-convergentes.
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Em [3], J. Bourgain provou que H∞(D) é um espaço de Grothendieck.

Corolário 4.3.6 Seja T : H∞(D) −→ H∞(D) um homomorfismo. Se a imagem de T

está contida em A(D), temos que T é compacto.

Demonstração: Seja T : H∞(D) −→ H∞(D) tal que T (H∞(D)) ⊆ A(D). Vamos

mostrar que T ∗ : A(D)′ −→ H∞(D)′ é w-compacto e consequentemente, pelo Teorema

1.2.59, temos que T é w-compacto. Dáı, pelo Teorema 4.3.3, conclúımos que T é compacto.

Seja (φj) ⊆ A(D)′, com ‖φj‖ ≤ 1. Como a Proposição 1.2.43 garante que A(D) é

separável, temos pelo Teorema 1.2.45 que BA(D)′ é w∗-metrizável. Como BA(D)′ é w∗-

compacto, existe uma subsequência (φjk
) de (φj) tal que φjk

é w∗-convergente. Agora,

pelo Teorema 1.2.39, T ∗ é w∗-cont́ınua. Logo T ∗(φjk
) é w∗-convergente em H∞(D)′. Como

H∞(D) é um espaço de Grothendieck, segue que T ∗(φjk
) é w-convergente. Pelo Teorema

de Eberlein-Šmulian, 1.2.40, temos que T ∗ é w-compacto, como queŕıamos.

Vamos dar um exemplo de um homomorfismo w-compacto de H∞(D) cuja imagem

não está contida em A(D).

Exemplo 4.3.7 Sejam 0 < r < 1 e ϕ(z) = rz + (1− r). Se |z| < 1, temos que

|ϕ(z)| = |rz + (1− r)| < 1.

Portanto ϕ(D) ⊆ D. Mais ainda, ϕ(D) $ D. De fato, se z = −1
r
, temos que z /∈ D,

mas ϕ(z) = −r ∈ D. Portanto segue da Propoisção 4.2.4 que Cϕ : H∞(D) −→ H∞(D) é

w-compacto.

Agora seja f(z) =

{
z, |z| < 1

2, |z| = 1
.

É claro f |D ∈ H∞(D). Agora, Cϕ(f) = f ◦ ϕ|D ∈ H∞(D) mas f ◦ ϕ /∈ A(D) pois f

não é cont́ınua em z = 1 e ϕ(1) = 1.

Seja l∞ =
{

(xj)j∈N : xj ∈ K, ∀j ∈ N e sup
j∈N

|xj| < ∞
}

.

Sejam B uma álgebra uniforme e T : H∞(D) −→ B um homomorfismo. Mostraremos

no Corolário 4.3.9 que se B não contém cópia isomorfa do l∞, então T é compacto. Para
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provar tal resultado, enunciaremos o teorema a seguir, sem demonstração. A mesma pode

ser encontrada em [3].

Teorema 4.3.8 Sejam B uma álgebra uniforme e T : H∞(D) −→ B um homomorfismo.

Se T não é w-compacto, então T é um isomorfismo quando restrito a um subespaço Z de

H∞(D), Z isomorfo ao l∞.

A. Ülger demonstrou o seguinte corolário em [34].

Corolário 4.3.9 Seja B uma álgebra uniforme que não contém, como espaço de Banach,

cópia isomorfa do l∞. Então todo homomorfismo T : H∞(D) −→ B é compacto.

Demonstração: Vamos supor por absurdo que T não é compacto. Pela Observação

4.3.4, T não é w-compacto. Agora, pelo Teorema 4.3.8, T é um isomorfismo quando

restrito a um subespaço Z de H∞(D), Z isomorfo ao l∞. Logo T (Z) seria uma cópia

isomorfa ao l∞ em B, o que por hipótese é um absurdo. Portanto T é compacto.

73



.

74



Referências Bibliográficas
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