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O pais dos sonhos

Era um imenso acampamento ao ar livre.

Das cartolas dos magos brotavam alfaces cantoras e pimentdes luminosos, e por todas as
partes havia gente oferecendo sonhos para trocar. Havia os que queriam trocar um sonho de
viagem por um sonho de amores, e havia quem oferecesse um sonho para rir a troco de um

sonho para chorar um pranto gostoso.

Um senhor andava ao léu buscando os pedacinhos de seu sonho, despedacado por culpa de
alguém que o tinha atropelado: o senhor ia recolhendo os pedacinhos e os colava e com eles fazia

um estandarte cheio de cores.

O aguadeiro de sonhos levava dgua aos que sentiam sede enquanto dormiam. Levava a dgua

nas costas, em wma jarra, e a oferecia em tacas altas.

Sobre uma torre havia uma mulher, de tunica branca, penteando a cabeleira, que chegava
aos seus pés. O pente soltava sonhos, com todos seus personagens: 0s sonhos satam dos cabelos

e tam embora pelo ar.

Eduardo Galeano
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal estudar operadores de composi¢ao entre as
algebras classicas H*°(D) e A(D) de fungoes analiticas sobre o disco aberto unitario D. Apre-
sentamos aqui uma caracterizacao quando os operadores de composigao de A(D) em A(D) sao
compactos ou w-compactos. Tal caracterizacao é uma adaptacao da demonstragao dada por por
R. Aron, P. Galindo e M. Lindstréom em [1] para édlgebras que sdo generalizagdess naturais das
dlgebras cldssicas. Estudamos operadores da forma uC, e apresentamos a demonstragao dada
por H. Kamowitz em [19] que caracteriza a compacidade de operadores desta forma e determina
seu espectro. Em seguida estudamos homomorfismos 7' : H*>°(D) — H*(D), onde apresenta-
mos a caracterizagdo dada por P. Galindo e M. Lindstrom em [10] para que tais homomorfismos
sejam operadores de composigdo. Finalmente apresentamos a demonstracao dada por R. Aron,
P. Galindo e M. Lindstréom em [1], onde provam que todo homomorfismo de H*>*(D) em H*(D)

w-compacto é compacto.

Abstract

The main purpose of this work is to study composition operators between classic algebras
H>*(D) and A(D) of analytic functions on the open unit disc D. We shall present here a charac-
terization for compacity and w-compacity of a composition operator from A(D) on A(D). Such
characterization is an adaptation of the proof given by R. Aron, P. Galindo and M. Lindstrém in
[1] for algebras that are natural generalization of the classic algebras. We shall study operators
of the form uC, and present the proof given by H. Kamowitz in [19] which characterizes com-
pact operators of this form and determine their spectra. Next we shall study homomorphisms
T :H*®(D) — H*>*(D), and we shall present the characterization given by P. Galindo and M.
Lindstrém in [10] which shows when such homomorphisms are composition operators. Finaly
we shall present the proof given by R. Aron, P. Galindo and M. Lindstrém in [1] which proves

that every weakly compact homomorphism from H*(D) on H*>(D) is compact.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar propriedades dos operadores de composicao entre as
algebras classicas H*(D) e A(D) de fungdes analiticas sobre o disco aberto unitério D
de C.

Os operadores de composi¢ao aparecem originalmente no trabalho a respeito de
mecanica cldssica de B. Koopman [21], em 1931. Trinta anos depois, E. Nordgren [28],
J. Ryff [30] e H. Schwartz [33] dedicaram-se ao problema de relacionar as propriedades
dos operadores de composicao com as propriedades da funcao simbolo. Tais trabalhos
propiciaram um programa continuo de pesquisa sobre os operadores de composicao, nos

quais incluem, por exemplo, o estudo do espectro e da compacidade dos mesmos.

Nos tltimos anos, o problema de caracterizar operadores de composicao compactos
ou fracamente compactos sobre certas algebras de Banach de funcoes analiticas, que sao
generalizagoes naturais das dlgebras classicas de funcoes analiticas, vem sendo estudado
por muitos mateméaticos. Como por exemplo, Aron [1], Galindo [1, 10, 11, 12], Lindstrom
[1, 11, 12], Lourenco [11], Moraes [11], Ryan [12], Ulger [34] e outros. Dentre estes
trabalhos, destacam-se [1], [10] e [34], que apresentam segoes voltadas para o estudo das

algebras classicas de fungoes analiticas.

A seguir descrevemos os assuntos abordados em cada capitulo. Convém salientar que

os principais resultados aqui desenvolvidos encontram-se nos artigos [1], [10], [19] e [34].

No capitulo 1 apresentamos algumas defini¢oes e resultados relativos a Fungoes Analiticas
e Anélise Funcional, que serao utilizados ao longo deste trabalho. Observamos que tais

topicos podem ser encontrados nos textos [6] e [5], respectivamente.

O capitulo 2, entitulado de Algebras de Banach, apresenta alguns resultados da teoria



de algebras de Banach que serao utilizados nos capitulos 3 e 4. Na primeira secao apre-
sentamos defini¢oes e exemplos, bem como alguns dos principais resultados de dlgebras
de Banach. Em seguida, continuamos com o estudo de algebras de Banach de fungoes
continuas. Definimos o que sao algebras uniformes e estudamos as principais propriedades
do espectro e da representacao de Gelfand de tais algebras. Na sequéncia mostramos que
se A é uma algebra uniforme, entao a representagao de Gelfand de A também é uma
algebra uniforme. Introduzimos as partes de Gleason de elementos do espectro de uma
algebra uniforme. Particionar o espectro de uma &lgebra uniforme em partes de Gleason
serd 1til no estudo de certos homomorfismos no capitulo 4. Os topicos apresentados sobre

algebras de Banach podem ser encontrados em [26].

O capitulo 3 apresenta a algebra de disco, denotada por A(D). Provamos que todo
homomorfismo continuo nesta algebra é um operador de composicao. Isto deve-se ao
fato de todo homomorfismo complexo de A(D) ser uma avaliagdo, cuja demonstragao
baseia-se no fato de toda fun¢ao em A(D) poder ser aproximada uniformemente por um
sequéncia de polinomios. Em seguida damos uma caracterizacao para a compacidade
e w-compacidade de tais operadores. Por fim estudamos os operadores da forma uC,, e
apresentamos uma caracterizacao para a compacidade dos mesmos, bem como calculamos

seu espectro.

No capitulo 4 estudamos a algebra de Banach H*(D), que é o conjunto das fungdes
analiticas e limitadas no disco aberto unitario D de C. Na primeira secao estudamos o
espectro de ‘H*®(D), bem como as partes de Gleason do mesmo. Virios autores estu-
daram tais partes, como por exemplo I. Schark em [32], A. Kerr-Lawson em [20] e K.
Hoffman em [16]. Como tais autores desenvolveram seus estudos sob diferentes pontos
de vista, optamos por apresentar os resultados obtidos por K. Hoffman em [16], pois da
forma como sao apresentados neste trabalho obtemos uma forte ferramenta para provar
o principal teorema do capitulo 4. No trabalho [16], K. Hoffman estabelece uma identi-
ficagao entre as partes de Gleason nao triviais do espectro de H*(D) e o disco unitario
aberto D de C, através de homeomorfismos. Na sec¢ao seguinte, vemos que em H*>(D)
nem todo homomorfismo continuo é necessariamente um operador de composicao. Neste
sentido apresentamos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um homomorfismo
continuo em H*(D) seja um operador de composi¢gdo. Em seguida apresentamos uma

caracterizacao para a compacidade e w-compacidade de um operador de composi¢cao em



H>(D).

Na tultima secao deste capitulo apresentamos uma demonstracao de que todo homo-
morfismo w-compacto de H*(D) em H>(D) é compacto. Tal resultado foi generalizado
em [10] por P. Galindo e M. Lindstrom. No referido trabalho eles também provam que se
T : H>*(D) — B é um homomorfismo w-compacto e B é uma algebra uniforme, entao
T é compacto. Este resultado também foi obtido por A. Ulger, em [34]. A demonstragao
que apresentamos independe das acima citadas, e foi feita por R. Aron, P. Galindo e M.
Lindstrém em [1]. Em seguida apresentamos um corolario que foi dado em [34], onde
prova-se que sob certas hipéteses sobre uma algebra uniforme B, todo homomorfismo
T : H>*(D) — B é compacto.



Aula de matematica
(Tom Jobim - Marino Pinto)

Prd que dividir sem raciocinar
Na vida € sempre bom multiplicar
E por A mais B eu quero demonstrar

Que gosto imensamente de vocé

Por uma fracdo infinitesimal
Vocé criou um caso de cdlculo integral
E para resolver este problema

Eu tenho um teorema banal

Quando dois meios se encontram
Desaparece a fragao
E se achamos a unidade

Estd resolvida a questdo

Prd finalizar, vamos recordar
Que menos por menos dd mais, amor
Se vdo as paralelas ao infinito se encontrar
Por que demoram tanto dois coracoes a se integrar
Se desesperadamente, incomensuravelmente
FEu estou perdidamente apaizonado

Apaizonado por vocé



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacao

Estaremos utilizando a seguinte notacao:

o conjunto dos niimeros naturais

o corpo dos numeros racionais

o corpo dos nuimeros reais

o conjunto dos niimeros reais maiores ou iguais a zero
o corpo dos nimeros complexos

o conjunto dos nimeros complexos estendido

os corpos R ou C

o disco unitario aberto em C

espaco Hausdorff compacto

o conjunto das fungoes continuas de K em K

um subconjunto de C

a fronteira de €2

o interior de (2

disco de centro £ e raio r

espagos normados sobre K

o espaco das aplicagoes lineares limitadas de X em Y
o dual de X



A Aalgebra sobre K
M ideal de A
A/M o espago quociente de A por M

1.2 Definicoes e Resultados

No que se segue estaremos apresentando defini¢oes e resultados de Fungoes Analiticas e

Analise Funcional.
Topicos em Funcgoes Analiticas

Seja © um aberto nao vazio de C. Denotaremos por H(f2) o espago vetorial de

todas as fungoes analiticas f : 2 — C. Se Q) é limitado, chamamos de A()) o espago

H(2) NC(R2), que quando munido da norma dada por

LI} = sup |f(2)] , Vf € A(%),

z€eQ)

é um espaco de Banach.

No que se segue, €2 indicard um subconjunto nao vazio de C.

Teorema 1.2.1 Sejam 2 um aberto de C e f € H()). Entao V¢ € ), existe r > 0 tal
que D,.(§) CQ, e

(m)
o= 8 g ve e o)

m
m>0

Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 72.

Teorema 1.2.2 Sejam Q) um aberto conexo de C e f € H(Y). Sao equivalentes:

1. existe £ € Q tal que f™ (&) =0, Ym € N;
2. existem £ € Q er > 0 tais que D.(§) CQ e f|D © = 0;

3. existe um aberto nao vazio W de Q) tal que f\w = 0;

8



J. f=0.

Demonstragao: (1)=(2) Vamos supor que 3¢ € Q tal que f™(¢) =0, Vm € N. Pelo
Teorema 1.2.1, temos que Ir > 0 tal que D,(§) C Qe f(z) = > M(2 — &)™ V2 €

S0 m!
D, (&), isto é, leT(f) = 0.
(2)=(4) Consideremos os seguintes conjuntos:

le{zeQ:EIp>Otalquer(z)ngfl :O}eQQ:Q\Ql.

Dp(z)

EclaroqueQleuQQteﬂng(Z).

Nao € dificil ver que (2, é aberto e que f| = 0. Além disso, ; # (), pois por hipétese,
Q
£e, 1

Se mostrarmos que )y é aberto, como () é conexo, teriamos que {2, é vazio, ja que

Q; # (. Por consequéncia terfamos €2 = Qy, o que provaria (4).

Vamos mostrar que 2y é aberto, para o que basta verificar que se zy € {2y, existe
s > 0 tal que Dy(z9) C Qy, ou equivalentemente, que Is > 0 com Dy(z9) N2y = (. Vamos
supor por absurdo que Dy(29) N Qy # 0, Vs > 0.

Fixemos ¢ > 0 tal que V = Ds(29) N Qy # 0.
Como f| = 0, temos que f| = 0 e portanto f|(m) =0, Vm € N.
Q1 14 %

Vamos mostrar agora que f™(z,) = 0, Vm. Novamente vamos supor por absurdo
que existe m € N tal que f™(z) # 0. Logo existe o > 0 tal que 0 ¢ D,(f™(2)), e
como f(™ é continua, existe s € [0, 0] tal que ™ (Dy(20)) C Do(f™(20)).

(m)

Agora como Dy(z9) N C V temos que f| = 0, e consequentemente

Ds(z9)N82q

0 € fT™(Dy(20) N ) C f™(Dy(20)) € Dol (20)),
o que é um absurdo. Logo f™(z) = 0, Vm, e portanto, pelo Teorema 1.2.1, existe ¢ > 0
tal que D.(zp) C Qe f = 0, o que implica zy € €21 Ny, 0 que é uma contradicao.
De(z0)

Logo €2y é aberto, como queriamos demonstrar.

Finalmente, é claro que (4)=(1) e que (2) e (8) sao equivalentes, concluindo a

demonstracao do teorema. [



Corolario 1.2.3 (Principio do Prolongamento Analitico) Sejam 2 um aberto co-

nexo de C e f,g € H(Q)). Se existir um aberto nao vazio W C Q tal que f|W = 9w entao

=g

Demonstracao: Considere h = f — g. Entao temos que h|W = 0. Por 1.2.2, concluimos

que h =0 em 2, ou seja, f = g em €. [

Proposicao 1.2.4 Sejam Q um aberto conexo de C e f € H(QY) tal que f # 0. Suponha
que existe £ € Q tal que f(§) = 0. Entao existem n € N e g € H(Q) tais que g(§) #0 e

F(2) = (2 €)g(2) , ¥z € 9.
Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 79.

Teorema 1.2.5 (Principio dos Zeros Isolados) Sejam Q um aberto conexo de C, f €
H(Q2) nao constante e & € ) tal que (&) = 0. Entao Ir > 0 tal que D,.(§) C Qe f(2) #0,

Vz e D (&) \{¢]-

Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 79.
Corolario 1.2.6 Se Q é um aberto conexo de C entdao H(S) € um anel de integridade.

Demonstragao: Sejam f,g € H(f)) tais que f-g = 0. Queremos provar que f = 0 ou
g = 0. Vamos supor por absurdo que f e g nao sao identicamente nulas. Entao existe
¢ € Q tal que f(&) # 0. Para tal £ temos que g(§) = 0.

Como g nao é constante segue do Teorema 1.2.5, Principio dos Zeros Isolados, que

existe 7 > 0 tal que D,.(§) C Qe g(z) # 0, Vz € D, (&) \ {{}. Logo f(2) =0, Vz €
D (&) \ {¢}-

Agora, pelo Teorema 1.2.2 temos que f = 0, uma contradigao. Logo segue o resultado.

Teorema 1.2.7 (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam Q um aberto conexo de C e
f € H(Q), f nao constante. Se U é um aberto de Q, entao f(U) é aberto.

10



Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 99.

Teorema 1.2.8 (Teorema da Fungao Inversa) Sejam Q) um aberto conexo de C, f €
H(Q). Se f é injetora, entao:

1. f:Q — f(Q) € invertivel;
2. f71: f(Q) — C € analitica;

3. (1) (w) = gy, Yw € F(Q).
Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 99.

Teorema 1.2.9 Sejam Q C C um aberto conezo, f € H(Q) e & € Q tal que |f(§)] >
|f(2)], Yz € Q. Entao f é constante.

Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 128.

Teorema 1.2.10 (Principio do Médulo Maximo) Sejam Q2 um aberto limitado de C
e f € AQ). Entdo o mdzimo de |f| em Q € atingido em OS).

Demonstracao: Sugerimos [6], pg. 128.

Observagao 1.2.11 De acordo com o Principio do Médulo Méximo, se f € A(2), temos

que

If1] = sup [f(2)].
z€082

Defini¢ao 1.2.12 (Transformacao de Mdobius) Sejam a,b,c,d € C tais que

b
A= ¢ =ad—bc#0
c
A aplicagio L(z) = ZZZIS ¢ denominada Transformacao de Mobius.

Considerando L| C \ {—4} — C\ {¢}, temos que L ¢é uma bije¢ao analitica,
C\{-<¢}
cuja inversa também ¢é analitica.

11



Teorema 1.2.13 (Lema de Schwarz) Seja f € H(D) tal que |f(z)] < 1,Vz € D, e
f(0) =0. Entao:

1. |f(2)| < |z|, Vz € D;

2. [F(0)] <1
Além disso, se |f'(0)] =1 ou se existe zy # 0, zg € D tal que |f(z0)| = |z0|, entao existe
uma constante A € C, |\ =1, tal que f(z) = Az, Vz € D.
Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 130.

No que se segue iremos procurar pelas bijecoes analiticas que levam D em D.

Seja o € D. Chamamos ¢, a transformacao de Mobius dada por:

zZ—

definida em {z € C: z # 1}.
Nao é dificil ver que ¢, € A(D), Yo € D. A seguinte proposi¢gao apresenta mais

propriedades das aplicacgoes @,,.

Proposicao 1.2.14 Seja o € D. Entao

1. v, € uma aplicagcao bijetora de D sobre D;
2. o' =¢p_o:D— D;

3. walem as identidades ,(0D) = 0D, ¢, (0) =1 — |a|? e ¢ () = —

I=]af?”

Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 131.

A proposicao acima nos mostra que as aplicagoes da forma ¢, para a € D, formam
uma parte das bijecoes analiticas de D sobre D. A préxima proposicao mostrara que toda

bijegdo de D em D é da forma Ay, onde |A\| =1e a € D.

Teorema 1.2.15 Seja f : D — D wuma funcao analitica bijetora e o € D tal que

f(a) =0. Entdo eziste um nimero complexo A tal que [N =1 e f =X @,.

12



Demonstracao: Sugerimos [6], pg. 132.

No que se segue, toda fungao analitica da forma A - ¢, onde |A| =1 e o € D, serd

chamada de automorfismo.

Proposigao 1.2.16 Sejam «, v € D e f € 0D. Entao existe um automorfismo L tal
que L(a) =~ e L(B) = 1.

Demonstragao: Vamos construir dois automorfismos L; e Ly tais que Li(a) = 0,
Li(B) =1, Ly(y) = 0 e Lo(1) = 1. Com efeito, nao ¢é dificil ver que
1—a 1—7
Li(e) = 0 a2 € Lal) = 12 - (2

satisfazem as exigéncias acima.

Pela Proposigao 1.2.14, temos que Ly : D — D e Ly : D — D sao bijetoras. Logo

podemos definir a aplicacio L = Ly ' o Ly : D — D. Temos que L satisfaz
L(a) = Ly (Li(a)) = Ly '(0) = v,

L(B) = Ly (L1(B)) = Ly' (1) = 1.

Como L; e Ly sao bijecoes de D em D, temos que L também o é. Portanto, pelo

Teorema 1.2.15, temos que L ¢ um automorfismo. Logo L ¢ a aplicacao procurada. [

Teorema 1.2.17 (Lema de Schwarz-Pick) Seja f € A(D) tal que || f|| < 1. Entao

S| 1= T @) Vel < 1 e 3l < 1.
_Ba

f(0) = £(B) < |

Demonstracao: Fixemos 3 € D e a € D. Se |f(3)| = 1, segue do Teorema 1.2.9 que f

é constante, e neste caso a desigualdade é facilmente verificada.

Se [f(B)| < 1, tomemos L e M da seguinte maneira:

L(z) = 255 o () = Z__—@.

143z 1—f(B)z

Desta forma L, M € A(D) ese g= Mo f o L, entao g € A(D), |lg]| <1 e g(0) =0,
pois g(0) = M(f(L(0))) = M(f(B)) = 0.
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Pelo Teorema 1.2.13 (Lema de Schwarz), temos que |g(w)| < |w|, Yw € D, ou seja

()| <o e

1+ fw
Em particular, se « € D e w = 10‘_%[2, entaow € D e a = % Logo
a—f
M) < [T
Agora, como
f(e) — f(B)
M(f(a)) = L2 LE
) =T )

consequentemente a demonstragao segue para a € D.

Se o € 0D, entao

%’ = 1, e portanto precisamos provar que

[f(@) = F(B) < 1= F(B) f(a)],

ou equivalentemente, que |M(f(«))| < 1, o que é imediato, uma vez que |f(a)| < 1. 1

No que se segue, iremos introduzir uma métrica em H({2), e depois apresentaremos

alguns resultados sobre convergéncia neste espaco.

Proposicao 1.2.18 Seja Q@ C C um aberto. Entdo existe uma sequéncia {K,} de sub-
conjuntos compactos de ) tais que Q = |J K. Mais ainda, os conjuntos K, podem ser

n=1
escolhidos de maneira a satisfazerem as sequintes condigoes:

1. K, Cint(Kp1);

2. se K C ) é compacto entao K C K,,, para algum n € N.

Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 142.

Sejam 2 C C um aberto e {K,} a sequéncia de conjuntos compactos obtidas na

Proposigao 1.2.18. Sejam f,g € H(Q2). Para cada n € N vamos definir d,(f,g9) =
sup |f(z) —g(z)] e

ZEn
o0

- 53 T s

n=1
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Proposicao 1.2.19 Sejam Q2 um aberto de C e d definida em (1.1). Entdo (H(2),d) €

um espaco métrico.

Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 143.

A topologia gerada pela métrica d é denominada topologia da convergéncia uniforme
sobre 0s compactos de €, um vez que uma sequéncia (f,) C H(2) é convergente para
f € H(Q) se e somente se para cada compacto K C Q e € > 0 existir ny € N tal que
su};; |fn(2) — f(2)] <€, ¥n > ng. Para mais detalhes, sugerimos [6], paginas 144 e 151.
zE

Definicao 1.2.20 Sejam Q um aberto em C e F C (H(Q),d). Dizemos que F € uma
familia normal se cada sequéncia de elementos de F possui uma subsequéncia que con-

verge uniformemente sobre os compactos de §) para uma fungao f € H(S2).

Definigao 1.2.21 Sejam Q um aberto em C e F C H(S2). Dizemos que F é localmente
limitada se para todo & € ) existem constantes M e r > 0 tais que para toda f € F
temos

|f(z)] < M para todo z € D,.(§).

Teorema 1.2.22 (Teorema de Montel) Sejam Q2 um aberto em C e F C (H(R2),d).

Sao equivalentes:

1. F € uma familia normal;

2. F € localmente limitada.
Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 153.

Proposicao 1.2.23 Seja Q2 um aberto de C homeomorfo a D. Se f € H()), entdo existe

uma sequéncia de polinomios (py) tal que p, — f, uniformemente sobre os compactos
de Q.

Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 202.
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Proposicao 1.2.24 Seja f € A(D). Entdao existe uma sequéncia de polinémios (py) tal
que ||pn, — f|| — 0.

Demonstragao: E equivalente mostrarmos que para todo € > 0 existe um polinémio p

tal que ||p — f|| <e.

Para cada 0 < r < 1 seja f, a funcdo analitica definida por f,.(z) = f(rz), Vz €
D1(0).
Pela continuidade uniforme de f em D, temos que existe § > 0 tal que se |[r — 1| < §

entao sup |f(rz) — f(z)| < §, ou seja
2€D

sup |f(2) — f(2)] < % ,para |r — 1| < 6. (1.2)
z€D

Agora seja r tal que |[r — 1| < §. Pela Proposigao 1.2.23, dado € > 0, existe um
polinoémio p, tal que
€
sup [p,(2) = fo(2)] < 3, (1.3)

zeD
uma vez que D é um compacto de D1(0).

Assim, por (1.2) e (1.3) temos que

lpr = fII = llpr = fo + fo = fI < Mlpe = el + e = fIl <€

como queriamos. [

Teorema 1.2.25 (Teorema de Cauchy) Sejam Q um aberto de C, A um triangulo
fechado contido em Q, pe Q e f € C(Q)NH(Q\ {p}). Entdo:

| 1= fea=o
[SJAN [SJAN

Demonstragao: Sugerimos [29], pg. 221.

Teorema 1.2.26 (Teorema de Morera) Sejam 2 um aberto conexo de C e f € C(Q)
tal que faa f =0, para qualquer triangulo fechado /\ contido em Q. Entao f € H(Q).
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Demonstragao: Sugerimos [6], pg. 86.

Corolario 1.2.27 Sejam 2 um aberto conexo de C, p € Q e f € C(Q) NH(Q\ {p}).
Entao f € H(R).

Demonstracao: Seja A um triangulo fechado contido em 2. Pelo Teorema 1.2.25 temos
que [,, f = 0. Agora, do Teorema 1.2.26 (Morera), concluimos que f € H(£2), como

queriamos. [
Topicos em Analise Funcional

Seja (X, || - ||) um espago normado. Denotaremos por Bx a bola unitéria fechada de
X,isto é, Bx ={z € X : ||z]| < 1}.

Considere X’ o espaco de Banach sobre K formado de todos os funcionais lineares

limitados em X, munido da norma

IfIl = sup [f(x)]

llxll<1
Para cada a € X, f1, fo, -+, fn € X' e € > 0, definimos o seguinte subconjunto de X

Ula, f1, fo, s fa,€) = {x € X : sup |fi(x) — fr(a)] < e}.

1<k<n

Definigao 1.2.28 (Topologia fraca) Seja G C X wum subconjunto nao vazio. Dizemos
que G € fracamente aberto ou w-aberto se Va € G, 3f1, fo, -+, fn € X' e € > 0 tais
que

U(a7f17f27"'7fn7€) - G.

E facil ver que o conjunto de todos os subconjuntos de X que sao fracamente abertos
é uma topologia para X. A notacao (X, w) indicard que estaremos considerando em X a

topologia fraca e a chamaremos de topologia fraca em X determinada por X'.

Observacoes 1.2.29

1. o espago topoldgico (X, w) € um espa¢o Hausdorff;

17



2. o operador identidade Id : (X,| - ||) — (X, w) € continuo, ou equivalentemente,
todo aberto em (X, w) é aberto em (X, | -|).

Definicao 1.2.30 Sejam X um espaco topologico e A um conjunto parcialmente ordena-
do por <, tal que se ay, as € A entao existe ag € A tal que az > a1 e ag > as. Uma

rede em X é um par (A,z) onde x é uma fun¢do de A em X.
Se o € A, escreveremos &, ao invés de z(a), e usaremos (Z4)aca a0 invés de (A, x).

Definicao 1.2.31 (Convergéncia fraca) Seja X um espago normado. Uma rede (z,) C
X € dita fracamente convergente ou w-convergente para x € X se (z,) converge para

x com respeito a topologia fraca.
~ w
Notagao: =z, — .

Observacao 1.2.32 Nao € dificil ver que se X € um espaco normado, entdo ., —
se, e somente se, f(x,) — f(x), Vf € X'. Esta caracterizagao é uma forte ferramenta

quando trabalha-se com sequéncias w-convergentes.

A seguir daremos um exemplo para ilustrar que convergéncia fraca nao implica con-

vergéencia na norma.
Exemplo 1.2.33 Seja 1 < p < oo. Vamos considerar o espago l,, formado por todas as
sequéncias de elementos de K que sao p-somaveis, e ¢ > 0 tal que ]lj + % = 1. Sejam

€1 = (170707 t ')7
€2 = (071707' : ')7

en = (0,0,---, 1 ,0,---)

1

o0 ES
Entdo [len — em|| = (z e, — emi\p)p —9

i=1

3=

, para n # m. Portanto a sequéncia (e,) nao

¢ convergente em [,.
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No entanto, (e,) é fracamente convergente para 0. De fato, se f € [, entao f(x) =

(0.9}
> apxy, onde (x) = x e (ag) = a € l,. Assim temos que f(e,) = a,. Como a € I,

k=1
00

temos que Y |a,|? < 00, 0 que mostra que a, — 0. Portanto f(e,) = a, — 0 =
n=1

f(0), se n — oo, isto é, e, — 0, se n — oo.

Vamos definir agora, para cada g € X', x1,29,---,2, € X e € > 0, o seguinte
subconjunto de X':

Vig.wn,aa, o mne) = {f € X5 sup |flw) — glaw)] < e}

1<k<n

Defini¢ao 1.2.34 (Topologia fraca estrela) Seja G C X' um subconjunto nao vazio.
Dizemos que G € fraca estrela aberto ou w*-aberto seVqg € G, existem x1,x9, -+, T, €
X ee >0 tais que

V(g,z1,x9, -, 2n,€) CG.

Nao é dificil ver que o conjunto de todos os subconjuntos de X’ que sao fraca estrela
abertos é uma topologia para X’. A notacao (X', w*) indicaré que estaremos considerando
em X' a topologia fraca estrela e a chamaremos de topologia fraca estrela em X’

determinada por X.

Observacgoes 1.2.35

1. o espago topologico (X', w*) é um espago Hausdorff;
2. o operador identidade Id : (X' w) — (X', w*) € continuo, ou equivalentemente,

todo aberto em (X', w*) é aberto em (X', w).

Definigao 1.2.36 (Convergéncia fraca estrela) Seja X um espago normado. Uma
rede (fo)aca C X' € dita fraca estrela convergente ou w*-convergente para f € X’

se (fa)aca converge para f com respeito a topologia w*.

Notacio: f, - f.
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Observacao 1.2.37 E facil ver que se X é um espaco normado, entao f, v, f se,
e somente se, fo(r) — f(x), Vo € X. Tal caracterizagio serd 1til quando estivermos

trabalhando com sequéncias w*-convergentes.

Definicao 1.2.38 Sejam X,Y espacos normados e T : X — Y wuma transformacao

linear. A aplicacao T* : Y' — X' dada por
T*(f)(@) = f(T(z)) , VfeY zeX

¢ chamada de adjunta de T

E facil ver que a adjunta de T' é uma tranformacao linear de Y’ em X'; e que se
T e L(X,Y) entao T* € L(Y', X").

Teorema 1.2.39 Sejam X,Y espacos normados e T : X — Y uma aplicacdo linear.

Entao T* : (Y, w*) — (X', w*) € continua.

Demonstracao: Seja (fa)eca uma rede em Y’ w*-convergente para f € Y. Queremos
mostrar que T%(f,) SCAN T*(f). Se x € X entao

T (fa)(@) = fo(T(2)) — f(T(x)) = T"(f)(2).

Portanto, pela Observacao 1.2.37, temos que T%( f.) 2, T*(f), como querfamos. |

Teorema 1.2.40 (Eberlein-Smulian) Um subconjunto de um espaco de Banach é re-

lativamente w-compacto se, e somente se, € sequencialmente w-compacto.
Demonstracao: Sugerimos [9], pg. 430.

Teorema 1.2.41 (Teorema de Alaoglu) Se X ¢ um espaco normado, entao Bx: é

w*-compacta.

Demonstragao: Sugerimos [27], pg. 149.
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Definicao 1.2.42 Um espago topologico X ¢ separavel se existe um subconjunto enu-

merdvel Y denso em X.

Na proposicao seguinte, um niimero complexo z sera chamado de complexo racional

se z for da forma a + bi, onde a,b € Q.

Proposicao 1.2.43 A(D) ¢é separdvel.

Demonstracao: Sabemos que o conjunto de todos os polinémios cujos coeficientes sao
complexos racionais é enumeravel e é denso no conjunto dos polinomios com coeficientes
em C. Por outro lado, a Proposicao 1.2.24 nos diz que o conjunto dos polinéomios com

coeficientes em C ¢é denso em A(D).

Logo, o conjunto dos polinomios com coeficientes complexos racionais ¢ denso em

A(D), resultando que A(D) é separavel. |

Definigao 1.2.44 Um espaco topologico Hausdorff X € dito metrizavel se X satisfaz o

primeiro axioma da enumerabilidade.

Teorema 1.2.45 Se X € um espaco de Banach, entao Bx: € w*-metrizavel se, e somente

se, X € separdvel.

Demonstragao: Sugerimos [5], pg. 138.

Definicao 1.2.46 Se X, Y sdo espacos normados e T : X — Y € uma transformacao

linear, dizemos que T é compacto se T'(Bx) é compacto em Y .

Proposicao 1.2.47 Sejam X, Y espacos normados. Entao

1. todo operador compacto € limitado;,

2. se dim X =00, Id: X — X (o operador identidade) nao é compacto.

Demonstragao: Sugerimos [22], pg. 406.
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Teorema 1.2.48 Sejam X, Y espacos normados e T : X — Y um operador linear. Se

T ¢ limitado e dim(im (7)) < oo, entdo T' é compacto.
Demonstragao: Sugerimos [22], pg. 407.

Exemplo 1.2.49 Considere T : I — [y definido por T'((z;)) = <xj—]>, Vj € N. Vamos
mostrar que 7" é compacto. Para tal, vamos usar o resultado provado em [22] (Teorema
8.1-5, pg. 408), que garante que se um operador 7': X — Y, onde X é normado e Y é

Banach, for limite uniforme de operadores compactos, entao 17" é compacto.

Consideremos a seguinte sequéncia de operadores:

Li((zy)) = (21,0,0,--)

Cada T, é linear, limitada e dim(7,,) < oo, ¥n € N. Logo pelo Teorema 1.2.48 cada T, é

compacto. Mais ainda, se z € ly, x = (z;), temos que

o0

1 1
(T = T)(@)]* = Sl < ——zll=ll*.
2 ol = iy
Logo se ||z|| <1 entao
(T —T,) ()| < =1 0, n — oo.

Portanto T,, — T uniformemente, o que mostra que 1" é compacto.

Definicao 1.2.50 Seja B um subespago de um espaco métrico X. O conjunto B € to-
talmente limitado se para todo € > 0 pode-se obter uma decomposi¢ao B C B(zy,¢€) U
B(zg,€) U---U B(xy,¢).

Definigao 1.2.51 Se K € um espago topoldgico Hausdorff compacto e F C C(K), dize-
mos que F € equicontinuo se para todo € > 0 e para todo xo € K existe uma vizinhanc¢a

U de xq tal que |f(x) — f(xo)| <€, para todo x € U e para toda f € F.
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Teorema 1.2.52 (Teorema de Arzela-Ascoli) Se K ¢é um espaco topoldgico Haus-
dorff compacto e F C C(K) entdo F ¢é totalmente limitado se e somente se F € limitado

e equicontinuo.
Demonstragao: Sugerimos [5], pg. 179.

Proposicao 1.2.53 Seja B um subconjunto de um espago métrico X. Entao

1. se B ¢ relativamente compacto, B € totalmente limitado;

2. se B € totalmente limitado e X € completo, B ¢é relativamente compacto.
Demonstragao: Sugerimos [22], pg. 412.

Definicao 1.2.54 Sejam X, Y espagos de Banach e T : X — Y wma transformagao
linear limitada. Dizemos que T' é fracamente compacto ou w-compacto se T'(Bx)

€ w-compacto em Y .

Definicao 1.2.55 Sejam X um espaco vetorial e A C X. Dizemos que A é convexo se
Ve,y € A eVt € [0,1] tivermos tx + (1 —t)y € A.

Proposicao 1.2.56 Sejam X um espaco normado e A C X convexo. Entao o fecho de

A na norma coincide com o fecho de A na topologia fraca.
Demonstragao: Sugerimos [8], pg. 11.

Proposicao 1.2.57 Se X, Y sao espagcos de Banach e T : X — Y € um operador

compacto, entao T' é w-compacto.

Demonstracao: Queremos mostrar que 7(Bx) ¢ w-compacto em Y. Como T é
compacto, temos que T(BX)H'” é compacto em Y. Pela Observacao 1.2.29, a aplicacao
>N

Id: (Y,|-||) — (Y, w) é continua. Logo T(BX)‘ é w-compacto em Y.

Agora, como T'(Bx) é convexo, segue da Proposigao 1.2.56 que T(BX)"'H =T (Bx)",
concluindo a demonstragao. [

Vamos a seguir dar um exemplo de um operador w-compacto que nao é compacto.
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Exemplo 1.2.58 Temos que um espaco de Banach X ¢é reflexivo se, e somente se By ¢
w-compacta ([5], Teorema 4.2, pg. 135). Portanto, se X é um espago de Banach reflexivo
de dimensao infinita, o operador identidade Id : X — X é w-compacto, porém pela

Proposicao 1.2.47, nao é compacto.

Teorema 1.2.59 Sejam X, Y espacos de Banach e T : X — Y wuma transformacao

linear limitada. Entao sao equivalentes:

1. T € fracamente compacto;
2' T**(X//) g Y;.

3. T* € fracamente compacto.

Demonstragao: Sugerimos [5], pg. 189.
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Capitulo 2

Algebras de Banach

2.1 Algebras de Banach

Os resultados deste capitulo encontram-se em textos basicos de dlgebras de Banach, tais
como [26] e [23].

Definicao 2.1.1 Uma algebra de Banach ¢ um espaco de Banach complexo A que é

também uma dalgebra, onde a multiplicacao e a norma sao ligadas pela desigualdade

gl < IfIF-Mlgll, ¥V, g € A

Uma algebra de Banach é comutativa se fg = gf, Vf,g € A. Uma algebra de Banach
tem unidade se existe um elemento 1 € A tal que |[1||=1el1f = f1=f Vf € A.

Exemplos 2.1.2 Os seguintes espagos vetoriais, dotados do produto pontual e as normas

descritas abaixo, sao exemplos de dlgebras de Banach.

1. Seja K um espago Hausdorff compacto. Munido da norma do sup, C(K) é uma
algebra de Banach comutativa com unidade, onde a funcdo 1(z) = 1, Vo € K é a

unidade desta algebra.

2. O espaco A(D) C C(D), munido da norma do sup, é uma algebra de Banach

comutativa com unidade.
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3. Seja H*(D) ={f: D — C: feH(D) e f élimitada em D}. Munido da norma

do sup, H*°(D) é uma algebra de Banach comutativa com unidade.

4. Seja X um espago de Banach. Considerando em £(X, X) a operagao de composigao

e a norma ||T]| = sup ||T(z)||, temos que este espago torna-se uma &algebra de
rEBx

Banach nao comutativa com unidade, onde a unidade é o operador identidade, que

sera denotado por Id.
No que se segue, toda algebra de Banach serd comutativa e com unidade.

Definicoes 2.1.3 Sejam A uma dlgebra de Banach e f € A.

1. Dizemos que f ¢ invertivel se existe g € A tal que fg = 1. O elemento g serd

chamado de inverso de f e serd denotado por f=1.

2. Dizemos que \ € C € valor espectral de f se f — A1 nao € invertivel. Denotamos
por o(f) o conjunto de todos os walores espectrais de f e chamaremos o(f) de

espectro de f.

Proposigao 2.1.4 Seja A uma dlgebra de Banach. Se f € A € tal que |1 — f|| < 1 entao

f € invertivel.

&)
Demonstragao: Como ||1 — f| < 1 temos que >_ ||1 — f||¥ < oo, e consequentemente

k=1
i(l — f)* € A, uma vez que A é completo. Afirmamos que f~! =1+ i(l — f)*. De

IE;tlo, escrevendo f =1 — (1 — f), temos que =

Y a-p)=rra-a-m-(Xa-n) =

k=1 k=1
[ A==y a-pT=fr-=1
k=1 k=1

Portanto f é invertivel. [

Teorema 2.1.5 Seja A uma dlgebra de Banach. Entao para todo f € A, o(f) € um
subconjunto ndao vazio e compacto de C. Mais ainda, se X € C e ||f|| < |\| entdo f — A1

é invertivel.
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Demonstracao: Sugerimos [5], pg. 200.

Teorema 2.1.6 Sejam A uma dlgebra de Banach e ¢ : A — C um homomorfismo nao

nulo. Entdo ¢ € continuo e ||¢]| = 1.

Demonstragao: Como ¢(1) = ¢(1-1) = ¢(1)?, temos que ¢(1) = 1 ou ¢(1) = 0. Por

hipétese ¢ é nao nulo, e portanto temos que ¢(1) = 1.

Provaremos que ||¢|| < 1. Vamos supor por absurdo que existe f € A tal que A = ¢(f)
e |o(f)] = |A| > ||f]]- Pelo Teorema 2.1.5, temos que f — Al é invertivel. Da relagao

O(f = A)p((f = A1) ™) = (1) =1,
obtemos ¢(f — A1) # 0, ou seja, ¢(f) # A, uma contradicao.

Portanto |o(f)| < ||f]], Vf € A. Logo ¢ é continuo e ||¢]| < 1. Como ¢(1) = 1, segue

que ||¢|| = 1, como querfamos. |

Teorema 2.1.7 (Teorema de Gelfand-Mazur) Sejo A uma dlgebra de Banach. Se A

€ um corpo, entao A € isometricamente isomorfo a C.

Demonstragao: Para cada f € A temos pelo Teorema 2.1.5 que o(f) # (). Portanto
existe A € o(f) tal que f — A1 nao é invertivel. Como A é um corpo segue que f— A1 = 0,

ou seja, f = Al.

Portanto para cada f € A corresponde um numero complexo A tal que f = 1.
Afirmamos que tal A é tnico. De fato, se f = A1 = ul entao (A — p)1 =0, isto é, A = p.
Desta forma podemos definir ¥ : A — C por U(f) = \, Vf € A. E facil ver que ¥ é um

isomorfismo que preserva a norma, o que conclui a demonstracao do teorema. [

Definicao 2.1.8 Sejam A uma dlgebra de Banach e f € A. Chamamos de raio espec-

tral de f ao numero dado por

r(f) = sup{[Al: A € o(f)}-

Proposigao 2.1.9 Se A é uma dlgebra de Banach e f € A, entdo r(f) = lim ||f"~.
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Demonstracao: Sugerimos [5], pg. 202.

Apresentaremos a seguir algumas propriedades que dizem respeito aos valores espec-

trais de operadores lineares limitados.

Definicao 2.1.10 Sejam X um espago normado e T € L(X,X). Dizemos que A € C
¢ um autovalor de T se existir x # 0 tal que T'(x) = A\x. Denotaremos por Aut(T) o

conjunto de todos os autovalores de T

Proposicao 2.1.11 Sejam X um espago normado e T € L(X,X). Se dim(imT) = 1,

entao Aut(T) contém no mdximo dois elementos.

Demonstragao: Seja y # 0 tal que im(7) = [y]. Entao existe um tnico A € K tal que
T(y) = Ay. Logo A € Aut(7T).

Se ker(T') = {0} é imediato que Aut(7') = {\}. Se ker(T") # {0}, temos que existe
x # 0 tal que T'(z) = 0, isto ¢, 0 €Aut(T). Se X # 0 temos que 0, \ €Aut(T).

Vamos agora mostrar que qualquer outro autovalor nao nulo de 1" é necessariamente
igual a \. Seja € Aut(T) tal que § # 0. Entao existe z # 0 tal que T'(z) = fz. Agora

como z € im(7T), existe a € K, o # 0 tal que z = ay. Assim
Bay = Bz =T(z) = aT(y) = aly, ou seja, (A — fay = 0.

Como ay # 0, segue que A — 3 = 0, ou seja, A = (3, como queriamos.

Portanto Aut(7") contém no maximo dois elementos. |

Proposicao 2.1.12 Sejam X um espago normado, T, S € L(X, X) e S invertivel. Entdo
o(SoToS™) =0o(T).

Demonstracao: Temos que
ANco(SoToS™ &
SoT oS ' —\-Id= L nio é invertivel <

SoT —\S = LoS nao é invertivel <
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T —M-Id=S""0oLoS nao é invertivel <

Aeo(T).

Portanto o(S o T o S71) = o(T). u

Proposicao 2.1.13 Sejam X um espa¢o normado e T € L(X,X). Entao Aut(T) C
o(T).

Demonstracao: Sejam A um autovalor de T'e z € X, x # 0, o seu autovetor correspon-
dente. Entao T'(z) — Ax =0, ou seja, (T'— A - Id)(x) =0, com = # 0.

Logo T'— A - Id nao é injetora, e portanto nao é invertivel. Logo A € o(T), como

queriamos. [

A seguir veremos um exemplo de um operador que possui um valor espectral que nao

¢ um autovalor.
Exemplo 2.1.14 Seja T:ly — Iy tal que T'(zq, 22, -+) = (0,21, 29, ). E claro que T é
limitado e ||| = 1.

Temos que 0 € o(T') pois T nao é invertivel, j4 que T nao é sobrejetor. Mas 0 nao
é autovalor de T, pois se T'(z) = 0 entdo = = 0, o que sabemos ser impossivel, pois um

autovetor é, por definicao, nao nulo.

Para termos a igualdade entre o conjunto dos valores espectrais e o conjunto dos
autovalores de T, precisamos de uma hipé6tese adicional sobre 7', como mostra o seguinte

teorema.

Teorema 2.1.15 Se X é um espago de normado e T : X — X é um operador compacto,

entao todo valor espectral nao nulo de T € um autovalor de T'.
Demonstragao: Sugerimos [22], pg. 449.

Definicao 2.1.16 Seja A uma dlgebra. Um ideal proprio M de A é chamado de ideal
maximal se para todo ideal I de A tal que M C I C A tivermos M =1 ou I = A.
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Sejam A uma &dlgebra e M um ideal de A. O espago quociente A/M é uma &lgebra,

munido das operacoes usuais de espaco quociente.

Proposigao 2.1.17 Sejam A uma dlgebra de Banach e M um ideal mazimal de A.
Entao:

1. M € fechado;

2. A/M ¢ isometricamente isomorfo a C.

Demonstragao:

(1) Seja M C A um ideal maximal. Como M é um ideal e M C M C A, segue que
M=MouM=A. Se M=A, Como1¢c A, existe f € M tal que |1 — f|| < 1. Pela
Proposicao 2.1.4, f ¢é invertivel, o que contradiz o fato de M ser um ideal préprio. Logo
M =M.

(2) Como M é maximal, A/M é um corpo. Pelo item (1), M é fechado. Logo A/M é

uma algebra de Banach comutativa com a seguinte norma:

If + M| = inf{|[f +hll: he M}

E claro que 14 M é unidade de A/M. Pelo Teorema 2.1.7 (Gelfand-Mazur), A/M é

isometricamente isomorfo a C, como queriamos. [

Definicao 2.1.18 Seja A uma dlgebra de Banach. Chamaremos de espectro de A o

conjunto de todos os ideais maximais de A, e o denotaremos por M(A).

Teorema 2.1.19 Seja A uma dlgebra de Banach. Entao existe uma bije¢cao do conjunto

dos homomorfismos complexos nao nulos de A sobre M(A).

Demonstragao: Seja T': M(A) — {¢: A — C, ¢ é um homomorfismo ndo nulo}
dada por
T(M)=Gomy , VM € M(A),

onde 7y é a projecao candnica de A sobre A/M e G é o isomorfismo entre A/M e C

obtido na Proposicao 2.1.17.
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Se ¢ é um homomorfismo complexo nao nulo de A, ker(¢) é um ideal maximal. Agora,
para cada f € A temos G o Tyer(g)(f) = G(f + ker(¢)) = A, onde A é o tinico nimero
complexo tal que f — A1 € ker(¢).

Portanto T'(ker(¢))(f) = A = ¢(f), Vf € A, o que mostra que T é sobrejetora.

Resta provar que 7' ¢é injetora. Sejam My, My € M(A) tais que T(M;) = T'(M,).
Assim G oy, (f) = Gom,(f), para todo f € A.

Agora, se a € M; entdo G o my,(a) = G oy, (a) = 0. Consequentemente a € M.

Analogamente prova-se que My C M;. Portanto T é uma bijecao, como queriamos. [
A partir de agora estaremos identificando M(A) com o conjunto dos homomorfismos

complexos nao nulos de A.

Teorema 2.1.20 Seja A uma dlgebra de Banach. Entao valem as sequintes afirmacoes:

1. M(A) é um subconjunto da bola unitdria fechada de A’;

2. M(A) é w*-compacto.

Demonstragao:
(1) Sabemos, pelo Teorema 2.1.6 que se ¢ € M(A), entdo ||¢| = 1. Logo M(A) C By.

(2) Vamos mostrar que M(A) é w*-fechado em Bas que pelo Teorema 1.2.41 (Alaoglu) é

w*-compacto, e concluir que M(A) é w*-compacto.

Seja (¢q) € M(A) uma rede w*-convergente para ¢. Vamos mostrar que ¢ € M(A).

E claro que ¢ é um homomorfismo continuo.

Resta mostrar que ¢ é nao nulo. Se ¢ fosse nulo, teriamos que ¢, 7, 0, ou seja,
¢a(f) — 0, Vf € A. Em particular, 1 = ¢,(1) — 0, o que é uma contradigao. Logo ¢

¢ um homomorfismo nao nulo, concluindo a demonstracao. [

O teorema acima mostra que M(A) C By. Desta forma a topologia fraca estrela de

A" induz em M(A) uma topologia, que é denominada topologia de Gelfand.

Para cada f € A definimos f : M(A) — C da seguinte maneira:

~

f(h) = h(f), Vh € M(A).
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Dizemos que f é a tranformada de Gelfand de f.

O conjunto A= {f : f € A} é denominado representagao de Gelfand de A e aplicagao
®: A — A dada por ®(f) = f ¢ chamada de transformagdo de Gelfand.

Como estamos considerando em M (A) a topologia fraca estrela, segue imediatamente
da definicao acima que f é uma aplicagao continua de M(A) em C. Desta forma A 6 uma
subdlgebra de C(M(A)).

Proposigao 2.1.21 Seja A uma dlgebra de Banach. A transformacgao de Gelfand é um

homomorfismo continuo de A sobre A.

Demonstracgao: E f4cil verificar que ® é um homomorfismo. Agora, para cada f € A

tem-se
[N =l = sup [f(@) = sup [o(f)] < sup |6l [If[] = [/l
peM(A) peM(A) peM(A)
ou seja, || f|| < |If]l, o que prova que a ® é continua. |

Observagao 2.1.22 Sabemos que M(A) C A’. No entanto, M(A) nao é um subespago
vetorial de A’, pois nao podemos garantir, por exemplo, que um multiplo por um escalar
de um homomorfismo seja um homomorfismo. Portanto, nao podemos considerar M(A)

como um espago normado. No entanto, se definirmos em M(A) a seguinte distancia:
d(h1, hg) = ||h1 — hg“ para hl, h,z € M(A),

teremos que M(A) torna-se um espago métrico.

No que se segue, quando nos referirmos a norma em M(A), estaremos nos referindo

a norma de A’

2.2 Algebras Uniformes

Definicao 2.2.1 Seja A uma dlgebra de Banach. Dizemos que A € uma dlgebra uni-

forme se existe um espago topoldgico Hausdorff compacto K tal que A C C(K) e
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1. ACC(K) € fechado;
2. A separa pontos de K ;

3. A contém as fungdes constantes.

Exemplo 2.2.2 A ilgebra de Banach A(D) C C(D) é uma dlgebra uniforme. Com efeito
A(D) é uma subélgebra fechada de C(D), pois o limite uniforme de funcoes analiticas em

D e continuas em D é uma funcao analitca em D e continua em D.

Sejam zy, 2, € D distintos. Como id (a fungao identidade) pertence a A(D), temos
que id(z1) = 21 # 2z = id(zs). Logo A(D) separa pontos de D. Agora é claro que A(D)

contém as funcoes constantes.

Exemplo 2.2.3 Vamos mostrar que H*(D) é uma algebra uniforme. Para verificar que
H>(D) é fechado, separa pontos de D e contém as constantes, procedemos de maneira

analoga a feita no Exemplo 2.2.2.

O menos intuitivo, no caso da algebra H>(D), é encontrar um espago topoldgico
Hausdorff compacto K tal que H*(D) C C(K).

Na secao anterior, a partir de uma algebra de Banach A, construimos os conjuntos
M(A) e AcC C(M(A)), onde M(A) é w*-compacto. Provamos que que a transformacgao

de Celfand é um homomorfismo continuo de A sobre A.

Porém & é injetora quando A = H>°(D). Com efeito, se fi, fo € H®(D) e ®(f;) =
®(fy), temos que h(f1) = h(fs), Vh € M(H>(D)).

Para cada z € D, seja ¢ : H*(D) — C o homomorfismo complexo dado por

o(f) = f(z), Vf € H>®(D). Entao ¢(f1) = ¢(f2), isto é, fi(z) = fa(z). Como z era
arbitrario, temos que f; = fo. Logo ® ¢ injetora.

o — o —

Desta forma podemos identificar H* (D) com H>(D) e como H>*(D) C C(M(H>(D))),

temos que H*(D) é uma algebra uniforme.

Definigao 2.2.4 Seja A C C(K) uma dlgebra uniforme. Para cada x € K, a aplicagdo
0, : A — C dada por

02(f) = f(x), Vf e A
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¢ chamada de avaliagao.

E f4cil ver que cada avaliacao é um homomorfismo nao nulo. Consequentemente pela
Proposigao 2.1.6, 0, é continua, Vo € K. Logo d, € M(A), Vz € K.

Teorema 2.2.5 Sejam A C C(K) uma dlgebra uniforme e 6 : K — M(A) dada por
d(x) = 04, Yr € K. Entao 6 € um homeomorfismo sobre 6(K).

Demonstracao: Sejam z,y € K tais que J, = 0,. Entao f(z) = f(y), Vf € A. Vamos
supor por absurdo que x # y. Como A separa pontos, existe f € A tal que f(z) # f(y),
uma contradicao. Logo x = y e portanto d é injetora.
Para provar que ¢ é continua, sejam xy € K e U = {(b e M(A) : sup |o(f;) —
1<j<n
3z ()] < e} uma vizinhanca w*-aberta de §(zg) = 0, onde f1,---, f, € A. Vamos
construir um aberto V C K com zg € V tal que 6(x) e U, Vo € V.

Com efeito, como cada f; é continua em ¢, existe um aberto V' C K, xy € V tal que
se x € V, entao |fj(x) — fi(zo)| <€, 1 <j<n. Ouseja, [0,(f;) — 6z (f5)] <€, 1 <j<n,

donde segue que §(z) € U, Vo € V, como queriamos.
Como K é compacto, segue que 4 é um homeomorfismo sobre §(K). [

O teorema acima mostra que os conjuntos K e §(K) C M(A) sao homeomorfos. Em
vérias ocasides neste texto estaremos nos referindo a elementos de K ou de 6(K) C M(A)
como o mesmo elemento, mas tendo em mente que estaremos nos referindo a imagem do

mesmo pela inclusao 9.

O proéximo teorema mostra que se A é uma dlgebra uniforme, entdo A C C (M(A)) é

uma &lgebra uniforme e || f|| = ||f||, V/f € A.

Teorema 2.2.6 Seja A uma dlgebra uniforme. Entdo

1. a transformacao de Gelfand é um isomorfismo isométrico de A sobre A;

2. A CC(M(A)) é uma dlgebra uniforme.
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Demonstracao:

(1) Pela Proposicao 2.1.21 temos que ||f|| < || f||. Por outro lado, como {8, : 2 € K} C
M(A), temos que
sup |f(8,)| < sup |f(h)| = |If]],

zeK heM(A)
ou seja,
1l = sup | £(8,)] = sup [ f(2)] = || /]|
weK weK
Portanto ||f|| = ||f]|, o que mostra que a transformacio de Gelfand é um isomorfismo
isométrico.

(2) Pelo item (1) a transformagao de Gelfand é uma isomorfismo isométrico e como A é

completo, segue que A= W(A) é completo e portanto fechado.

Sejam hy, hy € M(A) tais que hy # hy. Entao existe f € A tal que hy(f) # hao(f).
Logo f(h1) # f(hs). Portanto A separa pontos de M(A).

Vamos mostrar que A contem as constantes. Se h € M(A) entao

Logo 1 =1 e portanto A contém as constantes e é uma algebra uniforme. [

2.3 Partes de Gleason

Em 1957, A. Gleason em [14] introduziu uma relacao de equivaléncia no espectro M(A)
de uma algebra uniforme A, a qual divide M(A) em classes de equivaléncia chamadas de
partes de Gleason. A decomposicao de M(A) nestas partes é fundamental na busca por
estruturas analiticas no espago M(A), no sentido de que os elementos de A agem de certa

forma como fungoes analiticas quando restritas a uma parte de Gleason.

O estudo de partes de Gleason neste texto sera util na secao 3 do capitulo 4, onde

provaremos que todo homomorfismo 7" : H*(D) — H>*(D) w-compacto ¢ compacto.

Sejam K um espaco topolégico Hausdorff compacto, A C C(K') uma algebra uniforme
¢ a,be M(A). Definimos A, = {f € A: f(b) =0} e

Y(a,b) = sup{|f(a)|: f € Ay e || f]| <1}
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Note que ¥ (a,b) < 1, Va,b € M(A).

Seja L : D — D um automorfismo. Entdo existem A\ € 9D e o € D tais que
L = \p,. Para cada f € A tal que ||f]| < 1, ou seja, f(K) C D, consideremos a fungio

Lo f dada por
flz) -

W,VZEEK.

(Lo f)(x) = L{f(x)) = A

Lema 2.3.1 Sejam A uma dlgebra uniforme, f € A tal que || f]| <1 e L um automorfis-

mo. Entao

1. LofeA;

—

2. Lof:Lof.

Demonstracao:

(1) Sejap: D — C um polinémio dado por p(z) = a,z" +---+ag,a; €C,i=1,---,n.
Consideremos f € A com | f|| < 1. Se definirmos, para cada x € K, (po f)(z) =
anf ()" + -+ + ag, temos que po f € A, j4 que A é uma algebra.

Como L € A(D), a Proposi¢ao 1.2.24 garante que existe uma sequéncia (p,) de
polinémios tal que p,, — L, uniformemente em D. Ou seja,
sup [pn(2) — L(2)] — 0, n — oo.
2€D

Em particular, se f € Ae ||f|| <1 entao

sup lpu(f(z)) = L(f(z))] — 0, n — oo,

ou seja, lim p,o f= Lo f.

Pelo observado acima, para cada n temos que p, o f € A, e como A é fechado, temos

que Lo f € A, como queriamos.

(2) Para cada h € M(A) temos que

o f-lay A —a) A —a)
Lof(h)_h<)\1_af>_ e e g — Lo f(h).
Portantom:Lof. [
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Lema 2.3.2 Sejam A uma dlgebra uniforme e a,b € M(A). Entao (a,b) < 1 se, e

somente se, |la — b|| < 2.

Demonstragao: Vamos supor que ¢(a,b) < 1. Se f € A entdao g = f — f(b) € Ay, pois
g(b) = b(g) = b(f — (b)) = () — f(b) = 0.

Agora como |lg|| = |f = F®) < I+ I£1l - Ib] = 2Il£]l, temos que [|g]| < 2] ]l

Assim [ f(a) = f(0)] = [g(a)] < ¢(a,b) - gl < 24(a,b) - || f]|, isto &, |a(f) = b(f)| <
2¢(a,b) - || f]], Vf € A, o que mostra que ||a — b|| < 2¢(a,b). Como (a,b) < 1 segue que
la —0b] < 2.

Reciprocamente, se ¥ (a,b) = 1, existe (f,) C A, tal que ||fu]| < 1e ]ﬁl(a)] — 1.

Para cada z € C existe 0,,(z) tal que f,(2) = gn(2)e™ ) onde |f.(2)] = gn(2).

Logo, podemos escrever g, = f,e"".

eienfn
I+2-m>

Substituindo f,, por g, = teremos que g, € Ay, |gn(a)] <1 e gn(a) — 1.

Agora a Proposicao 1.2.16 garante que para cada n € N existe um automorfismo L,

tal que:

1

Fixemos n € N. Como L,, é continua e gy(a) — 1, existe k € N tal que

La(Gi(@) — 1] < o

Seja hy, = L, 0 gy. Pelo Lema 2.3.1 temos que h,, € A, Vn € N. E claro que lha|l < 1.

Assim

(@) = A ()] = |Ln © (@) = Ln © Ge(0)] = | La(Gi(a) = La(0)] = | Lu(Gi(a) + 1 — 2% =
= [La@@) ~ 142 | < ILalGil@) ~ U424 5 < o2t o2

Logo |a(h,) — b(h,)| — 2, se n — 00, 0 que mostra que ||ja — b|| = 2, provando a

equivaléncia. [

Lema 2.3.3 Sejam A uma dlgebra uniforme e a,b € M(A). Entao ¢¥(a,b) < 1 se,
e somente se, para toda sequéncia (f,) C A com |fu] < 1 e fn(a) — 1 tivermos
Fulb) — 1.
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Demonstragao: Suponha que para toda sequéncia (f,) € A com ||f,|| < 1e ﬁ(a) — 1

temos f,(b) — 1.

Se ¥(a,b) = 1 temos que existe uma sequéncia (f,) C A,, com ||f,|| < 1 tal que
|ﬁ(a)| —— 1. Substituindo, como no lema anterior, f, por g, = " f,, teremos que

gn(a) — 1. Como f, € Ay, temos que g, € Ay, 0 que implica g, (b) = 0, uma contradigao.

Reciprocamente, vamos supor por absurdo que existe (f,) € A, || fall < 1, fn(a) — 1

ei@n fn

T temos

mas (j/;(b)) nao convergindo para 1. Novamente, substituindo f, por g, =

que existe uma subsequéncia (g,, ) de (g,) com g, (b) — r # 1.
Sem perda de generalidade, sejam a,, = gn(a) e B, = gn(b). Entao |a,| < 1e|f,| < 1.

Agora, se |r| < 1, para cada n € N tomemos, através da Proposigao 1.2.16, o auto-
morfismo L,, tal que L,(1) =1 e L,(r) = =1 +4"". Como L, é continua existe k tal
que

Lu(ow) = 1] < 27 ¢ [Lo(B) + 1] < 27

Pelo Lema 2.3.1 temos que h, = L, o g € A e além disso ||h,| < 1. Portanto

—

(@) = ()] = [Lu(e) = La(B)] = |Lu(ar) = Lu(B) +1 = 1] <
< |Lp(og) + 1| + |Ln(Br) + 1| < |Lp(og) + 1|4+ 27" < |Lp(ag) +2 — 1|+ 27" <
<|Lp(ow) = 1| +24+27"<27"+2427" — 2,
ou seja ||a — b|| = 2. Pelo Lema 2.3.2, temos que 1(a,b) = 1, o que é uma contradigao.

Se |r| = 1, nao é dificil construir um automorfismo L tal que L(1) =1 e L(r) = —1.
Entdo h, =Log, € A, ||h,]| <1le

(@) = hn ()] = [L(gn(a)) = L(gn(b))| — [L(1) = L(r)| =2,

0 que nos leva novamente a uma contradigao. |

Definicao 2.3.4 Sejam A uma dlgebra uniforme e a,b € M(A). Dizemos que a e b sdo
equivalentes (a ~ b) se Y(a,b) < 1.

Vamos mostrar que a relagao defininida acima é uma relagao de equivaléncia. De

fato, a ~ a, pois |ja —al| =0 < 2.
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Vamos supor que a ~ b. Temos que ||ja —b|| = ||b — a||. Portanto se ||a —b|| < 2 entao

|b —al| < 2. Logo b ~ a.

Por fim, se a ~ b e b ~ ¢, vamos supor por absurdo que a ~ ¢. Pelo Lema 2.3.3
existe uma sequéncia (f,,) C A tal que || f,|| <1, j/;(a) —1le ﬁL(C) nao converge para 1.
Como a ~ b, o Lema 2.3.3 garante que ﬁl(b) — 1. Agora, como b ~ ¢, novamente pelo

Lema 2.3.3 temos que fn(c) — 1, contradicao. Portanto a ~ ¢, como queriamos.

Definigao 2.3.5 Sejam A uma dlgebra uniforme e a € M(A). Chamamos de parte de

Gleason de a o conjunto

P(a) ={be M(A): a ~ b}.
Uma parte de Gleason é chamada de nao-trivial se contiver no minimo dois pontos.

Teorema 2.3.6 Seja A uma dlgebra uniforme. As partes de Gleason de M(A) formam
uma decomposi¢ao de M(A) em conjuntos disjuntos, onde cada um € unido enumerdvel

de conjuntos w*-compactos.

Demonstracao: Seja a € M(A). Entao temos que
P(a) ={be M(A): la—bl| <2} = | J{be M(A): Ja—b|| <2—27"}.
neN

Agora, pelo Teorema 1.2.41 (Alaoglu), cada conjunto {b € M(A) : |la —b|| <2—-27"} é

w*-compacto. Portanto segue o resultado. [

Proposicao 2.3.7 Sejam A uma dlgebra uniforme e a € M(A). Entao P(a) C M(A) é

aberta e fechada na topologia da norma.

Demonstracio: B claro que P(a) = {b € M(A) : |ja — b|| < 2} é aberto em M(A).

Para mostrar que P(a) é fechado, vamos mostrar que seu complementar é aberto.
Se b ¢ P(a) entdo b » a e consequentemente P(b) e P(a) sdo disjuntos. Logo P(b) esta
contido em M(A) \ P(a) e como P(b) é aberto, temos que o complementar de P(a) é

aberto, como queriamos. [
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Teorema 2.3.8 Seja A uma dlgebra uniforme. Se existirem um aberto conexo 2 C C e
uma aplicagao ¢ : Q — M(A) tal que foge H(R2), para toda f € A, entao ¢(N2) estd

contido em alguma parte de Gleason de M(A).

Demonstragao: Consideremos a,b € ¢(2) e vamos supor por absurdo que a ~ b, ou

seja, que ||a — b|| = 2. Entao existe uma sequéncia (f,,) C A, || f.]| < 1 tal que

la(fa) = b(fa)] — 2, ou seja, |fu(a) — fu(b)| — 2.

Sejam «, f € 2 tais que ¢(a) = a e ¢(5) = 0.

Por hipotese ﬁL o0¢: ) — C é holomorfa em 2. Afirmamos que a familia {fn 0p:
n € N} é limitada em €. De fato, como A é uma algebra uniforme, o Teorema 2.2.6(1)

garante que ||ﬁ1|| = ||fall, Yn € N. Assim, para cada z € Q2 temos que
sup | fn © ¢(2)] = sup | fu(@(2))] < [ fall = [[fnl] < 1.
z€Q 2€Q

Portanto, pelo Teorema 1.2.22, (Montel), existem uma subsequéncia (f,,) de (f,) e g €

H(2) tais que ﬁ; o ¢ converge para ¢ uniformemente sobre os compactos de €2.

Assim, |g(a) = g(9)] = Jim | (@) = Fu(0)] = 2, ou seja, 2 = |gla) — g(9)] <
l9(e)| + l9(3)]

Como [g(a)] < 1 e [g(B)] < 1, segue [g(a)] = [g(B)|] = 1, ou seja, [g] atinge seu
maximo em « € ). Como €2 é aberto e conexo, temos pelo Teorema 1.2.9 que g é

constante. Mas isto é uma contradigao pois |g(a) — g(5)| = 2, ou seja, g(a) # g(5).
Portanto existe a € M(A) tal que ¢(2) C P(a). |

A seguinte definicao serd utilizada no capitulo 4.

Definigao 2.3.9 Seja A uma dlgebra uniforme e suponha que existe  C C como no

Teorema 2.5.8. Dizemos que ¢(§2) € um disco analitico de M(A).

Apresentaremos exemplos de partes de Gleason de elementos do espectro das dlgebras
uniformes A(D) e H*(D) nos capitulos 3 e 4, respectivamente, apds termos calculado o

espectro de tais algebras.
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Capitulo 3

A algebra A(D)

Neste capitulo estudaremos operadores entre a élgebra A(D), da forma uC,. Apresen-
taremos caracterizacoes para a compacidade de tal operador. Por fim calcularemos o

espectro do mesmo.

Pelo fato de A(D) ser uma algebra de fungoes, muitas vezes neste texto estaremos
nos referindo a elementos invertiveis de A(D) tanto como elementos invertiveis desta
dlgebra como fungoes invertiveis. Para nao causar confusdo, se f € A(D) é invertivel
como elemento desta algebra, diremos que f é invertivel. Se f for invertivel como uma

funcao, diremos que f é uma funcao invertivel.

Os resultados apresentados neste capitulo foram originalmente demonstrados por R.
Aron, P. Galindo e M. Lindstrém em [1], e por H. Kamowitz no trabalho [19].

3.1 Partes de Gleason de M(A(D))

Nesta segao iremos calcular o espectro de A(D) e as partes de Gleason de elementos de

M(A(D)).

Proposicao 3.1.1 Seja ¢ : A(D) — C um homomorfismo nao nulo. Entio ¢ é uma

avaliacao.
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Demonstragao: Seja ¢ : A(D) — C um homomorfismo nao nulo. Vamos mostrar que
existe b € D tal que ¢ = . Pelo Teorema 2.1.6 temos que ||¢|| = 1. Considere b = ¢(id).
Entao [b] = |¢(id)| < ||| - [|lid]| = 1.
Sabemos que se ¢ € C entao ¢(c) = c¢. Para cada n € N seja ¢,(2) = > a; 2%, onde
i=1
a; € C,Vi=1,---,n. Assim

n n

Oan) = Y a;o(id)' =) a;b'.

i=1 i=1
Consequentemente temos que ¢(q,) = ¢,(b), Vn € N. Pela Proposi¢ao 1.2.24, temos que
para cada f € A(D) existe uma sequéncia (p,) de polinomios tal que p, — f em A(D).

Entao é claro que
pn(b) — f(b). (3.1)

Como ¢(f) = O(f = pn +pa) = O(f = pa) + &(pn) = O(f = pn) + Pa(b), segue que
O(f) = pu(b) = ¢(f — pn). E assim, [¢(f) — pu(b)] = [6(f —pu)| < [l - [/ = pull — 0,
em A(D). Portanto

Pa(b) — o(f)- (3-2)
De (3.1) e (3.2) concluimos que ¢(f) = f(b).

Como f é um elemento arbitrario de A(D), concluimos que ¢ = d,, como querfamos.

Proposicao 3.1.2 O espectro de A(D) é homeomorfo a D.

Demonstragao: Sejad : D — M(A(D)) definida no Teorema 2.2.5. Segue diretamente
do Teorema 2.2.5 e da Proposigao 3.1.1 que ¢ ¢ um homeomorfismo sobre M(A(D)). =

No que se segue, e quando for conveniente, nao estaremos fazendo distincao entre

ntimeros complexos z € D e avaliagoes §, € M(A(D)).

Lema 3.1.3 Sejam 6,,0, € M(A(D)) tais que a € D e b e D e (8,,8,) = sup{|f(6,)] :
feAD)s, e |lfll <1}. Entio ¢(6a,8) = |35

1—ba!”

Demonstragio: Lembramos que A(D)s, = {f € A(D) : f(6,) = 0} e que f(z) = f(3.),
vz e D.
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Seja f € A(D)s, com || f|| < 1. Entéo o Lema 1.2.17 (Schwarz-Pick) nos diz que

— ]l a—0b
f(a) = O < 1= F@FBI|L ],
ou seja ;
F@)l < |

Agora, como f(a) = £(8,), segue que $(5,,6) < | &

a—b ‘

Consideremos ¢, : D — D dada por ¢(z) = £52. Temos que ¢, € A(D), [|¢s] < 1
€ ¥y € A(D)gb.

Logo |@b(da)| < (04, ), ou seja,

a’b‘ < (d4,0p), donde segue que (d,,0) =

1-ba

a—b
1—-ba

‘ , COMO queriamos. [

Proposigao 3.1.4 Seja 6, € M(A(D)). Entao P(5,) = {d} se |b| =1 e P(d) = 0(D)
se |[b] < 1.

Demonstracao: Seja §, € M(A(D)) fixo com |b] < 1 e consideremos a aplicacao ¢y
definida no Lema acima. Pela Proposi¢ao 1.2.14, ¢,(D) = D e ¢,(0D) = 0D.

Se |a| < 1, pelo Lema 3.1.3, 1(d4,05) = |¢s(a)| < 1 e pela Definigao 2.3.4 temos que
do ~ 0. Logo 6(D) C P(d). Agora, seja d. € P(d). Vamos supor por absurdo que
lc| = 1. Entao, pelo Lema 3.1.3, temos que ¥ (d.,d) = |¢p(c)| = 1, ou seja, o, ¢ P(d),
uma contradi¢ao. Logo |c| < 1 e P(d,) = (D).

Agora seja 6, € M(A(D)) com |b| = 1.

Seja a tal que |a] < 1. Pela Proposigao 1.2.16, para cada n € N existe um automor-
fismo L, tal que
1
L,(a)=-1+ on © L,(b) =1.
Seja fu = 31— Ly). Entao fu € AD), |full €1, fula) = 3(1+1- %) — 1e

fn € A(D)s,. Assim, do Lema 2.3.3, segue que

O(8ar 6) = 1. (3.3)
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Seja agora a tal que |a] =1 e a # b. Tomemos o automorfismo L tal que L(a) = —1
e L(b) = 1. Seja f = £(1 — L). Entao f € A(D), ||f|| <1, f(a) =1e f € A(D)s,. Segue
novamente do Lema 2.3.3 que

¥(0as0p) = 1. (3.4)

Portanto, de (3.3) e (3.4), concluimos que 8, = &, Ya € D; e assim P(8,) = {&,}. ™

3.2 Operadores de Composigao de A(D) em A(D)

Definigao 3.2.1 Seja ¢ € A(D) tal que p(D) C D. O operador C, : A(D) — A(D)
definido por
Co(f) = fop, Vf € AD),

€ denominado de operador de composicao.

E claro que o operador C, definido acima ¢ um homomorfismo continuo, pois para

cada f,g € A(D) temos que [|C(f) — Co(g)]| = sup [f(e(2)) = gle()] < IIf =gl

Proposigao 3.2.2 Seja T : A(D) — A(D) um homomorfismo. Entao T é um operador

de composicao.

Demonstragao: Seja T : A(D) — A(D) um homomorfismo. Para cada z € D, seja
¢ : A(D) — C um homomorfismo complexo definido por ¢ = 0, o T'. Pela Proposicao
3.1.1 , existe um tnico b € D tal que ¢(f) = f(b), Vf € A(D). Assim podemos definir
g: D — C por g(z) = b. Observamos que g(D) C D. Agora, como

flg(2)) = f(b) = o(f) = (6: 0 T)(f) = 6.(T(f)) =T(f)(2),

segue que T(f)(2) = f(g9(2)),Vz € D, Vf € A(D), isto ¢ T(f) = fog, Vf € A(D). Logo
T(id) = g, e como T(id) € A(D), segue que g € A(D); e portanto T' é um operador de

composi¢ao, como queriamos. [

Proposigao 3.2.3 Seja ¢ € A(D) tal que (D) C D. Entio C, : A(D) — A(D) ¢

wnvertivel se e somente se p : D — D é uma funcao invertivel.
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Demonstracao: Vamos supor que C, é invertivel. Como a funcao identidade (id) per-
tence a A(D), segue que existe ¢ € A(D) tal que C,(v)) = id, ou seja, ¥ o p = id. Sejam
z,w € D tais que ¢(z) = p(w). Entdo 2z = id(2) = ¥(p(2)) = ¥(p(w)) = id(w) = w, ou

seja,  é injetora.

Vamos provar que ¢ é sobrejetora. Para tal tomemos w € D. Queremos encontrar
z € D tal que p(z) = w. Como C, ¢ invertivel, temos que Cj : A(D) — A(D)’
(o adjunto de C,) é invertivel. Entao existe um funcional linear ¢ € A(D)" tal que

C:(¢) = dw, onde §,, ¢ a avaliagao no ponto w.

Afirmamos que ¢ € M(A(D)). Como ¢ € A(D)’, precisamos provar que ¢(f - g) =
o(f) - o(9), Vf,g € A(D). Com efeito, tomemos f,g € A(D). Como C, é invertivel,
existem F, G, H € A(D) tais que C,(F) = f, C,(G) = ge C,(H) = f-g. Portanto, para

todo z € D temos que

F(e(2)) - Gle(2) = f(2) - g(2) = (f - 9)(2) = H(g(2)). (3.5)

Agora, como D é aberto e ¢ é nao constante, o Teorema 1.2.7, Aplicacao Aberta, garante
que (D) C D é aberto, ou seja, (D) C D. Por (3.5) temos que (F - G)(z) = H(z),
Vz € (D). Como F' -G e H sao analiticas em D, segue do Corolario 1.2.3 (Principio do
Prolongamento Analitico), que F' - G e H coincidem em D. Agora, como F' - G e H sao

continuas em D, segue que F - G = H. Portanto
O(f-9) = (Co(F)-Cu(G)) = d(Cyo(F-G)) = ¢(Cyp(H)) = CL(¢)(H) = bu(H) = H(w) =
= F(w)-G(w) = 0u(F)-0,(G) = CL(¢)(F)-CL(0)(G) = ¢(C,(F))-0(Cy(G)) = o(f)-d(g).

Portanto temos que ¢ € M(A(D)). Agora, como pela Proposi¢ao 3.1.1, todo ele-
mento de M(A(D)) é uma avaliacio, temos que existe z € D tal que ¢ = J,. Logo

w = 6, (id) = C:;((SZ)(id) = 6.(Cp(id)) = d.(p) = ¢(2),
o que mostra que ¢ ¢é sobrejetora, como queriamos.

Reciprocamente, se ¢ € A(D) é tal que ¢ : D — D é uma funcio invertivel,
considere o operador de composicao C,-1 : A(D) — A(D). Entao, para cada f € A(D)

temos que



C@(wal(f)) = Cso(f © 90_1> =fo 90_1 op=f,

ou seja, C,-10C, = Id = C, 0 Cy1. Portanto C, é invertivel. [

A préxima proposicao apresenta uma caracterizacao para a compacidade e w-compacidade
de um operador de composigao C,, : A(D) — A(D). A demonstracao ¢ uma adaptacao
para a algebra A(D) da apresentada em [1] para dlgebras que sdo generalizagoes das

algebras classicas.

Proposigao 3.2.4 Sejam ¢ € A(D) tal que o(D) C D, ¢ ndo constante e C, : A(D) —
A(D) um operador de composi¢ao. As afirmagoes sequintes sao equivalentes:
1. C, é compacto,

2. C, € fracamente compacto;

3. o(D) c D.

Demonstragao:
(1)=(2) Segue imediatamente da Proposi¢ao 1.2.57.

(2)=(3) Sabemos que p(D) C D. Queremos mostrar que ¢(D) C D. Vamos supor por
absurdo que existe z € D tal que ¢(z) = 2y € 9D. Agora de z € D temos que existe uma

sequéncia (z;) € D tal que z; — z. Portanto ¢(z;) — ¢(2) = 2.

Pelo Teorema 1.2.7 (Aplicagao Aberta), temos que ¢ é aberta, ou seja, (D) C D.
Logo |¢(z;)| <1, Vj € N.

Seja | : D — C dada por I(z) = Z. Entao [ € A(D), l(20) =1 e ||I]| = 1.

Para cada n € N, vamos definir I" : D — C por ["(z) = (I(2))", Vz € D. E claro
que " € A(D), ¥n € N e que o conjunto {I" : n € N} C A(D) ¢ limitado. Como C,, ¢
fracamente compacto, (C,,(I")) admite uma subsequéncia w-convergente. Portanto existe
f € A(D) tal que, sem perda de generalidade

Co(l") =1"0¢ — f.

Para cada z;, vamos considerar a avaliagao d.,. Pela Observacao 1.2.32:

lim 6., (I" o) = 6.,(f).

n—o0
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Pelo Teorema 1.2.41 (Alaoglu), a sequéncia (J;) tem um w*-ponto de acumulagao u €
A(D)'. Como C,(I") € A(D), passando para uma subsequéncia de (d;;) segue da Obser-
vacao 1.2.37 que:

lim 0, (C,(I")) = u(Cy,(I")) , isto é

Jj—00
lim 4, (I" o @) = u(l" 0 ).
j—oo

Como para cada n € N:

lim 4, (I" o o) = lim I"(p(2;)) = "(20) = 1, segue que

Jj—00 j—00
u(l™ o) =1. (3.6)
Por outro lado, como |¢(z;)| < 1 e |z| = 1, temos que

"plz) = (22

) — 0, n — o0.
Logo, para cada j € N:

0= lim I"(¢(z;)) = nh_}m ., (I" o) =0, (f).

n—oo o0

Portanto

0= lim d.,(f) = u(f). (3.7)

J—o0

Agora, como I" o ¢ — f, temos que u(I" o ) — u(f), o que é uma contradicdo

com (3.6) e (3.7).

(3)=(1) Vamos supor que C, ndo ¢ compacto. Entdo existem ¢ > 0 e uma sequéncia
(£2) € A(D) com [[full < 1, ¥ € Ne [Cplfa)=Col fu)l > €, ¥n # m. Como {f, : n € N}
¢ uma familia limitada, segue pelo Teorema 1.2.22 (Montel) que { f,, : n € N} é uma familia
normal, e portanto existe uma subsequéncia (f,,) C (f,) convergindo uniformemente
sobre os compactos de D. Se ky # k:
sup | fu, (w) = fa, (w)| = sup | fu, (0(2)) = fu, (0(2))] = [[Co(fur,) = Colfu)ll Z €,
wep(D) 2€D
o que é uma contradi¢ao com o fato de (f,, ) ser convergente sobre os compactos de D, j&

que ¢(D) € D é compacto. Logo C, é compacto, como queriamos. [

E facil produzir operadores de composicao que nao sao compactos, como mostra o

seguinte exemplo.

Exemplo 3.2.5 Se ¢(z) = 2, temos que C,, ndo é compacto, uma vez que |p(1)| = 1.
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3.3 Operadores Compactos da Forma uC,,

Nesta secao estaremos estudando uma classe especial de operadores, que sao os operadores

da forma uC,. Tais operadores foram estudados em [19] por H. Kamowitz.
Sejam u, ¢ € A(D), com ¢(D) C D. Definimos uC, : A(D) — A(D) da seguinte
forma:
uCy(f)(2) = u(z) - f(p(2)),¥f € A(D), ¥z € D.
Nao ¢ dificil ver que uCy, é um operador linear continuo.
Seu(z) =1, Vz € D, isto é, se u é a funcio constante igual a 1, temos que uCy, = C,.

Se p(2) = z, Vz € D, isto é, se ¢ é a identidade, temos que

isto é, uCy,(f) = - f é um operador produto.

Se p € A(D), |l¢|| £1eneNtal quen > 2, seja ¢" : D — D a seguinte funcdo

©"(2) = o(¢"'(2)), Vz € D.

Lema 3.3.1 Sejam u, ¢ € A(D), com ¢(D) C D. Entio o operador uC, € invertivel se

e somente se u € invertivel e ¢ é uma funcao invertivel.

Demonstracao:

Se uC, é invertivel, como 1 € A(D), existe f € A(D) tal que u(z)f(¢(z)) = 1,
Vz € D. Logo fow =u"t, ou seja, u é invertivel. Nao é dificil verificar que o operador

ut - uCy, = C, é invertivel. Pela Proposigao 3.2.3, temos que ¢ ¢ uma fungao invertivel.

Reciprocamente, vamos supor que u ¢ invertivel e ¢ é uma fungao invertivel e provar
Y /. . 71 71
que uC,, é invertivel. Para tal, considere o operador (u™" o ¢~')C,-1. Vamos provar que

(uC,) ' = (utop)Cp1. Com efeito, se f € A(D), temos que
uCy((u™" 0™ )Cpmr (f)) = uCy((u " op™) - (foyp™)) =
=u-(uop o) (fopTlop)=u-uT f=f.
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Por outro lado ((u™ 0 ™) Cyp1)(uCy(f)) = (u P o )Cop1)(u- fop) =

Logo uC,, ¢ invertivel. |

Lema 3.3.2 Sejam u,p € A(D), com (D) C D. Para cada n € N tal quen > 2 e
f € A(D) temos que

n—1 n

(uC)"(f) =u-uop-----uop' . foyp™

Demonstracao: Vamos utilizar o Principio da Inducao Finita para demonstrar a igual-

dade acima.

Vamos provar a igualdade para n = 2. Sejam f € A(D) e z € D. Entdo
(uCL)*(f)(2) = (uCy(u- fop))(2) = ulz) u(w(2)) - fp(p(2))) = ulz) - u(e(2)) f(¥*(2)),

ou seja (uCL)*(f) =u-uop- fop?

Portanto o resultado vale para n = 2. Vamos supor o resultado valido para n, e

demonstra-lo para n + 1. Assim

(uC)"(f) = uC,((uC)"(f)) = uCy(u-uo @ - uo" !t foyh) =

:u.(u.uow ..... uo@n_l'fOSOn)O(P:U'(uow'UOQDQ-----uogpn-fosp”"‘l)
:U-U,O(p-uogpQ.....uogpn_fo(pn-&-l‘

Portanto a igualdade vale para n + 1. Logo, pelo Principio da Inducao Finita, con-

cluimos que a igualdade vale para todo n € N, n > 2. [

O préximo teorema apresenta uma caracterizagao para a compacidade de uC,. Sua

demonstragao foi apresentada por H. Kamowitz em [19].

Teorema 3.3.3 Suponha que u,p € A(D) e (D) C D.

1. Se ¢ é uma fungao constante, entao uC, € um operador compacto.
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2. Se ¢ nao € uma funcao constante, entao uCy, € um operador compacto se, e somente

se, |p(z)] < 1 sempre que u(z) # 0.

Demonstracao:

(1) Se ¢ é constante, Ja € D tal que p(z) = a,Vz € D. Entdo se z € D temos que
uCy,(f)(2) = u(2) fp(2)) = u(z) f(a), isto é, uCy(f) = f(a)-u. Assim dim(im(uC,)) = 1,

o que implica pelo Teorema 1.2.48 que uC, é compacto.

(2) Vamos supor que uC, : A(D) — A(D) é um operador compacto. Devemos provar
que se z € D e u(z) # 0 entdo |p(z)| < 1. Como ¢ ndo é constante, o Teorema 1.2.7
(Aplicagdo Aberta) garante que |¢(z)| < 1 sempre que |z| < 1. Portanto é suficiente
mostrar que |p(z)] < 1seu(z) #0e |z| =1.

Vamos supor que tal afirmagio é falsa, ou seja, que 36 tal que u(e®) # 0 e |p(e?)| = 1.

Considere p = ¢(e'?) e para cada inteiro positivo n defina

fue) = (3 +m)"

E claro que f, € A(D) para cadan € Ne || f,|| = 1, uma vez que para cada z € D

51 = | (5 +m) "] = [(GE+m)|" < (G061 + 1) <1,

e f, atinge a norma em u, Vn € N.

Como por hipdtese uC, é compacto, entao existe uma subsequéncia (f,,) de (f,) e
uma fungao F' € A(D) com uCy(f,,) — F em A(D), ou seja,

u(z) (—(gp(z) + m)"‘”‘ . F(2),¥z € D.

Se |z| < 1 entao |¢(2)] < 1. Consequentemente |5(p(z) +p)| <1e
1
(56 +m)" —o,

Assim F(z) = 0, para |2|] < 1. No entanto, como F ¢ continua em D, temos que
F(z) =0,Vz € D, ou seja, F = 0. Entao uCy(f,,) — 0 em A(D).

Em particular, uCy(f,,)(e"?) — 0, ou seja, u(e)(5(¢(e”?) + p)™ — 0. Mas para
todo k temos que

[ue”) (5 () + 1) | = lute?)] # 0,

’I’Lk‘
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o que nos leva a uma contradicdo. Logo, se uC,, é compacto temos que |p(z)| < 1 sempre
que u(z) # 0.

Reciprocamente, se |p(z)| < 1 sempre que u(z) # 0, para mostrar que uC, é com-
pacto, considere (f,) € A(D) com | f,| < 1. A familia {f, : n € N} ¢ limitada em
D e portanto é¢ uma familia normal pelo Teorema 1.2.22 (Montel). Logo existem uma
subsequéncia (f,,) C (f,) e uma fungao g € H(D) tal que f,,, — ¢ uniformemente sobre

os compactos de D. Observemos que esta convergéncia implica que

sup [g(w)| < 1.
Jw|<1

Vamos definir uma fun¢ao G' em D da seguinte maneira:

G(z):{o |zl =1eu(z)=0 ‘
u(z) - g(e(2)) [z[ <1ouwu(z)#0

Se |z| < 1 ouu(z) # 0 entao |¢(z)] < 1. Logo G esta bem definida.
Vamos mostrar que G € A(D) e que uCy(fn,) — G em A(D).
Se |z| <1 ou u(z) # 0 temos que G é produto de fungoes continuas.

Se |2*| =1 e u(z*) =0, seja (2,) € D com z, — z*. Para cada m, temos que
G(zm) = u(zm)g(p(zm)). Como |g(e(zm))| < 1,Vm e u(z,) — u(z*) = 0, temos que

G(zm) — 0= G(z*) e portanto G é continua em D.
G é analitica em D, pois u e (g o ¢) o sdao. Entao G € A(D).

Para mostrar que uCy(f,,) — G em A(D), vamos dividir D em trés conjuntos, e

mostrar a convergéncia em cada um deles.

Seja V = {e : u(e?) = 0} e tome ¢ > 0. Afirmamos que existe aberto U tal que
V CUelu(t) <e ¥Vt € U. De fato, como u é continua, para cada 6 tal que ¢ € V e
para cada e > 0, existe um aberto U tal que se z € Uy, entao u(z) € D.(u(e®)). Portanto

basta tomarmos

Se z ¢ U entdao u(z) # 0 e portanto |p(z)] < 1. Logo ¢(D \ U) € D. Como

D\ U é compacto, (D \ U) é compacto. Entdo, como f,, — g uniformemente sobre os
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compactos de D, temos que

fui(p(2)) — g(ip(2)) para z ¢ U.

Logo u(z) fn,(p(2)) — u(2)g(¢(2)), Yz ¢ U. Desta forma existe inteiro N tal que

u(2) fur (9(2)) — u(2)g9(p(2))] = [uC,(fu,)(2) = G(2)] <€,

para todo k > N e todo z ¢ U. Portanto temos a convergéncia em D \ U.

Agora, se z € U\ V e k é qualquer:
[uCy(fr)(2) — G(2)] = u(2) fa, (¢(2)) — u(2)g(p(2))| <

sup ()| (0(2)) = g(e())] < e(llfucll + llgll) < 26,

o que verifica a convergéncia no conjunto U \ V.
Finalmente, se z € V, entdao uCy(fn,)(2) = u(2) fo, (¢(2)) = 0 = G(2).

Portanto, dado € > 0, existe inteiro N’ tal que [uC,(f,,)(2) — G(2)| < 2¢, k > N’ e
Vz € D. Ou seja, (uC,)(fn,) — G em A(D). Logo, se |p(2)| < 1 sempre que u(z) # 0,

temos que uC, ¢ compacto. |

Observacao 3.3.4 Na Proposicao 3.2.4 provamos que um operador de composi¢ao C,

é compacto se e somente se (D) C D. Vamos a seguir verificar que tal equivaléncia é

precisamente o Teorema 3.3.3 acima demonstrado, no caso u = 1.

Como u = 1, o Teorema 3.3.3 garante que C,, é compacto se, e somente se, |p(z)| < 1,

Vz € D, ou seja, se e somente se ¢(D) C D.

3.4 Espectro do Operador Compacto uC,

Nesta secao calcularemos o espectro do operador uCl,, quando uC,, é compacto. O calculo

do espectro de uC,, foi feito por H. Kamowitz em [19].
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Observacao 3.4.1 A demonstragao da préoxima proposigao sera dividida em itens. Em
um dos itens e também na proposicao subsequente, precisaremos trabalhar com repre-

sentagoes de séries de poténcias. Estaremos usando r; para indicar qualquer série da

ri(z) = Z anz",

n>1

forma

ou seja, série cujo primeiro coeficiente nao nulo € a;.

Por abuso de notacao, estaremos denotando por r; séries cujo primeiro coeficiente nao
nulo é o i-ésimo, independente dos coeficientes das séries. Ou seja, estaremos interessados
em avaliar o indice ¢ no qual tem-se o primeiro coeficiente nao nulo da série, e nao nos

valores de a,,, n > i, pois 0s mesmos nao estarao interferindo nos cédlculos a serem feitos.

Quando uma série da forma r; estiver sendo calculada em outra série da mesma forma,
serd usado o Binomio de Newton para estimar o indice do primeiro coeficiente nao nulo

da série resultante.

Proposicao 3.4.2 Suponha que u,p € A(D), p(D) C D e p(0) = 0. Entio u(0) €
o(uCy) eu(0)¢'(0)" € o(uC,), Yn e N, n > 1.

Demonstracao: Vamos provar inicialmente que u(0) € o(uC,). Vamos supor por ab-
surdo que u(0) ¢ o(uC,), ou seja que uC, — u(0) - Id é invertivel.
Logo, como 1 € A(D), 3f € A(D) tal que u(z)f(¢(2)) —u(0)f(z) =1, Vz € D.

Para z = 0 terfamos «(0) f(0) — u(0)f(0) = 1, uma contradi¢cao. Consequentemente
u(0) € o(uCy).

Para demonstrar que u(0)¢’(0)" € o(uC,), vamos analisar dois casos: quando ¢'(0) =
0 e quando u(0)¢'(0) # 0.

(i) Se ¢'(0) =0, o Teorema 1.2.8(3) garante que ¢ nao é uma fungao injetora e portanto
nao ¢ uma funcao invertivel. Assim, pelo Lema 3.3.1, o operador uC, nao ¢ invertivel e

portanto 0 = u(0)¢'(0)" € o(uC,), Vn € N.
(ii) Vamos supor que u(0)¢’'(0) # 0 e provar que u(0)¢'(0)" € o(uC,,), ¥n > 1.

Se ¢'(0)™ = 1 entao u(0)¢'(0)" = u(0), que ja provamos pertencer ao espectro de

uC,. No que se segue, portanto, estaremos supondo ¢'(0)" # 1, ¥n € N.
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Para provar que u(0)¢’(0)" € o(uC,) é preciso mostrar que u(0)¢’(0)" - Id — uC, nao é
invertivel. Assim basta mostrar que £(z) = 2™ ndo pertence a imagem de u(0)¢'(0)™ - Id —

uCy,, Vn € N. Vamos supor por absurdo que existem n € N e f € A(D) tais que

w(0)¢'(0)" f(2) = u(2) f(p(2)) = 2" , ¥z € D.
Para z = 0 temos
u(0)¢'(0)" £(0) — u(0)f(0) = 0, ou seja,
u(0)(f(0)¢'(0)" — f(0)) = 0.

Como u(0) # 0 e ¢'(0)™ # 1 segue que f(0) = 0. Portanto, de acordo com a Proposigao
1.2.4, existem m € N e fo € H(D) tais que fo(0) #0 e f(z) = 2" fo(2), Vz € D.

Pelo Teorema 1.2.1, podemos escrever fo(z) = fo(0) + 71(2), u(z) = u(0) + ri(2) e
o(z) = ¢'(0)z 4 ro(2). Entao

u(0)¢'(0)"f(2) —u(2)f(p(2)) = 2"

¢ equivalente a

u(0)¢'(0)"2" (fo(0) 4 r1(2)) = (u(0) + r1(2)) (0 (2)" folp(2)) = 2"

u(0)¢'(0)"2" (fo(0) +7r1(2)) = (u(0) + r1(2))0(2) " (fo(0) + ri(p(2)) = 2"
u(0)¢'(0)"2" (fo(0) +71(2)) = (w(0) +71(2))(¢(0)z+72(2)) " (fo(0) +71(£(0) 2 +72(2)) = 2"
u(0)¢'(0)"2" f0(0) + rm+1(2) — (w(0) +7r1(2))(¥'(0)2™ + rm41(2))(fo(0) + r1(2)) = 2"
u(0)¢'(0)"2" fo(0) + rm41(2) = (w(0)@"(0)™2™ + 7im11(2)) (fo(0) +711(2)) = 2"
u(0)¢'(0)"2" fo(0) + rm41(2) = u(0)@"(0)™2" fo(0) = Timia(2) = 2"

E finalmente ficamos com

(u(0)¢'(0)"fo(0) — w(0)¢'(0)™ fo(0))z" + rm1(z) = 2" (3.8)

Se m = n, o lado esquerdo de (3.8) tem n + 1 como indice do primeiro coeficiente nao
nulo, enquanto que do lado direito tal indice é n, uma contradicao. Se m # n, o lado
esquerdo de (3.8) tem m como indice do primeiro coeficiente ndo nulo e o lado direito tem

n, o que também é uma contradicao. Logo segue o resultado. [
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Proposicao 3.4.3 Sejam u, ¢ € A(D) tais que ¢ ndo é constante, o(D) C D e p(0) = 0.
Se X € um autovalor de uCy,, entao A € {u(0)¢'(0)" :ne N, n>1}U{0,u(0)}.

Demonstracao: Se u = 0 entao uC, = 0. Neste caso, A = 0 é o inico autovalor de uC,.
Suponhamos u # 0. Seja A um autovalor de uC,, com f autovetor correspondente. Logo
uCy,(f) = Af. Se A =0, teremos que u - f o ¢ = 0. Pelo Coroldrio 1.2.6, A(D) é um anel
de integridade. Como u # 0 segue que f = 0, um absurdo. Assim A # 0.

Usando o Teorema 1.2.1, podemos escrever
f(z) = az"+rpa(z),a#0em >0,
u(z) = b2 +r41(2),b#0er>0e
o(z) = c2®+rs1(2),c#0es>1.

E assim substituindo na equagdo A\f = uCy,(f), temos que

A@=™ + i1 (2)) = (027 + rea (D)(0(e2* + o1 ()™ + Pmia (2)),
ou seja,

Aaz™ + 11 (2) = (02" + 141(2)) (a(" 2" 4 Toms1(2)) + Tmt1(2))

Aaz™ + a1 (2) = (027 + reg1 (2)) (@™ 2™ + Tomi1(2)) + g (2))

Aaz™ 4+ rpy1(2) = (02" + 1 (2))(ac™ 2" + 1 (2)) =
mzr+sm

= abc + Trpmy1(2) + Trp1rem(2) + Trmaa(2) =

abc™ 2" 4 (2).

Igualando poténcias, temos que m = sm+r, m+1=r+m+1 e Aa = abc™. Assim,

temos que A = bc™ e
(i) r=0es=1ou(ii)ym=0er=0.
Vamos substituir os valores de r, s e m em ambos os casos.

(i) Parar =0es = 1temos que u(z) = b+r(z) e assim u(0) = b; e p(z) = cz+ra(2),
com ¢'(0) = c. Dai A = u(0)¢’(0)™.

(ii) Para m =0 e r = 0 temos que A = bc™ = u(0).
Portanto temos que A € {u(0)¢’(0)" :n € N, n>1}U{0,u(0)}, como queriamos. B
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Corolério 3.4.4 Suponha u,p € A(D), ¢ ndo é constante, (D) C D e ¢(0) = 0. Se
uC, € compacto, entiao o(uC,) = {u(0)¢'(0)" :ne N, n>1}U{0,u(0)}.

Demonstracao: Como uC, é compacto, pelo Teorema 2.1.15 temos que todo elemento
nao nulo de o(uC,) pertence a Aut(uCy,). Como, pelas Proposigoes 3.4.2 e 3.4.3 temos
que

Aut(uC,) C{u(0)¢'(0)" :ne N, n>1}U{0,u(0)} C o(uC,),

consequentemente segue que o(uC,) = {u(0)¢’(0)* : n € N, n > 1} U {0,u(0)}, como

queriamos demonstrar. [

Definicao 3.4.5 Seja L : D — D um automorfismo. Dizemos que L € eliptico se L

tiver dois pontos fixos: um em D e outro fora de D.

Observagao: Vale ressaltar que o automorfismo L = Ap,, (|\| =1 e a € D) estd definido
em todo C\ { %} Por isso podemos falar em pontos fixos fora de D, como na Definicdo
3.4.5.

Seja L um automorfismo eliptico. Entdo existem zy € D e z; € Cy \ D tais que

L(zy) = 29 e L(21) = 2z;. Consideremos a aplicagao ¢,, : D — D dada por

Z— 20

SDZO<Z) = 1 _z—oz'

Temos que ¢(z9) = 0 e pela Proposicao 1.2.14 que (¢,,)~' = ¢_,,. Entao a aplicagao
T'=p,oLop_,,:D—D

¢ uma bijecao analitica de D sobre D e T'(0) = 0. Portanto, pelo Teorema 1.2.15 temos
que T'(z) = Apo(2) = Az, Vz € D, onde A é tal que |A| = 1.

Finalmente, de L(z) = ¢_.,(Ags (%)), nao é dificil ver que A = L'(zy) e portanto
podemos concluir que se L é um automorfismo eliptico e z5 € D é seu ponto fixo, entao
existe A € 9D tal que L =p_, 0T o¢,,, onde T(z) = Az,Vz € D e A= L'(2).

O seguinte teorema sera 1til no cdlculo do espectro de uC,,, porém nao o demonstra-

remaos.
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Teorema 3.4.6 (Teorema de Denjoy-Wolff) Seja ¢ € H(D) tal que (D) C D; ¢
nao € a identidade e nem um automorfismo eliptico. Entdo existe zy € D tal que " — 2

uniformemente sobre os compactos de D.

Demonstragao: Sugerimos [7], pg. 58.

Observagao: Seja ¢ como no Teorema 3.4.6. Se ¢ € A(D) entao ¢(zp) = 2o e neste caso

2o ¢ chamado de ponto fixo de Denjoy-Wolff de ¢.

A seguir apresentaremos um exemplo de um automorfismo eliptico ¢ tal que @™ nao

converge.

Exemplo 3.4.7 Seja ¢ definida por ¢(z) = iz, temos que ¢ é um automorfismo eliptico

e que

e (z) = —=
P(z) = —iz
plz) = =z

P°(2) = iz=p(2)

Ou seja, (¢"(z)) oscila e portanto nao tem limite. Logo o Teorema de Denjoy-Wolff

realmente deve excluir os automorfismos elipticos.

Nao ¢ dificil ver que se p(z) = z e uC, é compacto, entdo uCy, = 0. E neste caso,
0 ¢ o tnico valor espectral de uC,. Daqui em diante, estaremos supondo que ¢ nao ¢ a

identidade e nem um automorfismo eliptico.

Teorema 3.4.8 Sejam u,p € A(D), com ¢(D) C D e uC, : A(D) — A(D) um
operador compacto. Suponha que zy € o ponto fixo de Denjoy- Wolff de .

1. Se ¢ € constante, entiao o(uC,) = {0,u(2o)}.

2. Se ¢ nao é constante e |z| = 1, entdo o(uCy,) = {0}.

3. Se ¢ ndo € constante e |z < 1, entdo o(uCy,) = {u(z)¢'(20)" : n € N, n >

1} U {0, u(z0)}.
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Demonstracao:

(1) Se ¢ é constante temos que ¢(z) = 2y, Vz € D. Vamos mostrar que 0 e u(z) sdo

autovalores de uCl,.

De fato, se F(z) = z — 2 entdo uCy(F)(2) = u(2)F(p(2)) = u(2)(¢(z) — 2) =
u(z)(z0 — 20) = 0. Logo 0 € Aut(uCl,).

Por outro lado, uCy,(u)(z) — u(z0)u(z) = u(z)u(p(z)) — u(zo)u(z) = u(zo)u(z) —
u(zo)u(z) = 0. Portanto u(z) € Aut(uC,).

Como a imagem de uC,, tem dimensao 1, a Proposicao 2.1.11 garante que Aut(uC,,)
deve conter no méaximo dois elementos, ou seja, Aut(uC,) = {0,u(z)}. Por fim, pela

Proposigao 2.1.13 e pelo Teorema 2.1.15, concluimos que o(uCy,) = {0, u(2)}.
(2) Como uC, é compacto e |p(zy)| = |z0| = 1, segue do Teorema 3.3.3 que u(z) = 0.

Para mostrar que o(uC,) = {0}, vamos verificar que o raio espectral de uC,, é zero.

Ou equivalentemente, pela Proposicao 2.1.9, vamos mostrar que

. nnl
Tim |(uCy)" |+ = 0.

Para tal, vamos dividir D em dois conjuntos e calcular o limite acima em cada um

deles.

Sejam V = {e? : u(e?’) = 0} e € > 0. Como no Teorema 3.3.3, é possivel obter um
aberto U C D com V C U e |u(t)] <e Vt€U.

Para cada z € D \ U temos que u(z) # 0 e consequentemente pelo Teorema 3.3.3
temos que |¢(z)] < 1. Logo ¢(D\U) C D. Como D\ U é compacto e ¢ é continua em D,
segue que (D \ U) é um compacto de D. Portanto, pelo Teorema 3.4.6 (Denjoy-Wolff),

temos que " converge uniformemente para zy em (D \ U).

Como u(zp) = 0, temos que zg € U, que é aberto. Portanto existe § > 0 tal que
Ds(z9) € U. Como ¢" — 2, uniformemente em (D \ U), IN; € N tal que |p"(2) —
2| < 6, ¥n > Ny eVz € (D \ U). Portanto, sem perda de generalidade temos que
©"(D\U) C U, paran > Nj.

Agora, se z € U, afirmamos que existe N tal que se n > N entao ¢"(z) € U. Vamos

supor por absurdo que tal afirmacao é falsa, ou seja, que para todo n € N existe k, > n
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tal que ¢*(z) ¢ U. Desta forma, @™ (% (2)) = o™ (2) € U, para todo m > Nj.
Assim, fixado n € N, para o natural Ny + k, existe k,, > Ny + k,, tal que ¢*(2) ¢ U, o

que é uma contradigao.

Desta forma, tomando N = max{/N;, N} teremos
lu(¢™(2))| < e,Vn>NeVzeD. (3.9)
Agora sejamn > N +1e f € A(D), pelo Lema 3.3.2 e por (3.9) temos que

sup | ((uCy)"(f))(2)] = sup [u(2)u(p(2)) - - ule" () f (" ()] < [lul ¥ M| fI.

2€D 2€D
Portanto ||(uC,)"|| < [[ul|Yer™ e assim ||(uC,)"||+ < |jul|»e"+ . Desta forma
lim ||(uC’<p)”||% < lim ||u||%e% — €, ou seja,
n—oo n—oo
lim [|(uC,)"||" < e, Ve > 0, isto é,
n—oo
lim [|(uC,)"[* =0,
n—oo
como queriamos.
(3) Se zp = 0 temos pelo Corolario 3.4.4 que o(uC,) = {u(z0)¢'(2)" : n € N, n >

1}U{0,u(20)}. Se 2 # 0, considere o automorfismo p : D — D dado por p(z) = 2=2 =

1—2zpz
(—1)¢s, (2). E claro que p € A(D) e que pop = id.
Vamos definir ¢ = pogpop e u* = uop. Assim ¢, u* € A(D) e (D) C D. Afirmamos

que u*Cy, é compacto.

Com efeito, se u*(z) # 0 entao u(p(z)) # 0. Como uC,, é compacto, o Teorema 3.3.3
garante que |p(p(z))| < 1. Agora, pela Proposicao 1.2.14 temos que p(D) = D, o que
garante que |[p(p(p(2)))| < 1, ou seja, |[(z)] < 1. Pelo Teorema 3.3.3, concluimos que

u*Cy é compacto.

Considere o operador de composicao C,. Pela Proposicao 3.2.3 temos que C, ¢é
invertivel e C;' = Cp-1 = Cp. Também vale que Cp, o (u*Cy) o ;' = uC,,. De fato, se
f € A(D) entao

(Cpo (WCy) o CN)(f) = (Cpo (uCy) o Cy)(f) = (Cpo (WCy))(fop) =
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=Gp(u” - fopoy)=(uop)-(fopodop)=u-(fop)=uCy(f)

Como, pela Proposigao 2.1.12, o(C), o (u*Cy) o C;') = o(u*Cy) segue que o(uCy,) =
a(Cpo (u'Cy) o Cy) = a(uCy).

Agora 1(0) = p(2(p(0))) = p(¢(20)) = p(20) = 0. Entdo, pelo Corolario 3.4.4,
o(u*Cy) = {w (O (0)" :n € N, n > 1} U{0,u"(0)}.

Como u*(0) = u(p(0)) = u(zo) e ¢'(0) = ¢'(2), temos que
o(uC,) = {u(z0)¢'(z0)" i n € N, n > 1} U{0,u(z)},

concluindo a demonstragao do teorema. [
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Capitulo 4

A algebra H*>(D)

Os resultados que serao apresentados neste capitulo fazem parte dos trabalhos apresenta-
dos por R. Aron, M. Lindstrém e P. Galindo em [1], M. Lindstrém e P. Galindo em [10]
e A. Ulger em [34].

Na primeira segao deste capitulo estudaremos o espectro de H*(D), bem como as
partes de Gleason de elementos de M(H*(D)). Veremos que no caso da dlgebra H>(D),
existem homomorfismos ¢ : H*(D) — C que nao podem ser caracterizados como uma

avaliacao.

Depois daremos uma caracterizagdo para que um homomorfismo 7' : H*(D) —
H*>®(D) seja um operador de composi¢ao, bem como caracterizaremos a compacidade de

tais operadores.

Por fim mostraremos que todo homomorfismo 7' : H*(D) — H>(D) w-compacto

é compacto.

4.1 Partes de Gleason de M(H>(D))

Para cada z € D, a avaliacdo ¢, é um elemento de M(H>(D)). No entanto, existem

elementos de M(H>*(D)) que nao sao avaliagoes, como mostra o seguinte exemplo.
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Exemplo 4.1.1 Considere o conjunto
I ={f eH>™D): f(x,) — 0, para toda sequéncia (z,) CJ]0, 1] tal que z,, — 1}.

E claro que I é um ideal préprio de H>(D) e, consequentemente, esté contido em algum
ideal maximal M. Pelo Teorema 2.1.19, existe um homomorfismo nao nulo ¢ : H*(D) —
C tal que ker(¢) = M, ou seja, ¢(f) =0, Vf € M. Agora, se f(z) = z — 1, é claro que
feled,(f)#0,VzeD.

Por outro lado, existe uma aplicacio natural continua 7 : M(H>°(D)) — D definida
por 7(¢) = ¢(id) = 1d(¢), V¢ € M(H>(D)).

A proposicao a seguir descreve as propriedades da aplicagao .

Proposicao 4.1.2 A aplicagio m definida acima é sobrejetora e, quanto restrita a 6(D)

¢ injetora. Além disso, ! leva D homeomorficamente sobre 5(D).

Demonstragao: Paracadad, € 6(D), temos que z = 7(d,). Logo D C n(M(H>*(D))) C
D. Como M(H>(D)) é compacto, segue que 7(M(H>(D))) = D, o que prova que 7 é

sobrejetora. Segue facilmente da definicao de m que 7 restrita a §(D) é injetora.

Resta provar que 7! leva D homeomorficamente sobre 6(D).

Se ¢ € 77 1(D), entao m(¢) = 3, para algum 3 € D. Se f € H>®(D) é tal que
f(B) =0, pela Proposigao 1.2.4 existem g € H(D) e n € N tais que f(z) = (2 — §)"¢(2),
vz e D. Assim o(f) = (6(id — B1))" - 6(g) = 0 = f(8), ou seja, 6(f) = 35(f).

Agora, se f(3) = a # 0, considerando h = f — al, obtemos 0 = ¢(h) = ¢(f — al).
Logo ¢(f) = o = ds(f)-

Entao provamos que 7 !(z) = 6(z) = 6., Vz € D, ou seja, 71'71‘ = 5‘ , e pelo
D D

1

Teorema 2.2.5 a aplicacao § é continua. Assim 7~ é continua, e como 7 é continua e

7 restrita a 0(D) é bijetora, segue o resultado. |

Se a € C é tal que |a] = 1, denotaremos por M, = {¢ € M(H>®(D)) : ©(¢) = a}.

Como 7 é continua, é claro que M, é um subconjunto compacto de M(H>(D)).
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Os conjuntos da forma M, consistem dos homomorfismos de M(H>(D)) que po-
dem ser de certa forma identificados como “avaliagoes em a”, como mostra a seguinte

proposicao.

Proposicao 4.1.3 Sejam f € H®(D) e a € C tal que |a] = 1. Seja (a,) C D tal que
a, — a e suponha que lim f(a,) = existe. Entao existe o € M, tal que ¢(f) = 3.

Demonstragao: Seja J a cole¢ao de todas as fungoes g € H>(D) tais que lim g(a,) = 0.

E facil ver que J # () e que J é um ideal préprio de H*>(D).

Portanto, pelo Teorema 2.1.19 existe ¢ € M(H>*(D)) tal que ¢(g9) = 0, Vg € J.
Agora, as fungoes id — al e f — 51 pertencem a J. Entao ¢(id) = a, ou seja, ¢ € M,; e
o(f) = (. Logo segue o resultado. |

Um dos principais resultados relativos ao espectro de H*(D) é conhecido como o
Teorema da corona, e afirma que 6(D) é w*-denso em M(H*>(D)). Este teorema foi

provado por L. Carleson em [4].

E claro que para cada z € D temos que P(6,) = 6(D). Desta forma estaremos

interessados nas partes de Gleason de M(H>(D)) que nio estao contidas em §(D).

I. J. Schark exibiu em [32] pontos m € M(H>(D))\d(D) tais que P(m) nao é trivial.
Em [17], K. Hoffman d4 exemplos de elementos de M(H>*(D))\ (D) que possuem partes

de Gleason triviais.

O seguinte teorema apresenta uma relagao entre partes de Gleason de elementos de
M(H>(D)) \ 6(D) e os conjuntos da forma M,.

Proposicao 4.1.4 Se m € M(H>(D)) \ §(D), entao existe a € C tal que |a] = 1 e
P(m) C M,.

Demonstracao: Seja a = 7(m) = z/c\l(m) Como pela Proposicao 4.1.2 7 restrita a (D)
é bijetora, temos que |a| = 1. Agora, se f : D — C é dada por f(z) = Z, Vz € D, entao
temos que f € H®(D) e ||f]| = 1. Como f(m) =1, o Lema 2.3.3 garante que f(n) =1,
para todo n € P(m). Ou seja, a = n(id) = w(n), Yn € P(m). Portanto P(m) C M,,

como queriamos demonstrar. [
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Para calcular as partes de Gleason de elementos de M(H*(D)), iremos procurar por
aplicagoes que coordenam pontos de M(H*(D)) em discos analiticos de M(H>*(D)). As-
sim enunciaremos sem demonstrar o teorema que realiza tal associacao. Sua demonstragao

foi feita por K. Hoffman em [16].

No préximo teorema e na préxima se¢ao, se M é um subconjunto de M(H>(D)),
a notagao (M, || - ||) estard significando que em M estamos considerando a norma em
H> (D).

Teorema 4.1.5 Seja m € M(H™>(D)). Entdo existe uma aplica¢io L,, : D — P(m)
tal que se P(m) ndo € trivial, entio f o Ly, € H®(D), Vf € H®(D) e Ly, (0) = m. Além

disso, Ly, € um homeomorfismo sobre (P(m),| - ||) e também sobre (P(m),w).

Observacao 4.1.6 Se o € D, sabemos que P(d,) = 0(D). Neste caso é facil construir a
aplicacdo L, do teorema acima. Com efeito, consideremos a aplica¢do L, : D — (D)

dada por L,(z) = (5%, isto é, La(2) = dy_.(2), onde ¢_, foi definida no Capitulo 1.

Se f € H®(D), entdo (f o La)(z) = f(%) = (f op_a)(2), V2 € D. Logo

~

folL,eH®D),VfeHD).

Nao ¢é dificil ver que L' : §(D) — D ¢é dada por L;'(d,) = pa(2). Também nao é

dificil ver que L, é um homeomorfismo sobre (§(D), || - ||) e também sobre (§(D),w).

Caracterizar as partes de Gleason de elementos de M(H>(D)) da forma como foi
feito no Teorema 4.1.5 é til para provar que todo homomorfismo w-compacto de H*(D)

em H>*(D) é compacto. Tal resultado serd provado na sec¢ao 3 deste capitulo.

4.2 Operadores de Composicao de H*(D) em H> (D)

Dizemos que T : H*(D) — H*(D) é um operador de composigao se existe ¢ €
H>(D) tal que p(D) C DeT(f) = foe, Vf € H>®(D). Denotaremos um operador de
composicao por Cl,. E f4cil ver que todo operador de composi¢ao de H*(D) em H*>(D)

¢ um homomorfismo continuo.

64



Nesta secao iremos apresentar uma caracterizagao para que um homomorfismo de
H>®(D) em H*(D) seja um operador de composi¢do. Em seguida, daremos uma carac-

terizagao para a compacidade e w-compacidade de tais operadores.

A préxima proposi¢ao nos mostra que todo homomorfismo de H*(D) em H*(D) é

continuo.

Proposicao 4.2.1 Sejam T' : H*(D) — H>®(D) wm homomorfismo e f € H*®(D) tal
que || fll <1. Entao |T(f)] <1.

Demonstracao: Seja f € H™(D) tal que || f|| < 1. Queremos provar que

ilelng(f)(Zﬂ <L

Para cada z € D, a aplicagao 0, o T : H*(D) — C é um homomorfismo complexo nao
nulo e portanto, pelo Teorema 2.1.6 temos que ||J, o T'|| = 1. Logo [(0, o T)(f)| < 1, ou
seja,

T(f)(z)| <1, Vz €D,

como queriamos. [

Observacao 4.2.2 Vale ressaltar que a proposi¢ao acima vale para qualquer homomor-

fismo T': A — A, onde A é uma &algebra uniforme.

Proposicao 4.2.3 Seja T' : H*®(D) — H™>(D) um homomorfismo. Entao T é um
operador de composicao se, e somente se, T(id) nao é constante ou € constante de valor

absoluto menor que 1.

Demonstragao: Vamos supor inicialmente que 7'(id) nao é constante ou é constante
de valor absoluto menor que 1. Seja ¢ = T'(id). Segue da Proposigao 4.2.1 que ||¢| < 1.
Assim (D) C D. Agora, se ¢ nao é constante, o Teorema 1.2.7 (Aplicacio Aberta), nos
diz que ¢(D) é aberto e portanto (D) C D, o que implica que ¢ : D — D. Se T'(id)

for constante de valor absoluto menor que 1, é imediato que ¢ : D — D.

Agora considere f € H>®(D) e zy € D, assim segue que |p(29)| < 1. Defina g: D —
C por
f(2)=f(#(20))
f'e(z0)) 2= ¢(2)
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Afirmamos que g € H*(D). De fato, g € C(D) NH(D \ {¢(20)}). Entao, pelo Corolario
1.2.27, temos que g € H(D). Agora vamos provar que g é limitada em D. Com efeito,
dadoe=1,3r > 0tal que se z € D e |z — p(29)| < r entdo |g(2)] < 1+ |f'(¢(20))]-

Se z € D e |z—¢(z)| > r temos que [g(z)| < 24, onde M é tal que |f(z)| < M,Vz €
D.

Portanto, tomando K = max{1 + | f'(¢(20))|, 2}, teremos que |g(z)| < K, Vz € D,

provando que g é limitada em D.

Como g = %f((jg))) em D\ {¢(z0)}, temos que
r(g) = T = FeCa) _ T~ Spten)

T'(id) — p(20) © — ¢(20)

Logo T(f) = f(#(20)) = T(g)(# — ¢(20)) em D\ {p(z0)}, que é aberto. Como T(f) —
f(v(20)) e T(g9)(¢ — ¢(20)) sao holomorfas em D, segue do Corolario 1.2.3, (Principio do

Prolongamento Analitico), que T'(f) — f(¢(20)) = T'(9)(¢ — ¢(20)) em D e portanto
T(f)(z0) — f(e(20)) = T(g)(0(20) — ¢(20)) = 0,
ou seja, T(f)(z0) = f(¢(20))-

Como zj era arbitrario, temos que T'(f) = f o, ou seja, T' é um operador de composigao.

Reciprocamente, se T'(f) = f o ¢, entdo ¢ = T'(id). Vamos supor que 7T'(id) seja

constante com ||T'(id)|| = 1. Assim Ja tal que ¢(z) = a,Vz € D; e |a| = 1, uma vez que
lle]l = 1. Desta forma (D) néo estd contido em D, uma contradi¢do com a hipétese de
T ser um operador de composic¢ao. [

A préxima proposicao é um resultado andlogo a Proposicao 3.2.4, porém para a
algebra H> (D).

Proposicao 4.2.4 Considere C, : H*(D) — H>*(D) um operador de composi¢ao. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. C, € compacto,
2. C, € fracamente compacto;
3. o(D) & D.
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Demonstragao: A demonstracao desta proposicao é similar a feita para A(D) no

Capitulo 3. As diferengas entre elas dao-se sobretudo por causa do item (3).
(1)=(2) Segue imediatamente da Proposi¢ao 1.2.57.

(2)=(3) Vamos supor por absurdo que ¢(D) = D. Para cada j € N existe w; € D tal
que 1 — % < |wj| < 1. Como (D) = D, existe z; tal que w; = ¢(z;). Assim temos que
1-— % < |e(#;)|] < 1. Portanto 3z tal que ¢p(z;) — 2o, com |2o| = 1.

Procedendo de modo analogo a demonstracao da Proposicao 3.2.4, a partir da sequéncia
(¢(25))jen € do niimero complexo 2z, obtemos u € H®(D)', f € H*(D) e uma sequéncia
(I") € H>®(D) tais que u(l" o) =1, ¥n € N, u(f) =0 e u(l" o ) — u(f), o que nos
leva a uma contradicao.

(3)=(1) Como (D) & D, temos que 3 0 < r < 1 tal que ¢(D) € D,(0). Entao
©(D) C D,.(0) C D e consequentemente (D) é um compacto de D.

Se C