Sistemas autonomos e dinamica populacional

Por: Fabricio Caluza Machado.

Esse texto contém um resumo de alguns modelos de dindmica populacional e apresenta ideias
geométricas para o estudo qualitativo de sistemas auténomos através do plano de fases.

1. Crescimento Logistico

Inicialmente, vejamos alguns modelos de dinamica populacional com uma unica variavel
dependente (populagao), as chamadas equagdes de crescimento logistico.

O modelo populacional mais simples supde que o crescimento (ou declinio) de uma
populacdo é proporcional ao seu tamanho. A equacgao resultante
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Possui solucdo y = y,e’, com y, = y(0). Comparando-se o grafico de solugbes de
diversos problemas de valores iniciais (figura 1) observamos uma caracteristica interessante de
seu campo de diregdes: fixando algum valor de y, todas as fungdes possuem mesma inclinagdo!
Isso é consequéncia da derivada de y depender apenas de y, mas ndo de t.

Figura 1: solugdes de dy/dt =y

Ainda que esse primeiro modelo possa modelar populag¢des por curtos periodos de tempo,
vemos que as solucles exponenciais dessa equacdo preveem um crescimento indefinido das
populagdes, o que ndo é realista. A chamada equagdo logistica é uma equagdo do tipo y' = f(y)
gue inclui um ponto critico K, representando um nivel de saturacdo do ambiente, a partir do qual a
populacdo deve decrescer:



%zr(l—%)y, r>0eK>0

Essa equacao é separdvel e pode ser resolvida analiticamente. Mas mesmo sem resolvé-la,
podemos obter informagdes sobre suas solugbes analisando o sinal de y' = f(y) (figura 2):
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Figura 2: y' = f(y)

Paray =0ouy =K, y' = 0 e obtemos duas solugbes estaveis da equagdo. Esses pontos
também sdo chamados de pontos criticos do modelo, ja que para 0 <y < K, y' > 0 e a fungdo
cresce tendendo a K. Ja para y > K, a funcdo decresce. Observa-se que y = 0 é um ponto de
equilibrio instavel, pois uma pequena variacdo desse valor fard a populacdo se afastar do
equilibrio, tendendo a y = K, um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

O valor r é chamado taxa de crescimento intrinseco, pois para y pequeno a equacao tende
a equacdo anterior (onde o ambiente ndo impunha limitagdes ao crescimento da populagcdo). A
proxima figura mostra solucGes de diversos problemas de valor inicial.

Figura 3: solugdes de dy/dt =r.(1-y/k ).y



Podemos enriquecer o modelo adicionando um limiar T. A ideia é que populagdes muito
pequenas ndo devem ser capazes de sobreviver sozinhas e se extinguem. Em outras palavras, é
natural que o ponto y = 0 seja um ponto de equilibrio estavel:

%:—r(l—%)(l—%)y, r>0e0<T<K

Figura 4: y'=f(y)

Figura 5: solugdes de dy/dt = - r.(1 - y/T)(1 - y/K)

Observamos que y = K continua sendo um ponto de equilibrio estavel e o limiar y =T
torna-se instavel. T caracteriza a populacdo minima necessdria para a sobrevivéncia.

2. Sistemas Autonomos



Na seg¢dao anterior, modelamos o crescimento de populagdes isoladas, limitadas apenas
pelo préprio ambiente. Seria interessante tentar descrever a interagao entre populagdes distintas,
de forma que o crescimento de uma populacdo dependa do tamanho de outra. Isso pode ser feito
através de sistemas de equagdes diferenciais:

dx

—=f(xt
= =fx)

Escrito dessa forma, temos a impressdao de que estamos trabalhando com as mesmas
equagdes que antes, mas note que agora estamos usando uma equagao vetorial, em n dimensdes.
Dizemos que elas estdo acopladas, no sentido de que uma coordenada pode influenciar no
crescimento da outra.

Observe que uma solugdo desse sistema é uma fung¢do vetorial x = x(t). Essa fungdo pode
ser interpretada como a parametrizagao de uma curva no espago das componentes Xy, X5, ..., X,
de x. Esse é o chamado plano de fase. Obter informagdes sobre o comportamento geométrico das
solugdes no plano de fase pode ser tao importante quanto resolver as equagdes analiticamente.
Essa abordagem é chamada de estudo qualitativo de equacgdes diferenciais.

Para o estudo de dindmica populacional, estamos interessados no caso em que a funcao f
ndo depende de t:

dx _
—=f®

Chamamos esse sistema de auténomo. Observe que as equacOes apresentadas na secdo
anterior sdo exemplos de equac¢les autdonomas unidimensionais. Esses sistemas ocorrem com
frequéncia em aplica¢des. Fisicamente, um sistema auténomo é um cuja configuracdo, incluindo
parametros fisicos e forcas ou efeitos externos, é independente do tempo. A resposta do sistema a
condic0es iniciais dadas é independente, portanto, do instante em que as condi¢Ges sdo impostas.

Nesse texto, veremos os planos de fases dos sistemas de equag¢des com coeficientes
constantes, um exemplo simples de sistema autébnomo:

3. Sistemas com coeficientes constantes

Sao sistemas do tipo:

dx
E = Ax

Onde A é uma matriz com coeficientes constantes. Podemos obter solucdes a partir dos
autovetores e autovalores de A, na forma x = v.e"t. Observamos que, sendo o sistema linear, a
solucdo geral pode ser escrita como combinacdo linear de solu¢des conhecidas. No resto do texto,
vamos nos restringir ao caso bidimensional, e a matrizes com dois autovetores independentes.
Assumiremos ainda A ndo singular, de modo que o sistema possui um Unico ponto critico (ponto

de equilibrio) em x = 0.



A analise qualitativa das solugdes depende dos autovalores da matriz:
3.1 Autovalores reais e distintos de mesmo sinal
A solugao geral terd a forma:
X =c.vq. e+ ¢y et

Suponhamos 1y < 1, < 0. Vemos que x = 0 quando t — 0. Se o ponto inicial, x(0), esta
sobre a reta que passa pela origem com diregao v;, vemos que ¢, = 0 e a solugdo permanece
nessa reta. Analogamente para v,. Caso a posicao inicial seja algum ponto fora dessas duas retas,
podemos reescrever a solugdo geral na forma x = erzt[clvl.e(rl_rz)t + c,v,], com ¢q,c, # 0.
Vemos que o termo c¢;v;. e (1772t tende a 0 mais rapidamente que c,v,, de modo que a solugao
se aproxima da origem tendendo a reta de dire¢do v,.
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plano de fases (em vermelho, as solucdes pertencentes as direcoes dos autovetores) e a figura 7

A figura 6 mostra as trajetdrias descritas pelas solucdes o sistema x' = ( )x no

mostra o grafico de x; (t). (o grafico de x,(t) é analogo).
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Figura 6: Trajetorias do sistema no espago de fases
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Figura 7: Grafico de x1 x t para diversas solugdes do sistema

O ponto critico x =0 é um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel, também
chamado de nd atrator. Caso 0 < r, < 1y, a interpretagdo das trajetdrias é igual, exceto que o
sentido sera de afastamento da origem. A origem é entdo um ponto de equilibrio instdvel.

Caso os autovalores sejam iguais, a discussdao é andloga, exceto a afirmacdo de que a
solugdo se aproxima da origem tendendo a reta de dire¢do v,, pois agora a solugdo pode ser
escrita na forma x = e"[c;v; + ¢, V,] e todas as trajetdrias serdo retas (afinal, como estamos
supondo v, e v, independentes, todos os vetores de R? s3o autovetores!).

3.2 Autovalores reais com sinais diferentes
A solucdo continua com a forma:
X =c.v.eMt+ ¢, vy el2t

Mas agora iremos suporr; > 0 e r, < 0. Solugdes com ponto inicial sobre a reta de diregao
v, (com ¢, = 0) irdo se afastar da origem a medida que t crescer e solu¢gdes com ponto inicial
sobre a reta de direcdo v, (com c¢; = 0) irdo se aproximar da origem. Para outras solugdes,
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observamos que o termo c,.V,.e"2" torna-se desprezivel quando t — o e x entdo, deve tender a

reta de diregao v;.
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plano de fases. O grafico de x; (t) possui o mesmo comportamento qualitativo do caso anterior.

A figura 8 mostra as trajetdrias descritas pelas solugdes do sistema x' = ( )x no
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Figura 8: Trajetérias do sistema no espago de fases

O ponto critico x = 0 é chamado de ponto de sela, visto que todas as solugdes se afastam
da origem, exceto aquelas localizadas exatamente sobre a reta de diregdo v,.

3.3 Autovalores complexos

Nesse caso, podemos escrever os autovalores como 1, =a+ib, r, =a —ib, com
a,b € R. A solugdo geral (real) terd a forma:

x = e[s]

Sendo que em [*] ha uma combinagdo linear de duas solugdes envolvendo cos(bt) e
sen(bt). Caso a = 0 (autovalores imagindrios puros), as solugdes serdo periddicas, assim como
sua trajetdria no plano de fases. Pode-se mostrar que essas trajetérias serdo elipses. Veja as

figuras 9 e 10 com exemplos de solugBes do sistema x' = (i :g

classificada como ponto de equilibrio estavel, mas ndo assintoticamente estavel, no sentido que as

)x. Nesse caso, a origem é

solugdes ndo tendem a origem, a medida que t cresce.
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Figura 9: Trajetérias do sistema no espago de fases
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Figura 10: Grafico de x1 x t para diversas solugées do sistema

Caso a # 0, o fator e ird alterar a amplitude da oscilacdo, de forma que as elipses se
transformacdo em espirais. O sinal de a ira determinar o sentido do movimento e a estabilidade
(ou instabilidade) da origem. Veja as figuras 11 e 12 que ilustram solu¢des do sistema x' =

(i :g)xcoma < 0.
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Figura 11: Trajetdrias do sistema no espago de fases

Figura 12: Grafico de x1 x t para diversas solugées do sistema

Observa-se que em todos os planos de fases apresentados nessa secdo, as trajetdrias nao
se cruzam. Isso é uma caracteristica dos sistemas autdonomos: o plano de fases possui um campo
de diregdes independente do tempo, logo existe apenas uma trajetdria passando por cada ponto.
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Proximo texto: Sistemas Quase Lineares: Equag¢oes Predador — Presa

Esse texto ird mostrar que os conceitos apresentados aqui aparecem em outras equagoes,
em especial, nas equacgdes de Volterra. Serdo propostas, ainda, alteracbes nessas equagcdes, como
forma de introduzir novas caracteristicas ao modelo e por fim, um exemplo de sistema néo-

autébnomo (inclusdo de sazonalidade na dindmica populacional).



