MAT3457 - ALGEBRA LINEAR I
1.2 lista de exercicios — 1.° semestre de 2025

1. Encontre a solug¢éo dos sistemas:
X1 +2xy —3x3 =4
X1+ 3x+x3 =11
2x1 + 5xp — 4x3 = 13
2x1 + 6xp + 2x3 = 22

2x1+x3 —2x3+3x4 =1
(1) S 3x1 +2xp —x3 +2x4 =4 (i)
3x14+3x04+3x3 —3x4 =5

X1+x3+x5=1 X1 +2x) —3x3 =6
(iii) € xp + x3 + 2x5 + x6 = 2 (iv) § 2x1 —xp +4x3 =2
X4 +3x5 =3 4x1 + 3xp —2x3 =14

2. Em cada um dos itens abaixo, encontre as condi¢des precisas que as constantes b; devem satisfazer
1
para que o sistema seja Compativelz

X1 — x4+ 3x3 + 2x4 = by
—2x1+ X +5x3 4+ x4 = by
—3x1 +2xp +2x3 — x4 = b3
4x1 —3xp + x3+3x4 = by

X1 — 2xy +5X3 = bl
(1) < 4x1 —5xp +8x3 = by (ii)
—3x1 +3xp — 3x3 = b3

Xo +x3 =2 Xp+x3 =2
(iii) € x1 +x2 +x3 = by (iv) S x1 +b1xp +x3 =2
x1+x2:2 X1+X2:2

3. Usando operagoes elementares sobre as linhas da matriz aumentada de cada um dos sistemas line-
ares abaixo, determine os valores de a e b para os quais o sistema ndo tem solucdo, tem exatamente
uma solucdo e tem infinitas solucoes.

x+y—az=20

x+2y—2z=1

x+(1—-a)y—2z=2-2a

2x+3y—(24+a)z=1

x+y+az=a+b+1
() 2x+3y+az=3a+2b+1
X+y+2az=2b+2

(i)

4. Em cada caso, encontre condi¢des sobre os ntimeros a e b para que o sistema dado nédo tenha solugéo,
tenha uma tnica solugdo, ou tenha infinitas solugdes. Resolva o sistema quando ele for consistente.

I 1 n 1 x+2y+z=-1
ax = — X +ay =
(i) { Y (if) { Y (iii) { Bx + 7y + 62 = —1

2xty=>b bx+2y =5 2x+dy+ (@ +1)z=b—1
ax+bz =2
(iv) ax+ay+4z =4
ay+2z="b
5. Determine os valores de a e b que tornam o sistema
3x—7y=a
x+y=">

5x +3y = 5a+2b
x+2y=a+b-1
compativel e determinado. Em seguida, resolva o sistema.

6. Sejam «, B,y € R e considere o sistema linear:

x+w=20
ax+2y+z+2w=p4 ,
X—2y—z=v

com incégnitas x,y, z, w. Assinale a alternativa contendo uma afirmagao FALSA.
(A) Se a # 1, entdo o sistema possui uma tnica solugao.
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10.

11.

(B) Sea =1e B+ v =0, entdo o sistema possui infinitas solugdes.

(C) Sea =2e f+ vy =1, entdo o sistema possui infinitas solugdes.

(D) Para quaisquer «, 8,y € R, o sistema possui infinitas solugdes ou ndo possui solugdo.
(E) Se a =3 ey = 2, entdo o sistema possui infinitas solugdes.

Sejam m,n, p € R. O sistema linear

x+ty+z=m
x+2z=n
—2x4+y—z=p
—x+3y—z=5

tem uma tnica solugédo se, e somente se, 2m — n + p éigual a

(A) 5/2

(B) 5

©) 6

(D) 3/2

(E) 10

Sejam a,b € R e considere o sistema linear

X1+xx4+x3=1
2x1 +ax, —x3 =2a
3x1+2xy+bx3 =0

nas incégnitas x1, X, X3. Assinale a alternativa que contém as condi¢des exatas sobre a e b que tornam
esse sistema impossivel.

A) (a—=2)(b+3)+1=0ea#1

(B) 2—a)(83—b)—3=0ea#4

(C)ab—3a—2b+7#0

(D) (a—2)(b+3) #0eab—3a #0

(E)a#1leb=2a

Sejam A € My xn(R) e B € M;;»1(R). Considere o sistema linear ndo-homogéneo AX = B e o
sistema homogéneo associado AX = 0. Prove ou dé contra-exemplo.
(i) Se AX = B tem infinitas solugdes, entdo AX = 0 tem infinitas solugoes.
(ii) Se AX = 0 tem infinitas solug¢des, entdo AX = B tem infinitas solugdes.
(iii) Se AX = B néo tem solugdo, entdo AX = 0 s6 tem a solugéo trivial.
(iv) Se AX = 0s6 tem a solugao trivial, entdo AX = B tem solugdo tnica.
Sejam A, B € My,xn(R). Considere a equagdo matricial AX = B, em que a incognita X é uma matriz

quadrada de tamanho n x n. Mostre que se essa equagdo possuir mais do que uma solugdo, entdo
ela terd infinitas solugdes.

Considere as seguintes afirmagoes:
I. Seja A uma matriz n X n. Se, para quaisquer by, ...,b; € R, o sistema linear

X1 by

X by
Al . |=1].

Xn b,

possuir uma udnica solugdo, entdo é possivel obter a matriz identidade fazendo operagdes ele-
mentares de escalonamento sobre as linhas da matriz A.
II. Se P e Q sdo solugdes de um sistema linear, entdo P + Q necessariamente é solugao desse sistema.

III. Se P e 2P sdo solugdes de um sistema linear, entdo AP necessariamente é solucdo desse sistema,
para todo A € R.

Estd correto o que se afirma em

(A) Ielll, apenas.

(B) 1l e IlI, apenas.

(©) L IIelll

(D) Iell, apenas.

(E) 1, apenas.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Em cada um dos itens a seguir, encontre uma matriz X tal que

1 -1 1 2 -1 5 7 8 123 2 11
@l2 3 o0|x=1[4 0 -3 01 2 3 4/ x=|-2 1 1
0 2 -1 3 5 -7 21 3 45 2 11

Encontre a matriz C que satisfaz
1

120 1 5 1 2 0
((clo 10 —{0 10 1])) —{—1 -3 —1]
00 1 1 1 1 -3

(Aqui, At denota a transposta da matriz A.)

Em cada item, encontre a matriz A:
t

t 2 0 0 2
(i)m—[}1 2 _32] —|-3 4 @) [34t—2|=5 2 _g ) ‘51}
0 8 1 3
Suponha que A, B,C, D e E sejam matrizes dos seguintes tamanhos:
A B C D E

4 x5 4 x5 5x2 4x2 5x4

Determine quais das seguintes expressdes matriciais estdo definidas. Para as que estdo, dé o tamanho
da matriz resultante.

BA, AC+D, AE+B, AB+B, E(A+B), E(AC), E'A, (A'4E)D.
Considere as matrizes
—31 g} B= B _21] c:[cl5 ‘11 ﬂ D= —11 g %] E=
1 1 2 4
Calcule os seguintes, quando possivel:
D+E,2B—-C,5A, —7C, —=3(D +2E), 2A*+C, D' — E', (D — E)!, B' +5C', 2E' — 3D?,
(2E* —3D")!, A(BC), BA, CC', (DA)!, D'E! — (ED)', 4(BC) + 2B, B'(CC' — A'A)

Calcule AB e BA, em que A e B sdo as seguintes matrizes:

6 1 3
-1 1 2
4 1 3

A:

1 -1 1 12 3
) A=|-3 2 —1|,B=|2 4 6
2 1 0 12 3
1 0 0 1 1 2 3 4
) 0110 5 6 7 8
M@ A=11 01 ol B=|21 2 —3 4
010 1 5 6 -7 -8
1 0 0 4 0 0
i) A= [0 2 0|,B=1]0 2 0
0 0 4 00 1

Dizemos que duas matrizes quadradas de mesmo tamanho A e B comutam se AB = BA. Encontre
todas as matrizes de tamanho 2 x 2 que comutam com:

MR

Uma matriz quadrada A é chamada simétrica se A' = A e antissimétrica se A' = —A.
(i) Mostre que se B é uma matriz quadrada entéo:
(a) BBt e B + Bt sdo simétricas; (b) B — Bt é anti-simétrica.
(ii) Mostre que toda matriz quadrada poder ser escrita como a soma de uma matriz simétrica e uma
matriz antissimétrica.

Sejam A e B duas matrizes quadradas de mesmo tamanho. Mostre que se AB = A e BA = B, entdo
A?=AeB*=B.

Se A e B sdo matrizes e AB é quadrada, explique por que BA também é quadrada.



22. Se AC = CB, explique por que A e B sao ambas quadradas.

23. Sejam A e B duas matrizes quadradas de mesmo tamanho. Se AB = BA, mostre que valem as
seguintes igualdades:

(A+B)>= A+ B> +2AB, (A—B)>=A%>+B>-2AB, (A+B)(A—B)=A%>-B
Reciprocamente, mostre que se alguma das igualdades anteriores for vélida, entdo AB = BA.

24. Em cada caso, demonstre que a afirmacao é verdadeira ou dé um exemplo que mostre que ela é falsa.
Sejam A e B matrizes.
(i) Se AB esté definida, entdo BA esté definida.

(ii) Se AB esta definida e é uma matriz quadrada, entdo BA estd definida.
(iii) Se AB = BA, entdo A e B sdo ambas quadradas e de mesmo tamanho.
(iv) Se A2 pode ser calculada, entdo A deve ser quadrada.

(v) Se A tem uma linha de zeros, entdao AB tem uma linha de zeros.

(vi) Se A tem uma coluna de zeros, entdo AB tem uma coluna de zeros.
(vii) Se AB =0,entdo A = 0ou B = 0.
(viii) A igualdade (AB)? = A2?B? vale sempre.

(ix) Se A] = A, entdo | é uma matriz identidade.

(X) Se A2=A,entio A=00u A = 1.

25. Determine a inversa de cada uma das matrizes seguintes:

13_221_11_201111 12 1 0] (1 2 3 2
0111 01 -1 1 2 351
2 8 =3|,[5 2 =3|,(2 =3 1], , ,
1710211150011131—23571
000 1) |1 4 -2 4 1 15 4
26. Resolva os sistemas de equagdes lineares
1 ;
AX=|8| e AX= ’
0
3
|7
em que A sdo matrizes do exercicio anterior.
27. Determine a tinica matriz X de tamanho 3 X 2 que satisfaz
-1 2 3 2 -1 5 0 20 -7
-4 1 1|X-5|-3 4 {_1 ol = 14 0
1 -2 -2 0 12 12 7

10
28. Assuma que A é uma matriz invertivel tal que A~! = [1 2
3 5

AX =

2 -1
1 0 eYA—[_zl 8 _51]
0 -3

29. Sejam A e B matrizes de tamanho n x n invertiveis. Determine todas as matrizes X de tamanho n x n

que satisfazem AB~"'AXA~!B +9AB = 0.

30. Em cada um dos itens abaixo, encontre a matriz A.

o ea =Y
(i) 2471 =3It =5 B ﬂ

(i) <At—3B 01})1:[? ﬂ

(iv) <2 {_12 ;] —5A‘1>t— (447!



6 -1 1
31. Para quais valores de t a matriz [t 0 1] ndo tem inversa?
0 1 ¢

32. Se a primeira linha de uma matriz A consiste de zeros, mostre que A~! nao existe. Se a primeira
coluna de uma matriz B consiste de zeros, mostre que que B~! nao existe.

33. Em cada caso, mostre que a afirmagdo é verdadeira ou dé um exemplo mostrando que ela é falsa.
Assuma em todo o exercicio que A e B sdo matrizes quadradas do mesmo tamanho.
(i) Se A # 0, entdo A é invertivel.
(ii) Se A é invertivel, entdo A # 0.
(iii) Se A3 = I, entdo A é invertivel.
(iv) Se A> = Ae A # 0, entdo A é invertivel.
(v) Se A e B sdo ambas invertiveis, entdo A + B é invertivel.
(vi) Se AB=0e A # 0, entdo B = 0.
(vii) Se A éinvertivel e AC = I, entio C = A~ L.
(viii) Se A? é invertivel, entdo A é invertivel.

100 1 0 0
34. Mostre que amatriz |a 1 0| é sempre invertivel e que a suainversaé | —a 1 0].
b c 1 ac—b —c 1

35. (i) Sejam A € My, (R) e B,C € My xn(R), com A invertivel. Mostre que se AB = AC, entdo B = C.
(if) Existe alguma matriz invertivel A tal que A2 =0?
(iii) Dé um exemplo de uma matriz A € My, (R) tal que A% = 0.

2 -4 0
36. ConsidereamatrizA = [ 3 6 5| ecalcule seu determinante. Em cada caso, procure adivinhar
-2 1 4

quanto serd det(B), em que B é a matriz obtida a partir de A
(i) permutando-se as linhas 2 e 3.

(if) multiplicando-se a linha 2 por %

(iif) multiplicando-se a linha 3 por 2.

(iv) somando-se a linha 2 a linha 3.
(v) somando-se —7t vezes a linha 1 a linha 2.

(vi) transpondo-se A.

37. Calcule os determinantes das seguintes matrizes. Recomenda-se fazer operacdes elementares para
reduzir as contas.

1 3 1 5 3
3 -6 9 301 2] |20 23 |2 70 a2
27 2, Jooa 4|, 222 Jo 01 01
0 1 5 2 -3 6 A 0 0 2 1 1
0 0 0 1 1

38. Encontre det(A) sabendo que A é uma matriz 3 x 3 e det(7A) = 6. E se A for 4 x 4?

a b ¢ e+h 2h 3b+e d—g 3¢ 2a+d
39. Suponha quedet [d e f| =8. Encontredet | f+i 2i 3c+f|edet|f—i 3i 2c+f].
g h i d+g 2g 3a+d e—h 3h 2b+e
[(a b ¢ b+q (x—1)g 5v+2b
40. Suponhaquedet |p g r| =1 Calculedet [c+7r (x—1)r bw+2c]|.
v v w a+p (x—1)p bSu+2a
1 221 2 10 -1 2 1
0 1.1 0 O 21 3 1 1
41. Calculedet | -1 3 3 1 —2fedet|2 1 3 2 1j.
2 1 2 1 -3 1 0 1 1 1
1 111 1 2 0 -2 =31



42. Se A = [_01 (1)] , mostre que A% = —I. Mostre que nao existem matrizes de tamanho 3 x 3 tais que
A? = —I3. Mostre que nao existem matrizes de tamanho 1 x 1, com n fmpar, tais que A% = —1I,,.
1 a b
43. Seja A= |—a 1 c|.CalculedetA e verifique que A é invertivel, quaisquer que sejam os valores
-b —c 1
dea,bec.
a? v? c?
44. Use operagdes elementares para mostrar que det 1+a 1+b 1+c =0eque
20° —a—1 20°—b—-1 22—c—1

a+2 b+2 c+2
x+1 y+1 z+1
2x—a 2y—b 2z—c

det =0.

45. Em cada caso, demonstre que a afirmagdo é verdadeira ou dé um exemplo mostrando que ela é falsa.
Em todos os itens, A, B e C sdo matrizes quadradas.
(i) Se A2 = I, entdo det(A) = 1.
(ii) Se A% = I, entdo det(A) = 1.
(iii) Se det(A) #0e AB = AC, entdo B = C.
(iv) det(3A) =3det(A).
(V) Se A é invertivel, entdao det(A~'BA) = det(B).
(vi) det(AB) = det(BA).
(vii) Se det(A) = 0, entdo A possui duas linhas idénticas.
(viii) det(—A) = —det(A).
(ix) det(A + B) = det(A) + det(B).
(x) Se Aé2x2 det(7A) = 49det(A).
(xi) Se det(A) = det(B), entdo A = B.
(xii) Se a diagonal principal de A consiste de zeros, entdo det(A) = 0.
(xiii) Se A' = —A, entdo det(A) = —1.

46. Sob quais condigdes vale det(—A) = det(A)? E det(—A) = —det(A)?

47. O que pode ser dito sobre o valor de det(A), sabendo-se que A é uma matriz n x n tal que
(i) A% =1, (ii) A3 = I, (iii) A2 = 5A, (iv) A = —A!, (v) A2+ 1=0, (vi) A3 = A, (vii)) A1 = A®?

48. Suponha que det(A) = —3, det(B) = 5e det(C) = —1, em que A, B e C sdo matrizes quadradas de
mesmo tamanho. Calcule det(A3B~2C'B3A~2) e det(BtA’lB’lCA3(C’1)t).

49. Se Aé4 x 4edet(3A71) =5 = det(A%(B')!), encontre det(A) e det(B).



Respostas
Al (i) Incompativel; (i) (1,3,1); (iii) (1 —r —s,2—r—2s—t,7,3—3s,s,t), 1,5,t € R;
(iv) 2—£2+2Ht), tER
(1) by = by + b3; (ii) by = b3 + by e by = 2bz + by; (iii) by € R; (iv) by # 2

(i) Tem uma tnica solugdo quando a # 2 e a # —1; ndo tem solugdes quando a = —1; tem
infinitas solugdes quando a = 2.
(ii) Tem infinitas solu¢des quando a = 0 e b = —1; ndo tem solugdes quandoa = 0e b # —1;
tem uma tnica solugdo quando a # 0.
M (i) Sea=2eb # —1, o sistema é inconsistente; se 4 = 2 e b = —1, é consistente com infinitas
solugdes: ( f% - %t, t),t € R; se a # 2, é consistente com uma tnica solugao: (%, _22:517 ).

(ii) Se ab # 2, o sistema é consistente com uma tnica solugéo: (%:%, 25:abb) ;seab=2eb =05

(ousejaa = %), é consistente com infinitas solucoes: (%, t) ,tER;seab=2eb #5,¢
inconsistente.

(iii) Sea = 1loua = —1eb # —1, o sistema é inconsistente; sea = loua = —1leb = —1,
é consistente com infinitas solugdes: (—5+5t,2 —3t,t),t € R;sea # lea # —1, ¢
consistente com uma tnica solugdo: (—5+5 ﬂhztll ,2— 3:;211 , abztll ).

(iv) Sea # 0e b = 2, o sistema é consistente com infinitas solugdes (neste caso, as solugdes sdo
da forma (2;2’, 2;2’,1’),1’ € R);sea # 0eb # 2, é consistente com uma tinica solucio

(neste caso, a solucio é (274’, b;—z, 1); sea = 0eb = 2, é consistente com infinitas solu¢des

(neste caso, as solugdes sdo da forma (r,s,1),7,s € R); sea = 0 e b # 2, é inconsistente.
a=2eb=4x=3ey=1

6l (A)

(B)

(B)

Ol (i) verdadeira; (ii) falsa; (iii) falsa; (iv) em geral, falsa (mas verdadeira se m = n)

Il (A)

11 12 -3 27 26 244 —14p —1+v
@ GHX=|-6 -8 1 -18 —17|; Gi)X=|-2-24 1-2u 1-29
~15 -21 9 -38 -35 A i v
6 —14 2
15 1
B3 C=|3 -7 ;
0 3 3
3 7 —10 1
_1
M2 @MA=31g 5 19

BA nio esta definida, AC+ D é4 x 2; AE + B nio esta definida; AB + B nio esta definida;
E(A+B)é5x5; E(AC) é5 x 2; E'Anio estd definida; (A!+E)Dé5 x 2

I8 (iv) As matrizes sdo i

M9 (i) Asmatrizes BB' e B + B! sdo simétricas se coincidirem com sua transposta:

onde s e t sdo quaisquer niimeros reais.

(BB")' = (B")'B*=BB', (B+B")'=B"+(B")'=B'+B=B+B"
Vejamos que B — B! é antisimétrica:
(B—BY' =B'— (B =B'-B=—(B+B").
(ii) Se A é uma matriz quadrada, entio A = J(A + AY) + 3 (A — AY).
21l Sejam A e B matrizes de tamanhos m x n e p x g, respectivamente. O produto AB estd definido
se, e somente se, 1 = p. Além disso, AB é de tamanho m X q. Se AB é quadrada entdo m = q.

Ou seja, B é de tamanho n X m. Portanto, BA existe e é de tamanho n x n.
23] Suponha que AB = BA. Entdo,

(A—B)>=(A—B)(A—B)=A(A—B)—B(A—B)
—A>—AB-BA+B2Y A2 B2 248

(*) usamos que AB = BA.



Suponha, agora, que (A — B)> = A? 4+ B? — 2AB. Sabemos que (A — B)? §, por definicao
(A—B)(A—B) = A2 — AB — BA + B%. Ou seja, temos que
A%+ B*—2AB = A>— AB— BA+ B2
Subtraindo A? + B? dos dois lados da igualdade obtemos —2AB = —AB — BA. Somando AB
aos dois lados da igualdade obtemos AB = BA.
(i) falsa; (ii) verdadeira; (iii) verdadeira; (iv) verdadeira; (v) verdadeira; (vi) falsa; (vii) falsa;
(viii) falsa; (ix) falsa; (x) falsa

- 1
1 0
Pal X =A"1(8]; X=A"1 )
0
3
- 7T
2 -1
P8 X=A1(1 o0of; Y= 2 3_1A*1
0 —3 -1 0 5

P9 X = —9A-1BA t
B0 (i) 2A71 —-3I)t =5 B ﬂ — 241 -31= (5|} 2]) =5 F 3]

3 4 2 4
1 3 10 8 15
-1 _ _
=24 _5{2 4]+3{0 1}_[10 23}
-1
178 15 4 L 4 B 123 -15
N _ 2 S A= 2 -
A _2{10 23} 5 223] A 5 % 17{—10 8]

—2| ) 3]st = (@ay ) = (@A) = Ay = A
1 1 -4, 1,4 21,4
:>2{_2 3]_5A +gAT =TA

e h[ et R

8 |-2 3 T40 (2 1
Bl t=2et=-3
(i) falsa; (ii) verdadeira; (iii) verdadeira; (iv) falsa; (v) falsa; (vi) falsa; (vii) verdadeira;
(viii) verdadeira
34l Basta realizar o produto.

N

B5l (ii) ndo; (iii) um exemplo é 00

36 det A = 126; (i) —126; (ii) 84; (iii) 252; (iv) 126; (v) 126; (vi) 126
B7l O determinante da matriz4 x 4é —26;0da5 x5¢é —2.
B8 detA = 5; se Aé4x4,detA =3

7%
B9 O determinante da primeira matriz é 48; o da segunda, —48.
40 5(x —1)
2e?2

43l detA=1+a>+b>+2#0

H5l (i) falsa; (ii) verdadeira; (iii) verdadeira; (iv) falsa; (v) verdadeira; (vi) verdadeira; (vii) falsa;
(viii) falsa; (ix) falsa; (x) verdadeira; (xi) falsa; (xii) falsa; (xiii) falsa

46l n par; n impar

470 (i) detA = £1, (ii) detA = 1, (iii) detA = O oudetA = 5", (iv) detA = 0 se n é impar,
(v) det A = 41 se n é par, se n é impar é impossivel ter A2 = —I, (vi) detA = Ooudet A = £1.
(vii) det A = +1

48 15e9

detA =%, detB=%



