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IMPORTANTE: Exerćıcios marcados devem ser entregues até a aula de 11.03.

EXERCÍCIO 1. Prove:

(a) x0, . . . , xk são afim-independentes sse nenhum xi é combinação afim dos demais.

(b) x0, . . . , xk são afim-independentes sse x1−x0, . . . , xk−x0 são linearmente independentes.

EXERCÍCIO 2. Teorema de Carathéodory (1911).

[5.0] (a) Se x ∈ coneX, então x ∈ coneB para um B ⊆ X linearmente independente.

[5.0] (b) Se x ∈ convX, então x ∈ convB para um B ⊆ X afim-independente.

[5.0] EXERCÍCIO 3. Seja A ∈ Hn. Prove que o maior autovalor de A é igual a

max
‖x‖=1

x∗Ax.

EXERCÍCIO 4. Seja A ∈ Hn. Prove que

A é positiva semidefinida
⇐⇒ ∃ B ∈ Hn tal que A = B2

⇐⇒ ∃ B ∈ Cn×n tal que A = BBT

⇐⇒ ∃ x1, . . . , xn ∈ Cr, onde r = postoA, tais que Aij = x∗i xj .

O que muda com R no lugar de C? O que muda quando A é positiva definida?

EXERCÍCIO 5. Seja C ⊆ Rn um cone convexo. Escreva x � y se x−y ∈ C. Prove que �
é uma ordem parcial e que:

1. se x � y e α ≥ 0 então αx � αy;

2. se x � y e x′ � y′ então x+ x′ � y + y′.

EXERCÍCIO 6. Seja C ⊆ Rn um cone convexo.

[2.0] (a) Se C é pontudo, então 0 é ponto extremal de C.

[7.0] (b) Se C é fechado e 0 é ponto extremal, então C é pontudo.

[7.0] (c) Mostre um exemplo de um cone que não é pontudo e do qual 0 é ponto extremal.

EXERCÍCIO 7. Seja C ⊆ Rn um cone convexo.

[5.0] (a) Prove que C∗ é fechado.

[5.0] (b) Prove que (C∗)∗ = fecho(C). Logo se C é fechado então (C∗)∗ = C.

EXERCÍCIO 8. Sejam x1, x2 ∈ R2 dois vetores linearmente independentes. Qual é o dual
de cone{x1, x2}?

EXERCÍCIO 9. Prove que o conjunto das matrizes reais (ou complexas) positivas semi-
definidas forma um cone convexo, fechado e pontudo.

EXERCÍCIO 10. Sejam A, B ∈ Hn tais que A, B � 0. Então 〈A,B〉 ≥ 0.

EXERCÍCIO 11. Qual é o interior do cone das matrizes positivas semidefinidas? Qual é
o cone dual?
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EXERCÍCIO 12. Seja A ∈ Hn. Então:

(a) trA é a soma dos autovalores de A.

(b) detA é o produto dos autovalores de A.

EXERCÍCIO 13. Prove que:

(a) O produto tensorial ⊗:RU × RV → RU×V é bilinear: para todo x1, x2 ∈ RU , y ∈ RV

e α, β ∈ R, temos
(αx1 + βx2)⊗ y = (αx1)⊗ y + (βx2)⊗ y,

e similarmente para y.

(b) Se x1, . . . , xm é uma base de RU e y1, . . . , yn é uma base de RV , então xi ⊗ yj é uma
base de RU ⊗ RV .

(c) Se x1, x2 ∈ CU e y1, y2 ∈ CV , então (x1 ⊗ y1)∗(x2 ⊗ y2) = (x∗1x2)(y∗1y2).

EXERCÍCIO 14. Sejam A ∈ RU1×V1 , B ∈ RU2×V2 , x ∈ RV1 e y ∈ RV2 . Então

(A⊗B)(x⊗ y) = Ax⊗By.

[5.0] EXERCÍCIO 15. Dadas decomposições espectrais de matrizes simétricas A e B, descreva
uma decomposição espectral de A⊗B. Conclua que, se A, B � 0, então A⊗B � 0.

EXERCÍCIO 16. Prove que o produto de Hadamard de matrizes positivas semidefinidas
é uma matriz positiva semidefinida. Em outras palavras, sejam A, B ∈ Hn e escreva
(A�B)ij = AijBij . Se A, B � 0, então A�B � 0.
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