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Prefacio

O presente livro originou-se do material apresentado em varias disciplinas sobre
equagoes diferenciais parciais e métodos de fisica matematica que foram ministradas
pelo autor, desde 1993, no Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade
de Sao Paulo. Trata-se de um texto dirigido a alunos no final de um curso de
Bacharelado ou no inicio de um curso de Mestrado em Matematica ou Matematica
Aplicada, visando providenciar uma perspectiva geral da drea e ao mesmo tempo
uma base para estudos de assuntos mais especializados.

Tendo em vista a enorme quantidade e diversidade do conhecimento matemaético
acumulado desde que, em 1757, Leonhard Euler estabeleceu as equagoes de movi-
mento do fluido ideal como o primeiro sistema de equagoes diferenciais parciais do
qual se tem noticia, a escolha de contetido e metodologia para uma disciplina de
cardter introdutério sobre a drea nao é uma tarefa facil. Basicamente, podemos
distinguir entre duas abordagens: uma “classica”, na qual se usa apenas técnicas
classicas de anélise, e uma mais “moderna”, que desde o inicio langa mao do célculo
de distribuicoes ou funcoes generalizadas.! A opcao cléssica é adotada por muitos
colegas, e frequentemente por motivos predominantemente didaticos, pois pode-se
pressupor que os alunos ja estejam familiarizados com os fundamentos das técnicas
classicas de andlise a serem empregadas, o que facilita a compreensao e o acompa-
nhamento do conteudo. No entanto, ela também tem as suas desvantagens. Por
exemplo, as limitacoes técnicas inerentes a essa versao da teoria tendem a camuflar
a existéncia de certos conceitos gerais que permitem entender a area como uma so,
e ndo como uma colegao de subédreas com pouco ou nenhum nexo. Concretamente,
podemos citar o conceito de funcao de Green que constitui um elo fundamental
entre todas as equagoes diferenciais parciais — sejam elas elipticas, parabdlicas ou
hiperbdlicas — mas que nao admite uma definigao geral em termos cldssicos: esta
ainda é possivel (porém tecnicamente bem mais complicada do que no ambito do
cdlculo de distribuigbes) para a equagao de Laplace ou Poisson e também para
a equacao de difusdo ou de calor, mas ndo para a equacao de ondas. Como re-
sultado, na abordagem cldssica hd uma tendéncia para uma “apresentacao por
amostragem” , onde métodos importantes e fenémenos tipicos sao estudados ape-
nas no ambito de problemas especificos, o que acaba dificultando a meta de fazer

1 Os dois termos “distribuigdes” e “fungdes generalizadas” significam a mesma coisa, sendo
que o primeiro foi usado pela escola francesa de L. Schwartz e a segunda pela escola russa de
I. Gelfand: ambas introduziram o conceito simultanea e independentemente.
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viii Prefacio

com que os alunos desenvolvam uma perspectiva geral da drea: muitas vezes, nao
se passa de uma visao atomizada dos assuntos, sem compreensao mais profunda
das conexoes que existem entre eles.

E finalmente, mesmo de um ponto de vista puramente didatico, a abordagem
classica é um pouco antiquada, excessivamente conservadora, ignorando desenvol-
vimentos mais modernos, mas isso nao é necessariamente o que os alunos querem;
estes muitas vezes preferem uma abordagem mais moderna. O sucesso didatico
nao depende tanto da facilidade de compreensao mas, na experiéncia do autor, do
interesse e da motivacao dos alunos!

Além disso, abrir mao do moderno célculo de distribui¢oes que (nao é exagero
dizer isso) na segunda metade do século 20, provocou uma verdadeira revolugao na
area de equacoes diferenciais parciais lineares, constitui-se num retrocesso. Para
alunos que querem se aprofundar na &rea, acarreta uma consideravel perda de
tempo pois serao obrigados a se familiarizar com essa técnica em outra disciplina,
mais avancada, uma vez que nao ha como fazer matematica em pleno século 21 com
as técnicas do século 19 e ignorando as do século 20. Podemos comparar a situacao
com a do aluno que faz primeiro uma disciplina sobre a integral de Riemann e
depois outra sobre a integral de Lebesgue. Quem ainda tem tempo para isso hoje?
E para os outros alunos, é pior ainda, pois eles nao terao oportunidade para cursar
uma disciplina mais avancada da area e assim corrigir eventuais distorgoes.

Por todos estes motivos, e também por uma questao de preferéncia pessoal,
o autor optou pela abordagem moderna, usando sistematicamente o cédlculo de
distribuicoes e, mais especificamente, o método de fungoes de Green. Isso requer
um investimento inicial maior, mas os lucros vem logo. Um deles € a clara percepgao
de que equacoes diferenciais parciais constituem uma area s6, contribuindo assim a
propagagao do espirito segundo o qual a matematica nao é conhecimento atomizado
de alguns assuntos isolados e sim uma teia de conhecimento em que as coisas
sao fortemente interconectadas. Na opiniao do autor, é muito importante que o
professor de hoje consiga tranmitir esta mensagem ao aluno, que sera o professor
de amanha.

Enfatizamos que neste livro, tratamos do calculo de distribuicoes e nao da teoria
de distribuicoes.

Escassez de literatura especializada em portugués.

Agradecer aos estudantes, entre eles: Luis Abib Finotti, Mario Otavio Salles

Sao Paulo, junho de 2009

Michael Forger



Notacoes e convencoes

Neste livro, denotaremos por N o semianel dos nimeros naturais, com a convengao
de que este contém o ntmero 0, por Z o anel dos numeros inteiros e por Q, R e C
os corpos dos numeros racionais, reais € complexos, respectivamente. Também
usaremos o simbolo F para denotar um corpo qualquer (de caracteristica 0), mas
neste livro, consideraremos apenas os casos em que F =R ou F = C.

Para lidar com espagos e algebras de fungoes, observamos que dado um conjunto
qualquer X e um espago vetorial W sobre um corpo F, o conjunto Map(X, W) de
todas as aplicagoes f de X em W é, de modo natural, um espago vetorial sobre F,
no qual a adicdo e a multiplicagdo por escalares sao definidas “pontualmente”:

(M fi+X2f2)(2) = Mfi(z) + Ao fo()
para A, A2 € F | f1, fae Map(X, W), ze X.

No caso em que W for o préprio corpo base F ou, mais geralmente, uma dlgebra A
sobre F, concluimos da mesma maneira que o espago Map(X,F) ou, mais geral-
mente, o espaco Map(X, A) é, de modo natural, uma &lgebra sobre F, na qual a
multiplicagao é definida “pontualmente”:

(fif2)(@) = fi(2) fa()
para f1, fo € Map(X,F) ou Map(X,A) , ze€ X.

Finalmente, no caso em que F = C e W for o préprio corpo base C ou, mais
geralmente, uma *-dlgebra A, concluimos novamente que o espago Map(X,C) ou,
mais geralmente, o espago Map(X, A) é, de modo natural, uma *-4lgebra, na qual
a conjugacao é definida “pontualmente”:

[i@) = fl@)
para fe Map(X,F)ouMap(X,A), ze X.

(Resumidamente, o conceito de uma x-dlgebra pode ser definido da seguinte forma.
Primeiro, uma involu¢cdo em um conjunto X qualquer é uma aplicacao de X em X
cujo quadrado é a identidade, ou seja, uma bijecao de X que é o seu préprio inverso.
Segundo, uma conjugac¢do em um espago vetorial complexo W é uma involugao anti-
linear x em W. Terceiro, uma conjugacdo em uma algebra complexa A é uma
conjugacao * em A como espago vetorial complexo que também é um antihomo-
morfismo, i.e., satisfaz (a;a5)* = alaf, para todo ay,a, € A. Entdo uma x-dlgebra
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X Notagoes e convengoes

é uma algebra complexa associativa A munida de uma tal conjugacio, sendo que
no caso de uma x-algebra com unidade, exige-se ainda que 1* = 1. Note aqui a
inversao da ordem dos fatores sob a conjugacao, que se mostra essencial para que a
teoria funcione bem no caso nao-comutativo, permitindo que a “parte real” de A,
ou seja, o subespago real dos pontos fixos sob a conjugacao, pode deixar de ser
uma subalgebra: o exemplo mais elementar seria a dlgebra das matrizes complexas
(n x n) munida da adjungao hermitiana como conjugacdo. Mas no contexto deste
livro, encontraremos apenas x-algebras de fungdes que sao comutativas e onde,
portanto, tal fenomeno nao ocorre.)

Passando a algebra linear e multilinear, notamos que para quaisquer dois
espacos vetoriais V' e W sobre um corpo FF, as aplicacoes lineares f de V em W
formam um subespaco de Map(V, W) que serd denotado por L(V,W). No caso em
que W for o préprio corpo base F, falamos de formas lineares sobre V' (em vez de
aplicagoes lineares de V em F): elas constituem o espaco dual V* = L(V,F) de V.
Mais geralmente, para p > 1, as aplicacoes f de V x...x V (p fatores) em W que
sao p-multilineares, i.e., satisfazem

!,/
Jop, vy, Aoy N v, )
— / !
= Aif(”l?"'7Ui717vi’,l}i+17"'?/l}p) + /\if(vl,...,vifl,vi,v“rl,...,vp)
. / /
para i=1,....,p, Ay i€ F o ug, o0 0,050,049, 0,0, €V

formam um subespago de Map(V x ... x V,W) que serd denotado por LP(V,W).2
Se W for o préprio corpo base F, falamos de formas p-multilineares sobre V' (em
vez de aplicagoes p-multilineares de V' x...xV em FF); tais formas multilineares sdo
também conhecidas como tensores. Finalmente, os simbolos L2(V, W) e LE(V, W)
denotardo os subespagos de LP(V,W) de todas as aplicagoes p-multilineares de
V x...xV (p fatores) em W que sdo, respectivamente, simétricas e antissimétricas
sob permutagoes arbitrarias dos seus argumentos. O primeiro destes pode também
ser identificado com o espago dos polindmios homogéneos de grau p sobre V a
valores em W, pois por definicao, um polindémio homogéneo de grau p sobre V a
valores em W é uma funcao P sobre V a valores em W obtida a partir de uma
aplicagao p-multilinear simétrica f de V x ... xV em W por restricao a diagonal

diag(V) = {(v,...,v) |veV} C Vx...xV,
ie.
Pw) = f(v,...,v) para veV.

O fato interessante aqui é que o tensor simétrico f ja é unicamente determinado
pelo polinémio f e pode ser reconstruido a partir de P por uma férmula explicita

chamada “identidade de polarizacao”, a qual vem em vérias versoes, sendo uma
delas a seguinte:

1 & -
o) = A3 T by
b: =1 1<i1<...<ig<p
para vy,...,v,€V.

2 Ao invés da expressao “p-multilinear”, usam-se também as expressoes simplificadas “p-linear”
ou, quando for claro qual deve ser o valor de p, “multilinear”.
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Por exemplo, é 6bvio que para p = 1, temos f = P (polinémios homogéneos
de grau 1 sdo fungoes lineares), enquanto que para p = 2, obtemos f(vy,vy) =
1(P(vy +vy) — P(vy) — P(v,)); para o caso geral, veja [1].

Os espagos L(V,W) e L2(V,W) aparecem naturalmente no célculo diferencial
em espacgos vetoriais: dado espagos vetoriais reais V e W de dimensao finita, um

aberto ) de V' e uma aplicacao
u: QCV — W
de classe C" (r > 1), a sua derivada é uma aplicagao
Du: QCcV — L(V,W)
de classe C"~! e, mais geralmente, a sua p-ésima derivada (p < 7) é uma aplicacio
DPy: QcV — LE(V,W)

de classe C""P. Em termos de bases arbitrarias de V' e de W, o valor Du(z) da
derivada de u em cada ponto x de ) corresponde a matriz jacobiana de uw em x,
formada pelas derivadas parciais, em x, das fungoes que compodem a aplicacao u,
enquanto que o valor D(”)u(x) da p-ésima derivada de v em cada ponto x de Q2
corresponde ao polinéomio de Taylor homogéneo de grau p de u em x, cujos coef-
ficientes sao as derivadas parciais de ordem p, em x, das fungoes que compoem a
aplicagdo u. Ocasionalmente, também usaremos uma “versao vetorial” de derivada
parcial: supondo que V =V; x ... x V., temos

Du(x) (vq,...,v,) = Z D,u(z) (v;) para x€Q,veVy, ..., vV,
i=1

com
Du: QCVix...xV, — LV, W)

de classe C"~!, sendo que, frequentemente, a varidvel que percorre 2 é da forma
x = (21,...,2,) e entdo denotamos D,u por D,,u. Também sempre suporemos
que () seja um dominio de V', que por definicao é um subconjunto aberto e conexo
de V, pois caso contrario, podemos sempre nos restringir a considerar, separada-
mente, cada componente conexa de €): isto implica que para dimV =1, Q é um
intervalo — possivelmente (semi-)infinito.

Maiores detalhes sobre o formalismo do cédlculo diferencial em espacos vetoriais
de dimensao finita ou espacos de Banach podem ser encontrados em livros texto
cléssicos tais como [Cartan], [Lang, Vol. 1, Cap. XVI] ou [Lang, Vol. 2, Cap. V].

Continuando, denotaremos, neste livro, por C"(Q2) (C"(2, W)) o espago das
funcoes de classe C" sobre 2 a valores em F (em W), onde o simbolo r pode tomar
os valores 0,1,...,00,w, sendo que a expressao “funcao de classe C"” é sin6nima
de “fungao continua” se r = 0, de “fungao r vezes continuamente diferencidvel” se
r é um inteiro > 1, de “funcao infinitamente diferenciavel” ou “suave” ou “lisa”
(“smooth”, em inglés) se r = co e de “fungéo analitica” se r = w. (Lembramos
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que uma funcao analitica pode ser definida como uma fungao suave cuja série de
Taylor, em torno de cada ponto do seu dominio, converge absoluta e uniformemente
para a funcéo dada em alguma vizinhanga do referido ponto.) O conceito de uma
fungdo de classe C" sobre um subconjunto X de V que nao é aberto é menos
ébvio (exceto, é claro, quando r = 0). De fato, supondo que r # 0 e ainda que
r # w, podemos formular (pelo menos) duas definigdes deste conceito que nao sao
equivalentes. A primeira usa uma abordagem “de dentro para fora” (“outside in”,
em inglés) e ndo requer nenhuma hipdtese sobre X, estabelecendo que uma funcao
u definida sobre X é de classe C" se ela admitir uma extensao de classe C" a algum
aberto maior (i.e., se existirem um aberto €2 de V' e uma funcdo @ de classe C"
sobre Q tal que X c Q e 4|x = u). A segunda pode ser caracterizada como uma
abordagem “de fora para dentro” (“inside out”, em inglés) e requer que X tenha
um interior X° “suficientemente grande”, no sentido de ser contido no fecho deste,

X cXe°

(note que esta inclusao se torna uma igualdade se X for fechado), estabelecendo que
u é de classe C" sobre X se sua restri¢do u|y. ao interior X° de X ¢é de classe C”
e todas as derivadas D® (u|y,) de ordem p < 7, ou equivalentemente, todas
as derivadas parciais de u|y. de ordem < r, admitem extensdes continuas a X.
(Nota-se que estas extensoes sdo necessariamente unicas.) Serd essa a defini¢ao
que adotaremos no presente livro.



1 Conceitos e resultados gerais

1.1 Introducao

Comegamos a nossa viagem pela paisagem das equacoes diferenciais parciais com
uma simples pergunta: o que é uma equagao diferencial parcial? Ou mais geral-
mente ainda: o que é uma equacao diferencial?

De forma extremamente genérica e vaga, podemos tentar responder da seguinte
forma: uma equagao diferencial é uma equacao que estabelece relagdes entre uma
fungao ou um conjunto de funcoes e suas derivadas (até uma certa ordem r, di-
gamos). No ambito deste livro, onde nao pretendemos abordar tépicos avangados
tais como analise global usando equagoes diferenciais em variedades, tal conjunto
de fungdes é representado por uma aplicagao

u: Q@ — U (1.1)

de classe C", onde 2 é um aberto de R™, U é um aberto de RN e r pode assumir os
valores 1,...,00,w (excluimos o valor r = 0, pois sem derivadas nao hé equagoes
diferenciais). Em geral, os nimeros n e N sao logicamente distintos e independen-
tes: n é a dimensao do dominio de u, ou seja, o nimero de variaveis independentes,
enquanto que N é a dimensao do codominio de u, isto é, o nimero de varidveis
dependentes. O primeiro destes nimeros distingue entre equacgoes diferencias or-
dindrias e parciais, enquanto que o segundo distingue entre equagoes escalares e
sistemas de equagoes :

e para equacgoes diferenciais ordindrias, n=1;
e para equagoes diferenciais parciais, n>1;
e para equagoes diferenciais escalares, N =1;
e para sistemas de equagoes diferenciais, N > 1.
No entanto, as consideragoes genéricas a seguir podem na sua maioria ser formu-

ladas para qualquer valor (inteiro positivo) de n e de N, o que permite estabelecer
analogias e fazer comparacoes tteis.



2 Capitulo 1. Conceitos e resultados gerais

Para escrever uma equacgao diferencial para a aplicagao u, precisamos considerar
pelo menos sua primeira derivada, representada por uma aplicagao

Du: Q@ — L(R™,RY) (1.2)

de classe C"!, onde L(R™,RY) denota o espago das aplicagdes lineares de R"™
em RY. Mais geralmente, para 1 < p < r, introduzimos sua p-ésima derivada,
representada por uma aplicagao

DPy: Q@ — LP(R™,RY) (1.3)

de classe C"P, onde LP(R",RY) denota o espaco das aplicagoes p-multilineares
simétricas de R x ... x R" (p fatores) em R¥, cuja dimensdo ¢ dada pela férmula

n+p—1>

; (1.4)

dim L2(R™,RY) = N<

De passagem, notamos que, em cada ponto = de €2, o polindémio de Taylor homo-
géneo de grau p de u em x, que corresponde a restricao a diagonal do valor
D@y (x) da p-ésima derivada de u em x, pode ser escrito na forma de uma
derivada comum:

dar
() -
D%¥y(z) (hy...,h) i u(zx + th) o (1.5)

A seguir, denotaremos, tipicamente, pontos de 2 por x, pontos de U por y, pontos
de L(R™,RN) por ' e pontos de L?(R™, RN) por yP).

Com esta notagao, uma equagao diferencial para v de ordem ou grau r
sobre €2, ou em €2, é uma equacgao da forma

F(z, u(z), Du(x),..., D(T)u(m)) =0, (1.6)

onde x percorre €2 e

T
F: QxUx LR RY) — R (1.7)
p=1
é uma aplicacdo dada. Sempre suporemos que F' seja, no minimo, de classe C'.
Também suporemos que F dependa nio-trivialmente da tltima varidvel y(™), pois

caso contrario, estarfamos tratando de uma equacao que na realidade seria de
ordem < 7 isso significa, no minimo, que a derivada parcial de F' em relacio a y("),

Dy F: Qx Ux @GLIR"RY) — L(L}(R",R"),R¥) (1.8)

p=1

nao deve se anular. (Condigbes mais restritivas serao formuladas logo adiante.)
A equagao diferencial (1.6) é chamada linear se F for linear em todas as varidveis
vy, .y (sendo que U = R¥), de modo que podemos escrever

F(x,y,y/,...,y(r)) = F('(x) + F0($)y + Fl(x)y/ ++Fr(x)y(T) (19)
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com funcdes F,: Q — RF F,: Q — L(RY R¥), F, : Q — L(L(R",RN),]Rk) e
F,:Q— L(Lg’(R”,RN),Rk) (2 < p < 7); note que neste caso, a derivada parcial
de F em relagio a y(") é exatamente F, e é uma funcio apenas de z (independente
de y,1/, ... ,y(r)). Mais geralmente, a equacao é chamada quasilinear se F' for
linear apenas na dltima varigvel 4", de modo que podemos escrever

F(m,y,y’,...,y(r)) = Fc(a?,y7y’,...,y(’"_1))+Fl(x,y,y’,...,y(T_l))-y(’") (1.10)

com funcoes

r—1
F,:Qx Ux PL2R"RY) — R
p=1
e
r—1
F:Qx Ux @rem®,RY) — L(L;(R",RY),R")
p=1
ou em outras palavras, se a derivada parcial de F' em relacio a (™ for uma funcio
apenas de z,v,v/,...,y"™b (independente de y(T)); se em particular ela for uma
fungéo apenas de z (independente de y,y/, ... ,y(r))7 a equagao é chamada semi-
linear.

Para explicar melhor porque equagdes do tipo (1.6) sdo chamadas de “equagoes
diferenciais parciais” (quando n > 1), é conveniente elaborar sua forma explicita
em coordenadas, ou seja, em relagao a uma base qualquer: isso é um exercicio
em &lgebra (multi)linear que nos levard naturalmente ao conceito de multi-indice.
Tecnicamente, a definicao deste conceito é muito simples.

Defini¢ao 1.1  Um multi-indice é uma n-upla a = (ay,...,qa,) de inteiros

ndo-negativos «q,...,q,, ou seja, «eN". (Quando precisamos especificar n,
falamos de um multi-indice em n dimensdes.) A ordem ou o grau |a| de o € por

definicao a soma das suas componentes,

la] = Zai. (1.11)
i=1

Multi-indices proporcionam uma notacao eficiente para escrever derivadas parciais
de qualquer ordem,! baseada na abreviacdo
b Hlel oled
0, = 57— , 0y = 7— = 7=ar—Fa.- (1.12)
Oz, Oz Oxi* ... 0z,
Assim, podemos pensar ndo apenas na primeira derivada (1.2) da aplicagao (1.1)

como a familia (0;,u),—; _,, de todas as suas derivadas parciais de primeira ordem,

du: Q — RN, (1.13)

I Também proporcionam uma notacdo eficiente para escrever polinémios em n varidveis que
constitui uma generalizacao natural do bem conhecido procedimento em uma varidvel; este assunto
serd abordado na Secao 1.4.
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mas também na p-ésima derivada (1.3) da aplicacao (1.1) como a familia (0, u)

lal=p
de todas as suas derivadas parciais de ordem p,

du: Q — RN, (1.14)

Com esta interpretacdo, concluimos que a equagao diferencial (1.6) pode ser re-
escrita na forma de um sistema de equagoes diferenciais, ou mais exatamente,
um sistema de k equacoes diferenciais para N fungoes de n varidveis:

F(z,(04u(x))jai<r) = 0. (1.15)

Para caracterizar como a aplicacao F' depende das derivadas de ordem mais
alta, mostrar-se-a 1til considerar nao apenas a derivada parcial de ' “em relagao
a todas as derivadas parciais de ordem mais alta”, como na equacao (1.8) acima,
mas também cada derivada parcial de F' “em relacao a derivada parcial de ordem
mais alta em uma determinada direcao”, inclusive em funcao dessa direcao. Para
exibir o significado matematicamente preciso desta terminologia, note que, em um
determinado ponto (zq, Yo, Y5, - - - ,y(()r)) do domfnio Q@ x U x ,_, LP(R™,RY)
de F, a primeira é representada pela expressao

Dy F (20, Yo, Ys - 98”) € L(LL(R™,RN) R¥), (1.16)
enquanto que a segunda é definida pela expressao
Dy F (20, Yo, Yr - - 48”) - €7 € L(RN,RF), (1.17)

onde £eL(R™ R) é um vetor que pertence ao espago dual (R™)* de R™, ou seja,
uma forma linear sobre R 2 e ¢" e L7(R",R) é a forma r-multilinear simétrica
sobre R™ definida por £"(vq,...,v,) = &(vy)...&(v,), para vq,...,v, € R". Note
que a expressao (1.17) resulta da expressao (1.16) por inser¢do, o que se torna
possivel langando mao do seguinte isomorfismo canonico:

L(LL(R",RY),R*) = L(LI(R"R),L(RY,R")).

(Resumidamente, o método mais rdpido para entender a construgao deste isomor-
fismo usa dualidade e produtos tensoriais: para quaisquer espacos vetoriais de
dimenséo finita F, F e G, vale L(E,F) 2 E*QF e L.(E,F)2 L (E,R)® F
e portanto

L(LL(E,F), G)

IR

(LU(ER)®F) ®G
LI(B,R)*®F*® G = L(L.(E,R),L(F,G)).

IR

Omitimos os detalhes porque nédo terdo importancia para o que segue.)

Como no caso das equacgoes diferenciais ordinarias, podemos chamar uma
equacdo do tipo (1.6) de implicita e um sistema de equagoes do tipo (1.15) de

2 A seguir, chamaremos vetores ¢ que pertencem ao espago dual (R?)* = L(R",R) de R"
simplesmente de covetores. Uma discussao mais detalhada de espacos duais pode ser encontrada
no Capitulo 3.1.
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implicito, ao contrario de uma equagao explicita e de um sistema de equagoes
explicito onde certas derivadas de ordem mais alta sao colocadas em evidéncia.
Nesta direcao, ha dois casos extremos para os quais existe uma teoria razoavel-
mente geral, apresentando um certo grau de semelhanca com a teoria das equagoes
diferenciais ordinarias: também sao os uUnicos que parecem ter sido estudados
sistematicamente na literatura.

e Colocando todas as derivadas parciais de ordem mais alta em evidéncia,
obtemos o que é chamado uma equacao diferencial total. Em equacoes deste
tipo, quando consideradas como sistemas, o nimero k de equacgoes é dado

pela férmula
-1
ko= N(”” ) (1.18)
r

Como veremos na Segao 1.2, qualquer sistema desse tipo pode ser reduzido
a um sistema do mesmo tipo de primeira ordem, sob pena de aumento
do ntmero de variaveis dependentes. E para os sistemas desse tipo que
sao de primeira ordem, temos um teorema geral de existéncia e unicidade
local de solugbes: o teorema de Frobenius. A novidade é que quando n>1,
a existéncia de solugoes, mesmo localmente, pode ser garantida apenas
mediante uma certa condicao de integrabilidade. Também na Secao 1.2,
mostraremos como reduzir um sistema geral (implicito) a essa forma
(explicita), desde que ele tenha o ndmero correto (1.18) de equagoes.

e Colocando apenas uma das derivadas parciais de ordem mais alta em
evidéncia, chegamos ao tipo de equacao estudada no problema de Cauchy.
Em equagoes deste tipo, quando consideradas como sistemas, o nimero k de
equagoes é simplesmente

k = N. (1.19)

Como veremos na Secao 1.3, para sistemas desse tipo podemos fixar “dados
inciais” ao longo de uma “hipersuperficie transversal” (em relacao & diregao
em que atua a derivada parcial colocada em evidéncia) e entao tentar resolver
a equacao resultante como se fosse uma equagao diferencial ordinédria na qual
as demais varidveis aparecem como se fossem apenas parametros. E de fato,
temos um teorema geral de existéncia e unicidade local de solugoes para este
problema: o teorema de Cauchy-Kovalevski. Infelizmente, ele sé vale no con-
texto analitico e portanto carece de flexibilidade para se adaptar a situacoes
realisticas. Também na Secdo 1.3, mostraremos como reduzir um sistema
geral (implicito) a essa forma (explicita), desde que ele tenha o ndmero cor-
reto (1.19) de equagoes: este procedimento requer uma certa adaptacao da
notagao e leva naturalmente a nogao de caracteristica, sendo que a redugao
funciona apenas quando a hipersuperficie empregada na fixacao dos dados
iniciais nao é caracteristica.

Como ja foi mencionado acima, esses dois casos podem ser considerados extre-
mos no que se refere ao nimero k de equagoes, pois no segundo caso k assume
o seu minimo, uma vez que se k < N, haveria menos equagoes do que funcgoes a
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disposicao e portanto o sistema seria necessariamente subdeterminado, enquanto
que no primeiro caso k atinge o seu maximo, pois se k > N("*77'), haveria
mais equagoes ainda do que em uma equagao diferencial total, que ja constitui um
sistema fortemente sobredeterminado, com um amplo sistema de condic¢oes de inte-
grabilidade, o que parece pouco razodvel. Observa-se que quando n>1, o nimero
k de equacOes no primeiro caso é muito grande e cresce fortemente com a ordem r
do sistema, o que ji nao ocorre no segundo caso. Tal problema nao se coloca para
equacgoes diferenciais ordinarias, pois quando n = 1, os dois niimeros coincidem,
para qualquer valor de r. Na verdade, neste caso, ocorrem simplificacoes drasticas,
devido ao fato de que o espago L(R,RY) e, mais geralmente, para todo valor de p,
o espaco LP(R, RY ) é canonicamente isomorfo ao espago RY original, o que implica
que todas as derivadas da aplicagdo u tém o mesmo espago alvo que a aplicagao u
original .

Tendo em vista essa discussao, chama atengao o fato de que nao parece existir
nenhum resultado geral sobre casos intermediarios onde o niimero k de equagoes
encontra-se entre o nimero minimo (1.19) e o nimero méaximo (1.18). Por exemplo,
poderiamos imaginar formular, para sistemas de N (m+:_1) equagoes, onde
1 < m < n, um resultado que seria uma mistura do teorema de Cauchy-Kovalevski,
com dados iniciais fixados sobre uma subvariedade “nao-caracteristica” de co-
dimensao m, e do teorema de Frobenius, governando a “evolugao transversal” m-
dimensional sujeita as pertinentes condigoes de integrabilidade em m dimensoes.
Mas como nao conhecemos nenhum exemplo pratico de “evolugao multi-temporal”,
tal teorema talvez nao tenha nenhuma utilidade pratica.

1.2 O teorema de Frobenius

Encontrar uma forma padrao para equacoes diferenciais parciais explicitas nas quais
todas as derivadas parciais de ordem mais alta sao colocadas em evidéncia, sendo
o numero k de equagoes igual ao nimero N de fungoes a disposigao multiplicado
pelo coeficiente binomial ("Jr:*l), nos leva a introduzir os seguintes conceitos.
Uma equacgao diferencial total de ordem ou grau r sobre €2, ou em {2, é uma
equagao da forma

D"y (z) = G(x, u(z), Du(z),..., D" Du(z)) (1.20)
onde x percorre €2 e
r—1
G: Qx Ux PLR"RY) — LI(R",RY) (1.21)
p=1

¢ uma aplicacio dada que sempre suporemos ser, no minimo, de classe C'.
Esta equacao pode ser reescrita na forma de um sistema total de equagoes

3 Deixamos ao leitor a verificacio do fato de que o referido isomorfismo canénico pode ser
obtido pela regra de levar cada aplicacio linear de R em RN para seu valor em 1€R e, mais
geralmente, cada aplicagio p-multilinear simétrica de R x ... x R (p fatores) em RN para seu
valor em (1,...,1)eRx...xR.
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diferenciais de ordem r, que é o seguinte sistema de N (”+:71) equagoes diferen-

ciais de ordem r para N fungoes de n varidveis:

aaua(z) = Ga,a(z7(aﬂub(x))\ﬁ|<r,1§b§N)

(1.22)
(weN", |la|=7r,1<a<N)

Para chegar nesta forma padrao, considere a equacao diferencial implicita (1.6),
ou equivalentemente, o sistema de equagoes diferenciais implicito (1.15), com
k= N(7L+:_1), e note que, neste caso, em qualquer ponto do dominio de F, a
derivada parcial de F' em relagao a todas as derivadas parciais de ordem 7, intro-
duzida na equagao (1.16), é uma matriz quadrética. Usando a hipdtese de que, em

um determinado ponto do dominio de F, esta seja ndo-singular,*

det (D F (29, Yo, Yo - - - ,yér))) # 0, (1.23)

podemos usar o teorema das fungoes implicitas para garantir, em uma vizinhanca
aberta suficientemente pequena do referido ponto, a possibilidade de reduzir a
equacdo (1.6) a forma da equacdo (1.20), ou equivalentemente, o sistema (1.15) a
forma do sistema (1.22).

Dada uma equacao diferencial total de ordem r para uma aplicagao u : 0 — U,
como na equagao (1.20) acima, definida em termos de uma fun¢do G como na
equacdo (1.21) acima, podemos reduzi-la a uma equagao diferencial total de pri-
meira ordem para uma aplicacao 4 : ) — U , Ou seja, a uma equacao da forma

Di(z) = G(z,u(x))

onde x percorre €2 e i
G: Qx U — LR",RY)

é uma aplicacio dada de classe C'!, no minimo, pondo

r—1 r—1
U=Ux Prr,R") c RY = RYe PLIR",R")
p=1 p=1
com
i(z) = (u(x), Du(z),..., DU Dy (z))
(§]

C?(x’y7y/7'”’:y(7‘71)) = (y/""7y(r71)7G($7yvy,7"'7y(r71)))

onde usamos a inclusdo natural LE(R™,RY) c L(R", L2~1(R",RY)).

Mudando de notagao para fins de simplificagao, consideramos no restante desta
secao apenas equacoes diferenciais totais de primeira ordem,

Du(z) = G(z,u(z)) (1.24)

4Note que esta é uma condicio mais restritiva do que a condicdo anterior, formulada no
contexto da equagdo (1.8), de que a derivada parcial na equagdo (1.16) ndo se anule.
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onde x percorre €2 e
G: Qx U — LR",RY) (1.25)

¢ uma aplicacdo dada que sempre suporemos ser, no minimo, de classe C'.
Esta equacao pode ser reescrita na forma de um sistema total de equagoes diferen-
ciais de primeira ordem, que é o seguinte sistema de Nn equacgoes diferenciais de
primeira ordem para N fungoes de n varidveis:

Ou,
(@) = Gualrsu(o)

(1.26)
(I<i<n,1<a<N)

Diremos que esta equagao ou este sistema de equagoes é integravel se para todo
ponto z de 2 e todo ponto y de U, existe uma tinica solugao local da equagédo (1.24)
ou do sistema de equagoes (1.26) que em x assume o valor y, ou seja, existem uma
vizinhanga aberta €2, de  contida em ) e uma tnica aplicacao u(.;z,y) : Q, — U
de classe C'!', no minimo, tal que

Dou(z2,y) = Gz u(z2,y)) (1.27)
ou equivalentemente
Ju
7{1 M = G .
T (z50) = Gualeu(ziay) .
(I1<i<n,1<a<N)
e
u(z;z,y) =y . (1.29)

Quando isso for o caso, podemos diferenciar a equacdo (1.24) para expressar a
segunda derivada de cada uma dessas suas solucoes u em termos das derivadas
parciais
D,G: QxU — L*R"RVN)= L(R”,L(R”,RN))
(,y) +— D,G (z,y)

D,G: QxU — L(RY,LR"RY))
(z,y) +— D,G (x,y)
sendo que D, G (z,y) - (vy,vy) = (DG (x,y) - v;) - v, também é a derivada no

ponto (x,y) e na diregdo v, da aplicagao

Q — RN

z — G(z,y) v,
e D,G(x,y)- (w,v) = (D,G(x,y) - w)-v também é a derivada no ponto (z,y) e
na direcao w da aplicagao
RN

v —
z — G(x,2)-v
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Aplicando a regra da cadeia, obtemos

D®y () - (v1,0,)
= DG (z,u(z)) - (vy,v5) + D,G (z,u(x)) - (Du () - vy, 1)2)
= D,G (z,u(x)) - (vy,v5) + D,G (z,u(z)) - (Gz,u(x)) vy, vy)

ou equivalentemente, diferenciando novamente o sistema de equagoes (1.26),

Ouy

2y, oG oG, ,
O _ 9 2 ()

_— . = 7‘77& —_—
50,00, ~ O, Gyl u() St () + 5k o

_ (s, G,
= ((’)xZ + Tyb i,b> (- u(.))

Assim, o simples fato de que a segunda derivada deve ser simétrica nos leva a
condigao de integrabilidade de Frobenius

DacG (:L'vy) ' (Ulv’UQ) + DyG (xvy) ' (G(xay) "V, U2)

= D,G(z,y) (va,v1) + D,G (z,y) - (G(z,y) vy, vy) (1.30)
ou equivalentemente,
%+%Gvb = 0Gq 8Gi’anb
Oz, dy, " Oz dy, (1.31)
(1<i,j<n,1<a<N)

Teorema 1.1 (Teorema de Frobenius): Para que uma equagdo diferencial total
de primeira ordem como na equagao (1.24), dada por uma aplica¢ao G de classe CP
como na equacao (1.25), com 1 < p < w, ou equivalentemente, um sistema total
de equagoes diferenciais como na equagao (1.26), seja integrdvel, é necessdrio e
suficiente que G satisfaca & condicao de integrabilidade de Frobenius (1.30), ou
equivalentemente, (1.81). Neste caso, a solu¢ao da equagdo e a sua dependéncia
das condigoes iniciais também sdo de classe CP, i.e., para todo ponto x, de )
e todo ponto y, de U existem uma vizinhanga aberta Q,cQ de xzy, uma vizi-
nhanca aberta UycU de y, e uma unica aplicacio u : Qg x Qy x Uy — U,
de classe CP satisfazendo a equagdo diferencial (1.27), ou equivalentemente, o sis-
tema de equagdes diferenciais (1.28), assim como a condi¢ao inicial (1.29), para
todo z,x €, yeU,.

Para a demonstracao deste teorema, veja o livro texto cldssico [Dieudonné], Cap. X,
Secao 9.

Um caso particularmente importante é o de uma equacao diferencial total linear
de primeira ordem,
Du(z) = — A(z) - u(z) (1.32)

onde x percorre €2 e
A: Q — L(RY,LR",RY)) (1.33)
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é uma aplicacao dada de classe C*, no minimo, ou seja, temos G(z,y) = —A(z) -y,
com U = RN Esta equacio pode ser reescrita na forma de um sistema total
linear de equacoes diferenciais de primeira ordem, que é o seguinte sistema linear
de Nn equacgoes diferenciais para N funcoes de n varidveis:

Oug

x) = —A; @)y (z
(@) (@) () .
(I<i<n,1<a<N)

Entao é facil ver que, assim como as préprais equagoes, as condigoes de integrabi-
lidade de Frobenius também sao lineares na variavel y e se reduzem a condigao de
que a expressao definida por

F, Wi _ e |y 4 A A
ij,ab axi - an + i,acttj,cb T “rjactti,ch (135)

(1<ij<n 1<ab<N)

ou em notag¢ao matricial

F. - 04; 04

t Oz,

B 3zj
(1<4,j<n)

A 4y) (1.36)

se anula. Nesta forma, a condicao de integrabilidade de Frobenius é bem conhecida
como a condigao de curvatura zero e aparece como tal em vérias dreas da
ciéncia, por exemplo em geometria diferencial, em teorias de calibre e na teoria de
sistemas integraveis.

1.3 O teorema de Cauchy-Kovalevski

Encontrar uma forma padrao para equacoes diferenciais parciais explicitas nas quais
apenas uma derivada parcial de ordem mais alta é colocada em evidéncia, sendo o
numero k de equagoes igual ao nimero N de fungoes a disposicao, requer escolher as
coordenadas de R™ de tal modo que a derivada parcial a ser isolada seja na direcao
de uma das coordenadas: chamaremos esta de x, e as demais de z,...,z,_; e usa-
remos letras em negrito para denotar objetos em n—1 dimensoes: assim, o simbolo
x denotard um vetor em R ! enquanto que o simbolo = continua denotando um
vetor em R"”, ou seja,

Ly

n—1

50 sinal negativo é introduzido apenas para estabelecer coeréncia com algumas convencdes a
serem adotadas posteriormente.
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e o simbolo a denotars multi-indices em N"~! enquanto que o simbolo o continua
denotando multi-indices em N™. Com esta notacao, a equagao em questao pode
ser escrita na forma do seguinte sistema explicito de N equagoes diferenciais para
N funcgdes de n varidveis:

86Ua(33‘) = Ga(x’(6gaaub(x))q+\a\§r7q<r,1§b<N)

(1<nen) (1.37)

Para chegar nesta forma padrao, considere a equagao diferencial implicita (1.6), ou
equivalentemente, o sistema de equagdes diferenciais implicito (1.15), com k= N,
e note que, neste caso, em qualquer ponto do dominio  x U x @;:1 LP(R™, RY)
de F', a derivada parcial de F' em relacao a derivada parcial de ordem r na diregao
de um covetor £ qualquer, conforme definida na equacdo (1.17), é uma matriz

quadrética.

Definicao 1.2  Para uma equagdo diferencial (implicita) de ordem r como na
equacao (1.6), dada por uma aplicagio F de classe CP como na equagdo (1.7),
com 1 < p < w, ou equivalentemente, um sistema de equagoes diferenciais de
ordem 1 como na equagdo (1.15), um covetor £ € dito caracteristico no ponto

(Tos Yos Yoo - - - ,y(()r)) do dominio de F se

det (Do) F (20, Yo Yyr - 45”) -€7) = 0, (1.38)

e um hiperplano H de R™ é dito caracteristico no ponto (o, Yo, Yp, - - - ,y(()r)) do
dominio de F se é o nicleo de algum covetor caracteristico neste ponto.

Usando a hipétese de que, em um determinado ponto do dominio de F', ¢ seja
nao-caracteristico, ou seja, esta matriz seja nao-singular,”

det (D F (20, Yos Y- - 98") - €7) # 0, (1.39)
e efetuando uma transformacao linear das antigas coordenadas para novas coor-
denadas z(,zq,...,,_; tais que £ = dz,, podemos usar o teorema das funcoes

implicitas para garantir, em uma vizinhanga aberta suficientemente pequena do re-
ferido ponto, a possibilidade de reduzir o sistema (1.15) & forma do sistema (1.37).

Voltando a considerar o sistema de equagoes diferenciais em questao na sua
forma explicita (1.37), podemos e devemos complementé-lo por condigbes iniciais,
dados por uma colecao de aplicagoes dadas

u®: QNH — U

1.40
uM: QNnH — RY .. 0D QNnH — RY ( )

6Esta definigdo faz sentido porque, conforme o critério (1.38), miiltiplos de covetores (ndo-)
caracteristicos também sdo (ndo-)caracteristicos e porque dois covetores se anulam no mesmo
hiperplano se e somente se sdo proporcionais.

"Note que a existéncia de covetores nao-caracterfsticos é uma condi¢io mais restritiva do
que a condigdo anterior, formulada no contexto da equagdo (1.8), de que a derivada parcial na
equacdo (1.16) ndo se anule. (Para N = 1, ambas séo equivalentes.)
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onde H denota o hiperplano de R™ definido por
H = {zeR" |z, =0}, (1.41)

para chegar ao

Problema de Cauchy: Resolver o sistema explicito de equagoes diferenciais
8616@(.%‘) = Ga (‘T ’ (agaaub(m))QH‘lKﬂ q<r, 1<b<N) (1 42)
(1<a<N) '
sujeito as condigoes iniciais
Fug(0,2) = (ul?),(z)
0 (1.43)
(0<g<r,1<a<N)

Notamos que juntas, as condi¢oes (1.42) e (1.43) permitem determinar todas as
derivadas parciais da solucdo u sobre Q N H, pois para qualquer aeN""! as
derivadas parciais da forma 9ld,u com ¢ < r podem ser obtidas diretamente a
partir da equagao (1.43), aplicando o operador d,, aos dois lados, enquanto que as
derivadas parciais da forma 9, u com ¢ >r sdo calculadas recursivamente a partir
dessas e usando as equagoes obtidas aplicando os operadores 9 com 0 < p < g—7r
a equagao (1.42). Esta simples observacao sugere que, no caso em que a aplicagao
G que define as equacoes diferenciais do sistema, assim como as aplicacoes u(? que
constituem as condicoes iniciais, forem analiticas, o problema de Cauchy acima
formulado possui uma solucdo tunica, pelo menos localmente. E de fato isso é
exatamente a afirmagao do seguinte

Teorema 1.2  (Teorema de Cauchy-Kovalevski): Suponha que as funcgées G, e
(u D), que aparecem no problema de Cauchy constituido pelas eqs. (1.42) e (1.43)
acima sejam analiticas. Entdo existe uma vizinhanga aberta g de QN H contida
em ) na qual o referido problema de Cauchy admite uma unica solugao analitica.

Para a demonstragao deste teorema, veja livros texto cldssicos, tais como [Folland],
Cap. 1.D, ou [John], Cap. 3.3, onde também se encontra o material necessdrio sobre
fungoes analiticas (de vérias varidveis reais).

Infelizmente, apesar de sua natureza geral, o teorema de Cauchy-Kovalevski é
de pouca utilidade em aplicagoes, devido a sua natureza puramente local e, mais
ainda, devido & restricao inerente ao ambito analitico. Por exemplo, o teorema nao
garante existéncia nem unicidade de solugoes globais, ou seja, geralmente temos
Qo # Q e nao ha controle sobre o grau em que 4 é menor do que 2. Também néo
exclui a existéncia de outras solugées do mesmo problema que nao sejam analiticas,
ou que a solucdo analitica admita uma extensao (ou mesmo extensoes) definida(s)
em um dominio maior Q, Qy C Q1 C €, que deixa(m) de ser analitica(s).
E finalmente, o principio de continuagao analitica implica que solugoes analiticas
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sao completamente determinadas, em todo o seu dominio, por condigoes locais em
torno de um tnico ponto — um comportamento irreal e inaceitavel, por exemplo,
para solucoes de equagoes hiperbdlicas, onde tal comportamento entra em flagrante
conflito com a nocao de causalidade.

1.4 Equacoes e operadores diferenciais lineares

Quando comparamos a area de equagoes diferenciais parciais com a de equagoes
diferenciais ordindrias, evidencia-se uma enorme diferenca entre as duas no que
diz respeito ao grau de desenvolvimento da teoria geral. Por um lado, a teoria
das equacgoes diferenciais ordinarias baseia-se em alguns teoremas bastante gerais,
validos inclusive para equacgoes e sistemas de equagoes nao-lineares, a saber o teo-
rema de existéncia e unicidade local de solugoes e o teorema sobre sua dependéncia
em relacdio as condices iniciais e a parametros.® Por outro lado, na é4rea das
equagoes diferenciais parciais, ndo se conhece até o presente nenhum resultado
desta abrangéncia, pois cada um dos dois teoremas apresentados nas duas segoes
anteriores tem as suas limitagoes que o impedem de ocupar uma posi¢ao comparavel
a do teorema do fluxo para equagoes diferenciais ordinérias: o teorema de Frobenius
se aplica apenas a sistemas fortemente sobredeterminados enquanto que o teorema
de Cauchy-Kovalevski é restrito ao ambito analitico, e a grande maioria dos pro-
blemas importantes da area de equagoes diferenciais parciais nao se enquadra em
nenhuma destas hipdteses. Assim, pode-se dizer que uma teoria geral de equagoes
diferenciais parciais que permita tratar de equagoes nao-lineares simplesmente nao
existe: resultados mais profundos costumam ser restritos a equagoes especificas e
requerem técnicas especificas para sua demonstragao.

Para equacoes diferenciais lineares, porém, a situacao € diferente, no sentido de
que teoremas gerais do tipo supracitado podem ser formulados nao apenas para
equagoes diferenciais ordinarias mas também para equagoes diferenciais parciais.
O método mais elegante para abordar essa teoria baseia-se no conceito de um
operador diferencial linear.

Tendo em vista esta situagao, vamos nos restringir, no resto deste capitulo assim
como no resto deste livro, a considerar apenas equagoes ou sistemas de equagoes
diferenciais lineares. Portanto, esta subentendido, uma vez por todas, que de agora
em diante, a expressao “operador diferencial”, sem especificacao adicional, sempre
significard “operador diferencial linear”, exceto quando admitirmos de maneira
explicita a possibilidade de alguma nao-linearidade.

De forma resumida, é facil especificar o que se entende pela nogdo de uma
equacao diferencial linear: é uma equacao da forma
Du = f, (1.44)

onde D é um operador diferencial. Mais especificamente, a equacao (1.44) é dita
homogénea se f =0 e nao-homogénea se f # 0; ademais, costuma-se chamar

8Uma apresentacéo resumida desse conjunto de resultados, geralmente conhecido sob o termo
“teorema do fluxo”, encontra-se no Apéndice A.
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a funcao f de fonte ou de termo nao-homogéneo e a fungao u de solugao
da referida equagao, pois em geral, f é conhecida, e procura-se u. Como veremos
mais adiante, a mesma terminologia se aplica quando substituirmos fungoes comuns
por funcdes generalizadas, ou distribuigoes: neste caso, u é chamada uma solugao
fraca.

A grande vantagem de considerar equagoes diferenciais como sendo o resultado
de aplicar operadores diferenciais a func¢oes para gerar outras fungoes é que desta
forma, torna-se possivel separar o aspecto de propriedades especificas das fungoes
envolvidas — questoes do tipo qual seria o seu de diferenciabilidade das solugoes, por
exemplo — do aspecto de propriedades genuinas das proprias equagoes — questoes
do tipo se estamos tratando de uma equacao eliptica, hiperbélica ou parabdlica,’
por exemplo — propriedades que podem ser atribuidas aos operadores diferenciais
que nelas aparecem. E possivel até definir um operador diferencial (e portanto,
uma equagao diferencial) de maneira puramente formal, sem que se precise definir
explicitamente qual seria o espago de fungoes (ou talvez de distribuigdes) as quais
ele deve ser aplicado, ou qual seria o espago de fungoes (ou talvez de distribuigoes)
resultando de tal aplicacao. Serao tais aspectos formais de equagoes diferenciais —
ou operadores diferenciais — que pretendemos abordar neste capitulo.

Isto posto, o problema se reduz a dar uma definicao do que deve-se entender, a
nivel formal, pela no¢do de um operador diferencial (linear). A resposta pode ser
resumida numa simples frase:

Definicao 1.3 Um operador diferencial formal € um polinomio em derivadas
de primeira ordem. Mais explicitamente, um operador diferencial formal ordindrio
€ um polinéomio no operador bdsico de diferenciagcao comum

d

dz ’

enquanto que um operador diferencial formal parcial em n varidveis € um polinémio
nos operadores bdsicos de diferenciacoes parciais

o, = 2 . 9 22

Oy T Oy

Para esclarecer esta definicao e inclusive para mostrar que ela estd em sintonia
com a definicdo dada na primeira secao deste capitulo, precisamos discutir duas
questoes:

e Qual é a forma mais adequada (para nao dizer, candnica) para representar
polinémios, principalmente em dimensao n>17
e Qual é a natureza dos coeficientes destes polinémios?

Quanto & primeira pergunta, existe uma resposta padrao que, no caso n =1, é
muito bem conhecida: Em dimensao n = 1, um polinémio é simplesmente uma

9Estas nocdes serdo definidas logo em seguida.
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funcao P sobre R, ou seja, uma fungao P de uma variavel real &, que pode ser
escrita na forma de uma combinacio linear dos monémios £, com coeficientes ay:

PE) = > apét. (1.45)
k=0

Portanto, um operador diferencial ordinario formal é uma combinagao linear dos
operadores de diferenciacao d*/dz*, ou seja, um operador da forma

T dk
P(d) = ) ax g (1.46)
k=0

Dizemos que o polindémio P () assim como o operador P(d) tém grau r se a, # 0.
Em dimensdo n > 1, é conveniente utilizar o conceito de multi-indice (veja a
Defini¢cao 1.1). Com esta notagdo, um polindmio é simplesmente uma fungao
P sobre R", ou seja, uma fungao P de n varidveis reais &i,...,&,, que pode ser
escrita na forma de uma combinacao linear dos monomios

£ = H &, (1.47)

com coeficientes ay:

PE) = ) aal™. (1.48)

lorf<r

Portanto, um operador diferencial formal parcial é uma combinagao linear dos
operadores de diferenciacdo parcial ji definidos na equagio (1.12),

9, = H o (1.49)
i=1
ou seja, um operador da forma

P) = Y aa (1.50)

o <r

Dizemos que o polinémio P(§) assim como o operador P(9) tém grau r se existe
(pelo menos) um multi-indice « de grau r tal que a,, # 0.

Para entender melhor a notacao dos multi-indices, escrevemos explicitamente
os monomios e operadores de diferenciacao parcial em n variaveis de grau < 2:
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o a I3 Do
0 0,...,0) 1 1
0,...,1,...,0) 0
1 ool 0)
1 na i-ésima posicio ox;
62
9 0,...,2,...,0) ¢2 o
2 na i-ésima posi¢ao v 0z?
0,...,1,...,1,...,0 92
) e - o
1 na i-ésima posigao &ij Oz, 0z,
e na j-ésima posigao

Quanto & natureza dos coeficientes aj nas equagbes (1.45), (1.46) e a, nas
equacoes (1.48), (1.50), existem vérias opgoes. A primeira e mais elementar é que
sdo simplesmente nimeros (reais ou complexos) ou, no caso de um operador re-
presentando um sistema de k equagoes para N fungbes, matrizes (k x N) (reais ou
complexas). Neste caso, falamos de um operador diferencial (ou uma equagao
diferencial ou um sistema de equagOes diferenciais) a coeficientes constantes.
A segunda, mais geral, é que sdo fungoes (a valores reais ou complexas) ou, no
caso de um operador representando um sistema de k equagbes para N fungoes,
matrizes (k x N) de fungdes (a valores reais ou complexas), de uma determinada
classe, definidas sobre um dominio €2 de R ou de R": a hipé6tese padrao é que sejam
funcgoes de classe C*° sobre 2. Neste caso, falamos de um operador diferencial (ou
uma equacao diferencial ou um sistema de equagoes diferenciais) sobre 2, ou em Q.
Observe que a primeira opgao pode ser considerada um caso especial da segunda, ja
que numeros podem ser identificados, de maneira natural, com funcGes constantes,
o que justifica a expressao “a coeficientes constantes”.

Para sistematizar o relacionamento entre um operador diferencial parcial e o po-
linébmio correspondente, mesmo no caso de operadores cujos coeficientes sao fungoes
(possivelmente nao-constantes), introduzimos a seguinte terminologia.

Definicao 1.4  Seja D um operador diferencial parcial de grau r (possivelmente
representando um sistema) sobre um aberto 2 de R™,

D= Y 0a, (1.51)

lal<r

com coeficientes aq e C®(Q, LRY,R¥)). Entdo o simbolo de D ¢ a fungio
ope C®(Q x R L(RN R¥)) definida por

op(z.§) = Y aa(x)€”, (1.52)

lol<r
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e 0 simbolo principal de D ¢ a fungio (op), € C®(QxR™, L(RN,R¥)) definida
por

(o0)p(x,8) = > anlz)€™. (1.53)

|| =7

Enfatizamos que o simbolo e o simbolo principal sdo fungbes nao de n mas de
2n varidveis, sendo que o é um polinémio e (0p), um polinémio homogéneo de
grau r em &, onde 7 é o grau de D, ambos com coeficientes que sao fungoes, ou
matrizes de fungoes, de classe C*° em x. Também enfatizamos que é importante
distinguir entre as varidveis x e &: longe de poderem ser identificadas, elas tem um
papel dual, ou complementar, uma em relagao a outra. Isso s6 ficard mais claro
em funcao de desenvolvimentos posteriores (alguns fora do contexto deste livro),
por exemplo no ambito da teoria da transformagao de Fourier, onde algum produto
escalar entre z e £ aparece como argumento da exponencial (veja a Segao 3.13), mas
também no ambito da mecanica quantica, onde varidveis “tipo posicao” (os z) e
varidveis “tipo momento” (os §) sdo complementares, no sentido de nao poderem ser
medidas simultaneamente com precisao arbitraria, conforme a relagao de incerteza
de Heisenberg.

Uma das multiplas utilidades do simbolo principal é que permite caracterizar
covetores e hiperplanos caracteristicos.

Defini¢ao 1.5  Para um operador diferencial parcial D (possivelmente represen-
tando um sistema, com k = N) sobre um aberto Q de R™, um covetor £ € dito
caracteristico no ponto x, de Q0 se o simbolo principal de D for singular no
ponto (x4,€), i.e., se

det((o-D)P(ang)) = 07 (154)

e um hiperplano H de R™ € dito caracteristico no ponto x, de ) se é o nicleo
de algum covetor caracteristico neste ponto.

A inexisténcia de hiperplanos caracteristicos é tipica de uma importante classe de
operadores diferenciais.

Definigao 1.6  Um operador diferencial parcial D (possivelmente representando
um sistema, com k=N ) sobre um aberto Q de R™ € dito eliptico se o seu simbolo
principal for singular apenas na origem,

det((op)p(z, &) # 0 para xeQ, ££0 . (1.55)

Obviamente, um operador diferencial parcial D é completamente determinado por
seu simbolo, e nao ¢ dificil mostrar que as defini¢oes de equagao diferencial linear
dadas aqui e na primeira segao deste capitulo coincidem. Também pode ser ve-
rificado sem dificuldade que as defini¢oes de covetor e hiperplano caracteristico
dadas aqui e na segdo anterior deste capitulo (veja a Definigdo 1.2) coincidem.
Deixaremos os detalhes da demonstragao destas afirmacoes para o leitor como
exercicio.
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Encerrando esta se¢ao, notamos uma regra importante para calcular derivadas
parciais de qualquer ordem de um produto de fungoes; esta regra desempenha um
papel importante na manipulacao de operadores diferenciais com coeficientes que
nao sao constantes e, mais geralmente, para estabelecer estimativas em anélise.
Aqui, ela serve para ilustrar a grande utilidade da notagao dos multi-indices.

Exercicio 1.1 Usando a regra de Leibniz para o operador d/dz sobre  C R,
mostre por indugao sobre o grau k que vale a seguinte regra do produto:

dF k k dlf dk—lg
w(fg) = Z(Z) Al dek—1 (1.56)

=0

(1) = mam

De modo andlogo, usando a regra de Leibniz para os operadores 9/0z; sobre
Q C R", mostre por indugao sobre o grau k que vale a seguinte regra do produto:
Para todo multi-indice « de grau |a| < k,

onde por definicao,

0u(s0) = X (5) 0f 00sa (157)

B<a p

() = 7

f<La <= Bi<a paral<i<n,

onde por definicao,

() 11 (3) -

. Oli!
1 Bil (o — B!

(2

Sugestao: Use a identidade binomial
k n k _(k+1
l 1-1) l '

1.5 Operadores diferenciais parciais de grau 2

Os operadores diferenciais parciais (a coeficientes constantes) de grau < 2 podem
ser completamente classificados. A sua classificacdo baseia-se na classificacao das
formas quadraticas em R".
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Geralmente, um polindomio de grau < 2 pode ser escrito na forma

n

P&) = P+ Pi(§) + Po(§) = Z a;k&k + Z a;&; + ao (1.58)

7,k=1 j=1
e portanto, temos
P(0) = Py(0)+ P1(0)+ Po(0) = Zn: a-kii + 2": a; 9 + ag , (1.59)
e " 0z Oxy, = ! Oz ’

onde os coeficientes aj, do termo P, de segunda ordem formam uma matriz
simétrica: ajr = ag;. (Se inicialmente esta matriz ndo for simétrica, podemos
simplesmente substitui-la pela sua parte simétrica. Também vale mencionar que
nao utilizamos aqui a notacdo em termos de multi-indices, que é muito util
para polinémios e/ou operadores diferenciais de grau arbitrério, mas nao apre-
senta nenhuma vantagem especifica no tratamento de polindémios e/ou operadores
diferenciais de grau < 2.)

Através de uma mudanga apropriada de base em R"™, podemos transformar o
polindémio quadratico Py e, portanto, o polindmio P e/ou o operador diferencial
P(0), numa forma canénica: De fato, a matriz dos coeficientes a;, de P>, sendo
simétrica, pode ser diagonalizada por uma transformacao linear ortogonal em R".
Posteriormente, podemos aplicar uma transformacao linear reescalonando cada co-
ordenada por um fator apropriado, transformando a matriz diagonal numa matriz
diagonal com elementos diagonais iguais a +1, 0 ou —1. Finalmente, podemos
também mudar, de maneira arbitraria, a ordem dos elementos diagonais, pois pode-
mos efetuar uma permutacao qualquer das coordenadas &1,...,&, através de uma
transformacao linear apropriada. (Por exemplo, a transposicdo das coordenadas §;
e & pode ser realizada por uma matriz T'(j, k) com os elementos T'(j, k)5 = 1,
TG, k)kj =1, T(j,k)u=1sel+#jel+#k,ecomtodos os outros elementos iguais
a zero.) Isto significa que as formas quadraticas em R™ podem ser completamente
classificadas por dois nimeros inteiros nao-negativos p e ¢, a saber

p = ndmero de autovalores positivos da matriz (a;) ,
¢ = numero de autovalores negativos da matriz (a;) , (1.60)
r = multiplicidade do autovalor 0 da matriz (a;z) ,

onde p+q+r = n; adiferenca p—q é chamada a assinatura da forma quadrética,'°

enquanto que r é a dimensao do seu nucleo

n

N = {{eR"| Z a;p€jm, =0 para todo neR™} . (1.61)
Jk=1

10A afirmacdo de que essas sdo as Unicas invariantes das formas quadréticas sobre R™ sob
transformacoes lineares (mudancas de base) arbitrédrias, é conhecida na &lgebra linear como o
teorema de inércia de Sylvester.
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Implica também que a forma padrao do polinémio P e do operador diferencial P(9)
é a seguinte:

P =Y &- > &|+> 4§ +a, (1.62)

j=1 j=n—q+1 j=1

p n 2 n
0 0

Obviamente, se escrevermos D = P(9), entdo op(§) = P(§) é o simbolo de D
e (op)p(&) = Pa(€) é o simbolo principal de D. Denotando por ¢ uma constante
arbitraria, podemos considerar as equagoes

op(§) = ¢, (1.64)

(op)p(§) = ¢, (1.65)

sendo que a tultima é chamada a equagao caracteristica do operador D.

Definigao 1.7  Um operador diferencial parcial D de grau 2 a coeficientes con-
stantes € dito

a) eliptico se o seu simbolo principal for uma forma quadrdtica definida (posi-
tiva ou negativa), isto €, se p=mn, r=0,¢=0 ou p=0,r=0, ¢ =n;

b) hiperbdlico se o seu simbolo principal for uma forma quadrdtica ndo-
degenerada de assinatura +(n — 2), isto é, se p=n—1,r =0, q =1
oup=1,r=0,g=n—-1;

¢) parabdlico se o seu simbolo principal for uma forma quadrdtica degenerada
com nicleo N uni-dimensional e definida (positiva ou negativa) sobre qual-
quer complemento direto de N, isto é, se p=n—1,r=1,¢g=0 ou p=0,
r=1,qg=mn—1, e se 0o vetor a formado pelos coeficientes dos termos de
primeira ordem nao pertencer ao hiperplano de R™ aniquilado pelos covetores
em N, ou seja,

e N\{0} = > &a; #0. (1.66)

j=1

Nota-se que essa definicao de um operador eliptico é um caso especial da anterior,
sendo que a Defini¢gdo 1.6 é muito mais geral, pois também se aplica a operadores
com coeficientes que nao sdo constantes, que tém grau arbitrario e que podem
representar sistemas. Infelizmente, nao existe até o presente nenhuma definicao tao
abrangente de que seria um operador hiperbdlico ou parabdlico. Nota-se também a
condicao técnica adicional (1.66) imposta na definicdo de um operador parabdlico,
que nao pode ser formulada exclusivamente em termos do simbolo principal e que
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serve para garantir que o operador em questao nao seja meramente uma familia a
um parametro de operadores elipticos em n—1 dimensoes.

Para explicar a origem dos termos “eliptico”, “hiperbdlico” e “parabdlico”,

observamos que a equagdo (1.64) define uma familia de hiper-superficies em R”™
(parametrizadas por c), cuja forma providencia a motivagio desejada: !

Exemplo 1.1 Em n=2 dimensoes, temos as seguintes alternativas:

a) p=2,r=0,¢g=0o0oup=0,r=0, g=2: Usando a equacdo (1.62) e ab-
sorvendo vérias constantes numa redefinigdo da constante ¢, a equacao (1.64)
assume a forma

G +ia)’+(G+iaw)? =c (c>0),

que é a equagdo de uma elipse (no caso, um circulo, devido & normalizagao
das coordenadas &; e &).

b) p=1,r =0, ¢ =1: Usando a equagao (1.62) e absorvendo vérias constantes
numa redefinigdo da constante ¢, a equagao (1.64) assume a forma

(G +3a1)® — (& —2a2)® = ¢ (ceR),

que é a equacdo de uma hipérbole (no caso, uma hipérbole eqiiilétera, devido
a normalizacdo das coordenadas &; e &), que para ¢ =0 degenera nas duas
retas diagonais assintotas.!?

¢c)p=Lr=1,g=0o0up=0,r=1,¢q=1: Usando a equagao (1.62) e ab-
sorvendo vérias constantes numa redefinicao da constante ¢, a equagao (1.64)
assume a forma
(G +32a1)’ +alo = ¢ (ceR),
com ag # 0, ou
a1 — (62— 3a2)> = ¢ (ceR),

com a1 # 0, que é a equacao de uma parabola.

1.6 Operadores diferenciais parciais da fisica

Nesta secao, apresentamos uma lista dos operadores diferenciais parciais mais
importantes que aparecem na fisica. Todos eles sao operadores a coeficientes con-
stantes de grau < 2: é um fato que a natureza parece ter uma forte preferéncia
por equagoes diferenciais de ordem < 2, mas ninguém sabe o porqueé.

1 Para podermos incluir o caso parabélico, estamos obrigados a considerar a equagio (1.64),
ao invés da equagédo caracteristica (1.65).

120 sinal de ¢ adquire importancia em dimensdes maiores do que 2, por exemplo j4 em dimenséo
n=3, onde a equagdo (1.65) descreve um hiperboldide de uma folha quando p=n—1,g=1 e
c>0oup=1,g=n—1 e c <0, um hiperboléide de duas folhas quando p=n—1,qg=1 e
c<0oup=1,g=n—1e c>0,eum cone duplo quando ¢ = 0.



22 Capitulo 1. Conceitos e resultados gerais

1.6.1 Operadores de grau 2

1. Operador de Laplace (ou laplaciano)

O operador de Laplace, ou laplaciano, em R™ é definido por

Portanto, o seu simbolo, igual ao seu simbolo principal, é a forma quadrética
definida por

a8 = D& (1.68)

(Escrevendo o operador A na forma P(9) e utilizando a representacao (1.48)
de P, precisamos tomar

ao=1 se a=(2,0,...,0) ou ... ou (0,0,...,2),

e aq = 0 para todos os outros valores de «.)

O operador de Laplace é o exemplo padrao de operador eliptico.

Definicao 1.8 A equagdo homogénea associada ao operador de Laplace
se chama equacao de Laplace e a equacdo nao-homogénea equacao de
Poisson. As solugoes u da equagdo de Laplace ANu =0 se chamam fungdes
harmaonicas.

Por muitos autores, o termo “funcao harmonica” é estendido as solugoes u
da equagao de Laplace modificada Au = Au, com A €R, ou seja, a todas as
autofungoes do operador de Laplace (com autovalor A€R arbitrdrio), e nds
seguiremos esta convengao aqui.

2. Operador de difusdo (ou transporte)

O operador de difusdo, ou transporte, em R"*! ¢ definido por

a n
5 —AZ%?, (1.69)

onde A é uma constante positiva — a constante de difusdo, que descreve a
taxa de difusdo ou transporte dos fenomenos descritos por esta equagao.
(Na termodindmica, por exemplo, pode ser a condutibilidade térmica, na
quimica, a solubilidade de uma substéncia em um solvente, etc.) Portanto, o
seu simbolo é

o) = w-AY &, (1.70)

j=1
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enquanto que o seu simbolo principal é a forma quadratica definida por
o(w, &) = —A 252 (1.71)

(Escrevendo o operador em questdo na forma P(0) e modificando a
equagdo (1.48) para escrever o polindémio P como fungéo de uma varidvel w
(substituindo 0/0t) e n varidveis £; (substituindo 0/0z;), conforme

P(w,§) = Zaaa)§ Zaa agg
Ja|<2 || <2
com multi-indices o = (ag, ay,...,a,) e N*T1 precisamos tomar
«=1 se a=(1,0,...,0),
a=—-A se a=(0,2,...,0)ou ... ou (0,0,...,2),
e aq = 0 para todos os outros valores de «.)
O operador de difusdo é o exemplo padrao de operador parabdlico.

3. Operador de ondas (ou d’alembertiano)

O operador de ondas, ou d’alembertiano, em R"*! ¢ definido por

1 92 “ 0?
j=1""1J

onde ¢ é uma constante positiva com a dimensao de uma velocidade — a
velocidade de propagacao dos fenémenos (ondas, por exemplo) descritos por
esta equagdo. (Na acustica, serd a velocidade do som, no eletromagnetismo,
a velocidade da luz, etc..) Portanto, o seu simbolo, igual ao seu simbolo
principal, é a forma quadrética definida por

o5 (w,€) 262 (1.73)

(Escrevendo o operador O na forma P(9) e modificando a equagao (1.48)
para escrever o polinémio P como funcao de uma varidvel w (substituindo
0/0t) e n varidveis ¢; (substituindo 0/0x;), conforme

Pw,§) = > a8 = Y aqw™&r . &
|| <2 || <2
com multi-indices o = (ag, ay,...,a,) e N1 precisamos tomar
ao =1/ se a=(2,0,...,0),
«a=-1 se a=(0,2,...,0) ou ... ou (0,0,...,2),

e a, =0 para todos os outros valores de «.)

O operador de ondas é o exemplo padrao de operador hiperbélico.
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4. Operador de Schrédinger

O operador de Schrédinger em R™*! é definido por
0 "L 92
j— — A — 1.74
"ot ; 022’ (L.74)

onde A é uma constante real. Formalmente, o operador de Schrédinger é uma
variante do operador de difusdo, obtida pela aparentemente inécua substi-
tuigao do fator 1 pelo fator 7. A teoria matematica da equagao de Schrédinger
e da equagao de difusao, porém, assim como as propriedades das suas solugoes
e a sua interpretagao fisica, apresentam diferencgas drasticas: as analogias se
restringem a aspectos puramente formais.

. Operador de Helmholtz ou Klein-Gordon

O operador de Helmholtz ou operador de Klein-Gordon em R"*! ¢ definido
por

o — 2 (1.75)

onde O é o operador de ondas e [ é uma constante positiva com a dimensao

de um comprimento — a distancia tipica de alcance dos fendmenos (forgas
nucleares, por exemplo) descritos por esta equagao.

1.6.2 Operadores de grau 1

6. Operadores de Cauchy-Riemann

No plano complexo C = R?, introduzimos coordenadas complexas
z=x+iy , zZ = xr—1Y,

e consideramos os operadores 9/0z e 9/0z de Cauchy-Riemann, definidos por

0 1/0 .0 0 1/0 .0
Os simbolos destes operadores sao
08/82(4-’6) = (/2 08/82(476) = (/2 . (1.77)

Estes dois operadores podem ser combinados, de maneira natural, para
formar um operador diferencial matricial, isto é, um sistema de operadores

diferenciais: y
0 0/0z
d = 2( 0/9% 0 ) . (1.78)

Esse é um exemplo tipico de um sistema eliptico de operadores diferenciais.
Também ¢ interessante observar que
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(onde seguimos a convengao usual de suprimir a matriz 1), ou explicitamente,

0 0 486

B 48282 0z 02

isto é, o operador (1.78) é uma “raiz” do operador de Laplace.'® Finalmente,
notamos que as solugdes da equagao homogénea du/9z = 0 respectivamente
Ov/0z = 0 tém um papel fundamental na teoria das fungdes de uma varidvel
complexa: s@o as fungoes analiticas (ou holomorfas) respectivamente anti-
analiticas (ou anti-holomorfas).

A

7. Operadores associados ao cone de luz

No espaco de Minkowski bidimensional R?, introduzimos as tdo-chamadas
coordenadas do cone de luz ou coordenadas caracteristicas

T = cttax,

e consideramos os operadores d; e 0_ associados ao cone de luz, definidos

por
0 1/10 0
% = gox = 2<cc’)ti8x) ’ (1.79)
Os simbolos destes operadores sao
1 /w
+ =\ _ ¢E _ (¥
05, (§7,67) = &7/2 = Q(Cig) . (1.80)

Como no caso anterior, estes dois operadores podem ser combinados, de
maneira natural, para formar um operador diferencial matricial, isto é, um
sistema de operadores diferenciais:

d = 2( 30_ 80+ ) , (1.81)

Apesar de nao termos definido aqui a nogdo de um sistema hiperbdlico de
operadores diferenciais, mencionamos que esse seria um exemplo tipico de
um tal sistema. Também é interessante observar que

(onde seguimos a convengao usual de suprimir a matriz 1), ou explicitamente,
O = 40,0- = 40_04 ,

isto é, o operador (1.81) é uma “raiz” do operador de ondas.'® Esta fatori-
zagao fornece a base para a solu¢ao da equagao de ondas em uma dimensao
espacial, que sera discutida no proximo capitulo.

130 preco a ser pago para poder definir a “raiz” do operador de Laplace ou de ondas é justamente
que tal raiz deixa de ser um operador escalar: uma equagao de segunda ordem corresponde a um
sistema de equactes de primeira ordem.
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8. Operador de Dirac

Generalizando as construcgoes dos dois itens anteriores de duas para n
variaveis, podemos definir o operador de Dirac em R"™ como um operador
diferencial de grau 1 cujos coeficientes ~1,...,7, sao matrizes:

9 = Z%a% (1.82)

O simbolo de um tal operador é
) = > & (1.83)
j=1
Calculamos a diferenca entre o quadrado do operador @ e o operador

Z Nk 5— ﬁxk , (1.84)

J,k=1
onde 1 é a matriz diagonal diag(+1,...,+1,—1,...,—1) (com +1 apare-
cendo p vezes e —1 aparecendo ¢ vezes, p+ ¢ = n), ou seja
p p+q
02 o2
D=2 92" 2 52 (185)
j=1 "7 j=p+1 7

o que inclui o operador de Laplace (p =n,qg =0 oup = 0,¢ = n) assim como
o operador de ondas (p=n—1,g=1loup=1,g=n—1):

#-Dp =

Portanto, para termos

7 =D, (1.86)

as matrizes 71, ...,7, devem satisfazer a relacao
Vivk VRV = 27k - (1.87)
E possivel mostrar que 71, ...,7v,, quando realizadas de maneira irredutivel,

devem ser matrizes (2"/2 x 2"/2?) quando n é par, e (2(*~1/2 x 2(n=1)/2)
quando n é impar. A &lgebra gerada por estas matrizes se chama dlgebra de
Clifford sobre R", relativa a forma quadrética 7.



1.6. Operadores diferenciais parciais da fisica 27

Para n=2 e n=3, é facil dar uma representagao explicita desta construgao,
utilizando as matrizes de Pauli

0 1 0 — 1 0
O'1<10),0'2<Z. OZ>,U3<O_1),(1.88)

que satisfazem as relagoes

ol =1, 05 =1, 03 =1, (1.89)
0109 = 103 = — 09071 ,
0203 = 101 = — 0302, (1.90)
0301 = i(TQ = — 0103 .

Em particular, para n =2, podemos por 73 = 01 € 2 = 09 ou 71 = 01
e 2 = i09, para concluir que o operador de Dirac (1.82) se torna idéntico,
respectivamente, ao operador (1.78) ou ao operador (1.81).

Os operadores de Schrodinger, de Helmholtz ou Klein-Gordon e de Dirac ocupam
uma posicao central na fisica quantica, o que constitui um assunto que nao vamos e
nem podemos discutir aqui. Por outro lado, cada um dos trés primeiros operadores
tem um papel fundamental na fisica classica, onde aparecem em diversas areas:

e A equacdo de ondas

m] Lo A f (1.91)
u = _——_— u = .
c? Ot?
descreve processos oscilatorios ou ondulatorios. Na mecanica dos meios
continuos, por exemplo, a sua versao unidimensional
10%u  O%u
Sou gy (1.92)
2 ot2 0x?
governa as vibragoes de uma corda e a sua versao bidimensional
1 0%u 0%u 0%u
75— A5~ 75 = [, (1.93)
c? ot or oy
as vibragoes de uma membrana, sendo u a elongacao transversal da corda ou
membrana, enquanto que f representa uma (possivel) forga externa. Na sua
versao tridimensional
1 0%u 0%u 0%u 0%u _ (1.94)
c? Ot2 0x2  Oy2 022 7 '
ela descreve a propagagao de ondas acusticas, sendo u a densidade de massa
ou a pressao no meio de propagacao (mais exatamente, o desvio desta quanti-
dade em relagdo ao seu valor médio), enquanto que, novamente, f representa
uma (possivel) forca externa. Da mesma forma, a equacdo (1.94) rege a
propagacao de ondas eletromagnéticas no espago, sendo agora u 0 potencial
escalar ou uma componente do potencial vetorial (no calibre de Lorentz),
enquanto que f representa a densidade de carga ou uma componente da den-
sidade de corrente.
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e A equacdo de difusao

0
— — AN |u = 1.95
(5 -2o)u=1 (1.95)
descreve processos dissipativos ou compensativos que tendem para algum
equilibrio quando ¢ — oo. Ela aparece naturalmente na hidrodinamica,
principalmente na sua interface com a termodinamica.

¢ Finalmente, a equacao de Laplace ou Poisson
Au = f (1.96)

descreve situagoes de equilibrio ja estabelecido, normalmente como resultado
de algum processo dissipativo ja concluido. Por exemplo, a equagao (1.96)
determina qual é o campo eletrostatico gerado por uma distribuicao estatica
de cargas no espaco, sendo u o potencial escalar, enquanto que f representa
a densidade de carga.

Para maiores detalhes, veja o Apéndice C, onde discutimos o contexto em que as
trés equagoes diferenciais parciais classicas surgem na fisica — mais exatamente,
na teoria dos campos, que constitui o arcabouco formal para varias areas da fisica
tedrica, entre elas o eletromagnetismo e a dinamica dos fluidos. A titulo de exemplo,
mostramos como a equagao de Laplace ou Poisson e a equagao de ondas podem
ser deduzidas a partir das leis fundamentais da eletrodinamica, isto é, a partir das
equagoes de Maxwell. Também discutimos, no contexto da hidrodinamica, um dos
conceitos centrais da teoria dos campos: a nocao de equacgoes de balango e, em
particular, de leis de conservagao, e mostramos como estas levam, através de uma
aproximagao simples, a equacao de difusao.

Observamos que a equagao de ondas e a equagao de difusao sao exemplos de
uma equagao de evolugao, enquanto que a equagao de Laplace ou Poisson é uma
equacgao estatica: ndo ha nela nenhum aspecto de evolugao temporal. Essa dis-
tincao pode ser generalizada no sentido de que equagoes hiperbdlicas ou parabdlicas
sao equagoes de evolugao, enquanto que equagoes elipticas sao estaticas.

A diferenca essencial entre a equacao de ondas e a equagao de difusao encontra-
se na ordem da derivada temporal. A equagao de ondas contém uma segunda
derivada em relagao ao tempo, e portanto, é invariante sob a inversao temporal,
isto é, sob a transformacao ¢t — —t. De fato, se u é uma solucao da equacao
Ou = f, podemos por v(t,z) =u(—t,x) e g(t,x) = f(—t,x) para concluir que
v é uma solugao da equacao Ov = ¢g. O mesmo ja ndo ocorre no caso da equagao de
difusdo. Portanto, a primeira equacao descreve processos reversiveis e a segunda,
processos irreversiveis.

1.7 Condicoes iniciais e condicoes de fronteira

E um fenémeno geral na teoria das equacgoes diferenciais que além da equacao
propriamente dita, precisa-se especificar condicbes suplementares para garantir
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que o problema admita uma solugao unica. Isso ja ocorre no caso das equagoes
diferenciais ordindrias, cujas solugoes sao unicamente determinadas pelas condigoes
iniciais impostas. Para a grande maioria das equagoes diferenciais parciais — mais
exatamente para todas que podem ser classificadas como equacgoes de evolugao — a
situagao é completamente andloga, levando & formulagao do

Problema de Cauchy: Estudar as solugoes de uma equacao de evolucao em
funcao de condigoes iniciais dadas.

A natureza especifica das condicOes iniciais a serem impostas depende exclusiva-
mente da ordem da derivada temporal no operador:

e Problema de Cauchy para a equagdo de difusdo:

Dada uma fungao a(z), determinar wu,(t, z), solugdo da equagao (1.95), tal
que
ua(0,2) = a(z) . (1.97)

e Problema de Cauchy para a equacdo de ondas:

Dadas duas fungbes a(x) e b(z), determinar uq (¢, x), solugdo da equagdo
(1.91), tal que

8ua,b -
5 (0,z) = b(x) . (1.98)

uap(0,2) = alx)

Por outro lado, deve-se ressaltar que para equagoes estéticas tais como a equagao de
Laplace ou Poisson ou qualquer outra equagao eliptica, nao faz muito sentido falar
em problema de Cauchy ou em condigoes iniciais, uma vez que nesta situagao nao
existe nenhuma nocao natural de “variavel tipo tempo” nem de “hipersuperficie de
Cauchy”: devido a invariancia do operador de Laplace sob rotagoes em R™, néo
h& nenhuma direcao preferida que possa caracterizar estas nogoes. Portanto, neste
caso, o problema de Cauchy torna-se, na melhor das hipdteses, altamente artificial.

Uma outra classe de condigoes suplementares, que é tipica das equagoes diferen-
ciais parciais (de qualquer natureza), possuindo um analogo apenas rudimentar na
teoria das equagoes diferenciais ordindrias, sao as condigoes de fronteira. Quando
consideramos um operador diferencial parcial — mesmo um a coeficientes constan-
tes — sobre um dominio 2 com fronteira 912, as condigbes de fronteira prescreverao
o comportamento das solugbes procuradas sobre a “parte espacial” de 0€2. No
caso de uma equagao estatica onde nao ha nogao de tempo, esta “parte espacial”
abrange toda a fronteira 9. Para equagodes de evolugao (em n + 1 dimensdes) e se
o dominio 2 for da forma I x €y onde I é um intervalo aberto em R e g é um
dominio em R™, a “parte espacial” da fronteira 9 é I x 9.

Um aspecto que merece destaque é o fato de que quando o dominio 2 nao for
limitado, o conceito de “condigbes de fronteira” deve ser entendido num sentido
amplo: mais exatamente, ele inclui condigdes sobre o comportamento assintdtico
das solugoes (tipicamente condigdes de decaimento) na medida em que nos aproxi-
mamos da “parte da fronteira que se encontra no infinito”.
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No caso da equagdo de Laplace ou Poisson (1.96), por exemplo, temos (no
minimo) duas alternativas naturais para formular condigoes de fronteira. De fato,
dado um dominio 2 em R™ com fronteira 92, podemos procurar as solugoes u da
equacdo de Poisson (1.96) em €, onde a fonte f é uma funcdo dada sobre 2, que
resolvem o

e Problema de Dirichlet:
ulog = 9p , (1.99)

onde gp é uma funcao dada sobre 0f,
ou o

e Problema de Neumann:

du

5 = n-Vu|y, = gy, (1.100)

onde gy é uma fungdo dada sobre 91, sendo que 9/9n denota a derivada
normal a fronteira.

Estes mesmos dois tipos de problema também aparecem, de maneira natural, em
equagoes de evolugao como a equagao de difusao ou a equagao de ondas: dado um
dominio ¢y em R™ com fronteira 9y e um intervalo I em R, procuramos para
ambas as equagoes as suas solucoes que resolvem o

e Problema de Dirichlet:
w|rxo0, = 9D , (1.101)

onde gp é uma funcao dada sobre I x 9€,
ou o
e Problema de Neumann:

3 = n-Vulyg = gn, (1.102)
onde gy é uma fungao dada sobre I x 9, sendo que 9/9n denota a derivada
normal a fronteira.

Mais concretamente, considere o exemplo da equacao do calor em uma barra finita
(e suficientemente fina para que possamos negligenciar a sua extensao nas diregoes
transversais). Matematicamente, trata-se da equagao de difusdo unidimensional,

ou \ 0%u
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sobre um intervalo em R, digamos Q¢ = ]a,b], na qual, fisicamente, a varidvel
dependente u representa a temperatura, considerada como funcao do tempo t e da
posicdo z.'3 Entdo temos os seguintes dois tipos de condicdes de fronteira:

e Problema de Dirichlet:
u(t.a) = galt) 5 ulth) = golt) (1.104)

onde g, e gp sao fungoes dadas de t. O caso mais simples em que g, e g, nao
dependem de t corresponde a um problema de conducao do calor em uma
barra finita cujas duas extremidades estdo em contato com banhos térmicos
com temperaturas dadas por g, € gp.

e Problema de Neumann:

%(t,a) = ga(t) , %(t,b) = a(t) , (1.105)

onde g, e gy sdo fungdes dadas de t. O caso mais simples g, = g, = 0
corresponde a um problema de condugao do calor em uma barra finita cujas
duas extremidades estao termicamente isoladas.

De modo andlogo, para a equagdo da corda vibrante (1.92) sobre um intervalo
em R ou a equagdo da membrana vibrante (1.93) sobre um dominio retangular ou
circular em R?, as condicdes de fronteira no problema de Dirichlet sdo as seguintes:

¢ Equagao da corda vibrante, Q¢ = |a,b[:
u(t,a) = galt) , u(th) = gilt) (1.106)

onde g, e g, sdo fungoes dadas de ¢t. A escolha mais simples g, = g, = 0
corresponde a corda de extremos fixos.

e Equagdo da membrana vibrante retangular, Qo = Ja,b[Xx]c,d[:
U(t,a,y) = ga(t,y) ) U(t, b, y) = gb(tvy) s
u(t,z,c) = ge(t,z) , ult,z,d) = galt,x),

onde g, e gy sao fungdes dadas de t e de y€|c, d], enquanto que g. e gq s@o
fungoes dadas de t e de z €[a, b, com

ga(tv C) = gc(tv a) ) ga(ta d) = gd(tv a) ) gb(ta C) = gc(tv b) ) gb(ta d) = gd(tv b) .

A escolha mais simples g, = g» = g. = g4 = 0 corresponde & membrana de
bordo fixo (trampolim).

(1.107)

13Na verdade, tal interpretacio é apenas uma aproximacido, pois a rigor, a varidvel u neste
contexto representa a energia térmica e ndo a temperatura: em sistemas termodinamicos, a
equagao do calor descreve o transporte, por difusdo, da energia térmica. Assim, identificar u com
a temperatura do sistema se justifica na medida em que a energia térmica é uma fungao linear da
temperatura, o que ocorre em muitos sistemas, sendo que o coeficiente de proporcionalidade recebe
o nome de “calor especifico”. Porém, este procedimento perde sua validade quando aparecem
grandes variagdes de temperatura (seja no tempo, seja no espago) e se torna completamente
inadequado perto de um ponto de transicdo de fase, onde a energia térmica, como fungdo da
temperatura, deixa de ser continua.
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e Equagdo da membrana vibrante circular, Qo = {(z,y) eR? | 2% + y? < R?}:

x = Rcosp

v — Rsinc (1.108)

u(t,z,y) = g(t,p) quando z*+y*> = R?,
onde g é uma funcdo dada de ¢ e da varidvel angular ¢ usada para para-

metrizar o circulo. A escolha mais simples g = 0 corresponde a membrana
de bordo fixo (tambor).

1.8 Solugao formal: funcao de Green e nicleo

Encerrando este capitulo introdutdrio e, em particular, nossa discussao de aspectos
formais de operadores e equacoes diferenciais parciais, e com a intencao de moti-
var a utilidade do célculo de distribuigoes a ser desenvolvido no Capitulo 3 para
a resolugao de problemas na area, apresentamos nesta se¢ao a nocgao de funcao
de Green, ou solucao fundamental, de um operador diferencial parcial. Também
mostramos como resolver duas das mais importantes equacoes diferenciais parciais
em R x R", a equacao de difusao e a equacao de ondas, através do conhecimento
de uma solugao especifica da equagao homogénea, chamada ntcleo. Os argumentos
a serem utilizados sao puramente formais no sentido de que as fungoes envolvidas
nao sao fungdes bem comportadas e que as operacbes as quais serdo sujeitas sao
aplicadas segundo as regras usuais do cdlculo classico, sem que as hipéteses do
calculo classico sejam satisfeitas. A meta principal do calculo de distribuicoes sera
fornecer uma base matematica rigorosa para essas manipulagoes formais.

Comecamos por introduzir a famosa fun¢do delta de Dirac que, por definigao,
é uma “funcao” ¢ sobre R™ com as seguintes propriedades:

d(x) = 0 para z#0, (1.109)

/d”x §z) = 1. (1.110)

Mais geralmente, exige-se que para uma certa classe de fungoes ¢ sobre R™ (como,
por exemplo, a classe de todas as fungoes continuas sobre R™), valha

/d”x o(x) p(z) = ¢(0) . (1.111)

Aplicando uma das propriedades fundamentais da integral, a saber sua invaridncia
por translagoes, obtemos que para qualquer vetor a €R",

/d”x d(x—a) p(x) = pla). (1.112)

Da mesma forma, podemos efetuar uma mudanca linear de varidveis na integral
para concluir que para qualquer matriz A inversivel,

§(Az) = |det A|7'5(x) . (1.113)
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Em particular, a func¢ao delta de Dirac é par: 6(—z) = §(x). Finalmente, quando
f pertence a uma certa classe de fungoes sobre R™ (como, por exemplo, a classe de
todas as fungoes continuas sobre R™), vale a regra

f@)b(@) = £(0)6(x) . (L114)

Outra fungao importante é a funcdo de Heaviside 6 sobre R, definida por

- 1 parat>0
o(t) = { 0 para <0 (1.115)

(O valor de 6 em 0 nao é definido: pode ser 0, 1, 1/2 ou qualquer outro valor.)
Finalmente, como veremos mais adiante, a fungao delta de Dirac (sobre R) é
simplesmente a derivada da fungao de Heaviside:

0'(t) = 8(t) . (1.116)

Repetimos que todas estas consideragoes, pelo menos por enquanto, ndo passam
de um conjunto de regras formais. Em primeiro lugar, a funcao delta de Dirac
nao existe como uma fungao no sentido usual, pois pelas propriedades da integral,
a condicao (1.109) implica que as integrais aparecendo nas equagoes (1.110)-(1.112)
nao poderiam ser diferentes de 0. Além disto, a fungdo de Heaviside obviamente
nao é diferenciavel no sentido usual. Portanto, deve-se entender que as integrais nas
equagoes (1.110)-(1.112) ndo sao integrais classicas e a derivada na equagao (1.116)
nao é uma derivada classica. Mesmo assim, vamos utilizar a regra de Leibniz para
a diferenciacao de um produto e a regra de diferenciagao sob o sinal de integragao,
entre outras, como se nao precisdssemos nos importar com tais escrupulos!

Isso posto, podemos definir a nogao de func¢ao de Green ou solugdo fundamental
de um operador diferencial parcial P(9): é uma “fungao” G tal que

POYG = 4. (1.117)
A importancia deste conceito provém do fato de que a partir de uma soluc¢ao G da
equagao nao-homogénea com a funcao delta de Dirac como fonte, é facil deduzir
uma solucao uy da equacao nao-homogeénea

PO)uy = f, (1.118)
para uma grande classe de fungoes fonte F' sobre R™ (como, por exemplo a classe

de todas as fungdes continuas sobre R™ de suporte compacto): basta definir uy
como sendo a convolugdo de f e G:

up(z) = / d"y f(y) Gz —y) . (1.119)

De fato, um calculo formal simples mostra que a expressdo em (1.119) satisfaz a
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equacao diferencial (1.118):

(PO () = [ d" ) P@:)Gla ~ )
[amy ) P@) GG,
[avswsa-v = f@.

Portanto, a solugao geral de uma equagao diferencial parcial se reduz a solugao de
dois problemas mais simples: a determinagao de uma fungao de Green e a solucao
geral da respectiva equacao homogénea.

Para certas equagoes de evolucao como a equagao de difusao e a equacao de
ondas, estes dois problemas podem ser reduzidos ainda mais: basta achar uma
Unica solucao especifica da equagao homogénea, o nicleo.

O niicleo da equacao de difusdo é, por definicdo, a solu¢ao D da equagdo homo-
génea

<§t - AA) D(t,z) = 0, (1.120)

sujeita a condicao inicial
D(0,z) = () . (1.121)

Entao a solugao geral da equagao homogénea, isto é, a solugao u, da equagao (1.95)
com f =0 sujeita & condicdo inicial (1.97), é dada por

ug(t,x) = /d”y a(y) D(t,xz —y) . (1.122)

De fato, um célculo formal simples mostra que a expressdo em (1.122) satisfaz a
equacao diferencial (1.95),

(gt - AA) U (t, x)
/d”y a(y) (gt “a z: ;;) D(t, 2)

= 0 s

z=x—Yy

assim como a condi¢ao inicial (1.97),

ua(0,2) = [ d"ya(y) D0,z —y)
(y) o(

/
= /d"yay)

(z) -

—y)

I
)
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Além disto,
G(t,x) = 0(t) D(t,x) (1.123)

é uma funcgao de Green para o operador de difusao, pois

(3 _ AA) G(t,x) = 0'(t)D(t,z) + 6(t) (6 - AA) D(t,z)

at at
5(t)D(t,z) = o(t)D(0,x)

= §(t)o(z) = o(ta).

De maneira analoga, o nicleo da equacao de ondas é, por definicdo, a solucdo D
da equagao homogénea

op = (L2 _A)p — o (1.124)
o2 o ’

com as condicoes iniciais

D0,z) = 0 , 88—13(0,33) = §(z) . (1.125)

Entao a solugdo geral da equacdo homogénea, isto é, a solugdo u,p, da
equacdo (1.91) com f =0 sujeita & condicao inicial (1.98), é dada por

Uap(t, @) = /d"y (a(y) %)(W —y) + b(y) D(t,x —y)) : (1.126)

De fato, um céalculo formal simples mostra que a expressdo em (1.124) satisfaz a
equagao diferencial (1.91),

19
(628752 - A) Uqb(t, @)

Il

Q

3

Neg

2

=
VN
Q| =
g%

|
||‘M:

%)
KNI
N——
)
SIS

=

K

z=x—Yy
§ o (1 6 o2
= /d yaly) 5 (Cgatg 323) D(t, z)
z=x—Yy
. 1 0? "~ 92
+ /d Yy b(y) <c28t2 - &z?) D(t, z)
= z=x—Yy
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assim como as condi¢des iniciais (1.98),
n oD
Ugp(0,2) = /d Yy (a(y) E(O,J} —y) + bly) D0,z — y))
= [daw i -y)

ag‘;’b((m) = /d"y (a(y) 665 0,2 —y) + b(y) 5-(0,x y))
n_ 92
= /d”y (62 a(y) 88 ?(O,Z) + b(y) 6(z — y))
=1 v z=xr—y
= b(z)
Além disto,

G(t,z) = *0(t) D(t,x) (1.127)

é uma funcgao de Green para o operador de ondas, pois

0'(t) D(t,z) = D(t,z)6(t) = D(0,z)5(t) = 0

e portanto
(;gﬂ - A) G(t,r) = % (9’(t)D(t,x) + 6(t) %l;(t,x)) — 20(t) AD(t, x)
= 0@ %—?(t,x) + 0(t) (;2 - c? A) D(t,x)

= dt)d(x) = o(t,x).



2 Problemas e Resultados
Classicos

Neste capitulo, apresentamos alguns problemas e resultados cldssicos referentes
aos trés operadores diferenciais parciais cldssicos, que sao o operador de Laplace,
o operador de difusdo e o operador de ondas.

2.1 O operador de Laplace

Nesta primeira se¢ao, discutimos varias propriedades proeminentes do operador de
Laplace. Apés consideragbes gerais acerca da questdo de unicidade e existéncia de
solugoes dos problemas de Dirichlet e de Neumann, apresentamos vérios teoremas
e conceitos centrais da teoria, entre eles o principio do méximo/minimo, a férmula
de Poisson para a solugao da equacao nao-homogénea em R"™, a nocao de fungao
de Green para um dominio, a terceira identidade de Green, o teorema da média
esférica para fungoes harmonicas, o teorema de regularidade e o teorema sobre
singularidades removiveis de fungoes harmonicas.

Inicialmente, lembramos que, de acordo com as notagoes e convencoes adotadas
neste livro, um dominio em R™ é, por definicao, um subconjunto aberto e conexo
de R™, com fecho denotado por €2 e fronteira denotada por 92 = Q\ Q. No que
segue, consideraremos, além do préprio R™, tao somente dominios limitados, sendo
que problemas em dominios nao limitados sao geralmente estudados considerando
estes como limites de dominios limitados. Uma hipétese mais restritiva, a ser
imposta na medida em que se torne necessaria ou conveniente, é que a fronteira
0Q de Q seja uma hipersuperficie de classe C!' em R", sempre orientada de tal
forma que o campo unitario n normal a Jf) aponta para fora de 2. Lembramos
também (veja Capitulo 1.7) que dado um dominio limitado 2 em R™, o problema
de Dirichlet em 2 consiste em procurar as solugoes das equagoes

Au = f e u|8Q = gp , (2.1)

onde f é uma fungio dada sobre Q e gp é uma fungdo dada sobre 92, enquanto
que dado um dominio limitado 2 em R"™ cuja fronteira 92 é uma hipersuperficie de

37
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classe C!' em R", o problema de Neumann em {2 consiste em procurar as solucdes

das equagoes
ou
Au:f € a? = TL'VU|89 = gn , (22)

onde f é uma fungao dada sobre §2 e gy é uma funcao dada sobre 0f2, sendo que
0/0n denota a derivada normal & fronteira.

Nota-se que, com estes dados, os dois problemas ainda nao sao bem postos, pois
nao especificamos as propriedades a serem exigidas das fungoes f e gp ou gy, nem
as propriedades das solucoes u que consideraremos admissiveis. Condi¢oes minimas
no contexto cldssico, em termos das notagoes e convencoes adotadas neste livro,
sdo as seguintes:!

e Condigoes minimas gerais de continuidade:
feC(Q) , gp,gneC(09), (2.3)

i.e., a fonte f é uma funcao continua sobre ) e as funcdes gp e gy sao
continuas sobre 0);

e Condigoes minimas para o problema de Dirichlet:
ue C*(Q)nC(Q), (2.4)

i.e., u é, no minimo, uma funcido de classe C? sobre ) que admite uma
extensao continua a 2.

e Condigbes minimas para o problema de Neumann:
ue C?(Q)nCH(Q) , (2.5)

i.e., v é, no minimo, uma funcéo de classe C? sobre Q) tal que u e Vu admitem
extensoes continuas a Q.

Hipéteses mais restritivas poderao ser introduzidas na medida em que se tornam
necessarias, principalmente para a formulacao de critérios que garantam unicidade
e/ou existéncia de solugoes. Tipicamente, podemos supor que u e/ou f pertencam
a um dos espacos C*(€2), para valores apropriados de k.

Como observagao preliminar e elementar, notamos que — independentemente da
questao das condigoes corretas de regularidade a serem impostas sobre as fungoes
envolvidas — o problema de Neumann difere do problema de Dirichlet em dois
aspectos. Primeiro, é 6bvio que uma solugao u do problema de Neumann sera, no
maximo, unicamente determinada a menos de uma constante aditiva. Segundo, o
teorema da divergéncia (Teorema B.3) implica que uma solu¢do do problema de

I Exclufmos aqui condigdes que exigem tdo somente a existéncia (e possivelmente a continui-
dade) de algumas derivadas parciais mas ndo de outras (da mesma ordem), por exemplo das
segundas derivadas parciais puras mas nao necessariamente das segundas derivadas mistas: con-
sideramos tais condicGes como altamente artificiais pois sdo incompativeis até com o simples
critério de invariancia rotacional.
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Neumann sé pode existir quando a integral da fungao f sobre o dominio €2 coincide
com a integral da funcdo gy sobre a hipersuperficie 02

/d”a: flx) = do(z) gy () . (2.6)
Q o0

Com essa ressalva, podemos em ambos os casos dar uma resposta positiva a
questao de unicidade, sob hipéteses razoavelmente gerais. Um argumento simples
para estabelecer unicidade da solugao para o problema de Dirichlet e unicidade da
solugao a menos de uma constante aditiva para o problema de Neumann, em qual-
quer dominio limitado Q em R™ cuja fronteira 9 é uma hipersuperficie de classe C'*
em R", e mediante a hipétese adicional de que a solucdo pertenca ao espaco C2(Q),
baseia-se na primeira identidade de Green: De fato, a diferenca u = u; —us de duas
solugoes u1,uz € C?(2) do mesmo problema é uma funcio ue C%(Q)) harmonica
sobre  tal que u (problema de Dirichlet), ou du/On (problema de Neumann) se
anula sobre a fronteira 02 de €. Portanto, podemos aplicar a primeira identidade
de Green (B.44) (Teorema B.5) com ¢ = u =1 para concluir que

/d"x (Vu)® = do-uVu — /d"m uAu
Q o0 Q

se anula; portanto, Vu se anula identicamente em 2. Logo, u é constante em (2.

Observamos, porém, que no caso do problema de Dirichlet, a afirmagao de
unicidade vale sob hipdteses consideravelmente mais gerais:

Teorema 2.1 (Unicidade da Solugdo Cldssica do Problema de Dirichlet) : Seja @ um
dominio limitado em R™. Entdo, o problema de Dirichlet em € sempre admite no
mdzximo uma solugao, isto €, para toda fungao fe C(Q) e toda fungio gp e C(ON),
eziste no mdzimo uma funcio ue C*(Q)nC(Q) que satisfaz a equagdo (2.1).

DEMONSTRACAO : A diferenca de duas solugoes do problema descrito
no teorema é uma funcio em C2(Q)nC(Q2) que é harmoénica sobre
e se anula sobre 0€2; portanto, ela se anula sobre €, devido ao principio
do méximo/minimo (veja o Teorema 2.3 abaixo).

O

Ainda no caso do problema de Dirichlet, a questao da existéncia da solugao, sob
hipéteses tao gerais como as acima mencionadas, é bem mais dificil. A estratégia
usualmente adotada consiste em dividir o problema em duas partes: a) estabelecer
existéncia de alguma solucdo da equagao nao-homogénea em R", sem levar em
consideragao qualquer tipo de condicdo de fronteira, e b) estabelecer existéncia da
solucao da equagao homogénea no dominio {2, para condigoes de fronteira gerais.

Quanto ao item a), apresentaremos logo em seguida (veja o Teorema 2.5 abaixo)
uma férmula devida a Poisson que, para fontes f de classe C' em R™ com suporte
compacto, fornece solucoes u de classe C? em R" da equacdo de Poisson Au = f.
Quanto ao item b), temos o seguinte
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Teorema 2.2 (Existéncia da Solugdo Cldssica do Problema de Dirichlet Homogéneo) :
Seja Q um dominio limitado em R™ cuja fronteira 02 é uma hipersuperficie
de classe C' em R™. Entdo o problema de Dirichlet homogéneo em 0 sempre
admite uma solugdo, isto €, para toda funcdo gpe C(0N2), existe uma fungdo
ue C?(Q)nC(Q) que satisfaz a equacdo (2.1) (com f=0).

Neste teorema, a hipdtese de regularidade sobre a fronteira de €2 é essencial. De
fato, existéncia da solucdo nao pode ser garantida para dominios € arbitrérios,
como mostra o seguinte

Exemplo 2.1 (Contra-exemplo de Zaremba): Seja Bg a bola aberta de raio a
em R” em torno da origem, com a origem removida:

B" = {zeR"/0<|z|<a}.

O seu fecho é a bola fechada B]} de raio a e portanto, a sua fronteira é a uniao
disjunta de duas componentes conexas: a esfera de raio a e a origem:

OB = S tu{o0}.
Seja gp a fungao continua sobre 833 dada por
gp(z) =c¢; parazeS"! e gp(0) =co ,

onde ¢y e c¢; sao constantes. Entao, se ¢y # ¢1, nao existe nenhuma solugao do
problema de Dirichlet homogéneo em B} satisfazendo estas condigoes de fronteira.

A demonstracao desta afirmagao serd apresentada mais adiante, como conseqiiéncia
do teorema sobre singularidades removiveis de fung¢oes harmonicas (Teorema 2.9
abaixo).

Observa-se que o contra-exemplo de Zaremba nao contradiz a afirmagao de
existéncia do Teorema 2.2, pois a componente conexa {0} de dB” nio é uma
hipersuperficie, sendo que ela forma uma subvariedade de dimensao 0 e nao de
dimensao n — 1.

Tendo em vista esta situagao, é conveniente introduzir a seguinte terminologia:

Definicao 2.1  Um dominio limitado 2 em R™ é chamado um dominio de
Dirichlet se o problema de Dirichlet homogéneo em Q sempre admite uma solug¢ao,
ou seja, se para toda funcdo gpe C(0N), existe uma funcio ue C*(Q)nC(Q)
que satisfaz a equagdo (2.1) (com f = 0). (Pelo Teorema 2.1, esta solug¢do u €
necessariamente inica.)

Nestes termos, a afirmacgao de existéncia do Teorema 2.2 garante que um dominio
limitado € cuja fronteira OS2 é uma hipersuperficie de classe C' em R™ é um dominio
de Dirichlet. Em particular, uma bola aberta é um dominio de Dirichlet, enquanto
que — segundo o contra-exemplo de Zaremba — uma bola aberta cujo centro foi
removido nao é.
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A identificacao e caracterizagao completa dos dominios de Dirichlet constitui
um problema dificil. E um tema central da “teoria do potencial”, intensamente
estudada nos tltimos dois séculos por um grande nimero de matematicos. Foram
desenvolvidas vérias técnicas de abordagem, entre elas o método das fungoes de
Green que, no caso de um dominio limitado cuja fronteira é uma hipersuperficie de
classe C, permite reduzir a resolucio do problema de fronteira geral & resolucio
de um unico problema desta natureza, para uma escolha especifica da fonte e da
condicao de fronteira. Apresentaremos a seguir alguns aspectos selecionados deste
método, sem pretensao de completude.

2.1.1 O principio do maximo/minimo
Um dos teoremas mais importantes sobre fungoes harmoénicas é o seguinte:

Teorema 2.3 (Principio do maximo/minimo para fungbes harménicas): Sejam Q
um dominio limitado em R"™ e ue C?*(Q)nC(Q) uma func¢io harménica a valores
reais. Entao u assume seu mdximo e seu minimo na fronteira 0X) de 2.

Mais geralmente, temos

Teorema 2.4 (Principio do mdximo/minimo para solugbes da equagdo de Poisson ) :
Sejam Q um dominio limitado em R™ e ue C?*(Q)nC(Q) wuma funcdo a valores
reats. Entao

e se Au>0 em Q, u assume seu mdximo na fronteira 05 de €,

>
o se Au<

0 em Q, u assume seu minimo na fronteira 0 de Q.

Observa-se que segundo as hipéteses, a fungdo u, sendo continua sobre o com-
pacto €2, assume seu méaximo e seu minimo em ). Observa-se também que o
principio do méximo e o principio do minimo sao equivalentes, pela simples subs-
tituicao u — —u.

DEMONSTRAGAO : Suponhamos inicialmente que Au > 0 em 2. Neste
caso, podemos afirmar que u assume seu maximo apenas na fronteira 92
de Q e ndo no interior. De fato, se xg €  fosse um mdximo (ou mesmo
um méximo local) de u, teriamos

ou 0%u )
87:1»(%) =0 e 67%2(960) <0 (1<i<n)
e portanto, (Au)(xo) < 0, contrariamente & hipGtese.

Para tratar do caso geral quando Au > 0 em €, escolhemos um ponto
de referéncia xzg e 2 qualquer, pomos

R = sup |z — x|
zeQ
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e introduzimos, para todo € > 0, a fungao u. e C%(Q)nC(Q) dada por

uc(r) = u(z) + elr — x0)? para ze Q .

Entao

Aue = Au + 2ne > 0 em )

e portanto, pelo resultado anterior,

sup uc(zr) = sup wuc(z) .
zeQ €00

Logo, para qualquer ze ,

u(z) < wue(z) < sup u(z) = sup u(z)
zeQ z €0
< sup u(z) + € sup |z — xo)?
x €00 x e
< sup u(x) + eR?.
x e o

Tomando o limite € — 0, chegamos ao resultado desejado.

2.1.2 Potencial de Coulomb

Inicialmente, queremos determinar a solucao geral u da equacao de Laplace no

dominio R™\ {0} que apresenta simetria esférica, ou seja, que satisfaz

n

u(z) = u(r) onde r? = |z)* = Zx?

Para tais funcées u, temos

Ju T
(o) = W)
0%u PN , o rt—a?
8733?@) = U@’)ﬁ*‘“(r) 3
e portanto
—1
(M) = ") + =)

(2.7)

(2.8)

Logo, a equacao de Laplace se reduz a seguinte equacao diferencial ordinédria na

variavel radial r:
n—1

u”(r) + u'(r) = 0.

r
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A solugao geral é

> 2
(n—2)rn—2 te (n>2)
u(r) = clnr + ¢ (n=2),
cr + ¢ (n=1)
onde c e ¢’ sao constantes. Logo,
ou c z;
Ox; (z) = e

e usando a relagao (B.24), obtemos

/ do-Vu = cvol (S"_l) ,
Sp—t

independentemente de a.

Definigcao 2.2 O potencial de Coulomb é a funcao Gy de classe C™ sobre
R™\ {0} que a) € harménica, b) € invariante sob o grupo de rotagées em R™ e

¢) satisfaz as condigoes de normalizagdo

/ do-VGy =1 para todo a >0
Sp—t

e
rhﬁnolo Go(r) = 0 (n>2)
GQ(’I“Q) =0 (n:?) s
Go(O) =0 (n = 1)
onde ro € uma constante. Fxplicitamente,
1 1
2
=l (s 2 (Y
1 T
G = — In — =2
0(2) prIn (n=2)
1
57 (n=1)
Diferenciando, obtemos
6G0 (.23) _ 1 ﬂ
ox; ~ vol (§n1) pn
82G0 1 7“251‘]‘ — NT;T;

O0x;0x; z) = vol (S7—1) rnt2

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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Para uso posterior, notamos que Gq e suas derivadas parciais sao singulares na
origem, mas que G e suas primeiras derivadas parciais ainda sao integraveis sobre
compactos de R™ que contém a origem, enquanto que suas derivadas parciais de
ordem > 2 ndo o sdo.? De fato, para a bola B" de raio a em torno da origem, com
0 < a <rg no caso n = 2, temos

d"z |Go(z)] = vol (S"il)/ dr r" 1 Go(r)] = gu(a), (2.14)
Bn 0
onde
1 2
P~ 2
2(n—2) " (n>2)
_ 1/, a’ 2 2 2
gn(a) = —la ‘ln7‘+r0—‘ro—a| n=2) , (2.15)
4 g
1
57 (n=1)
enquanto que
/ d"z [VGo(z)] = a. (2.16)
By

Este carater singular da funcao Gy é a origem de muitas dificuldades técnicas que,
no entanto, podem ser superadas pela idéia de introduzir uma regularizagao de Gy,
isto é, uma familia de fungdes Gy . de classe C* sobre R™ que diferem de Gy tao
somente numa bola de raio € em torno da singularidade e tais que

Go(x) = lim Go.(x) . (2.17)

pelo menos pontualmente (para todo = # 0). (Haverd também convergéncia em
outros sentidos, mas néo precisaremos deste fato aqui.) O método padréo de efetuar
uma tal regularizacao é através de multiplicagdo por uma funcao reguladora. Para
tanto, introduzimos primeiro uma fungao x de classe C'™ sobre R a valores reais
tal que

0<x<1 , suppyx c [-1,1] , x=1 sobre[—3,3]. (2.18)

(A existéncia de uma tal funcdo serd demonstrada no Capitulo 3.3.) Definimos
agora, para todo € > 0,

Xe(x) = x(r/e) para x€R" . (2.19)
Destarte, x. é uma funcao de classe C'° sobre R™ a valores reais tal que

0<xe<1 , suppxec ¢ B® , xc.=1 sobre BS/Q . (2.20)

20 caso n = 1 é excepcional no sentido de que as singularidades de Gy e suas derivadas sdo
mais amenas: na origem, G é continua e G6 apresenta apenas uma descontinuidade finita.
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Também temos

doxew) = XD

2.21
aLpy (221)
_ X'(r/e) mixy  X(r/e) r?dy; — wi;
[“)Z-ajxe (1’) = 2 2 + p 3 5 (222)
e portanto
Oixe ()] < 2, oo (@) < 2+ & (2.23)
i X e S s 105 Xe S 2 er .
onde
e = sup (B e = sup ()] (2.24)
teR teR
Para uso posterior, definimos ainda
l, = vol (S"™1) / dr ™1 x(r) . (2.25)
0
Entao a regularizacao Go,. de Gy ¢ definida por
Goe(z) = Go(x) (1 — xe(2)) - (2.26)

Isso posto, podemos formular o primeiro teorema central que, dentro de um
contexto classico, consubstancia a idéia de resolver uma equacao diferencial parcial
nao-homogénea através de uma convolucao entre a fonte e uma fungdo de Green
ou solucao fundamental — uma idéia que ja foi apresentada, em nivel formal, no
Capitulo 1.8 (veja as equagoes (1.117)-(1.119)):

Teorema 2.5 (Formula de Poisson): Para toda fung¢iao fe CT™(R™) (r > 1) com
suporte compacto, a integral

uw) = [ d" £0) Gola ) (227)
fornece uma solugdo ue C™tH(R™) da equagdo de Poisson Au = f em R".

Observa-se que, formalmente, diferenciando a equacdo (2.27) sob a integral leva a
férmula

|z —y|"

DEMONSTRACAO : Pretendemos demonstrar varias afirmacoes deste
teorema sob hipOteses mais gerais, que sao as seguintes:

a) A funcdo f é de suporte compacto, mensuravel e limitada.

b) A funcao f é de suporte compacto, diferencidvel e com gradiente
V f mensuravel e limitado.



46

Capitulo 2. Problemas e Resultados Classicos

Primeiro, definimos

ui(z) = / d"y f(y) 9:Go (x — y) (2.29)

uii(z) = / d"y Oif (y) 9;Go (z — ) (2.30)

e observamos que, embora a fungdo Go(z—y) e suas primeiras derivadas
parciais 0;Go (v — y) (consideradas como fungoes de y, para z fixo)
apresentarem singularidades no ponto y = z, as integrais nas equagoes
(2.27) e (2.29) existem se f satisfaz a hipdtese a). De fato, pomos

Il = sup |f(y)] = sup [f(y)|

y eR" y esuppf

e, para qualquer subconjunto compacto K de R,

Ri = sup  d(z,y) .
zeK,yecsuppf

Entao, para todo z € K, temos suppf c Bg, (), de modo que podemos
utilizar as equagdes (2.14) e (2.16) para deduzir as estimativas

lu(z)] < /B ()d”y FWGo(z —y)| < gn(Re) S]]
onde a fungéo g,, é dada pela equagao (2.15), e
wiwl < [ dIf@aG -l < Re ]
Bry (z)

De forma andloga, prova-se que a integral na equacao (2.30) existe se
f satisfaz a hipétese b).

Para prosseguir, precisaremos da regularizagao G, de Gg introduzida
acima, que também fornecerda uma regularizacao u. de u, definida por

ue(z) = / d"y f(y) Goelz—y) . (2.31)

Tendo em vista que a fungdo (z,y) +— Go(x —y) é, por construgao,
de classe C*° sobre R™ x R™, a funcao u. serd de classe C°° sobre R",
desde que f satisfaga a hipétese a), e

Diue (x) = / d"y f(y) 0:Go. (@ — ) | (2.32)

&ﬁjue (SC) = /d"y f(y) 5‘1-8ng,€ (IL‘ — y) s (233)
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etc.. Quando f satisfaz a hipStese b), podemos integrar a ultima
equagao por partes, obtendo

0;0juc () = /d”y 0if (y) 0;Goe(x—y) . (2.34)

Por outro lado, utilizando as estimativas
lue(z) —u(@)| < /d"y |fWGo(z — y)| Ixe(z — y)]
</ WG =] < (@]

e @) — wi@)| < [ 1) (10:G0 (@ - )l o~ )
+ [Gola = y)l 0xe (= =)

< / ™y 1£(9)|18:Co (z — )|
Be(z)

C
+ 2 d™y [f()lGo(z — )|
€ JB.(x)

< (e a®Du,

€

que decorrem das equagoes (2.14)-(2.16) e das estimativas (2.23), (2.24),
em conjunto com o fato de que g,(¢)/e — 0 quando € — 0, concluimos
que

u(z) = 151(1) ue(x) ,
ui(z) = lim Que () ,
e—0

uniformemente para x€R", desde que f satisfaga a hipdtese a). Logo,
nestas condicoes, v é de classe C' e d;u = u;. Quando f satisfaz a
hipétese b), podemos concluir, de forma andloga, que
gn (€
pd5uc() — u) < (e 220 ) ja).

mostrando que

u;j(z) = lim 0;0;u. (x) ,

e—0

uniformemente para x<€R"™. Logo, nestas condicdes, u é de classe C?
e 0;0;u = u;;. Em particular, isso ocorre quando f é e classe C! e
de suporte compacto. De modo andlogo, prova-se que quando f é de
classe C" (r > 1) e de suporte compacto, entdo u é de classe "1
e, para 1 < j < n e todo multi-indice ae N* com |a] < 7, vale
00U = Uq,j, onde

o (z) = / a4y 0 f () 0;Go (z — 1) -
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Finalmente, queremos mostrar que Au = f. Temos

Au(z) = lim Auc(z) ,

e—0

uniformemente para x € K, onde K é qualquer subconjunto compacto
de R™, e

Bu(e) = [ d" () AGoule ).
Pondo z = = — y e observando que
L-x)(x) =0 sels| <e/2,
AGo(l—x))(z) = AGy(s) = 0 seld>e,

concluimos que
Auc(z) = — / d"z f(x — 2) A(Goxe)(z) .
€/2<|z|<e

Como as fungoes Go(z) e xe(z) dependem apenas do médulo r = |z|
de z, podemos aplicar a férmula (2.8) para escrever

AGo(z) = Gl(r) + L

Go(r) = 0

AGox)(2) = (Gox)"(r) + "= (Goxe) ()

n —

r

= Gol!0) + (26400) +

= Gol) 5D+ (2650) + 2 o)

! Gom) V() -
(/)

€

Substituindo a forma explicita de Go (o que requer distinguir os casos
n#2 e n=2), obtemos

A(Goxd)(2) = 1 {n—S X(r/e) 1 X"(r/e)}

vol (S7=1) |n—2 ern—! n—2 ern2

para n # 2 (isto é, para n > 2 assim como para n =1) e

A(Goxd)(s) = — {(2 + 1nT> Xw/e oy, r ><"(7‘2/€)}

2 70 €T ) €

para n = 2, o que permite chegar as seguintes conclusoes:
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o A integral de A(Gox.)(z) sobre a casca {zeR™/¢/2 < |z| < €}

vale —1.

De fato, as férmulas anteriores podem ser reescritas para mostrar
que A(Goxe)(z), como fungdo da varidvel radial r = |z, é uma
derivada total, que é facilmente integrada: Temos

MG () = woigmry et gy (X079 = g TN

para n # 2 (isto é, para n > 2 assim como para n=1) e

S| =

AG)E) = 5= 7 4 (x0/9 + T I

para n = 2, o que implica

1

para n # 2 (isto é, para n > 2 assim como para n=1) e

To

/5/2§|z|§6d22 AGoxd) () = ( (r/e) + In—r Wf))

€/2
= (0 -x®) + (0 =0~ g V)

27“0

= -1

para n = 2.

o A integral de |A(Gox.)(z)| sobre a casca {zeR"/¢e/2 < |z] < €}

satisfaz uma estimativa da forma

€
In —
To

)

//2<| § d"z |A(Goxe)(2)] < C + ¢

onde C e C’ sdo constantes ndo-negativas que independem de € e
tais que C" =0 exceto quando n = 2.



50 Capitulo 2. Problemas e Resultados Classicos

De fato, pondo s = r/e, usamos novamente as férmulas anteriores,
concluindo que

/ d"z ‘A(Goxe)(z)‘
€/2<|z|<e

< / dr {"—3 X/l 1 Tx”(r/e)l}

/2 n—2 € n—2c¢€ €
1
n—3 1
— d ! 11
[ {5+ sl
< C,

para n # 2 (isto é, para n > 2 assim como para n = 1), com
uma constante C' > 0 que nao depende de ¢, e

/ d?z !A(Goxe)(z)f
€/2<|z|<e

< / dr {(2+
€/2

r
In —
To

LCCIE

To

7"|><”(7"/6)|}

€ €

1
= [Las{ (2 [ el + m sl
1/2 To To
< C+ 0 |mE,
To

para n = 2, com constantes C,C’ > 0 que nao dependem de e.

Logo,

| Auc(e) - fla)| = ‘—/ d"z f(z —z) A(Goxe)(2)

/2<2I<e

4 f(@) / a"= A(Gox.) (=)
e/2<|z|<e

< / "z |f(z - 2) — F@)] |A(Goxe)(2)]
€/2<|z|<e

< sw lf-2) - f@)l [ dv MGG
|2I<e ¢/2<2|<e

< sw 7] e(cr o |ns))
|Z|<e o

(sendo que C’ = 0 para n # 2), onde usamos, no ultimo passo, o
teorema do valor médio para f. Tomando o limite € — 0, obtemos

finalmente Au(z) = f(x). -
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2.1.3 Funcoes de Green

Uma das origens da nogao de funcao de Green é a observagao de que, dado um
dominio Q em R™ e uma fungao fe C'(R™) com suporte compacto contido em §2,
as férmulas (2.27) e (2.28) continuam valendo, pelo menos, dentro de § — isto é,
continuam fornecendo uma solugdo ue C?(R") da equacdo de Poisson Au = f
em ) — se nelas substituirmos o potencial de Coulomb Gy(z — y) por uma outra
“funcdo de Green”, isto é, por uma funcdo G(x,y) que difere de Go(xz — y) por
alguma funcdo em C?(R") que é harmonica sobre © em relacio & varidvel y.
A liberdade na escolha desta funcdo harmoénica pode ser utilizada para fixar o
comportamento de G sobre a fronteira 02 de Q2 de tal forma que ela serve para
resolver problemas de fronteira para o operador de Laplace em §2, inclusive os de
Dirichlet e de Neumann. O teorema béasico que permite chegar a essas conclusoes
é uma modificagao da férmula de Poisson conhecida como a terceira identidade de
Green.

Para formalizar estas idéias, consideramos daqui em diante o potencial de
Coulomb como funcao de dois argumentos, dependendo apenas da sua diferenga.
Para tanto, definimos

(R")?= R"xR" , (R")pq = {(z,y) eR" xR" [z £y}, (2.35)
e mais geralmente, para qualquer dominio 2 em R",
Q= QxQ , Oy = {(@yexQaty},
T o (2.36)
P =0a0x0 , @y = {(2,9)exQ|z#y},

onde o sufixo “md” significa “menos a diagonal”. Também utilizaremos a notacao
Vi, Ay e Vy,, Ay para denotar o operador vetorial V e o operador A de Laplace

formados por derivadas parciais em relagao as variaveis xi,...,T, € as varidveis
Y1, - -+ Yn, FeSpectivamente :
0 0 0 0
Ve = | —, ..., — , Vy = —,...,— . 2.37
* <8$1 dzr, ) v <8y1 Yn > ( )
n n
02 0?
Ae =D 5, Ay =) —. (2.38)
P 0x; Py dy;

Com essa notagao, adotaremos a seguinte

Definigao 2.3 A funcao de Green coulombiana € a funcdo
Goe C®((R™)2 ) definida por Go(z,y) = Go(z —y), ou seja,
1 1
- > 2
h—vl(s ey 7Y
1 _
Go(z,y) = Loy lz=l (n=2) . (2.39)
2 To

1
Sle—y (n=1)
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Se Q) é um dominio em R", uma fungdao de Green para o operador de Laplace
em Q é uma funcio Ge C*(Q2,) tal que G — Goe C*(Q?) e, para todo x € Q,

Ay (G(a,y) = Go(z,y)) = 0. (2.40)

Veremos no préximo capitulo como esta definicdo pode ser reformulada na lingua-
gem de distribuigoes, ja utilizada no Capitulo 1.8.

Mostraremos agora qual é a férmula que generaliza a representagao integral

(2.27) a dominios mais gerais do que R™ e fungbes de Green mais gerais do que a
coulombiana:

Teorema 2.6 (Terceira Identidade de Green): Seja Q um dominio limitado em R™
cuja fronteira 0 = Q\ Q € uma hipersuperficie de classe C' em R"™, e seja
Ge C’Z(ﬁfnd) uma fung¢do de Green para o operador de Laplace em ). Se
ue C?(Q) é uma solugio da equagdo de Poisson Au = f em Q, entdo temos
para todo x €

u(z) = /Q d"y f(y) Glz.y)
(2.41)

- [ o) (Vu () Ga) — u) 9,6 @)

DEMONSTRAGAO: Seja z€ ) fixo e seja d(x,0Q) a distancia de = &
fronteira 99 de §2; portanto, B.(z) c desde que 0 < € < d(x, 00N).

Observamos primeiro que a fungdo G(z,.), que apresenta o mesmo tipo
de singularidade no ponto x como a fungao Gy(x, .), é integrével sobre
e que

/Q d"y f(y) Glz,y) = lim ™y f(y)Glz.y)

Isto segue da estimativa

/d"y fly) Glz,y) — / - d"y f(y) G(x,y)
Q Q\ B (z)

/ d"y f(y) G(z,y)
B (x)

/ d"y f(y) (G — Go)(x.y) + / d"y f(y) Golz,y)
B (x) Be(x)

N

/ d”y\f(y)l\(G—Go)(w,y)lJr/ ay £ @) |Gl )
Be(x)

<(z)

N

sup | f(y)] { sup [(G = Go)(z,y)| vol (Be(z)) + gn(ﬁ)}

y € Be(x) y € Be(x)
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(veja a equacdo (2.14), em conjunto com a equagao (2.15)). Por outro
lado, tendo em vista que Au = f e AyG(z,y) = 0 em Q\ B.(x),
temos pela segunda identidade de Green (B.45)

/ A"y f(y) Gla,y)
Q\Bc(z)
- / Ay (Au() Gy — uly) AG (x,y))
Q\Bc(x)
- /  do(y)- (Vu(y) Glz.y) — u(y) V4G (z,1))
A(Q\Bc(x))
- /8 o) (Vu(y) Gla.y) ~ uly) 9,6 (2.0)
—/S( )da(y)-(Vu (y) G(z,y) — uly) V4G (z,y)) .

Precisamos entao calcular a segunda integral de hipersuperficie, no
limite € — 0. Mostramos primeiro que

lim do(y) - Vu(y) G(z,y) = 0.
e—0 Se(z)

Isto segue da estimativa

/ do(y) - Vu(y) G(z,y)
Se(z)

/ do(y) - Vu (y) (G — Go)(, )
Se(z)

+ /Sf(x)da'(y) -Vu (y) GO("va)

N

/ do(y) [Vu ()] (G — Go) (&, y)|
Se(x)

+ | oo /S o) Vu(y

N

/ do(y) [Vu )| [(G — Go)(z, y)|
Se(x)

_|_

Gol©) / "y ()

Be(z)

< vl (8" swp ([Vu@) (G~ Go)(a.y)l) &

ly—z|=e

£ vl (5" s L) € IGo(e)] |

ly—=z[<e
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onde no penultimo passo, foi utilizada o teorema da divergéncia para
a fungdo uw na bola B.(z), em conjunto com a equagdo Au = f.
Finalmente, mostramos que

im [ do(y)-uly) VG (ey) = u(x).
e—0 S‘(m)

Isto segue da estimativa

/ do(y) - uly) V,G (2,y) — u(x)
Se(z)

/ do(y) - uly) V(G — Go)(z,y)
Se(x)

+ / do(y) - u(y) VyGo (z,y)

— u(z) /S o) ¥,Go

VAN
01\

Y V(G —Go)(x,y)|

F(x

/ o(y) |uly) — u(@)| [V,Go (z.9)]
Se(x)

< vol (8771 i (lu()| [Vy(G = Go)(z,y)])
+ sup Ju(y) —u(2)],

ly—z|=e

onde utilizamos a normalizagao (2.9).

A terceira identidade de Green motiva a seguinte

Definicao 2.4 Seja Q um dominio em R™. Uma fungdo de Green Gpe C*(Q2 )
para o operador de Laplace em 2 € chamada fun¢ao de Green para o problema
de Dirichlet em Q) se

Gp(z,y) = 0 para y € ON) . (2.42)

De forma andloga, uma funcao de Green Gy € C? (ﬁfmd) para o operador de Laplace
em Q € chamada fungao de Green para o problema de Neumann em () se

1

n(y) - VyGn(z,y) = m

para y € ON) . (2.43)

Observamos que seria inconsistente exigir que a expressao do lado esquerdo da
equacdo (2.43) se anule, pois basta aplicar a terceira identidade de Green (2.41)
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com u=1 e f =0 para concluir que se Ge C*(Q2,) é uma fungdo de Green
para o operador de Laplace em 2 qualquer, temos

/ do(y)-V,G(z,y) = 1. (2.44)
a0

Notamos também que no caso das fungoes de Green para o problema de Dirichlet
ou de Neumann, a terceira identidade de Green se reduz a

u(z) = / "y f()Gp(ey) + [ do@) uy) VyGp(xy)  (245)
Q o0

no primeiro caso e

u(z) = Qd"y fy) Gn(z,y) — aﬂdﬂ(y)'VU(y) Gn(z,y) + (uoa (2.46)

no segundo caso, onde

1

oL(@9) Sy W) uw) (2.47)

(u)o =
representa a média da funcao u sobre a fronteira 952 de 2, fornecendo uma solugao
explicita, em termos de férmulas integrais, tanto do problema de Dirichlet (2.1),

u(z) = Qd"y fy)Gp(z,y) + - do(y) - 9p(y) VyGp(z,y) , (2.48)

como do problema de Neumann (2.2),

wa) = [ i Gnte) — [ dols) avn) Gxlan) + whon - (2:49)
Estas equagOes constituem uma generalizagdo da férmula de Poisson (2.27) pois
incorporam, além da contribuigao provinda da fonte f e representada pela primeira
integral “de volume” (que no caso da férmula de Poisson se reduz & convolugao da
fonte f com o potencial de Coulomb Gg), uma contribuigao adicional provinda
dos dados gp ou gy prescritos na fronteira e representada pela segunda integral
“de superficie”. Obviamente, a férmula de Poisson é um caso especial, obtido
quando (a) supomos que f tenha suporte compacto contido em €, (b) procuramos
a solugao u com gp =0 ou gy =0 e (¢) tomamos o limite em que Q2 = R"™.

Sendo assim, concluimos que, conforme prometido anteriormente, a resolugao
dos problemas de Dirichlet e de Neumann se reduz a resolugao de um tinico pro-
blema desta natureza, para uma escolha especifica da fonte e da condig¢ao de fron-
teira: basta calcular a funcao de Green correspondente para obter a solucao geral,
segundo as equagoes (2.48) ou (2.49). Invertendo a légica anterior, podemos até
usar estas férmulas para definir a solucdo geral e assim provar a sua existéncia,?

3Note que o Teorema 2.6 como tal ndo inclui nenhuma afirmacdo sobre a existéncia da
solugdo u, sendo que essa faz parte das suas hipéteses e ndo das suas conclusoes.
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isto é, provar o Teorema 2.2 assim como os teoremas analogos para o problema de
Dirichlet nao-homogéneo e o problema de Neumann homogéneo ou nao-homogéneo,
desde que a existéncia da funcao de Green correspondente seja garantida e as
suas propriedades sejam suficientemente bem especificadas para podermos fazer as
estimativas necessarias nas integrais pertinentes. Essa demonstragao constitui uma
versao mais sofisticada da demonstragao do Teorema 2.5 dada acima, e nao é nossa
intengao apresenta-la aqui.

Isso posto, resta a questao como calcular essas fungoes de Green para um
dominio ) dado. Ressalta-se que para dominios gerais, trata-se de uma tarefa
dificil, muitas vezes praticamente inviavel. No entanto, existem alguns métodos
que permitem tratar de casos especiais, entre eles (a seguir, nos restringiremos ao
caso das fungoes de Green para o problema de Dirichlet):

e Métodos da teoria das fungoes analiticas no plano complexo:
é facil provar que se Q e ' sao dois dominios no plano complexo, cada um
com fronteira regular, e com fungdes de Green-Dirichlet G, para Q e G,
para Q'  ese f:Q — Q' é uma transformagao conforme que se estende a
um homeomorfismo f:Q — ', entdo*

Gp(a'y') = Gp(z,y)  onde o' = f(z), y' = f(y) .

Este fato permite calcular fungoes de Green-Dirichlet para dominios mais
complicadas a partir de fungoes de Green-Dirichlet para dominios mais sim-
ples, lancando mao de transformacgoes conformes entre elas.

e Métodos de reflexao na fronteira:

é facil provar que uma combinagao linear de fungoes de Green coulombianas,
da forma

G(%?J) = GO(.’IT,y) + Z)\] G0<xjay) para x,y € ﬁ’ z # Y, Tj 7& Yy
J

é uma funcao de Green para o operador de Laplace em 2, desde que os pontos
z; (que podem depender do ponto x) ndo pertencam ao dominio Q2 e, exceto
possivelmente quando x estd na fronteira 92, nem ao seu fecho :

z;¢Q0 , v Q = xjéﬁ.

Este fato permite encontrar, para alguns dominios especiais com alto grau de
simetria, A; e z; tais que G(z,y) se anula quando y €92, ¢ assim este G serd
igual a Gp.

A maneira mais didatica de explicar estas técnicas é através de exemplos. Aqui,
queremos discutir dois exemplos da aplicacao do método de reflexao na fronteira:

4Tecnicamente, as hipSteses exatas sdao as seguintes: 00 e 0 sdo curvas de classe C! no
plano complexo, f: Q — Q' é bijetora, holomorfa e com inversa f~!: Q' — Q holomorfa e

f:Q — Q é bijetora, continua e com inversa f~1: ' — Q continua.
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o primeiro é tecnicamente o mais simples de todos, mas apresenta a desvantagem
de que o dominio correspondente nao é limitado, enquanto que o segundo é um
pouco mais complicado, mas fornece a funcao de Green-Dirichlet para o dominio
limitado mais simples possivel: a bola.

Exemplo 2.2 (Reflexdo num hiperplano) : Seja {2 um semi-espaco em R”, entao 0f2
é um hiperplano em R™, e denotamos por ¢ a reflexdao ortogonal neste hiperplano,
isto é, o é a transformagao (linear) involutiva® de R™ que é a identidade sobre o
subespago (n — 1)-dimensional 99 de R™ e menos a identidade sobre o subespago
unidimensional (9Q)% de R™ que é o seu complemento ortogonal. Notando que
para x € (), temos oz ¢ (2, concluimos que

Go(xay) + )\GQ(O’Q},y)

¢ uma funcao de Green para o operador de Laplace em (). Falta apenas determinar
o fator A tal que esta esta combinacao se anula quando y €92, i.e., quando oy = y.

Mas como Go(x,y) depende apenas de |z — y| e o é isométrica (|oz| = |z|), é Sbvio
que a solucao é A = —1, e portanto a funcao de Green-Dirichlet para este dominio
é

Gp(z,y) = Gollz —yl) — Go(loz —yl) , (2.50)

com Gy o potencial de Coulomb dado pela equacdo (2.11), por exemplo.

Exemplo 2.3 (Reflexdo numa esfera): Seja Q a bola aberta em R™ de raio R
em torno da origem, entdo 02 é a esfera em R™ de raio R em torno da origem,
e denotamos por ¢ a reflexao conforme nesta esfera, isto é, o é a transformacao
(ndo-linear) involutiva® de R™\ {0} dada por
2
oxr = T—Qm para xe R", x #0 ,

onde r = |z| denota a norma euclideana de x, como antes. Notando que para x € €,
temos ox ¢ €2, concluimos que

Go(z,y) + XGo(ox,y)

¢ uma funcao de Green para o operador de Laplace em ). Falta apenas determinar
o fator A (que aqui dependerd de x) tal que esta esta combinagao se anula quando
y€dQ, i.e., quando |y| = R, ou ainda, quando oy = y. Mas neste caso, temos

R? 2 R2\2 R?
oz —y|* = ‘*x—y‘ = (7) 2> = 2— -y + |y]?
|| || |z[2
R? 2 2 |Z/|2
R2 R2

= W(|y|2—2w~y+|x|2) = W|x—y|2~

5Uma transformacio é chamada involutiva se ela coincide com o seu préprio inverso.
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e como Go(x,y) depende apenas de |z — y|, podemos reescrever o resultado final
de tal maneira que a distin¢ao de casos da equacao (2.11) se torna desnecessdria,
chegando a conclusao de que a fungao de Green-Dirichlet para este dominio é

||
R

com Gy o potencial de Coulomb dado pela equacdo (2.11), por exemplo.

Gp(z,y) = Go(lz —yl) — Go(5 loz—yl) , (2.51)

Notamos que a fungdo de Green-Dirichlet (2.51) para a bola acima deduzida
também é chamada o o nicleo de Poisson. Como ji foi mencionado anterior-
mente, ela pode ser combinada com a equacao (2.48) para provar, por construcao
explicita, a existéncia da solugao geral do problema de Dirichlet, homogéneo ou nao-
homogéneo, no mais simples dos dominios limitados: a bola. A férmula explicita
que resulta desta combinagao é devida a Poisson, o que explica a nomenclatura.

2.1.4 Teoremas da média esférica e de regularidade

Como corolédrio da terceira identidade de Green, podemos deduzir o teorema da
média esférica para fungoes harmoénicas. Para a definicao do conceito da média
esférica M, de uma funcdo u, veja o Apéndice B (equagdes (B.46) e (B.47)).

Teorema 2.7 (Teorema da média esférica para fun¢Bes harménicas): Sejam Q um
dominio em R™ e ue C(Q). Se a funcio u é de classe C? e é harménica, a sua
média esférica M, independe da varidvel radial, i.e., vale

M, (z,7) = u(z) para ze ), 0<r <d(x,00) . (2.52)

Reciprocamente, se a média esférica M, da funcdo u satisfaz esta condi¢do, entdo
u € de classe C*° e é harmoénica.

DEMONSTRACAO : Supondo primeiro que u seja de classe C2, notamos
que M, (z,0) = u(z) e que vale IM,/Or =0 se e somente se A¢p =0
(veja a equagao (B.49) na demonstragao da Proposigao B.2). Portanto,
para completar a demonstragdo, precisamos mostrar apenas que se
ue C(Q) é tal que a sua média esférica M,, satisfaz a equacao (2.52),
entdo necessariamente we C°°(Q). Inicialmente, observamos que é
suficiente provar esta afirmacao sob a hipdtese adicional de que € é
limitado e que ue C(2). (No caso geral, recobrimos € por uma familia
de subdominios limitados com fecho contido em 2 e concluimos que
se a afirmacao vale para cada um destes subdominios, ela vale para €2
também.) A idéia da demonstragio reside a) na introducido de uma
regularizacao da fungao u definida e continua sobre {2 através de uma
familia de fungées u, definidas e de classe C*° sobre subdominios apro-
priados Q¢ de €2 (e > 0) tais que

UQE:Q

e>0
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e b) na observagao de que se u satisfaz a equagao (B.49), entao

u | Q, = Ue-
Para efetuar a desejada regularizagao, utilizamos as fungoes regulado-
ras x € C(R) e xee C*°(R™) jd introduzidas anteriormente (veja as
equagdes (2.18)-(2.25)), e definimos

Qe = {zeQ]d(z,00) > €},

ue(z) = ! /d"y u(y) xe(x —y) para z € €, .

l, €

Intuitivamente, ). é obtido por remocao de uma camada de es-
pessura € em torno da fronteira 02 de €. Sendo que a fungio
(z,y) = xe(z —y) éde classe C™ sobre R™ x R™ e que para x € .,
o suporte da funcao x.(x—vy) (como funcdo de y, para x fixo) é contido
em () e portanto a integral na definicao de u. se estende tao somente
sobre o compacto fixo £, a funcdo u. serd de classe C> sobre §)..

Isso posto, calculamos, para x € €,

1 n
Ue(x) = ln en /Bg(z) d Yy U’(y) Xé(q" - y)
1 € n—
= o /o dr "1 x(r/e) /sr(x) do(y) u(y)

vol (71 €
= ()/0 dr v x(r/e) My(xz,7) ,

I, €

e observamos que se u satisfaz a equagao (2.52), segue u.(z) = u(x),
devido & equacao (2.25).
O

Combinando o teorema da média esférica com a férmula de Poisson, obtemos o
seguinte

Teorema 2.8 (Teorema de regularidade): Sejam Q um dominio em R™, f uma
fungdo continua sobre Q e u uma funcdo de classe C? sobre Q que € solucdo da
equagdo de Poisson Au = f. Entdo se f € de classe C*°, u também € de classe C*.

DEMONSTRAGAO: Em particular, o teorema afirma que fungoes
harmoénicas sdo automaticamente de classe C*°, o que é uma con-
sequéncia imediata do Teorema 2.7. Para tratar do caso geral da
equagao de Poisson com uma fonte f de classe C'° nao-trivial, observa-
mos que € suficiente provar que cada ponto de € possui uma vizinhanga
aberta contida em ) sobre a qual a solugao u é de classe C'*°. Sejam
entdo 2 um ponto qualquer de 2 e € > 0 tal que a bola fechada B ()
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de raio € em torno de z esteja contido em 2, e seja f; . a fungao sobre
R™ definida por

(y—z ara ye
fon) = {x(y )f(y) para y

0 para y ¢ ()

onde, mais uma vez, x € C®(R) e x.e C°(R™) sdo as fungodes regu-
ladoras ja introduzidas anteriormente (veja as equagoes (2.18)-(2.25)).
Obviamente, f; . ¢ de classe C* e de suporte compacto, e portanto
podemos considerar a funcdo u, . sobre R™ definida pela férmula de
Poisson

um,e(y) = /dnz fw,e(z) GO(y - Z) .

Conforme o Teorema 2.5, u, . também é de classe C*°. Mas sobre a
bola aberta Be/Q(x) de raio €¢/2 em torno de z, f; . coincide com f;
logo u — g, € harmoénica e portanto tanto © — ug, como u sao de
classe C°.

O

Para uma melhor apreciagao deste teorema, parece util mencionar que a mesma
afirmagao (propriedades de regularidade da fonte implicam em propriedades
andlogas de regularidade da solugdo) é vélida para qualquer operador eliptico,
enquanto que isso nao é o caso para operadores hiperbdlicos como o operador de
ondas, por exemplo. De fato, é de se esperar que para equacoes de evolucao, a re-
gularidade da solucao dependerd nao apenas da regularidade da fonte mas também
da regularidade da condigao inicial. No caso da equagao de ondas, isso se concretiza
através do principio de “propagagao de singularidades”: singularidades na condigao
inicial resultam em singularidades na solucao, ja para a equagao homogénea.

2.1.5 Singularidades removiveis
Um outro teorema 1til na teoria das fungoes harmonicas é o seguinte:

Teorema 2.9 (Singularidades removiveis de fun¢es harménicas): Sejam Q um
dominio em R™, xge Q e u uma funcdio de classe C* e harmonica sobre Q\ {xo}.
Se n>1 ewu € limitada, entdo u admite uma Unica extensao a uma funcao de
classe C? e harmoénica sobre Q.5

Entre outras coisas, este teorema implica que a singularidade na origem exibida
pela funcdo Gy (o potencial de Coulomb) é tipica e inevitavel: sendo uma fungao
harmonica fora da singularidade, ela seria trivial se ndo apresentasse um pdlo —
isto é, uma singularidade em torno da qual nédo é limitada. (Portanto, ndo existe,
para n > 1, a op¢ao de uma simples descontinuidade.) O teorema também fornece

S0Obviamente, para n = 1, este teorema é falso: podemos juntar dois segmentos de funcées da
forma f(z) = ax + b de forma descontinua, porém limitada.
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uma demonstracao imediata da afirmagao do contra-exemplo de Zaremba (veja a
discussdo no inicio desta se¢do), pois implica que uma fungiao u de classe C? e
harménica sobre B” (a bola aberta de raio r em R™ em torno da origem, com a
origem removida) e continua sobre B” (a bola fechada de raio r em R™ em torno da
origem) é de fato harménica sobre B! (a bola aberta de raio r em R™ em torno da
origem). Portanto, segundo o principio do méximo/minimo, o seu valor na origem
é limitado (superiormente e inferiormente) por seus valores em S"~1 (a esfera de
raio r em R™); em particular, é impossivel que uma tal fungio se anule sobre S7~!
sem se anular identicamente, inclusive na origem.

DEMONSTRAGAO : Primeiro, observamos que é suficiente demonstrar
este teorema para o caso onde o dominio {2 é a bola aberta B} em torno
da origem e a fungao u dada é continua sobre B%\{0}. (Basta escolher
R < d(xg,00), onde d(xg, Q) é a distancia de zq & fronteira 09 de Q
e aplicar uma translagao pelo vetor —zg). Segundo, notamos que devido
aos teoremas de unicidade e existéncia da solucao classica do problema
de Dirichlet homogéneo (Teoremas 2.1 e 2.2) na bola, é suficiente de-
monstrar o teorema para o caso onde a funcao u dada se anula na
esfera S}‘i_l. (De fato, suponha que a afirmagéo do teorema vale neste
caso. Se u é uma fungao de classe C? e harmonica sobre B% \ {0},
continua sobre B \ {0}, existe uma tnica funcdo v de classe C? e
harmoénica sobre B%, continua sobre B}L{, tal que v coincide com u
sobre S}%_l. Assim, a afirmacao do teorema para u segue da afirmacao
do teorema para u — v.)

Seja entao u uma fungao de classe C? e harmoénica sobre B% \ {0},
continua e limitada sobre B% \ {0}, tal que u =0 sobre S}~ '. Pomos

M, = sup u(z) , M_ = inf wu(x)
" 0<|z|<R ( ) 0<|z|<R (

Agora definimos, para todo 0 < € < R, as cascas
'r = {reR"/e<|z| < R}
Cer = {zeR"/e<|2| < R}

€ pomos
Go(lz]) — Go(R)

Go(e) — Go(R)
A funcdo u, apropriadamente restrita, e as fungoes uét sao de classe C?
e harmonicas sobre C: R» continuas sobre Cg R € tais que

uei(x)—{ 0 se |z|=R

u(z) = My

My se |xz|=e€
Destarte,
u—uf < 0 sobre OCl'p = SP'uSEt,
u—u, = 0 sobre 9C'p = Srtugpt.



62 Capitulo 2. Problemas e Resultados Classicos

+

Aplicando o principio do méaximo a funcdo u — u} e o principio

do mfnimo & fungdo u — u_, concluimos que vale wu. < u < uf
sobre C7'p. Portanto, dado um ponto ze€B% \ {0} qualquer, temos
u_ (z) < u(z) <ul(z), desde que 0 < € < |z|, e consequentemente

lim v (z) < u(z) < lim v (x) .
e—0 e—0

Mas para R >0 e xe B\ {0} fixos, temos

1/‘x|n—2 _ 1/Rn—2

ll_rf(l) U ({,13) = 11_1% M:t 1/6”72 7 I/Rn72 =0
sen>2 e
In(R
lim uF(z) = lim My M =0
e—0 =0 In(R/¢)

se n = 2, enquanto que

gy 2| - R (_@)
lg%ug(x)—lg%Miie_R = My (1 R

se n = 1. Nos primeiros dois casos, segue que u = 0, enquanto que no
ultimo caso, nao ha como concluir nada.

O

2.2 O método de separacao de variaveis

Um dos métodos mais tradicionais para encontrar solugoes de equagoes diferenciais
parciais é por separacao de varidveis. Grosso modo, este método se basea na ideia de

procurar solugoes u que, como fungoes de n variaveis y1, ..., y,, digamos, fatoram
no produto de n fungoes uq,...,u, de apenas uma varidvel cada uma, conforme
WYty Yn) = ur(yr) - un(yn) - (2.53)

Claramente, tais solugdes sao muito especiais. Porém, solugoes mais gerais podem
ser construidas formando combinagdes lineares, pois para equagoes diferenciais par-
ciais lineares (homogéneas), uma combinagao linear de tais solugoes ainda é uma
solucao que, no entanto, nao tera mais a mesma forma. E tomando limites, pode-se
passar a considerar séries convergentes, ao invés de combinacoOes lineares finitas.
Finalmente, em certas situacoes e mediante uso de uma nogao adequada de
convergéncia, é possivel provar que toda solucao (dentro de uma classe suficiente-
mente ampla de fungoes) admitird tal expansdo em série.

A limitacao principal do método provém das condigoes de fronteira, sendo que
ele sé serve para resolver problemas de fronteira em dominios {2 muito simples,
frequentemente caracterizados por um alto grau de simetria, e isso mediante
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uma escolha adequada das varidaveis yi,...,y,, adaptada a geometria de .
Por exemplo, se Q for um retdngulo (n = 2) ou, para n geral, um hipercubo,
podemos usar as coordenadas cartesianas usuais 1, ..., T,, enquanto que se €2 for

um disco (n = 2) ou, para n geral, uma bola, temos que passar para coordenadas
esféricas, e assim por diante. Sem tal adaptacao das coordenadas empregadas,
simplesmente nao existird nenhuma solugao que fatora e ainda satisfaz condigoes
do tipo Dirichlet ou Neumann, por exemplo, sobre a fronteira 92 de . Portanto,
em fungao dessa dificuldade, o método torna-se intutil para dominios com geometria
mais complicada. Mas mesmo assim, os exemplos em que o método funciona bem
sao suficientemente interessantes para merecerem um tratamento com um certo
grau de detalhe.

Antes de entrarmos na discussao de exemplos, j4 podemos resumir a estratégia
do método, que consiste de varios passos.

e Passo 1: Escolher um sistema de coordenadas 1, ...,y, no dominio 2 que
permite decompor sua fronteira 92 em um nimero finito de “pedacos”, cada
um dos quais é dado por uma equacao simples do tipo y; = 0, para algum
valor de i.

e Passo 2: Reescrever o operador diferencial pertinente em termos das coorde-
nadas yi,...,Yn.

e Passo 3: Determinar as equagoes diferenciais ordinarias e as condigoes de
fronteira satisfeitas por cada um dos fatores u;, como funcao de y;.

e Passo 4: Resolver essas equacoes, em termos de fungoes conhecidas.

e Passo 5: Formar combinagoes lineares e séries das solugoes fatoraveis e
determinar qual classe de solugoes admite uma expansao em série deste tipo.

Naturalmente, este roteiro pode ser modificado para adapté-lo a outras situagoes,
dependendo das circunstancias — principalmente quando o método funciona apenas
parcialmente, ou seja, quando o problema em questao sugere uma separagao parcial
das variaveis, dividindo-as em blocos.

Um exemplo tipico e razoavelmente geral desta situagao ocorre no estudo de
equagoes de evolugao — mais especificamente, da equacao de difusao assim como da
equagao de ondas — com condicoes de fronteira que independem do tempo.

Concretamente, considere a equacao de difusao homogénea

(gt - AA) u =0 (2.54)

e a equacao de ondas homogénea

1 62
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em n + 1 dimensoes, em um dominio 2 da forma I x 4 onde I é um intervalo
aberto em R (que pode ser finito ou semi-infinito ou mesmo a reta inteira) e Qg é
um dominio em R”. Neste caso, procuramos solugoes u da forma

u(t,z) = v(t)w(z) para tel, z€Qq , (2.56)

notando que, neste caso, precisamos impor condicoes suplementares apenas sobre
uma parte da fronteira 92 de Q0 — condigdes que se dividem naturalmente em
condigoes de fronteira sobre a “parte espacial” I x 9y de 9f2 e condigdes iniciais
sobre uma hipersuperficie de Cauchy do tipo {to} x Qo: claramente, tais condigoes
s@o compativeis com a hipétese de fatoragao formulada na equagao (2.56). De fato,
para fungoes u deste tipo, a equagdo de difusao (2.54) toma a forma

o(t)w(z) — Ao(t) Aw(xz) = 0,

enquanto que a equagao de ondas (2.55) toma a forma

1.

= () w(z) —v(t) Aw(z) = 0,

de modo que no subconjunto aberto de Q onde u # 0 (que também é um produto
cartesiano, a saber, do subconjunto aberto de I em que v # 0 com o subconjunto
aberto de 2y em que w # 0), obtemos, apds divisdo por wu,

o(t) _ )\Aw(x)

para a equagao de difusao e

u(t) w(x)

para a equagao de ondas. Agora, nestas equagoes, o lado esquerdo é apenas uma
funcao de t, enquanto que o lado direito é apenas uma fungao de x, e portanto
ambos os lados tem que ser constantes, ou seja, existe uma constante a€R tal que

14() Aw(zx)
2 ot

Aw(r) = aw(x) (2.57)
e ainda
0(t) = adv(t) (2.58)
para a equagao de difusao e
b(t) = acto(t) (2.59)

para a equacao de ondas. Evidencia-se entao que as condigoOes iniciais fixam a
funcao w, a menos de um fator constante v(to), enquanto que as condicoes de
fronteira fixam o comportamento desta funcdo w na fronteira 9Qy de Q.

Sendo assim, somos levados a estudar, como passo intermedidrio, o problema
de determinar o “espectro” do operador de Laplace, ou seja, encontrar as solugoes
da equacdo de Laplace modificada (2.57), no dominio Qg, com uma constante a



2.2. O método de separacao de variaveis 65

a ser determinada, sujeitas a condigoes de fronteira do tipo Dirichlet ou Neumann,
digamos. Tipicamente, para dominios 2y limitados, o “espectro” dos valores «
permitidos sera discreto e pode ser enumerado por inteiros. Também é interessante
notar que, para condic¢oes de fronteira do tipo Dirichlet ou Neumann homogéneas,
conforme as quais a solugao, no primeiro caso, ou a derivada normal da solugao, no
segundo caso, se anula na fronteira 92y de €2y, a constante a nao pode ser positiva,
pois neste caso, a primeira identidade de Green (B.44) implica

d"z |Vul* = — d"vulu = —a | d"x |ul?
Q0 Qo Qo

e portanto devemos ter a < 0.
O exemplo mais simples € o seguinte:

Exemplo 2.4 Considere a equacao de Laplace modificada (2.57) unidimensional
no intervalo Qy = ]0, L[, com condigoes de fronteira de Dirichlet homogéneas

wP(0) = 0 = w®(L), (2.60)
ou condigoes de fronteira de Neumann homogéneas
w™’(0) = 0 = wN(L). (2.61)

Entao a constante a deve, de fato, ser negativa, pois se ela fosse positiva, a
solucao da equacao seria uma combinacgao linear das duas fungoes exponenciais
exp(y/a ), e se ela fosse igual a zero, seria a soma de uma funcgio linear e uma
funcao constante; assim, tanto a funcao w como a sua derivada w’ se anularia,
no maximo, em apenas um ponto da reta, o que é incompativel com as condigoes
de fronteira estipuladas nas equagoes (2.60) ou (2.61). Portanto, concluimos que
a < 0 e que tanto a funcdo w como a sua derivada w’ sdo combinagdes lineares das
fungoes sin(v/—a z) e cos(y/—az). Obviamente, a condi¢io de fronteira em x =0
implica que sé aparece a fungao sin(y/—ax) (Dirichlet) ou a fungao cos(v/—a )
(Neumann), e a condigdo de fronteira em x = L implica que v/—«a L deve ser um
multiplo inteiro e, sem perda de generalidade, positivo, de 7. Assim, obtemos uma
familia, parametrizada por um inteiro nao-negativo k, de solugoes da equagao (2.57)
satisfazendo as condigoes de fronteira (2.60) de Dirichlet e (2.61) de Neumann,
respectivamente, definidas por

wlgD)(x) = sin(kwz/L) (k=1,2,3,...),

(2.62)
w,(CN)(a:) = cos(kmz/L) (k=0,1,2,...),
e tais que o correspondente valor de « é
ay = —(kx/L)*. (2.63)

Finalmente, formando combinagoes lineares e passando ao limite de um numero
infinito de termos, obtemos uma familia de solu¢bes w da equagao de Laplace
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modificada (2.57) no intervalo (a valores reais ou complexas), satisfazendo as
condicoes de fronteira (2.60) de Dirichlet e (2.61) de Neumann, respectivamente,
da forma

wPN(z) = Zakw,(cD/N)(x), (2.64)
k=0

D . .
onde entendemos que wl,(C )=0 para k=0, com coeficientes @, (reais ou complexos)

que devem apresentar um decaimento assintético (i.e., no limite em que k — o)
suficiente para garantir a convergéncia desta série de Fourier.

Passando a discussdo das equagoes de difusao (2.54) e de ondas (2.55) unidi-
mensionais no intervalo, comegamos por escrever suas solugoes fatordveis, conforme
a equagao (2.56), resolvendo as equagoes (2.58) e (2.59), respectivamente, com os
valores de a dados pela equagédo (2.63): o resultado é

u](CD)(t"T) _ eXp(— (kﬂ/L)QAt) sin(kﬂ'x/L) (k=1,2,3,...),

u,(CN)(t,x) = exp(— (km/L)*At) cos(kmz/L) (k=0,1,2,...), (207
para a equagao de difusao e
u;D’O)(t,a:) = cos(kmct/L) sin(kmz/L) (k=1,2,3,...),
u,gD’l)(t7x) = sin(kmct/L) sin(kwz/L) (k=1,2,3,...), (2.66)

( )
uéN’O)(t,x) = cos(kmct/L) cos(kmx/L) (k=0,1,2,...),
( ) cos(

ul(cN)l)(t’m) — sin krx/L) (k=0,1,2,...),

para a equacdo de ondas. A solucdo geral é obtida formando combinagdes lineares
e, no limite, séries da forma

uP(t,2) = i ay, exp(— (km/L)* \t) sin(kmz/L) ,
=1 (2.67)

M8

uM(t,z) = ay exp(— (km/L)*> Xt) cos(kmz/L) ,

=
I
o

para a equacao de difusdo, com coeficentes a,, a serem determinados pela expansao
de Fourier da condigao inicial

uP)(0,z2) = Z ay, sin(kmz/L) ,
= (2.68)
uM™(0,2) = Z ay, cos(krz/L) ,

=
Il

0
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uP(t,z) = Z(akcos(kﬂ'ct/L) + bksin(kwct/L)) sin(kmz/L) ,

= (2.69)
uM(t,z) = Z(akcos(kwct/L) + bksin(kwct/L))cos(kwx/L) ,

k=0

para a equagdo de ondas, com coeficentes a, e b, a serem determinados pelas
expansoes de Fourier das condigoes iniciais

u®)(0,z) = Z aj sin(kra/L)

k=1
WP (0,z) = i by (kwe/L) sin(kmz/L) ,
= (2.70)
u™(0,2) = Z ay, cos(kmx/L) ,
k=0
a®P)(0,2) = Z by (kmc/L) cos(kmx/L) .

k=0

Os coeficientes devem ser escolhidos de tal modo a garantir a convergéncia das séries
de Fourier (2.68) e (2.70) para as condi¢oes iniciais em um sentido apropriado (por
exemplo, na norma do supremo, o que corresponde & convergéncia uniforme, ou na
norma L?), e entdo podemos garantir a convergéncia das correspondentes séries de
sogugoes (2.67) e (2.69) neste mesmo sentido, uniformemente em ¢.

Para resolver o mesmo problema de determinar o “espectro” do operador de
Laplace em duas dimensbes espaciais (n = 2) e para dominios )y simples tais
como o retangulo e o disco, podemos novamente aplicar o0 método de separacao de
varidveis.

Exemplo 2.5 Considere a equagao de Laplace modificada (2.57) no retangulo
Qo =10, a[x]0,b[, digamos, com condigdes de fronteira de Dirichlet homogéneas

w®(0,y) = 0 = wP(a,y) (0<y<h), (2.71)
w®)(z,0) = 0 = wP)(z,b) (0<z<a), '
ou condigoes de fronteira de Neumann homogéneas
O™ Suw™)
<y<h),
5 09 o (@) (0<y<h) .
N) (N) '
@0 =0 = %@ (0<s<a)

Neste caso, os primeiros dois passos sao triviais, de modo que podemos prosseguir

imediatamente ao
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Passo 3: Suponha que a funcao w fatora, i.e., vale
w(z,y) = X(@)Y(y) .
Entéo a equagio (2.57) assume a forma
X'(@)Y(y) + X(2)Y'(y) —aX(@)Y(y) = 0,

de modo que no subconjunto aberto de 2 onde w # 0 (que também é um retangulo,
a saber, o produto cartesiano do subconjunto aberto de ]0,a] em que X # 0 com
o subconjunto aberto de ]0,b] em que Y # 0), obtemos, apds divisdo por w,

X"(x) | Y'(y)

X Ty T
o X'a) Y
X(2) V)

Agora, nesta equagao, o lado esquerdo é apenas uma funcao de z, enquanto que
o lado direito é apenas uma funcao de y, e portanto ambos os lados devem ser
constantes, ou seja, existem constantes 5,v€R com S+ v = «a tais que

X'z) = BX(z) , Y'(y) = 7Y (y) .

Passo 4: Considerando cada uma dessas duas equagoes, podemos aplicar o mesmo
procedimento do exemplo anterior e combinar os resultados para obter uma familia,
parametrizada por dois inteiros nao-negativos k e [, de solugbes da equacdo (2.57)
fatordveis e satisfazendo as condigoes de fronteira (2.71) de Dirichlet e (2.72) de
Neumann, respectivamente, definidas por

w,(cl?l’)m(m,y) = sin(knz/a) sin(lmy/b) (k,1=1,2,3,...),

w,(vl\?D(x,y) = cos(kmaz/a) cos(lmy/b) (k,1=0,1,2,...),

(2.73)

e tais que o correspondente valor de « é

g = — ((kmfa)® + (In/b)?) . (2.74)

Passo 5: Formando combinagoes lineares e passando ao limite de um ntmero
infinito de termos, obtemos uma familia de solu¢bes w da equagao de Laplace modi-
ficada (2.57) no retangulo (a valores reais ou complexas), satisfazendo as condigoes
de fronteira (2.71) de Dirichlet e (2.72) de Neumann, respectivamente, da forma

o0
D/N D/N
wN@y) = 3w (@y) (2.75)
k=0

onde entendemos que w,(ch)D = 0 para k=0 ou | =0, com coeficientes ay; (reais
ou complexos) que devem apresentar um decaimento assintdtico (i.e., no limite em
que k — oo efou | — o0) suficiente para garantir a convergéncia desta série de
Fourier.
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Exemplo 2.6 Considere a equagdo de Laplace modificada (2.57) no disco de
raio @ em torno da origem, digamos, e, mais uma vez, com condigoes de fronteira
de Dirichlet ou Neumann homogéneas.

Passo 1: Introduzimos coordenadas polares no plano, escrevendo
T = rcosy , y= rsiny,

com 0 <7 < oo (r=+ya?2+y?) e 0 < ¢ < 27. A matriz jacobiana desta
transformagao de coordenadas é dada por

Oxr Oz
o By cose —rsing x/r —y
9y 9y sing  TCosp y/r o« 7
ar Oy
que tem determinante igual a r e inversa igual a
or Or
oz 0y cos @ sin ¢ x/r  y/r
dp Oy —sing/r cosp/r —y/r? x/r? .
or Oy
Passo 2: Notando que
ow ow Or Ow Oy ow sing Jw
— = —— + ——— = cosp— — —,
ox or dx Oy Oz or r O0p
ow Oowor  OJwdp . Ow  cosp Ow
— = —— 4+ ——= = singp— —,
dy or dy dyp Oy or r  Op
e portanto
0%w ~ cos g(cos ow B sinwaﬂ) B singpi(cos ow B singp@iw)
ox2 Y or Y or r Op r Op Y or r Op
~ eos? O’w  2cosg sinp dw  2cosyp singp 0w
B Y o2 r2 Op r Or dp
sin? o ow sin? ¢ 9%w
r  or r2  Jyp?
82w “in (sin ow n cos ¢ 8111) n cosy 0 (s"n w n cos 8w)
g7 _ el il g Z (sinp 22 o
Oy? Y or Y or r Op r Oy Y or r Oy
_ sino 0%w _ 2cosgp sinp dw | 2cosp singp 0%w
or? r2 Op T or dy

cos?p Ow  cos?p 0w
r Or r2  9p?
concluimos que o operador de Laplace em coordenadas polares no plano tem a
forma,

0w 1 ow 1 Q%w

A = — + = — + — — .
v Oor? +r8r +7‘2 Op?

(2.76)
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Além disso, as condigoes de fronteira de Dirichlet e de Neumann assumem a forma

w(a,p) = 0, (2.77)
¢ o

w

— =0 2.78

lag) = 0, (278)
respectivamente.

Passo 3: Suponha que a funcao w fatora, i.e., vale

w(r,p) = R(r)®(p) .
Entao conforme a equagédo (2.76), a equagao (2.57) assume a forma

/() 8(p) + - R(r) 8(g) + 5 R0 ¥(9) — a R(r) B(g) = 0,

de modo que no subconjunto aberto do disco onde w # 0, obtemos, apds divisao

por w e multiplicacdo por 2,

r2R'(r) | rR(r)  2"(p) 2

Rp) T R0 e T T
ou seja,

r*R"(r) LA (N R (2

R(r) R(r) P ()

Agora, nesta equacao, o lado esquerdo é apenas uma fungao de r, enquanto que
o lado direito é apenas uma funcao de ¢, e portanto ambos os lados devem ser
constantes, ou seja, existe uma constante §€R tal que

R/ + - R — (o= 5)Re) = 0, #(p) = Bo(p).

Passo 4: Comecando pela ultima dessas equagoes e usando o fato de que ® deve ser
uma funcao periédica de ¢, com periodo 27, obtemos uma familia, parametrizada
por um inteiro m, de solucoes, definidas por

(bm((p) = exp(im@> (mEZ) )
e tais que o correspondente valor de 5 é
B = —m?.

Assim, a primeira dessas equagoes assume a forma

R"(r) + %R’(r) — (a+ T—j) R(r) = 0.

Reescalonando a variavel radial, definimos

s = v—ar , S(s) = R(r),
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onde usamos que a constante a deve ser negativa, e concluimos que S deve satisfazer
a equacgdo de Bessel

m2

S"(s) + %S/(s) + (1 - 572) S(s) = 0. (2.79)

Esta equacao tem duas solugoes linearmente independentes, que podem ser encon-
tradas utilizando uma expansao do tipo de série de Laurent em torno da origem,
ou seja, fazendo um “Ansatz” da forma

S(s) = Zcpspﬂ
p=0

onde ¢ é algum inteiro fixo e os ¢, sdo coeficientes reais: basta inserir esta expansao

na equacao diferencial (2.79) e reagrupar os termos para obter

Zcp((p +q)* — m2)sp+q_2 + Zcpﬁ sPta=2 — 0.
p=0 p=2

Considerando primeiro os dois termos de ordem mais baixa, proporcionais a 5772
e a s971, conclufmos que esta equagao somente poderd ter solucdes se ¢ = +|m)|
e ¢1 = 0; neste caso, os demais termos da equagao exigem que os coeficientes c,,
satisfagcam a seguinte relagao de recorréncia:

p(p+2q)c, + ¢, = 0 para p=2, comq==Em|.

Em particular, teremos ¢, = 0 para p impar. Além disso, o caso de ¢ ser negativo
na verdade ndo existe, pois se tivermos ¢ = —|m| < 0, pondo p = —2¢q = 2|m|
implica Colm|—2 = 0 e portanto, recursivamente, segue que ¢, = 0 para p par
também, desde que 2 < p < 2|m| — 2, de modo que estamos de volta no caso
anterior de uma expansao que comega com a poténcia |m/|, ao invés de —|m|. Assim,
escolhendo ¢, = 1/2I™|m|!, chegamos & fungdo de Bessel da primeira espécie,
denotada por J,,, que tem um zero de ordem |m| na origem, dada explicitamente

por 7

Tui(s) = 3 A (2 (2.50)

271+ [m])!

Como essa série converge absolutamente e uniformemente em cada compacto, segue
que J,, é uma funcao analitica inteira, e é sabido que, ao longo do semi-eixo real
positivo, ela possui uma sequéncia infinita de zeros e uma sequéncia infinita de
extremos que denotaremos por (z)), ;)ken € por (2, p)ken, respectivamente, de

7A segunda solucéo, linearmente independente da primeira, seria a funcéo de Bessel da segunda
espécie, denotada por Y, mas como decorre do argumento apresentado acima, esta ndo é nem
meromorfa na origem; assim, ela levaria a uma solugdo que possui uma singularidade essencial no
centro do disco e portanto deve ser descartada.
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modo que temos

Jo(2) =0 <= z=2), paraalgum keN
Jo(2) =0 <= 2z=0 ou z=z, paraalgum k€N

(2.81)
Ji(z)=0 <= 2z=0 ou z=2z2), paraalgum k€N
Ji(2)=0 <= =z=2{, paraalgum k€N
e para |m| > 1
Jm|(2) =0 <= 2=0 ou Z:Z|Om\k para algum k € N 5 8
) (2)=0 <= 2z=0 ou z=z|1m‘)k para algum k € N (2:82)

Combinando estes resultados, obtemos uma familia, parametrizada por um
inteiro m e um inteiro nao-negativo k, de solucgoes da equagao (2.57) fatordveis
e satisfazendo as condigbes de fronteira (2.77) de Dirichlet e (2.78) de Neumann,
respectivamente, definidas por

D .
wfyl7;€7o(r, ©) = i (Zlomw r/a) exp(imp) (me€Z,k=1,2,3,...), (2,89
wgi)o(r, p) = J\m|(z|1m\,k r/a) exp(imy) (me€Z,k=1,2,3,...),

e tais que o correspondente valor de « é
(D) _ 0 2 (N) _ 1 2
Utk = = Emia/@)” 5 Qe = = FHmia/a)” - (2.84)

Passo 5: Formando combinagoes lineares e passando ao limite de um ntmero
infinito de termos, obtemos uma familia de solu¢oes w da equagdo de Laplace
modificada (2.57) no disco, satisfazendo as condigbes de fronteira (2.77) de
Dirichlet e (2.78) de Neumann, respectivamente, da forma

D/N D/N
w(()/ )(T‘,QD) = Z Z am,kwiné,())(’r?@)a (285)

m=—o0 k=1

com coeficientes a,, , que devem apresentar um decaimento assintético (i.e., no
limite em que m — oo ef/ou k — oo) suficiente para garantir a convergéncia
desta série.

Por final, a discussdo das correspondentes equagoes de difusao (2.54) e de ondas
(2.55) bidimensionais, tanto no retangulo como no disco, prossegue de maneira
analoga como no caso unidimensional, comegando por escrever suas solugoes
fatordveis, conforme a equagao (2.56), e resolvendo as equagoes (2.58) e (2.59),
respectivamente, com os valores de « dados pelas equagbes (2.74) ou (2.84).
Deixaremos os detalhes para o leitor como exercicio.
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2.3 O operador de difusao

2.3.1 A equacao do calor na barra

Discutir o “setup” fisico e completar a andlise do sistema de equagoes (2.58), usando
os resultados do Exemplo 2.4.

Comentar sobre a extensao para valores mais altos da dimensao espacial n
(n = 2: difusdo ou conducado do calor em uma placa retangular ou circular, etc.)

2.3.2 Solucao da equagao de difusao unidimensional

Solugao por convolugdo com a condigao inicial a (u(0,z) = a(x)),

u(t,z) = /dy K(t,x —y)aly) ,
onde K denota o nicleo de difusao ou nicleo do calor:

K(t,x) =

7 (- o)

— exp(——— .

4T\t 4At

Derivagao por transformagcao de Fourier na varidvel z. (Detalhes a serem elabora-
dos.)

Generalizagao para n dimensoes do espaco:

u(t,x) = /d"y K(t,z —y)aly) ,

onde
1

K(t,x) = W exp(— TM) .
2.3.3 O principio do maximo/minimo

Veja o livro [Jost], Cap. 4, Secao 1.

2.4 O operador de ondas

2.4.1 A equacao da corda vibrante

Discutir o “setup” fisico e completar a andlise do sistema de equagoes (2.59), usando
os resultados do Exemplo 2.4.

Comentar sobre a extensao para valores mais altos da dimensao espacial n
(n = 2: placa retangular (trampolim) ou circular (tamborim) vibrante, etc.)
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2.4.2 Solugao da equacgao de ondas unidimensional

O nosso objetivo nesta se¢do é discutir um problema especifico que admite uma
solugao classica simples e satisfatoria: a determinagao da solucao geral da equagao
de ondas homogénea unidimensional:

1o o
c? Ot? Oz

Para tal fim, efetuamos uma transformagao linear de coordenadas para as tal-
chamadas coordenadas do cone da luz ou coordenadas caracteristicas

=0. (2.86)

2t =+, T = ct—2x, (2.87)

com transformacao inversa dada por

1 1

ct = 3 (zF+27) , » = 3 (xF —27). (2.88)
Utilizando as abreviacoes
0 0
= — = — 2.
O+ oxt 0 dx— "’ (2.89)

temos, pela regra da cadeia,

10 P
E& = a++57 9 % - 8+_8*’ (290)
1/19 8 1/19 @
O = z(caﬁax> » 0- = 2<cat‘ax)‘ (2:91)
Portanto,
1 92 02

Dai, obtemos o seguinte

Teorema 2.10 (Solucio cldssica geral da equacdo de ondas unidimensional): Uma
fungdo u de classe C? sobre R? ¢é solucdo da equacdo de ondas homogénea se e
somente se existem funcées uy e u_ de classe C? sobre R tais que

u(t,z) = uwet,z7) = uyp(@h) +u_(z7) . (2.93)

DEMONSTRAGAO: Por um lado, a equacdo (2.92) mostra que uma
funcdo de classe C? da forma (2.93) é solucdo da equacdo de ondas
(2.86). Se, por outro lado, u é uma funcio de classe C? das varidveis
zt e 27 tal que Ou = 0, podemos concluir que d_u nao depende de
zt e portanto fornece uma funcao de classe C'! sobre R tal que pondo

up(z™) = u(a™ e u_(x ) = : “(O—u)(y
L&) = ula*,0) @) = [ ar ).
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obtemos funcdes ut e u~ de classe C? sobre R satisfazendo a equacao
(2.93). (E ébvio que o mesmo argumento funciona quando trocamos +

e—.)
O

Como corolario imediato, obtemos

Teorema 2.11 (Solucio cldssica geral do problema de Cauchy para a equacio de
ondas unidimensional): Dadas duas fungées ae C*(R) e be CY(R), ewiste uma
tnica solugdo uqp € C%(R?) do problema de Cauchy para a equagdo de ondas homo-
génea unidimensional com estes dado iniciais, isto €, satisfazendo

8ua’b

uap(0,2) = alx) , y 0,z) = b(z) . (2.94)
Ezxplicitamente, ela € dada por
1 1
Ugp(t,x) = 3 (a+v)(z+ct) + B (a —v)(z —ct), (2.95)

onde ve C*(R) é uma primitiva de b/ce C1(R):
v(z) = %b(m) . (2.96)

Através desta solugao, podemos verificar o principio de “propagacgao de singulari-
dades” para a equacao de ondas: Caso as condicOes iniciais apresentarem algum
tipo de singularidade, que no instante tg estd localizada, digamos, num ponto xg,
esta vai propagar com velocidade ¢ no espago-tempo, ou seja, ao longo do cone da
luz, e portanto num instante posterior ¢ estard localizada nos pontos xg + c(t — to)
e xo—c(t—tp). (Mais exatamente, como as hipéteses dos Teoremas 2.10 e 2.11 ex-
cluem singularidades “stricto sensu”, temos que tratar tais situagoes como limites,
aproximando por exemplo uma descontinuidade por um crescimento ou decresci-
mento abrupto, dentro de um intervalo de comprimento ¢.)

O Teorema 2.10 e a sua demonstragao apontam para a inutilidade de procurar
condigoes minimas de diferenciabilidade das fungoes envolvidas, dentro do contexto
da andlise cldssica. Mais especificamente, quando deixamos de exigir que as solugoes
consideradas sejam de classe C2, podemos encontrar outras solucoes, mas a questio
se podemos realmente falar em “solugoes da equagao de ondas” constitui-se num
problema mal posto, pois a resposta dependera da forma como apresentamos o
operador de ondas. Por exemplo, quando escrevemos a equagao de ondas na forma
(2.86), podemos relaxar as hipdteses sobre u no sentido de que sé é necessério
exigir que u seja duas vezes diferencidvel em relagao as varidveis t e z, sem que
haja necessidade de exigir a existéncia de uma das segundas derivadas mistas

0%u 9%u
otor " orot

Por outro lado, quando escrevemos a equagdo de ondas na forma 0,0_u = 0,
a solugao geral é da forma (2.93) onde u~ é apenas uma fungao diferencidvel e
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ut é uma funcio arbitrdria! E quando escrevemos a equacao de ondas na forma
8_0,u = 0, a solugao geral é da forma (2.93) onde u™ é apenas uma funcao dife-
rencidvel e u~ é uma fungdo arbitraria! Obviamente, estamos pagando um prego
alto se insistimos em impor hipoteses minimas sobre o grau de diferenciabilidade
das fungdes envolvidas: além de invalidar a regra de Schwartz (sobre a permuta-
bilidade de segundas derivadas parciais), perdemos a invariancia do problema sob
transformacoes lineares das varidveis.

Como veremos no préximo capitulo, a teoria das distribuigoes evita todos esses
problemas e — apesar de abrir o caminho para aumentar o espaco das solugoes de
uma forma muito mais radical do que seria possivel através de uma mera redugao
no grau de diferenciabilidade, levando a um tratamento rigoroso de solugoes sin-
gulares — respeita a invaridncia de equagoes diferenciais parciais (com coeficientes
constantes) sob transformagoes lineares das varidveis.

Generalizagao para n dimensoes do espago: mais complicado. Primeiro, trata-se
o caso quando n é impar, usando o resultado do teorema da média esférica, e depois
o caso quando n é par, subindo para uma dimensao a mais e depois reduzindo: isto
é o método de abaixamento de Hadamard. Veja o livro [Folland].

2.4.3 Causalidade: dominios de dependéncia e de influéncia



3 Distribuicoes

O presente capitulo sera dedicado ao desenvolvimento do calculo de distribuigoes,
que constitui uma extensdo do cédlculo (diferencial e integral) comum. Através
dele, a definicao de operagoes como diferenciagao, integracao, multiplicacao, con-
volugao ou transformacao de Fourier pode ser estendida a fungoes singulares, onde
as definigoes cldssicas nao se aplicam, ou mesmo a objetos que nao sao fungoes
no sentido comum, tais como a “fungao delta” de Dirac formalmente introduzida
no Capitulo 1.8. Estes objetos chamados de “distribuigoes” (por L. Schwartz) ou
de “fungdes generalizadas” (por I. Gel’fand) sao realmente funcionais, ao invés de
fungoes, e uma definicao correta requer certas ferramentas da analise funcional —
uma area da matematica que combina algebra linear com topologia. Nao sera
nossa intengao desenvolver esta teoria em toda sua profundidade, sendo o interesse
principal adquirir uma capacidade pragmatica, porém matematicamente correta,
de aplica-la a problemas concretos. Neste sentido, o presente texto pretende apre-
sentar o cdlculo e nao a teoria de distribuicoes.

No capitulo inteiro, o corpo base [F serd o corpo R dos niimeros reais ou o corpo
C dos numeros complexos, todos os espagos vetoriais serao espagos vetoriais sobre I,
e linearidade (de aplicagdes) significard F-linearidade. Como é sempre mais fécil
trabalhar sobre um corpo algebricamente fechado, e como é sempre possivel passar
de um espaco vetorial real para um espaco vetorial complexo por “complexificagao”,
adota-se frequentemente a estratégia de trabalhar no &mbito complexo e incorporar
o caso real estudando as possiveis “formas reais”. (Resumidamente, a complexifi-
cacao V¢ de um espago vetorial real V' é simplesmente o produto tensorial V ® C,
onde vale a(v®A) = v@a), enquanto que uma forma real de um espacgo vetorial
complexo W é um subespago real V' de W tal que W = V¢. Tal subespago real V'
pode sempre ser realizado como o conjunto dos pontos fixos de alguma conjugagao
x em W — a saber, aquela que sob o isomorfismo W = V¢ corresponde a conjugacao
em V¢ levando v® X em v® \.! Reciprocamente, qualquer conjugacio em W induz

1 Conforme j4 foi mencionado nas notacdes e convencées que podem ser encontradas no inicio
deste livro, uma involugdo em um conjunto X qualquer é uma aplicacao de X em X cujo quadrado
é a identidade, ou seja, uma bije¢ao de X que é o seu préprio inverso, e uma conjuga¢do em um
espago vetorial complexo W é uma involucao antilinear em W.

(s
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uma decomposicao direta de W, como espago vetorial real, nos seus autoespagos
associados aos seus dois autovalores, 1 e —1, os quais sao transformados entre si
pela multiplicagao por i, de modo que W = V @ iV.) Essa abordagem se mostra
particularmente frutifera na area de &dlgebra, onde foi adotada originalmente por
Elie Cartan para resolver o problema da classificacao das dlgebras de Lie semi-
simples e depois aplicada a algebras associativas, motivando o conceito de uma
x-algebra ja mencionado nas notacoes e convengoes que podem ser encontradas no
inicio deste livro.

3.1 Dualidade na algebra linear

Na teoria de distribuicoes, as nogoes do espaco dual e da transposta de uma
aplicacao linear ocupam uma posicao central na definicao de quase todas as
operagoes usuais do cédlculo. Portanto, parece adequado apresentar, preliminar-
mente, o cerne algébrico desses conceitos.

Inicialmente, formalizamos a definicao de espago dual, ji4 mencionada nas
notagoes e convencoes que podem ser encontradas no inicio deste livro.

Definicao 3.1 Seja V um espago vetorial. O espago dual V* deV € o espaco
das formas lineares sobre V, isto é, das aplicacoes lineares de V para o corpo

base F, ou seja, V* = L(V,F).

Lembramos que a adigdo e a multiplicacdo por escalares em V* sdo definidas
“pontualmente”.

No que segue, usaremos o simbolo (v*,v), ao invés de v*(v), para denotar o
numero em [F obtido pela aplicagao da forma linear v* € V* ao vetor veV. Esta
notagao é baseada na ideia de tratar a avaliagao de formas sobre vetores como
definindo um “pareamento” entre o espago original V e seu espago dual V*, ou
seja, como uma aplicagao bilinear

V*xV — F

3.1
@) ) (1)
que é nao-degenerada em ambos os fatores:
v5,v) =0 ara todo veV = v*=0.
{v*,v) P (3.2)

(v*,v) =0 paratodo v*eV* — v=0.

A primeira destas duas propriedades é uma consequéncia imediata da definicao do
espaco dual, enquanto que a segunda é bem mais profunda: dado um vetor veV
com v # 0, usa-se o teorema da base para concluir que existe uma base de V &
qual ele pertence, o que permite construir uma forma linear v* € V* sobre V que
satisfaz (v*,v) =1 e se anula sobre todos os demais vetores da referida base.

A nocao de dual existe ndo somente em nivel de espagos vetoriais mas também
em nivel de aplicacgoes lineares entre espagos vetoriais.
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Definicao 3.2 Sejam V e W espacos vetoriais e T : V. — W uma aplicagdo
linear. A aplicagdo linear dual ou transposta T* de T € a aplica¢do linear
T : W* — V* definida por

(T*(w*),v) = (w*,T(v)) para veV , w eW™ . (3.3)
Note que ha varias afirmagoes embutidas nesta defini¢ao:

¢ Em primeiro lugar, observamos que para todo w* e W*, a aplicacao V — F
definida por v — (w*, T'(v)}), como composicao das duas aplicagdes lineares
T:V—W e w*: W — T, é linear. Portanto, a equagao (3.3) realmente
define uma aplicagao T* de W* para V*.

e Em segundo lugar, observamos que a aplicagao T™ é linear, pois para todo
veV epara A, elF, wi,w; e W*, temos

(T*(Mw] + dows), vy = (Mw] + dws, T(v))

A(w, T(v)) + Ag(ws, T'(v))
AT (wi), v) + Ao (T (w3),v)
= (MT"(w]) + AT (w3),v) .

No caso de espagos vetoriais de dimensao finita, estes conceitos podem ser re-
formulados em termos de componentes e de matrizes, relativos a bases apropriadas.
Para tanto, precisamos primeiro introduzir a nogao de bases duais.

Definicao 3.3  Seja V um espago vetorial de dimensio n e {ei,...,en} uma
base de V. Entdo os vetores ef € V* definidos por

<€;k,6j> = 5ij (1 < Z,] g TL) (34)
formam uma base {e7,...,el} de V*, chamada a base dual a base original.
Novamente, ha duas afirmagoes embutidas nesta defini¢ao:

e Os vetores ej,...,e; geram V*:

*
n

De fato, para v* e V* qualquer e 1 < j < n, pomos A; = (v*,e;) e obtemos

<Z)\i€;-k,€j> = Z)\7;<6:,€j> = Z/\Zéw = )\j = <U*,€j>.
i=1 i=1 i=1

Tendo em vista que {ey,...,e,} é uma base de V e que aplicagoes lineares
sao iguais quando coincidem sobre os vetores de uma base, concluimos que

n
E Ae; = v*.
i=1
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o Os vetores ej,...,e} sao linearmente independentes:

rn

De fato, se A1,..., A, sao coeficientes tais que

i)\zef = 0,
i=1

entao para 1 < j < n, vale
n n n
0 = <Z )\ief,ej> = Z)\i<6:,€j> = ZAZ&W = )\j .
i=1 i=1 i=1

Isso posto, podemos estabelecer que no caso de aplicagoes lineares entre espagos
vetoriais de dimensao finita, a transposicao de aplicacoes lineares, relativamente a
bases duais, corresponde a transposicao de matrizes. De fato, sejam V e W espacos
vetoriais de dimensao finita e T : V' — W uma aplicagao linear. Introduzindo
uma base {e1,...,e,} de V eumabase {f1,..., [} de W, junto com as respecti-
vas bases duais {ef,...,ei} de V*e {fy,...,fs} de W*, podemos representar a
aplicagdo linear T : V — W por sua matriz (Tk;) e a aplicagdo linear transposta
T*: W* — V* por sua matriz (T3;,), conforme segue:

T(es) = ZTlifl para 1<i<n,

T*(f7) = > The; para 1<k<m.

Entao temos

m m m
Ty = ZTli(Skl = ZTM(f;:,fﬁ = <f1:7ZTlifl>
=1 =1 =1

(i, T(es))

n n n
W= D Thoy = ) Thle,e) = <2Tfkefvei> = (T*(f7),e)
j=1 j=1 j=1

o que nos leva a concluir que, independentemente das bases utilizadas, a matriz
de T* é exatamente a transposta da matriz de T, justificando assim a terminologia
introduzida na Definicao 3.2.

Essas observacoes implicam, em particular, que para um espago vetorial de
dimensao finita, V* 2 V e dimV* = dimV. Porém, nao existe nenhum iso-
morfismo preferido, ou candnico, entre V e V*, sendo que a escolha de um tal
isomorfismo depende da — e em alguns casos equivale a — escolha de uma estrutura
adicional. O exemplo padrao de uma tal estrutura adicional é um produto escalar
(.,.) sobre V, que induz um isomorfismo linear

Vo — v

v — (v,.) (3.5)
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Utilizando este isomorfismo linear para identificar os dois espagos, uma aplicagao
linear T : V — V é chamada simétrica se T* =T e antissimétrica se T = —T.

A situagado é diferente quando, para um espaco vetorial V' de dimensao finita,
consideramos o seu espaco bidual V** | pois é possivel construir, sem qualquer
hipétese adicional, um isomorfismo linear candnico

it Vo — VT

v — i(v) (3.6)

definido por
(i(v),v*) = (v*,v) para v eV™. (3.7)

Podemos utilizar e sempre utilizaremos este isomorfismo para identificar todo
espaco vetorial V' de dimensao finita com seu espaco bidual V**. Também identi-
ficaremos toda aplicagao linear T : V' — W entre espagos vetoriais de dimensao
finita com sua aplicacao linear bidual T** : V** — W**,

A extensao das ideias acima expostas — e mais geralmente de conceitos e métodos
provindo da algebra linear — ao caso de espacos vetoriais de dimensao infinita
constitui-se num problema altamente nao-trivial e é um dos temas centrais da area
da matemética conhecida como andlise funcional. A titulo de exemplo, notamos
que para espagos vetoriais de dimensao infinita, a aplicagao (3.5), definida por um
produto escalar (.,.) dado, fornece tdo somente um mergulho de V em V* ao
invés de um isomorfismo, e a aplicacdo (3.6), definida pela equagao (3.7), fornece
tdo somente um mergulho de V em V**, ao invés de um isomorfismo,? de tal
forma que tomando o dual de uma aplicacao linear simétrica e o bidual de uma
aplicagao linear qualquer, obtemos uma continuagao ou extensao, ao invés de uma
identificagao.

Na analise funcional, os conceitos e métodos provindo da dlgebra linear sdo com-
plementados e enriquecidos por nogoes e técnicas de natureza topolédgica e analitica.
Mais exatamente, os espacos vetoriais da andlise funcional carregam, além de sua
estrutura algébrica como espacos vetoriais, uma topologia, o que permite empre-
gar nogoes topoldgicas tais como convergéncia, continuidade, conjuntos compac-
tos, conjuntos conexos, etc.. Esta topologia deve ser compativel com a estrutura
algébrica (o que significa simplesmente que a adigdo e a multiplicac@o por escalares
devem ser operagoes continuas), e todas as aplicagoes lineares relevantes devem
ser continuas. Isto significa, em particular, que o espago V* de todas as formas
lineares sobre V', chamado o (espago) dual algébrico de V', deve ser substituido pelo
espago V' de todas as formas lineares continuas sobre V', chamado o (espago) dual
topoldgico de V.

Os espagos V' que tipicamente aparecem na teoria de distribuigoes sao espacos
de funcoes. Portanto, os seus duais sao espagos de funcionais, sendo que um
funcional é, por defini¢do, uma aplicagao (nao necessariamente linear) de um espago
de funcgoes para o corpo base, ou seja, um funcional é uma “fungdao” numérica
cujo argumento é outra funcao, em vez de um ponto em F ou em F™. Na teoria

2 De fato, é possivel mostrar que se a aplicagio (3.6) definida pela equagdo (3.7) for um
isomorfismo, entdo V' é necessariamente de dimenséo finita.
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de distribuigoes, os funcionais relevantes sao funcionais lineares e continuos e os
operadores relevantes sdo aplicacoes lineares e continuas. Ademais, os espagos
envolvidos sao tais que a continuidade de aplicagoes lineares pode ser formulada
através do critério de transformar sequéncias convergentes (para 0) em sequéncias
convergentes (para 0).

Estes conceitos, que servem como fundamento tedrico para o desenvolvimento
do calculo de distribuigoes, serao elaborados de maneira mais detalhada na préxima
secao, porém sem demonstragoes.

3.2 Espacos vetoriais topolégicos e
espacos localmente convexos

Comegamos pela formalizacao de alguns conceitos mencionados no fim da segao
anterior.

Definicao 3.4 Um espagco vetorial topoldgico E ¢é simultaneamente um
espacgo vetorial e um espaco topoldgico tal que a adigcao

ExE — FE

(z,y) — z+y 38)

e a multiplicacdo por escalares

FxE — FE
ANz) — Az

sdo aplicagoes continuas.

Definicao 3.5 Um espago vetorial topologico localmente convero ou simples-
mente espaco localmente convexo ¢ um espaco vetorial topolégico que admite
uma base de vizinhancgas abertas da origem que sGo converas.

Para um melhor entendimento destas definigoes, faremos primeiro uma breve
revisao de alguns conceitos bésicos da topologia geral.

Inicialmente, lembremos que um espaco topolégico pode ser definido como um
conjunto X munido de um determinado conjunto X de subconjuntos de X, cha-
mados os subconjuntos abertos ou simplesmente abertos de X, satisfazendo os
seguintes axiomas:

(i) O conjunto vazio () e o conjunto total X sao abertos.

(ii) A intersegdo Uin...nUy de qualquer familia finita (U;);=1.. n de abertos é
aberta.

(iii) A unido U U; de qualquer familia (U;); < de abertos é aberta.

i€l
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O conjunto X de todos os abertos de X é chamado a topologia de X. No entanto,
na maioria das situacoes, é suficiente considerar apenas os abertos pertencendo a
uma base da topologia, isto é, a um subconjunto B de X tal que qualquer aberto
U de X (U €X) pode ser escrito como a unido de uma familia (U;); < de abertos
U, da base (U; €B). E facil ver que isso é o caso se e somente se para todo aberto
U de X (Ue€X) e todo ponto z €U, existe um aberto B da base (B €B) tal que
x e BcU. Também ¢é facil ver que uma base 8 de X deve satisfazer os seguintes
axiomas:

(i) B é um recobrimento de X, i.e., todo elemento de X pertence a algum ele-
mento B da base ‘B.

(ii) Para quaisquer dois elementos By e By da base 9B e qualquer ponto = de X na
intersecao Bj N B, existe um elemento B3 da base B tal que z € Bs c By n Bs.

Reciprocamente, mostra-se que dado um conjunto X munido de um determinado
conjunto B de subconjuntos de X satisfazendo estes dois axiomas, existe uma tnica
topologia X sobre X que tenha 8 como base: é a topologia gerada por esta base.

Outros meios de caracterizar uma topologia sao através dos subconjuntos
fechados ou simplesmente fechados de X, ou através do sistema de vizinhancas
de cada ponto de X. Por exemplo, um subconjunto A de X é chamado fechado se
seu complemento em X é aberto. Portanto, o sistema dos subconjuntos fechados
de X satisfaz seu proprio sistema de axiomas:

(i) O conjunto vazio @) e o conjunto total X séo fechados.

(ii) A unido A u...UAy de qualquer familia finita (A;);=1. n de fechados é
fechada.

(iii) A intersecdo m A; de qualquer familia (A4;); < de fechados é fechada.
iel

Este sistema de axiomas garante que, reciprocamente, a topologia de X pode ser re-
construida a partir do sistema dos subconjuntos fechados de X: dado um conjunto
X munido de um determinado conjunto de subconjuntos de X chamados fechados
e satisfazendo o referido sistema de axiomas, obtemos uma topologia se definirmos
um subconjunto U de X como sendo aberto se seu complemento em X for fechado.
Por outro lado, um subconjunto V, de X é chamado uma vizinhan¢a do ponto x
de X se existe um aberto U, de X tal que zeU,cV,. (Observe que, segundo
esta convencao, as vizinhangas dos pontos de X nao sao necessariamente abertas e
portanto deve-se distinguir entre vizinhangas e vizinhancas abertas.) Novamente,
o sistema das vizinhancas dos pontos de X satisfaz seu préprio sistema de axio-
mas que nao detalharemos aqui mas que garante que, reciprocamente, a topologia
de X pode ser reconstruida a partir dele: dado um conjunto X munido de um
determinado conjunto de subconjuntos de X chamados vizinhancas e satisfazendo
o sistema de axiomas pertinente, obtemos uma topologia se definirmos um sub-
conjunto U de X como sendo aberto se ele for vizinhanca de cada um dos seus
pontos.
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Continuando, lembremos que uma aplicagao f : X — Y entre espagos topo-
l6gicos é chamada continua no ponto x de X se para qualquer vizinhanga Vi,
de f(z) em Y, existe uma vizinhanca U, de  em X tal que f(U,)CVj(,, e é
chamada continua se é continua em todo ponto de X; isto é o caso se e somente se a
imagem inversa de qualquer aberto V de Y é um aberto f~1(V) de X. Finalmente,
um homeomorfismo entre espagos topologicos X e Y é uma aplicagao bijetora
continua f : X — Y tal que a aplicacdo inversa f~' :Y — X também seja
continua. (Cabe destacar que esta condigdo ndo é automatica: existem aplicagoes
bijetoras continuas cuja inversa nao é continua.)

Além disso, a Definigdo 3.4 utiliza o conceito do produto de dois espagos topo-
l6gicos, que é mais facilmente entendido em termos de bases: dados dois espacos
topolégicos X, com topologia X, e Y, com topologia ¥), demonstra-se que o produto
cartesiano Z = X x Y admite uma unica topologia 3 tal que para qualquer base
Bx de X e qualquer base By de 2, o conjunto

%xx%@ = {BXxBy|BXeSBx7By€%Q)}

forma uma base de 3.

Com essa terminologia a nossa disposi¢ao, podemos afirmar que, em qualquer
espaco vetorial topolédgico E, a translacao por qualquer vetor a de F,

7,: £ — E

r — x4+a ’ (3.10)

é uma aplicagdo continua e, mais ainda, um homeomorfismo, ja que a aplicagao
inversa é a translagdo pelo vetor —a de E: T,! = T_,. Portanto, ela leva o
sistema das vizinhangas (vizinhangas abertas) da origem 0 de E para o sistema das
vizinhangas (vizinhangas abertas) do ponto a de E. Isso implica que a topologia
de um espago vetorial topoldgico sempre admite uma base que seja invariante sob
translacoes e portanto é completamente determinada por uma base de vizinhangas
abertas da origem 0.

Finalmente, para entendermos o aspecto algébrico das defini¢oes apresentadas
no inicio desta segao, precisamos apenas lembrar que um subconjunto C' de um
espaco vetorial é chamado convezo se para quaisquer dois pontos de C, o inteiro
segmento da reta que une estes dois pontos pertence a C':

z0,21€C = A1+ (1—-XN)xgeC para 0< A1,

Observe que a interse¢cao de uma familia de conjuntos convexos é um conjunto
convexo e que translagoes e aplicacoes lineares transformam conjuntos convexos
em conjuntos convexos.

Isso posto, o significado da Definigdo 3.5 torna-se mais claro, pois os conjuntos
convexos sao 0s que mais se aproximam da ideia de conjuntos “redondos”. De fato,
as “bolas” definidas por uma norma ou, mais geralmente, um sistema de semi-
normas sao convexas. Portanto, um método padrao de munir espacos vetoriais de
uma topologia de espaco localmente convexo é através de sistemas de seminormas.



3.2. Espagos vetoriais topoldgicos e espacgos localmente convexos 85

Definicao 3.6  Seja E um espaco vetorial. Uma aplicacao s : E — R €
chamada uma seminorma sobre E se possui as sequintes trés propriedades:

(i) Positividade:  s(x) >0 para zeF;
(i1) Homogeneidade:  s(Ax) = |\ s(z) para AeFexeFE;

(#ii) Desigualdade triangular:  s(z +y) < s(z) + s(y) para z,yeFE.
Ela é chamada uma norma sobre E se, ao invés de (i), vale

(i’) Positividade definida: s(x) 20 e s(xr)=0 < =0 para z€FE.

Consideremos alguns exemplos, primeiro para espacos de dimensao finita e, em
seguida, para alguns espacos de dimenséao infinita.

Exemplo 3.1 No espago vetorial F”, definimos a norma da soma ou norma

tipo ', denotada por ||.||;, e a norma do mdzimo ou norma tipo [°°, denotada por
I loo» Pondo
n
|z, = > leil  para zxeF", (3.11)
i=1
|#llos = max || para zeF". (3.12)
1=1l...n
Outros exemplos sdo a norma euclideana ou norma tipo 12, denotada por |||, e

definida por

I3 = > |wil*  para zeF", (3.13)
=1

e mais geralmente, para qualquer nimero real p > 1, a norma tipo [P, denotada
por |||, e definida por

=z = Y |ail? para zeF". (3.14)
=1

Para estas, é mais dificil provar a desigualdade triangular, sendo que a demons-
tragao requer, preliminarmente, estabelecer a desigualdade de Cauchy-Schwarz (no
caso p = 2) ou de Holder (no caso geral p > 1).

Exemplo 3.2 Seja X um subconjunto qualquer de R™. Denotamos por B(X)
o espago vetorial das fungoes limitadas sobre X, por C(X) o espago vetorial das
fungbes continuas sobre X e por Cy(X) o espaco vetorial das fungdes continuas
e limitadas sobre X, a valores em F, de modo que vale Cp(X) = B(X) N C(X).
Em B(X), definimos a norma do supremo, denotada por || .| 5, pondo

1fllx = Sgg\f(x)l para feB(X) . (3.15)
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Em particular, para um subconjunto compacto K de R", C,(K) = C(K) e
[fllx = sup |f(z)]  para feC(K). (3.16)
reK
Por outro lado, para um subconjunto aberto  de R, C,(Q2) S C(Q) e

7o = suplf@)]  para f€CH@) . (3.17)

Também introduzimos os seguintes subespagos: o espago vetorial C..(£2) das fungoes
continuas sobre ) a valores em F de suporte compacto contido em §2 e o espago
vetorial Cy(§2) das fungdes continuas sobre 2 a valores em F que se anulam no
bordo de Q2 ou, quando €2 = R", se anulam no infinito, com as inclusoes

C.(Q) & Co(Q) & Ch(Q) & C(Q) (3.18)

onde os primeiros trés espacos podem ser munidos da norma do supremo, enquanto
que C(92) ndo possui nenhuma norma natural. (Dizemos que uma funcao continua
f sobre Q se anula no bordo de 2 ou, quando Q2 = R™, se anula no infinito, se
para todo € > 0, existe um subconjunto compacto K, de Q tal que |f(x)| < € para
xeQ\ K..)

Exemplo 3.3 Denotamos por £!(R") o espago vetorial das fungoes mensurdveis
sobre R™ a valores em [ que sdo integraveis (no sentido de Lebesgue), por £2(R")
o espago vetorial das fungoes mensuraveis sobre R™ a valores em F que sao quadra-
ticamente integraveis (no sentido de Lebesgue), e mais geralmente, para qualquer
numero real p > 1, por LP(R™) o espago vetorial das fun¢oes mensuraveis sobre R™
a valores em F cujos mddulos elevados & p-ésima poténcia sao integraveis (no sen-

tido de Lebesgue). Em L'(R"), definimos a seminorma L', denotada por |.||;,
pondo

15 = [dmalf@)]  para feci®n), (3.19)
em L£?(R"), definimos a seminorma L?, denotada por || . |5, pondo

1913 = [dra @) para fecrmn). (3.20)
e mais geralmente, em LP(R"™), definimos a seminorma LP, denotada por ||. ||,
pondo

51y = [ama f@P  pua fecr@). (3.21)

Novamente, a demonstracao da desigualdade triangular requer, preliminarmente,
estabelecer a desigualdade de Cauchy-Schwarz (no caso p = 2) ou de Holder (no
caso geral p > 1). No entanto, os teoremas usuais sobre a integral de Lebesgue
implicam que, para qualquer valor de p, a condigao ||f||, = 0 implica apenas que
f = 0 quase sempre. Portanto, ||.||, é realmente apenas uma seminorma e nao
uma norma.

[
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Exemplo 3.4 Denotamos por L (R") o espago vetorial das fungoes mensuraveis
sobre R™ a valores em F que sao essencialmente limitadas, i.e., limitadas exceto
sobre conjuntos de medida zero. Em £°(R™), definimos a seminorma do supremo

essencial ou seminorma L, denotada por || .|| o, pondo
[flloe = ir}f sup [f(@)]  para feL®(R™), (3.22)
xr € R™

onde o infimo é sobre todas as funcgoes f mensuraveis sobre R™ a valores em F que
sao limitadas e iguais a f exceto sobre um conjunto de medida zero. Novamente,
temos que a condicao ||f||,, = 0 implica apenas que f = 0 quase sempre. Portanto,
Il loo €é realmente apenas uma seminorma e nao uma norma.

A solugao do problema apontado nos ultimos dois exemplos é bem conhecida: con-
siste da passagem de funcoes a classes de equivaléncia de fungées, sendo que duas
fungoes sao declaradas equivalentes quando diferem apenas sobre um conjunto de
medida zero. O conjunto das classes de equivaléncia formadas por fungoes perten-
cendo ao espago LP(R™) é denotado por LP(R™) e forma um espago vetorial sobre
o qual [|.[|, define sim uma norma e nao apenas uma seminorma. De fato, esta
afirmacao é um caso particular do seguinte fato geral.

Exercicio 3.1 Sejam F um espaco vetorial e s uma seminorma sobre E. Prove
que o conjunto
Ey = {zeFE|s(x)=0} (3.23)

é um subespago vetorial de E, chamado o nicleo de s, e que s induz uma norma
I . 1|s sobre o espago quociente E/Ey, dada por

|z mod Eg ||s = s(x) para z€F . (3.24)

Observagao 3.1 Cada um dos espagos vetoriais normados dos Exemplos 3.2-3.4
acima, com a excegao de C.(Q), é completo, no sentido de que toda sequéncia de
Cauchy nele converge, e portanto, por defini¢gdo, é um espaco de Banach. (Veja
a Definicao 3.10 logo abaixo.) Essa afirmacao resume, de forma compacta, toda
uma série de teoremas classicos da analise, entre eles a afirmacao de que o limite
uniforme de uma sequéncia de fungoes limitadas ou de funcGes continuas ou de
fungoes continuas que se anulam no bordo ou no infinito é, respectivamente, uma
funcao limitada ou fungao continua ou funcao continua que se anula no bordo ou no
infinito; por outro lado, o limite uniforme de uma sequéncia de func¢oes de suporte
compacto nao é, em geral, uma fungdo de suporte compacto. Assim, B(X) é um
espaco de Banach e Cp(X) é um subespago fechado de B(X), portanto também
um espaco de Banach, Ademais, Cy(£2) é um subespago fechado de Cy(2) e assim,
novamente, também um espaco de Banach, enquanto que C.(£2) nao é: na verdade,
é facil provar que C.(£2) é denso em Cy(£2). Encontraremos afirmagcoes semelhantes
mais adiante e, por isso, deixaremos a prova dos fatos aqui citados como exercicio
para o leitor.
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Passemos agora ao estudo de sistemas de seminormas. A ideia bésica é que
qualquer familia (s;);e; de seminormas sobre um espago vetorial E fornece um
sistema de “bolas” em F, definidas como segue. Para todo indice i€l e todo
nimero positivo € > 0, definimos a bola B;(¢) de raio € em torno da origem por
B;(e) = {zeFE|s;(x) <e}. (3.25)

K2

Mais geralmente, para todo vetor a€E, todo subconjunto finito {iy,...,4.} do
conjunto I de indices e todo niimero positivo € > 0, definimos a bola B; ; (a,¢)
de raio € em torno de a por

B.

11,4..,1'7‘(

a,e) = {wxeE s, (x—a)<e,...,s (r—a)<e}. (3.26)
Obviamente, B;  ; (a,€) é a imagem de

B 0,¢) = Bil’m,ir(e) = B; () N...N B; () (3.27)

il,“.,iT(

sob a translagao T,,.

Exercicio 3.2 Sejam F um espagco vetorial e (8;); e 1 uma familia de seminormas
sobre E. Usando a homogeneidade e a desigualdade triangular para cada uma
delas, prove que as bolas B;  ; (a,€) sdo convexas e formam uma base de uma
topologia que torna E um espaco localmente convexo. Dizemos que esta topologia
é gerada pela referida familia de seminormas.

Agora, é um dos teoremas fundamentais da teoria que a afirmacdo reciproca
também é verdade:

Teorema 3.1 A topologia de qualquer espaco localmente convexo pode ser gerada
por uma familia apropriada de seminormas.

Este fato explica o papel central desempenhado pelos espagos localmente convexos
na andlise funcional, pois permite transformar afirmagoes de natureza topoldgica
em afirmacoes de cardter analitico, expressas em termos de estimativas envolvendo
seminormas, e vice versa. Como exemplo deste tipo de transformacao, citamos a
seguinte

Proposigao 3.1 Sejam E e F' espagos localmente convexos com topologias ge-
radas por familias (sF),.; e (sf)jeJ de seminormas, respectivamente, e seja
T : E — F uma aplicagao linear. Entao as sequintes propriedades de T sao
equivalentes:

s

(i) T é continua.
(ii) T é continua na origem.

(i11) T € limitada no seguinte sentido: para todo jeJ, existem i1,...,ip,€l euma

constante Cj;il,..qip >0 tais que

max s” (z) para zeF . (3.28)

2

F
s: (Tz) < C,.; .
]( ) < Fiivsenip (P
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Outro exemplo é o seguinte critério que permite decidir se um espago local-
mente convexo satifaz ou nao o axioma de Hausdorff sobre separacao de pontos por
vizinhangas: é uma simples generalizagao do fato de que uma 1inica seminorma gera
uma topologia de Hausdorff se e somente se for uma norma:

Proposigao 3.2  Seja E um espago localmente convero com topologia gerada
por uma familia (s;); ey de seminormas. Entio E é um espago de Hausdorff se e
somente se a intersecdo dos nicleos de todas as seminormas da familia € trivial,
i.e., se e somente se para todo xe€E com x # 0, existe i€l tal que s;(x) # 0.

A demonstracao é elementar, usando apenas a definicdo de um espaco de Hausdorff
como um espaco topoldgico tal que quaisquer dois pontos distintos x e y podem
ser separados por vizinhancas, i.e., para = # y existem vizinhancas V, de z e V,,
de y tais que V,nV, = 0.

Uma das utilidades principais do axioma de separacao de Hausdorff é que ele
garante a unicidade de limites, em particular de limites de sequéncias convergentes.
Para uso posterior, damos aqui um critério explicito de convergéncia de sequéncias:

)

Proposicao 3.3 Seja E um espago localmente convexo com topologia gerada por
uma famdlia (s;);c 1 de seminormas. Uma sequéncia (x)ien de vetores em E con-
verge para um vetor x em E se e somente se para todo i€, a sequéncia numérica
si(zr — T)gen converge para 0, ou seja, se e somente se vale

Viel YVe>0 JkoeN VEk>ky : si(xk—m)<e. (329)
De forma analoga, temos:

Definicao 3.7 Seja E um espago localmente convexo com topologia gerada por
uma familia (s;);e; de seminormas. Uma sequéncia (zx)ken de vetores em E é
uma sequéncia de Cauchy se e somente se vale

Viel Ye>0 FkoeN VEkI>ky : si(xp—a) <e. (3.30)

Para completar a discussao do mecanismo descrito no Exercicio 3.2 que, segundo
o Teorema 3.1, caracteriza a classe dos espagos localmente convexos, dentro da
classe dos espagos vetoriais topoldégicos, cabe mencionar que é possivel construir
exemplos de espagos vetoriais topoldgicos que nao sejam localmente convexos, mas
que esses exemplos sdo um tanto artificiais e parecem néao ter nenhuma utilidade
concreta. Por outro lado, embora a topologia de qualquer espaco localmente con-
vexo seja unicamente determinada por algum sistema de seminormas, observa-se
que tal sistema estd longe de ser fixado pela topologia, o que motiva a seguinte

Definicao 3.8 Seja E um espago vetorial. Duas familias (s;);cp € (Si)y e de
seminormas sobre E sao ditas equivalentes se geram a mesma topologia sobre E.
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Nao ¢ dificil encontrar um critério explicito para decidir se dois sistemas de semi-
normas sobre o mesmo espaco vetorial sao equivalentes ou nao: ele segue direta-
mente da Proposicao 3.1, aplicada & identidade de F, considerando E como o
mesmo espago vetorial mas como dois espacos localmente convexos diferentes, cada
um com a topologia gerada pelo sistema de seminormas pertinente:

.= , , ) y
Proposicdo 3.4  Seja E um espago vetorial. Duas familias (s;);c; € (Si)ic
de seminormas sobre E sdo equivalentes se e somente se

e para todo i €1, existem i, ... ,i; el' e uma constante C,,, ., >0 tais que
sT1yly
si(z) < C,, . max s, () para zeFE | (3.31)
Trrrie 1<l<q
e para todo ' €l', existem iy,...,ip€l e uma constante Cp; ;> 0 tais
que
!
sp(@) < Cyuy,iy 121]??}73%(@ para ze€FE . (3.32)
XNV

Uma aplicagao concreta deste critério é a seguinte

Proposigao 3.5 Seja E um espago localmente convexo com topologia gerada por
uma familia finita (s;);=1..., de seminormas. Entao pondo

|2l = max si(z)  para zekE, (3.33)
ou .
lzlly = > si(z)  para zeE, (3.34)
=1
ou
. 1/2
lally = (32 si@)? para z€E (3.35)
=1

ou, para qualquer nimero real p > 1,

T 1/p
=], = Z si(z)? para zeF | (3.36)

i=1

obtemos uma unica seminorma sobre E que € equivalente a familia original de
seminormas, ou seja, gera a mesma topologia. FEm particular, um espaco local-
mente convexo de Hausdorff com topologia gerada por uma familia finita de semi-
normas € um espacgo normdvel e, se firarmos uma norma equivalente, um espago
normado.

Uma afirmacao andloga relaciona espagos localmente convexos de Hausdorff com
topologia gerada por um sistema enumeravel de seminormas e espagos vetoriais
topoldgicos metrizaveis:
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-

Definicao 3.9 Seja E um espago vetorial. Uma aplicacio d : Ex E — R €
chamada uma semi-métrica sobre E invariante por translacoes se possui as
sequintes propriedades:

(i) Positividade:  d(z,y) 20 e d(z,z)=0 para z,yckE;

(ii) Simetria: d(y,z) =d(z,y) para z,yeF;
(#ii) Desigualdade triangular:  d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) para z,y,z€FE;
(iv) Invaridincia sob translagées:  d(x + a,y +a) =d(z,y) para a,x,yckE.

Ela é chamada uma métrica sobre E invariante por translacoes se, ao invés
de (i), vale

(i’) Positividade definida:  d(xz,y) 20 e d(z,y) =0 & x =y para z,yckE.

Um espago vetorial topoldgico cuja topologia decorre de alguma métrica invariante
por translagdes € chamado metrizdvel e, se firarmos essa métrica, metrizado.

Temos entao a seguinte

Proposigao 3.6 Seja E um espago localmente convero com topologia gerada por
uma familia enumerdvel (s;);cn de seminormas. Entdo a férmula

1 si(z—vy)
d =) E :
(2,9) 20 % T4 s,(0—y) para .,y e (3.37)

define uma semi-métrica sobre E invariante por translacdes que gera a mesma
topologia sobre E que a familia original de seminormas. Em particular, um espaco
localmente convexo de Hausdorff com topologia gerada por uma familia enumerdvel
de seminormas € um espago vetorial topoldgico metrizdvel.

Reciprocamente, temos:

Teorema 3.2 A topologia de qualquer espaco vetorial topoldgico metrizdvel pode
ser gerada por uma familia enumerdvel de seminormas.

Em particular, isso inclui a afirmagao de que um espago vetorial topoldgico me-
trizavel é automaticamente localmente convexo. Portanto, daqui em diante, nos
referiremos a este tipo de espago como um espacgo localmente convexo metrizdvel e,
se fixarmos a métrica, metrizado.

Definigao 3.10 Um espaco localmente convexro E normdvel ou metrizdvel € dito
completo se toda sequéncia de Cauchy em E é convergente. Um espago localmente
convexo normdvel completo é chamado um espago de Banach, e um espaco local-
mente convero metrizavel completo é chamado um espaco de Fréchet.
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Cabe salientar que a nogao de um espaco localmente convexo completo (e até de
um espago vetorial topoldgico completo) pode ser introduzida de maneira absoluta-
mente geral, mesmo quando a topologia de um tal espago nao pode ser gerada
por algum sistema enumeravel de seminormas. Neste caso, no entanto, a defi-
nicao requer substituir sequéncias por redes ou filtros (convergentes ou de Cauchy,
respectivamente) — conceitos que nao utilizaremos neste livro.

Finalmente, mesmo no caso geral de espacos localmente convexos arbitrarios,
podemos usar a liberdade de passar de um sistema de seminormas a qualquer outro
que seja equivalente para impor condigoes adicionais sobre os sistemas de semi-
normas a serem utilizados. Um exemplo trivial dessa liberdade é que sistemas de
seminormas obtidos um do outro através de alguma permutacao dos indices sao
sempre equivalentes, ou seja, dada qualquer familia (s;); e de seminormas e qual-
quer bijecdo o : I — I, a familia permutada (s,(;))ics gera a mesma topologia
localmente convexa que a familia original (s;); <. Sendo assim, a topologia local-
mente convexa gerada por uma familia de seminormas depende apenas do conjunto
de seminormas que dela fazem parte e nao da maneira como este conjunto é para-
metrizado, o que abre a opgao de ordenar este conjunto da maneira mais adequada
ao problema especifico sob consideragao, como veremos a seguir.

Para organizar a andlise da situacao, comecamos por lembrar que um conjunto
X é chamado de ordenado se vem munido de uma relacdo de ordem < entre os seus
elementos, sujeita aos axiomas de reflexividade (para qualquer x € X, vale = < x),
antissimetria (para quaisquer x,z’ € X, se vale x < 2’ e 2/ < z, entdo = = /)
e transitividade (para quaisquer z,z’,x” € X, se vale © < 2’ e 2/ < ', entdo
x < z); dizemos entdo que dois elementos z e 2’ de X sdo compardveis se vale
uma das duas relagoes, z < 2’ ou 2’ < z, e chamamos a ordem de total se quais-
quer dois elementos de X sao comparaveis, enquanto que a chamamos de parcial
para indicar a possibilidade de existirem elementos que ndo sdo compardveis.?
Mencionamos também que uma aplicagao f: X — Y entre conjuntos ordenados
que preserva a ordem (i.e., tal que para quaisquer z, 2’ € X, se vale x < 2/, entédo
f(z) < f(2')) costuma ser chamada de mondtona. Continuando, lembramos ainda
que um conjunto (parcialmente) ordenado X é chamado de direcionado se vale a
seguinte condicao adicional: para quaisquer z,x’ € X, existe '/ ¢ X tal que = < z”
e ¢’ < 2”: podemos chamar tal elemento " de cota superior do conjunto {z,z’}
e, por inducao, concluir que a propriedade de X ser direcionado significa que qual-
quer subconjunto finito de X possui uma cota superior. A titulo de exemplo que
é relevante no presente contexto, notamos que dado um espago vetorial E, o con-
junto SN(E) de todas as seminormas sobre E, munido da rela¢do de ordem natural
definida por

s<s (s(x) < §'(x) para todo er) para s,s' €eSN(E), (3.38)

é um conjunto direcionado, sendo que uma cota superior para {s, s’} é max{s, s'},
ou s + s’. Combinando essas nogoes, chegamos ao seguinte conceito:

3 Em inglés, costuma-se usar o termo “poset”, abreviando a expressdo “partially ordered set”.
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Definicao 3.11 Seja E um espaco vetorial. Um sistema direcionado de semi-
normas sobre E é uma familia (s;); e 1 de seminormas sobre E onde I € um conjunto
direcionado e a famdlia, como aplicagdo de I em SN(E), é mondtona, ou seja, vale

si(z) < sp(x) para todo xeE se i <. (3.39)

Obviamente, sistemas finitos e enumeraveis de seminormas sdo automaticamente
direcionados (e até totalmente ordenados, pelo menos tacitamente, ou seja, medi-
ante a escolha de uma enumeragio), mas mesmo no caso completamente geral, vale
a seguinte afirmagao, reforcando o Teorema 3.1 acima.

Teorema 3.3 A topologia de qualquer espago localmente convexo pode ser gerada
por um sistema direcionado de seminormas.

De fato, se a topologia de E for gerada por alguma familia (s;); e ; de seminormas
sobre E, podemos considerar uma nova familia (s;/)y < de seminormas sobre F
assim definida: I’ é o conjunto dos subconjuntos finitos de I, que é um conjunto
direcionado pela inclusdo, e para i’ € I’; s;(x) = max; ¢ s;(z); entdo é claro que
esta nova familia é um sistema direcionado equivalente a familia original.

Como exemplo da utilidade de se usar sistemas direcionados de seminormas,
formulamos as seguintes versoes simplificadas das Proposigoes 3.1 e 3.4, que as torna
quase literalmente iguais as afirmagoes correspondentes para espagos normados:

Proposicao 3.7 Sejam E e F espagos localmente convexos com topologias gera-
das por sistemas direcionados (s{’); < € (s}); ; de seminormas, respectivamente,
e seja T : E — F uma aplicacao linear. Entao as sequintes propriedades de T
sao equivalentes:

3

(i) T €é continua.
ii) T é continua na origem.
(i) T ¢ conti g

(iii) T € limitada no seguinte sentido: para todo jeJ, existem i€l e uma cons-
tante C,.; >0 tais que
sf(Tx) < C, sE(2) para zeF . (3.40)

J5t

Proposicao 3.8 Seja E um espago vetorial. Dois sistemas direcionados (s;); c
e (8i)y o de seminormas sobre E sdo equivalentes se e somente se

e para todo i€, existem i’ €I’ e uma constante C,

i34

>0 tais que
si(x) < Cpy sy(x) para z€F | (3.41)
e para todo i’ €I', existem i€l e uma constante Ci/;i > 0 tais que

sy(z) < Cyysi(x) para zeF . (3.42)
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A utilidade dos conceitos introduzidos acima para a teoria de distribuigoes
decorre do fato de que, ao contrario dos espagos introduzidos nos Exemplos 3.2-3.4
acima, alguns dos espacos mais importantes dessa teoria sao espacos de Fréchet,
mas nao de Banach. A seguir, apresentaremos trés classes de exemplos de tais
espacos de fungoes, com apenas ligeiras variagoes, indicando em cada caso o tipo
de convergéncia de sequéncias, conforme o critério formulado na Proposicao 3.3.

Exemplo 3.5 Sejam 2 um aberto de R™ e 7 um inteiro nao-negativo. Denotamos
por C7 () o espaco vetorial das fungbes de classe C" sobre ) a valores em F
que, assim como todas as suas derivadas até ordem r, sdo limitadas sobre ().
Neste espago vetorial, definimos a norma do supremo das derivadas até ordem r,
denotada por ||. ||, o, pondo?

[ fll.o = 2" max sup | Do f(z)] para feCl(Q). (3.43)

la|<r zeQ

Também introduzimos os seguintes subespagos: o espago vetorial C? () das fungoes
de classe C'" sobre () a valores em F de suporte compacto contido em ) e o espago
vetorial C(£2) das fungoes de classe C" sobre ) a valores em F que, assim como
todas as suas derivadas até ordem r, se anulam no bordo de €2 ou, quando 2 = R",
se anulam no infinito,® com as inclusdes

Cr(Q) < CHQ) < CLQ) £ C™(Q) | (3.44)

onde os primeiros trés espacos podem ser munidos da norma do supremo das
derivadas até ordem r, enquanto que C"(§2) ndo possui nenhuma norma natural.
Obviamente, para r = 0, recuperamos o caso do Exemplo 3.2, notando que a
topologia gerada pelo norma ||. ||, é geralmente conhecida como a topologia da
convergéncia uniforme sobre (). Mais geralmente, para r > 0, a topologia gerada
pela norma || . [|, o é chamada a topologia da convergéncia uniforme das derivadas
até ordem r sobre ). Finalmente, denotamos por Cp°(£2) o espaco vetorial das
fungoes de classe C'*° sobre () a valores em F que, assim como todas as suas deriva-
das, sao limitadas sobre €2, e introduzimos os correspondentes subespagos: o espago
vetorial C$°(Q) das fungoes de classe C sobre 2 a valores em F de suporte com-
pacto contido em € e o espago vetorial C§°(§2) das fungdes de classe C*° sobre
a valores em F que, assim como todas as suas derivadas, se anulam no bordo de €2
ou, quando © = R™, se anulam no infinito,” com as inclusdes

Cr(Q) & C° () £ C°(Q) & C™(Q) . (3.45)
Obviamente, Cp°(Q), C(Q2) e C5°(£2) é. respectivamente, a interse¢do de todos
os espacos Cp(2), CI(R2) e CF(Y) (r = 0,1,2,...), e todos eles sdo espagos
localmente convexos metrizaveis em relagao a topologia gerada pela sequéncia das

normas |. || (r=0,1,2,...), chamada a topologia da convergéncia uniforme de
todas as derivadas sobre Q.

40 motivo para a inclusdo do fator 27, que nesta altura é meramente convencional, serd
esclarecido na Observagao 3.3 logo abaixo.

5 Lembramos que, por definicido, uma funco f sobre R™ se anula no infinito se para todo € > 0,
existe um compacto K CR™ tal que |f(z)| < € para todo z e R™ \ K, e de forma semelhante, uma
fungédo f sobre um subconjunto aberto Q2 de R™ se anula no bordo de 2 se para todo € > 0, existe
um compacto K C 2 tal que |f(z)| < € para todo € Q \ K.
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Exemplo 3.6 Sejam K um subconjunto compacto de R™ cujo interior K9 é
denso em K e r um inteiro nao-negativo. Denotamos por C"(K) o espago vetorial
das fungoes de classe C" sobre K a valores em F. (Lembramos aqui a convengéo, ja
adotada anteriormente, de que uma fungao f de classe C" sobre K é uma funcao f
de classe C™ sobre o interior K° de K tal que cada uma das suas derivadas 9, f de
ordem |a| < r admite uma extensio continua de K° para K, que é necessariamente
Unica e, para simplificar a notagdo, também é denotada por 9,f.) Neste espago
vetorial, definimos a norma do supremo das derivadas até ordem r, denotada por
Il 1+ pondo?

1/

ri = 2" max sup |Oaf(7)] para feC"(K) . (3.46)

la|<r ze K

Obviamente, para r = 0, recuperamos o caso do Exemplo 3.2, notando que a

topologia gerada pelo norma ||.||, ¢é geralmente conhecida como a topologia da
convergéncia uniforme sobre K. Mais geralmente, para r > 0, a topologia gerada
pela norma ||. ||, x é chamada a topologia da convergéncia uniforme das deriva-

das até ordem r sobre K. Finalmente, denotamos por C*°(K) o espago vetorial
das fungdes de classe C* sobre K a valores em F: obviamente, C*°(K) ¢é a inter-
secao de todos os espagos C"(K) (r = 0,1,2,...) e é um espago localmente con-
vexo metrizdvel em relagio & topologia gerada pela sequéncia das normas ||. ||,. x
(r=0,1,2,...), chamada a topologia da convergéncia uniforme de todas as deri-
vadas sobre K.

Exemplo 3.7 Sejam © um aberto de R™ e r um inteiro nao-negativo. Denotamos
por C"(Q) o espago vetorial das fungoes de classe C” sobre 2 a valores em F. Para
cada subconjunto compacto K de Q, a férmula do exemplo anterior®

I £l = 2" max sup |0af(2)] para feC"(Q) (3.47)

la|<r ze K
define uma seminorma ||. [|,. ;- sobre C"(Q). Para r = 0, C(£2) é um espago local-
mente convexo em relagdo a topologia gerada pela familia das seminormas || .||,

(K c Q, K compacto), geralmente conhecida como a topologia da convergéncia uni-
forme sobre subconjuntos compactos de Q. Mais geralmente, para r > 0, C"(2)
é um espaco localmente convexo em relagao a topologia gerada pela familia das
seminormas ||. ||, x (K c ©, K compacto), chamada a topologia da convergéncia
uniforme das derivadas até ordem r sobre subconjuntos compactos de 2. Final-
mente, denotamos por C*°(€2) o espago vetorial das fungdes de classe C*° sobre Q
a valores em F: obviamente, C*°(f2) é a intersecdo de todos os espagos C"(Q2)
(r =0,1,2,...) e 6 um espago localmente convexo em relacdo a topologia ge-
rada pela familia das seminormas ||. |, , (r = 0,1,2,..., K c Q, K compacto),
chamada a topologia da convergéncia uniforme de todas as derivadas sobre subcon-
Jjuntos compactos de (2. Cabe ressaltar que todos estes espagos localmente convexos
sao metrizdveis, pois suas topologias podem ser geradas por familias enumeréveis
de seminormas: as familias acima descritas sdo equivalentes a familias onde o con-
junto de todos os subconjuntos compactos K de €2 é substituido por alguma (na
verdade, qualquer) sequéncia crescente (Kj)ren de subconjuntos compactos Ky,
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de Q que preenchem (), i.e., que satisfazem

Kic...cKpcKpy1c...cQ e UKk:Q,
keN

de modo que todo subconjunto compacto de 2 é contido em algum Kj.

Observacgao 3.2 Cada um dos espacos localmente convexos metrizaveis dos
Exemplos 3.5-3.7 acima, com a excecao de CL(£2) e C(Q), é completo, no sen-
tido de que toda sequéncia de Cauchy nele converge, e portanto, por definicao, é
um espaco de Fréchet e, no caso dos espacos dos Exemplos 3.5 e 3.6 acima com
r<oo, até um espaco de Banach. Mais uma vez, essa afirmagao resume, de forma
compacta, toda uma série de teoremas cldssicos da analise.

Observagao 3.3 Uma propriedade adicional de todos os espagos de fungoes intro-
duzidos nos Exemplos 3.2 e 3.5-3.7 acima, com F = C, é que sdo ndo apenas espa¢os
vetoriais localmente convexos mas sao x-dlgebras comutativas localmente convexas,
em relagao ao produto de fungbes comum e a conjugacao complexa comum que,
assim como a adigao e a multiplicagao por escalares, sao definidos “pontualmente”,
ou seja, por L

(fo)(x) = flx)g(z) e  flz) = f(x) (3.48)
Sem querer entrar na extensa teoria de x-algebras topoldgicas e de *-algebras local-
mente convexas, entre as quais figuram com destaque as Banach *-dlgebras e as
C*-algebras, vamos aqui apenas registrar algumas convengoes que sao pertinentes
para entender corretamente a terminologia. Primeiro, uma x-algebra topoldgica é
definida de maneira 6bvia: é uma *-dlgebra munida de uma topologia tal que, além
da adicdo e a multiplicacdo por escalares, o produto e a conjugacao sio continuos.®
Segundo, uma x-algebra localmente convexa é uma x-algebra cuja topologia pode
ser gerada por uma familia, e portanto até por um sistema direcionado, de *-
seminormas submultiplicativas:

Definigcao 3.12 Seja A uma *-dlgebra. Uma *-seminorma submultiplicativa
sobre A € uma seminorma s sobre A com as sequintes propriedades adicionais:

(i) Invariancia sob conjugac¢ao:  s(a*) = s(a) para acA;
(i1) Submultiplicatividade:  s(ab) < s(a) s(b) para a,beA.

Ela € chamada uma x-norma submultiplicativa se for positiva definida.

Finalmente, notando que qualquer *-seminorma submultiplicativa s sobre uma -
algebra A satisfaz as desigualdades

s(a*a) < s(a)? e s(aa®) < s(a)? para a€A, (3.49)

podemos introduzir a no¢ao de uma C*-seminorma:

6Cabe mencionar aqui que frequentemente, exige-se do produto apenas que ele seja separada-
mente continuo.
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Definicao 3.13 Seja A uma x-dlgebra. Uma C*-seminorma sobre A € uma
x-seminorma submultiplicativa s sobre A para a qual as desigualdades anteriores
se tornam uma igualdade:

s(a*a) = s(aa*) = s(a)? para acA. (3.50)

Ela € chamada uma C*-norma se for positiva definida.
E com isso chegamos a seguinte

Definicao 3.14 Uma Banach x-dlgebra é uma *-dlgebra munida de uma *-
norma submultiplicativa em relacdo a qual ela se torna um espaco de Banach. Uma
C*-dlgebra é uma *-dlgebra munida de uma C*-norma em relacao a qual ela se
torna um espaco de Banach.

Para justificar a afirmagao feita no inicio desta observagao, vamos mostrar que
todas as seminormas ||.||,,x dos Exemplos 3.2 e 3.5-3.7 acima s@o *-seminormas
submultiplicativas. De fato, a invariancia destas seminormas sob conjugacgao é evi-
dente, enquanto que sua submultiplicatividade, ou seja, a validade da desigualdade

1fgllrx < Ifllrx N9l x (3.51)

para X =Q e f,geCi(Q) ou X =K C Q e f,gcC"(K) ou C"(), segue do
seguinte cdlculo, baseado na regra do produto (1.57),

I fgll,x = 2" max sup |Ja(fg)(z)]

la|<r zxe X

!
< 2" max Z ( > sup |95f(z)| sup |Oa—pg(z)|
|a\<r5<a /6 reX reX
< (27)? max sup |Jsf(x)| max sup |d,g(z)|
BI<r = € X l<r e X
= £l xlgll- x

onde usamos o fato de que a soma dos coeficientes binomiais (];)’ del=0atél =k,
vale 2% e portanto

> (5) - 12 () - 1 -

B<a i=1 B;=0

que é < 2" para todo «eN" com |a] < r: fol para garantir a validade desta
desigualdade, sem fator adicional, que incluimos o fator 2" na definicao das semi-
normas nas equagoes (3.43)-(3.47). Por outro lado, entre as seminormas ||. ||, x dos
Exemplos 3.2 e 3.5-3.7 acima, apenas as com r=0 sao C*-seminormas, pois

IFflx = sup [(fH)(@)] = sup [f(z)]?

reX reX

2 2
(sw lf@))" = I1%
reX
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com X =Q e f,geCp() ou X =K C Q e f,geC(K) ouC(R), enquanto que
a mesma igualdade falha assim que r >0, como mostra o seguinte contra-exemplo
para o caso mais simples onde r =1 e n =1, tomando 2 = R e considerando
as fungoes oscilatérias fi, € C}(R) definidas por fi(z) = exp(ikxz), para keR tal
que k> 1: com estas escolhas, vale |fifll, x = 1, enquanto que [|fy[l, r = 2k,
mostrando que a discrepancia entre os dois lados das desigualdades (3.49) pode até
se tornar arbitrariamente grande, na medida em que k — oo.

Finalmente, precisamos abordar brevemente a questao de como definir o dual de
um espago vetorial topoldgico e, em particular, de um espago localmente convexo:

Definicao 3.15 Seja E um espago vetorial topoldgico. O dual algébrico de E
€ o espaco E* de todas as formas lineares sobre E, e o dual topoldgico de E € o
espaco E' de todas as formas lineares continuas sobre E; obviamente, temos

E' c E*.

Nesta defini¢ao, a palavra “espago” utilizada para caracterizar E’ (ou E*) signi-
fica apenas “espaco vetorial”, pois nao especificamos nenhuma topologia sobre E’
(ou E*). Ocorre que existem vérias opgoes para munir o espago £’ de uma topologia
localmente convexa, entre as quais se destaca uma, inclusive pelo fato de que ela
ocupa uma posicao importante na teoria de distribui¢oes. Sua definigao baseia-se
na observagao elementar de que, dado um espago localmente convexo E, cada vetor
x em E fornece uma seminorma s, sobre o dual topoldgico E’ de E, a saber o valor
absoluto da forma linear sobre E’ definida pela avaliacao dos elementos de E’ no
vetor x:

se(2') = (', )] para 7' € E’ . (3.52)

A topologia sobre E’ gerada pela familia (s;),cp de seminormas é chamada a
topologia fraca sobre E' (em relagdo a E). Ela tembém pode ser interpretada como
a topologia da convergéncia pontual sobre E, | ja que segundo a Proposicao 3.3,
uma sequéncia (x},), .y de formas lineares continuas x}, € E’ sobre E converge para
uma forma linear continua z’ € E' sobre E nesta topologia se e somente para todo
vetor  em F, a sequéncia numérica ((x},, z)), . converge para (z’,z). Este ponto
de vista facilita o entendimento de outras topologias localmente convexas em E’,
pois todas elas podem ser definidas como topologias de convergéncia uniforme sobre
certas classes de subconjuntos de F; um exemplo é a topologia padrao de espago
normado no dual topolégico E’ de um espago normado F, que pode ser vista como
a topologia de convergéncia uniforme sobre a bola unitéria de E.

3.3 Espacos de funcoes teste

A seguir, detalhamos a definicao dos trés mais importantes espagos de fungoes
encontrados na teoria de distribuicoes: seus elementos sao chamados funcoes teste,
por motivos a serem esclarecidos mais adiante; uma definigao precisa do conceito de
um espago de fungoes teste serd apresentada na Segao 3.8 (veja a Definicao 3.24).
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Definicao 3.16  Os mais importantes espacos de funcdes teste da teoria de dis-
tribuicoes sao

e 0 espaco € de todas as fungdes lisas,

€ = C™(R"), (3.53)

e 0 espaco D das funcdes lisas de suporte compacto,
D = CFPR") = {peC™(R")|suppp compacto } , (3.54)
com 0s subespagos
D(K) = {peC™([R")|suppp c K}, (3.55)
onde K ¢ um subconjunto compacto de R",

e 0 espaco 8 das funcgdes lisas que, assim como tidas as suas derivadas, sao
rapidamente decrescentes,

8§ = {peC™®R")| sup |2” dap(zx)]| < oo para a,BeN"} . (3.56)

zeR”
Para todo aberto Q) de R™, definimos ainda

E(Q) = C®(Q), (3.57)

DY) = {peC>®(R")|supp ¢ compacto, suppp C Q} . (3.58)

Note que o espaco £(2) ndo é subespago nem espago quociente de &, pois nao hé
nenhuma relagio direta entre estes dois espagos.” Quanto ao espago D(€2), pode-se
perguntar se nao seria mais natural adotar a seguinte definigao:

D) = CF(Q) = {peC™(Q)]| supp ¢ compacto, suppe ¢ 2} .  (3.59)

Ocorre que as duas definigoes acabam sendo equivalentes; porém, a prova desta
afirmacgao requer um argumento mais cuidadoso devido a uma sutil diferenca entre
as nogoes de suporte usadas: pondo N = {zeQ | p(z) # 0} (que para qualquer
funcao continua ¢ sobre R™ ou sobre 2 é um subconjunto aberto de 2), o suporte
na equacao (3.58) é o fecho de N em R™ enquanto que o suporte na equagao (3.59)
é o fecho de N em ). No entanto, como se exige que estes fechos sejam compactos,
ambos serao fechados tanto em 2 como em R"™ e portanto acabam sendo iguais,
mantendo uma distancia > 0 do bordo 9Q = Q\ Q de 2, de modo que D(£2) pode
e deve sempre ser considerado como um subespago de D, com a convenc¢ao de que

7 A projegao de € para () dada pela restrigio de uma fungdo sobre R a Q obviamente nio
¢é injetora, e também nao é sobrejetora, pois existem funcoes de classe C*° sobre 2 que divergem
na fronteira de 2 de tal forma a nao admitirem nenhuma extensdo ao R"™ inteiro que seja de
classe C°°.
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uma funcao teste definida sobre {2 e com suporte compacto contido em 2 deve ser
estendida ao R™ inteiro, atribuindo-lhe o valor 0 fora de 2. O mesmo argumento
mostra que para quaisquer dois abertos 1 e 25 de R", vale

D(1) ¢ D(22) se Q1 c Q. (3.60)
Também temos as inclusoes
DN)SEN) e DESEE, (3.61)
sendo que a funcao Gaussiana sobre R™, definida por
Gsq(z) = exp (= |z[*/a?) ,

onde a é uma constante, pertence a 8§ mas nao a D. Observamos, de fato, que
qualquer polinémio e, mais geralmente, qualquer funcao analitica sobre R™ tem
suporte igual ao R™ inteiro, devido ao principio dos zeros isolados, e portanto nao
pertence ao espago D.

Destarte, torna-se um problema néo-trivial mostrar que o espaco D nao se reduz
ao espago trivial {0} e, mais do que isso, que os espagos D(£2) contém um “nimero
suficiente” de fungbes nao-triviais para serem tteis.

A construcao de fungoes nao-triviais nos espacos D(2) é baseada no seguinte
fato, que é fundamental para toda a teoria:

Proposigao 3.9 A funcio ¢g: R — R definida por

exp (—1/x) para x>0
po(r) = (3.62)
0 para x <0
€ de classe C*° sobre R, assim como as suas derivadas, dadas por
Pr_l(l‘)
oy (z) = . O (=1/z) para @>0 (3.63)
0 para z <0

onde P._1 é um polinomio de grau r — 1.

Exercicio 3.3 Demonstre essa proposicao, mostrando primeiro a validade da
férmula (3.63) para r > 1 e = > 0, por indugao sobre r, deduzindo uma relagao
recursiva entre P, e P._;. Em seguida, argumente que esta férmula permite reduzir
a afirmagao da proposicao ao seguinte

Lema 3.1 (Singularidades removiveis): Sejam I um intervalo aberto de R, a€l,
r 20 e uma fungdo de classe C" sobre I\ {a} tal que para 0 < s < r, os limites

w&s)(a) = lim o (z) e apgf)(a) = lim ¢¥(z) (3.64)
a<a >a

existem e sao iguais. Entdo ¢ admite uma unica extensdo a uma funcao de classe
C" sobre I, que também denotaremos por p, tal que para 0 < s <,

e a) = ¢P(a). (3.65)
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DEMONSTRAGAO : Novamente, a demonstragao utiliza indugao sobre 7.
Como o caso r = 0 ¢é familiar, precisamos mostrar que se a afirmacao
vale para r, ela também vale para r + 1.

Seja entdo ¢ uma fungdo de classe C"*! sobre I\ {a} tal que para
0 < s < r+ 1, os limites na equagdo (3.64) existem e sdo iguais.
Pela hipdtese de indugdo, ¢ é de classe C" sobre I. Além disto, a
r-ésima derivada ¢(") de ¢ é diferencidvel nao somente em I\ {a}, mas
também no ponto a, pois pelo teorema fundamental do célculo, temos
para zel com z <y <a

() () = oM 1
¥ (y> 14 (.’L‘) _ / dt (p(r+1)<x+t(y _ l‘)) 7
y—x 0

epara xel com a<y<czx

) () — o) 1
¥ ( ) ¥ (y) _ / dt (p(r+1)(y+t(x _ y)) )
r—Yy 0

Usando a hip6tese de que os limites na equagao (3.64) existem e assim
a funcdo ¢t é continua e portanto uniformemente continua sobre
os subintervalos compactos [z, a] e [a,z] de I, podemos tomar o limite
y — a para concluir que, para z€l com z < a

S0(7')(56) — QP(T)(G) _ /1 dt (p(r'H)(x +tla—1)),

r—a 0

epara xel com a<x

p" (@) = ¢ (a) = /1 dt o (a4 t(z — a)) .

r—a 0

Da mesma forma, tomando agora o limite £ — a, vem

(r) — o
¥ ({E) ¥ (a) _ (p(_T-H)(a),

lim
r—a r—a
z<a
€
(r) — oM
_p"(z) — ¢ (a) (r+1)
1 = .
v aoa S

Disto, decorre imediatamente que ¢ é de classe C"*! sobre I, com

e (a) = T (a) .
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Usando a fungao ¢o definida pela equagao (3.62), podemos construir um grande
ntmero de fungdes teste nos espagos D(2). Por exemplo, para qualquer intervalo
fechado [a, b] de R, a férmula

1
canla) = 4 P (<x ~a)@ - b)) para.a <z <b (3.66)
0 parar <aouzx=>b
fornece uma funcéo ¢, € D com suporte supp @qp = [a,b], pois
van(@) = @o((b—a)(x —a)) po((b—a)(b—2)). (3.67)
Integrando, obtemos uma fungdo ¢, € € tal que ¢qp(xr) = 0 para = < a e

bap(x) =1 para z > b:

buse) = [ oust) [ [ v paste) (3.68

Finalmente, dado qualquer intervalo fechado [a, b] de R e qualquer € > 0 (¢ < b—a),
podemos definir uma funcdo xg..€ D tal que x4, = 1 sobre o intervalo fechado
[a,b] e supp Xap,e = [a — €,b+ €], pondo

Xa,b,e(x) = ¢a—e,a(x) (1 - ¢b,b+e(x)) . (3'69)

Em n dimensdes (n > 1), dado qualquer vetor a €R™ e quaisquer r >0 e ¢ > 0
(e < r),_podemos definir uma funcao xg4,c€ D tal que Xa,re = 1 sobre a bola
fechada B,(a) de raio r em torno de a e supp Xa,re = Brte(a), pondo

Xa,r,e(x) =1- (]57-77-4-6(‘33 — a\) . (370)

Este resultado pode ser generalizado, substituindo a bola fechada B,(a) por qual-
quer subconjunto compacto K de R™ e a bola aberta B,2.(a), digamos, por qual-
quer subconjunto aberto 2 de R™ tal que K c :

Teorema 3.4 Para qualquer compacto K c R™ e qualquer aberto € c R™ com
K c Q, existe uma fungdo X, € D(Q) tal que 0 < X <1 € Xy =1 sobre K
(e até sobre uma vizinhanga de K, de modo que supp (1 — X, o) N K = 0).

DEMONSTRACAO : Inicialmente, para todo ponto a < K, escolhemos
r(a) > 0 e €(a) > 0 tais que a bola fechada B,(,)i2(a)(a) de raio
r(a) + 2¢(a) em torno de a seja contida em €, e consideramos a
fungao Xa,r(a),e(a) € D definida acima. Como K é compacto, o reco-
brimento aberto (B;.(4)(a))q < k de K possui um subrecobrimento finito
(By(a;)(a;))i=1...n. Definimos

N

Xio(®) = 1 = [T (0= Xarrtan) etan (@) -

i=1
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Entao x  , possui a propriedades desejadas, tendo como suporte a uniao
finita de bolas fechadas

N
SUpp Xk,0 — U Br(ai)-i-e(ai)(ai) .
=1 D

Um argumento semelhante pode ser empregado para provar o Teorema B.2 sobre
a existéncia de particoes da unidade, pelo menos no caso mais simples de reco-
brimentos abertos finitos de compactos de R™, do qual o Teorema 3.4 é um caso
especial.

Tendo demonstrado a existéncia de um “ntmero suficiente” de fungoes teste em
cada um dos espagos D(€2), resta como tltima tarefa nesta segdo a de especificar a
estrutura topoldgica dos espagos D (), £(Q) e 8. Em particular, queremos formular
explicitamente os critérios de convergéncia para sequéncias (pg)ren de fungoes em
cada um deles.

Comegamos pelo espago £(2), que é localmente convexo em relagdo a topologia
gerada pelas seminormas

HL,OHT’K = 2" max sup |dnp(x)| para ¢ €&(Q) (3.71)

lal<r ze K

onde r = 0,1,2,... e K percorre os subconjuntos compactos de 2: conforme ex-
plicado no Exemplo 3.7, esta é a topologia da convergéncia uniforme de todas as
derivadas sobre subconjuntos compactos de €, e segundo a Proposicao 3.3, temos
para qualquer sequéncia (¢k )k en de fungdes ¢y, € E(N)

Oapr — 0 uniformemente sobre K

v — 0 em E(Q) (3.72)

para todo aeN" e todo compacto K de

De forma semelhante, o espago 8§ é localmente convexo em relagao a topologia
gerada pelas seminormas

lollas = sup |2 dap(x)|  para pe$ (3.73)
x € R™

onde «a, B eN" e segundo a Proposicao 3.3, temos para qualquer sequéncia (pg )k en
de funcoes ¢j €8

xP Oupr(x) — 0 uniformemente sobre R™

or— 0 em 8 <— (3.74)

para todo «, 3 eN"

Para definir a topologia do espago D(f2), precisamos primeiro especificar a topo-
logia dos espagos D(K), onde K percorre os subconjuntos compactos de : cada
um destes é localmente convexo em relagao a topologia gerada pelas normas

l.x = 2" max sup |dap(x)] para ¢ e D(K) , (3.75)

a|l<r ze K

1%
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onde r = 0,1,2,... . Note que para quaisquer dois subconjuntos compactos K e
K’ de Q, temos
KcK' = D(K)c D(K')

sendo que, neste caso, D(K) é um subespago fechado de D(K’) tal que a topologia
de D(K) coincide com a topologia induzida pela topologia de D(K’), uma vez que

KcK' = llo

Ik = llell ke para eD(K) .

O espago D(Q) é entao definido como o “limite indutivo” da familia dos subespagos
D(K), onde K percorre os subconjuntos compactos de §2. Tecnicamente, esta
topologia é definida como sendo a mais fina topologia localmente convexa tal que
para todo subconjunto compacto K de 2, a inclusao de D(K) em D(Q) é continua.
Cabe mencionar que esta topologia nao pode ser gerada por um sistema enumerével
de seminormas e portanto, ao contrario dos espagos £(2), 8 e D(K), o espago D(Q)
nao é metrizdvel. No entanto, o critério de convergéncia de sequéncias em D(Q) é
facil de manuseiar, devido ao fato de que uma sequéncia em D(Q) converge nesta
topologia se e somente se ela for contida e convergente em algum dos subespagos
D(K), ou seja,

Existe um subconjunto compacto K de 2

tal que supp g c K para todo keN

vr — 0 em D(N) (3.76)

e OJapr — 0 uniformemente sobre K
para todo aeN"

Os critérios de convergéncia de sequéncias sao tUteis por serem suficientes para
provar a continuidade de aplicagoes lineares, devido a seguinte

Proposicao 3.10 (1° critério de continuidade para aplicacées lineares): Se E € um
dos espagos D(NN), E(Q) ou 8 e F € qualquer espago localmente convezo, entio uma
aplicagao linear f : E — F € continua se e somente se [ transforma sequéncias
convergentes (para 0) em E em sequéncias convergentes (para 0) em F':

pr— 0 em E = f(pg) — 0 em F.

Observemos que para os espagos £(2) e 8, a afirmacao é uma consequéncia direta
do fato de que sdo metrizaveis, enquanto que para os espagos D(), ela decorre
da construgao explicita do “limite indutivo”, em conjunto com o fato de que os
subespagos D(K) sao metriziveis.

Na pratica, no entanto, é frequentemente mais conveniente provar a con-
tinuidade de uma aplicagao linear por estimativas em termos de seminormas.
Novamente, para os espagos £(2) e 8, isto pode ser feito diretamente usando as
seminormas (3.71) e (3.73) que definem as suas respectivas topologias, enquanto
que para os espagos D(2), temos que usar propriedades da topologia do “limite
indutivo”, resumidas nas duas proposicoes enunciadas logo abaixo, para entao
podermos trabalhar com as seminormas (3.75).
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Proposicao 3.11 (2° critério de continuidade para aplicacées lineares): Seja Q um
aberto de R™. Se F ¢ qualquer espaco localmente convero, entao uma aplicacdo
linear f : D(Q) — F € continua se e somente se a sua restricio a cada um dos
subespacos D(K), onde K € qualquer subconjunto compacto de 2, for continua.

Uma demonstragao explicita da equivaléncia entre os critérios formulados nas
Proposigoes 3.10 e 3.11 no caso especial em que F' é o corpo base (R ou C) serd
apresentada logo adiante (veja a Proposigao 3.13 abaixo), sendo que o mesmo argu-
mento funciona para qualquer espago F' localmente convexo.

Proposicao 3.12 (3° critério de continuidade para aplicacbes lineares): Sejam €
um aberto de R™, Q" um aberto de R™ e f:D(Q) — D(Q') uma aplicagao linear
tal que para todo subconjunto compacto K de Q, existe um subconjunto compacto
K’ de V com f(D(K)) c D(K'). Entao f € continua se e somente se para todo
subconjunto compacto K de ), existe um subconjunto compacto K' de Q' com
f(D(K)) c D(K') tal que a restri¢ao de f a D(K) é uma aplicagao linear continua
de D(K) em D(K').

Como exemplo elementar, notamos que esta proposigao pode ser aplicada para
mostrar que se {2 e § sdo abertos de R”, com Q c , entdo a inclusdo de D(Q)
em D(£2) é uma aplicagao linear continua.

3.4 O conceito de distribuicao

Definicao 3.17 Uma distribuicao sobre um aberto Q) de R™ é um funcional
linear continuo sobre o espago de fungoes teste D(Q). O espago das distribuigoes
sobre Q serd denotado por D'(Q2). Em particular, o espago D' (R™) das distribuicdes
sobre R™ serd denotado por D', quando ndo houver perigo de confusdo.

Portanto, uma distribuigdo T € D’'(2) sobre Q é uma aplicacao T : D(Q) — C,
cujo valor sobre uma fungéo teste ¢ € D(Q2) serd denotado por (T, ),

) (3.77)
e — (T
e que satisfaz as propriedades de linearidade, i.e.,
<Ta )‘1@1 + A2‘)02> = )‘1 <Ta <)01> + >\2 <T7 4102> ) (378)

e continuidade, para a qual existem dois critérios tteis (e equivalentes):
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Proposicao 3.13  Sejam Q um aberto de R™ e T : D(Q) — C um funcional
linear sobre D(Q). Entdo T € continuo e portanto define uma distribuicao sobre §)
se e somente se valem os dois sequintes critérios, que sao equivalentes:

e Para todo subconjunto compacto K de §, existem reN e uma constante
Ck >0 tais que

(Tl < Ckllellx  para peD(K) . (3.79)
e o, —> 0 em D(Q) = (T,9) — 0.

DEMONSTRACAO: Levando em conta a definicdo da topologia dos
espacos D(K) em termos do sistema de seminormas (3.75), o primeiro
critério é apenas uma reformulagao da Proposigao 3.11. Também é claro
que o primeiro critério implica o segundo. Para provar o reciproco, su-
ponha que o primeiro critério nao esteja satisfeito. Neste caso, devem
existir um subconjunto compacto K de €2 e, para todo keN, uma
funcao teste ¢, € D(K) tal que [(T,¢;)| > k|¢glly - Mas entdo,
pondo @, = ¢/ k|¢ylly , temos que, para todo reN fixo, vale
1Pell, x < I@klly x = 1/k quando k > r, implicando que @, — 0

em D(Q), enquanto que |(T, )| > 1.
O

Note que D’() é o dual topoldgico de D(£2), um subespaco do dual algébrico D* ()
de D(), que é o espago de todos os funcionais lineares sobre D(), continuos
ou nao.

Passamos a apresentar exemplos de distribui¢oes, comecando pelo fato de que
fungdes comuns podem ser reinterpretadas como distribuicées. Mais exatamente,
existe uma grande classe de fungoes que podem ser reinterpretadas como distri-
buigoes, a saber, a das fungoes localmente integraveis:

Definigao 3.18 Uma fun¢ao mensurdvel f sobre um aberto Q de R™ a valores

complezxos € dita localmente integrdvel se para todo subconjunto compacto K
de Q, flx € LY(K), ou seja,

| ame i@l < .

O espago das fungées localmente integrdveis sobre Q serd denotado por Li,.(9).
Lembramos também que na teoria da integral de Lebesque, costuma-se identificar
fungoes que diferem apenas sobre um conjunto de medida zero. O espago quociente,
formado pelas classes de equivaléncia de fungoes em L}OC(Q), neste sentido, serd

denotado por Li, ().

Cabe ressaltar que o espago £i,.(€2) é grande no sentido de conter todos os espagos
tradicionais de fungdes: por exemplo, £}, .(€2) contém o espago C(£2) das fungoes
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o (R™) contém todos os espagos LF (R™),
para 1 < p < oo (veja os Exemplos 3.3 e 3.4). Na verdade, para que uma funcao
f sobre Q pertenca a £, (), basta que f seja mensurdvel e, exceto sobre um
conjunto de medida zero, limitada sobre compactos K de (.

continuas sobre ) (veja o Exemplo 3.7) e £}

Para mostrar que a reinterpretacao de fungoes localmente integrdaveis como
distribuicoes a ser apresentada no préximo exemplo nao acarreta nenhuma perda de
informacao relevante, precisaremos do seguinte lema provindo da teoria da medida
e da integral de Lebesgue:

Lema 3.2  Seja f uma fungao localmente integrdvel sobre um aberto 0 de R™

tal que
/d"x f(x) =0
K

para qualquer subconjunto compacto K de Q. Entao

f =0 quase sempre .

Exemplo 3.8 (Fun¢des localmente integraveis como distribui¢des): Dada uma
funcao localmente integravel f sobre 2, definimos para toda fungao teste ¢ € D(Q)

Tre) = [d"s f@)ola). (3.80)
Entao T é uma distribuigao, pois ¢ linear,

(Tr, Aoy + Ag0g)

/d”x f(x) (Mpr(x) + Aopa(x))
A / "z f(z) () + Ao / 4"z f(2)pa(2)

= M (Tt 01) + Ao (T5,02) ,

e também é continua, sendo que para todo subconjunto compacto K de €2 e toda
funcao teste ¢ € D(K), temos

[Ty )] = \/de F@) ole)

< /K 4"z | (@) o)) < /K 4" |£(2)] - sup [¢(o)]

ou seja
(T, 00| < [Iflkll llellox - (3.81)

Desta forma, obtemos uma aplicagao linear

L) — D'(Q)

P (3.82)
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cujo nucleo é igual a

{fel]l..(Q)]f=0 quase sempre} ,

loc

De fato, é ébvio que se f = 0 quase sempre, entao Ty = 0. Para demonstrar a
afirmagao reciproca, observamos que segundo o Lema 3.2, é suficiente provar que
a integral de f sobre qualquer subconjunto compacto K de €2 se anula. Suponha
portanto que K é um subconjunto compacto de R™ contido em §2, e escolha um sub-
conjunto aberto €2’ e um subconjunto compacto K’ de R™ tais que K c ' c K’ c Q.
Para todo k€N, ponha Q) = {zec Q' |d(z,K)<1/k} e aplique o Teorema 3.4
para encontrar uma funcéo x, € D(Q}) tal que 0 < x, <1 e x;, =1 sobre K.
Denotando a fungao caracteristica de um compacto qualquer L (que vale 1 sobre L
e 0 fora de L) por x,, concluimos que na medida em que k — oo, fx;, — fxx
pontualmente e |fx,| < |f] xp com |f]xy € £1(R™); assim, segundo o teorema
da convergéncia dominada,

0 = (Ty,x,) = / d"e f(2) yolz) — /K dne f(z)

Assim, obtemos uma aplicagao linear injetora

Lipe() — D'(Q)

] T (3.83)

Frequentemente, e sempre quando for conveniente, utilizaremos esta corres-
pondéncia como uma identidade, identificando Ty com f (ou mais exatamente,
com a classe de equivaléncia [f] de f). Assim, L], (£2) pode ser considerado como
um subespago de D’(Q).

Como resultado desta construgao, torna-se importante dispor de um critério
pratico para decidir se uma determinada funcao é localmente integravel ou nao.
Mais concretamente, a questao se coloca quando consideramos fungoes sobre R™,
ou mais geralmente sobre um aberto 2 de R"™, que sao definidas e continuas sobre 2
exceto em algum subconjunto S que é de medida zero e que interpretamos como
sendo o conjunto das suas singularidades. Entao é claro que uma tal fungao é
localmente integravel sobre 2 se ela for limitada sobre 2\ S; um exemplo tipico
seria o seguinte:

Exemplo 3.9 (Fun¢3o de Heaviside): A fun¢do de Heaviside é a funcao localmente
integravel 6 sobre R definida por

_ 1 para >0
0(z) = { 0 para =<0 (3.84)

Note que nao é preciso especificar o valor de 8 em = = 0 pois para qualquer calculo
no contexto de distribuigoes, este valor € irrelevante.

Assim, uma questao interessante é o que pode ser dito sobre uma funcao que, no
complemento do conjunto das suas singularidades, é continua mas nao é limitada.
Uma resposta é dada pela seguinte
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Proposigao 3.14 Sejam Q um aberto de R™ e f uma fung¢do mensurdvel sobre )
que é continua sobre Q\ S onde S € um subconjunto de Q de medida zero. Suponha
que () en € uma sequéncia decrescente de subconjuntos abertos de Q0 cuja inter-
se¢ao € S, i.e., que satisfazem

QoM>o>...20%>%41D...08 e ﬂQk:S,
keN

e tal que, para todo subconjunto compacto K de 2, vale
lim vol(Kn Q) = 0.
k—o0

Entao f € localmente integravel sobre Q) se e somente se, para todo subconjunto
compacto K de Q, a sequéncia crescente (I i)wen de integrais

L = / "z ()|

K\Qk

for limitada (e portanto convergente).

DEMONSTRAGAO : Obviamente, se f for localmente integrdavel sobre €2,
cada uma das integrais I é limitada pela integral de |f| sobre K.
Para provar a afirmacgao reciproca, fixamos um subconjunto compacto
qualquer K de Q e, denotando a fungao caracteristica de um compacto
qualquer L (que vale 1 sobre L e 0 fora de L) por x;, como antes,
POMOS gx 1 = Xfe\q, | f| para obter uma sequéncia (g ;)5 <y Crescente
de fungodes g, reais nao-negativas e integraveis sobre K que converge
pontualmente para a fungéo |f| sobre K \ S (e se anula identicamente
sobre K nS). Entéo se o critério de limitagdo enunciado na proposigao
é satisfeito, segue do teorema da convergéncia mondtona, em conjunto
com a hipétese de que S tenha medida zero, que essa convergéncia se
d4 também na norma do espaco £L!(K) e que o limite é uma fungao que

pertence a L1(K).
O

Na prética, a sequéncia (k) <y de abertos que figura nesta proposigao é frequente-
mente obtida como parte de uma familia (Q(5))c>0 de vizinhangas abertas do
conjunto S de singularidades de f definidas por

Qc(S) = {zeQ|d(z,5) <e}
pondo Qj = Q, (5), onde (€)r N é uma sequéncia numérica decrescente qualquer

que converge para 0.

De qualquer modo, a reinterpretagao de fungoes como distribuigoes sugere consi-
derar distribuigbes como “fungoes generalizadas” (e de fato foi este o termo adotado
pela “escola russa” liderada por Israel Gel’fand) e assim serve de justificativa para
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uma convencao, bastante utilizada na fisica, segundo a qual o valor (T, ¢) de uma
distribuigao T € D’(Q)) sobre uma fungao teste @ € D(Q) é denotado por

(T,p) = /d”x T(z) p(z), (3.85)

mesmo quando 7' nao corresponde a nenhuma fungao localmente integravel e,
portanto, a integral que aparece nesta férmula nao é uma integral no sentido de
Lebesgue. Também escrevemos

(Top) = (T(x),¢(x)) , (3.86)

onde x é apenas um rétulo para indicar qual é o argumento de T e de ¢, ou seja,
a varidvel independente: portanto, podemos empregar qualquer simbolo ao invés
de x, desde que utilizamos o mesmo simbolo para o argumento de T e o argumento
de . (E a mesma convencao que rege a utilizagao de indices em somatorias ou
de varidveis de integragdo.) A rigor, trata-se de um abuso de notagdo, que nao
deve ser mal entendido: nao sugere que uma distribuigao pudesse assumir um valor
definido em algum ponto do seu dominio.

Passamos a apresentar alguns exemplos de distribuigoes que nao correspondem
a fungoes localmente integraveis.

Exemplo 3.10 (Distribuicdo de Dirac e suas derivadas): A distribuigdo de Dirac,
também chamada de func¢ao delta de Dirac, é definida como o funcional que associa
a cada funcao teste ¢ €D o seu valor na origem:

(0,0) = ¢(0). (3.87)

As derivadas da distribuicao de Dirac ou derivadas da funcao delta de Dirac sao
definidas como os funcionais que, a menos de um sinal, associam a cada funcao
teste €D o valor das derivadas correspondentes na origem:

(01, 0) = (=1)!* 9,4 (0) . (3.88)

Deixamos ao leitor a tarefa de provar que § e §(® de fato sdo distribuicoes.

Na Secdo 3.6, veremos em qual sentido §(® é realmente a derivada parcial de
ordem « de 6.

Exemplo 3.11 (Valor principal de 1/ x): Inicialmente, observa-se que, conforme
o critério da Proposigao 3.14, a fungdo 1/x sobre R, que é continua exceto na
origem, nao é localmente integravel, pois sua integral sobre o intervalo [e, 1], onde
0<e<1,vale

bdx

X

= —Ine
€

e portanto diverge no limite ¢ — 0. Pela mesma razao, a tentativa de definir uma
distribuigdo 1/ x pela expressao

<1,g0(x)> = /m@ para peD

X
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falha, pois (como veremos logo adiante) esta integral sé existe quando ¢(0) =0.
Portanto, encontrar uma defini¢ao da fungdo 1/ x como distribuicao é uma tarefa
nao-trivial, que requer “regularizar” esta expressao, ou seja: queremos encontrar
uma distribuicao em D’ cuja restricao ao subespaco fechado de codimensao 1

kerd = {@peD]|p(0)=0}

de D seja igual ao funcional dado por esta expressao. Isso pode ser feito por
subtracao do termo constante ¢(0),

<V.p.)1<,<p(x)> - / dz M, (3.89)

desde que a expressao no lado direito desta férmula seja entendida como o limite

/ g 2@ =00 gp P —#(0)

|z/<a

Para justificar esta férmula, observamos que, para toda fungéo ¢ em D (ou mesmo
em &), existe uma unica funcdo ¢ em & tal que

p(x) = ¢(0) + zy(z) .
De fato, podemos definir ¥ pela féormula integral
1
vla) = [ dslsa),
0

pois esta implica

r(z) = / ds 7/ (sz) = / ds - p(sa) = la) — p(0)

Portanto, se a > €, ,e_ > 0, teremos

/__eidx@ +/ad:c@

+

(0) (/__df +/j‘if>+/_jdw<x) —i—/eadxz/}(a:)

—€_

<p(0)<1ne_ — lnq.) —|—/ dx ¥(x) + /Ea dx ¥(x) .

—a

No limite ¢, — 0 e ¢ — 0, os tltimos dois termos sdo convergentes mas
o termo logaritmico é divergente, exceto quando impomos uma relagao de tipo
€_/e, = exp()) onde X é uma constante. Escolhendo A = 0 e a suficientemente
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grande para que valha supp ¢ c [—a,a], obtemos a seguinte férmula alternativa
para a definigdo do valor principal de 1/ x:

1 o p(x)
<v.p. R cp(x)> = lgl% dx - (3.90)
|z|>e

Deixamos ao leitor a tarefa de provar que v.p.(1/x) de fato é uma distribuigao.

Obviamente, a construgao do valor principal de 1/ x, que remonta a Cauchy, pro-
porciona uma regularizagao especifica da fungado 1/ x. Ademais, é claro que qual-
quer outra regularizacdo da mesma funcao deve ter a forma

1
v.p. — + Ad(x),
X
com alguma constante A€C (a mesma que antes, caso ela for real).

Exemplo 3.12 (Parte finita de 1/x*, k > 1): Como no exemplo anterior, ob-
serva-se que, conforme o critério da Proposicdo 3.14, a funcdo 1/ x* sobre R, que
é continua exceto na origem, nao é localmente integravel, pois sua integral sobre o
intervalo [e, 1], onde 0 < € < 1, vale

/1‘135_1 1y
ook k=1 et

e portanto diverge no limite ¢ — 0. Pela mesma razdo, a tentativa de definir uma
distribuicdo 1/ x* pela expressao

(L) = [y pen

falha, sendo que esta integral em geral nao existe: novamente, encontrar uma
definicdo da funcdo 1/x* como distribuicio requer “regularizar” esta expressio.
Aqui, isso pode ser feito por subtragao do polinémio de Taylor de ¢ de ordem k —1

na origem:
<pf 1k , o(x )> = /dw( ‘p(l) l) , (3.91)

desde que, novamente, a expressao no lado direito desta féormula seja entendida
como o limite

k—1 k—1 (1)
/“1< Z )ﬂg W;G@Z¢fw>
= =0

|z|<a

S

Para justificar esta féormula, observamos que, para k > 1 e para toda fungao ¢
em D, existe uma tnica fungao ¥i[p] em & tal que

k—1 (l)
o) = 3 0w ki)
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De fato, segundo o teorema de Taylor, podemos definir 1;[¢] pela férmula integral

1
(k—1)!

Gilel(z) = / ds o) (sz) (1 — 5)F1 |

pois esta implica, por integracao explicita,

(k)
P alel@) - 2ol = - Sk,

e assim, por inducao sobre k,

[t [

. ok . ok
k—1 (l) —€e_ a
B ©\(0) dx dx
()
+ / " dr glgl(z) + / dz Pulel(2)

= o0(0) 1 1 1 1
= - - +
i (k—1—1) \ F=I=T 7 (me )bmiT = ghiT (—a)F—1-1

— 50((:)_1)1()?) (lne+ — lne_)

+ [ arnld@ + [ el

—a €+

No limite ¢, — 0 e e. — 0, os tltimos dois termos sao convergentes mas
o termo logaritmico é divergente, exceto quando impomos uma relagao de tipo
€_/e, = exp()) onde X é uma constante. Escolhendo A =0 e tomando o limite
a — 00, obtemos a seguinte férmula alternativa para a definicao da parte finita de
1/ x*:

-2

<p.f.X1k : <p(x)> = gii%( / da @95? - kz “2(52(_0)1) Eklll)' (3.92)

1=0
k—1 impar

|z >e

Deixamos ao leitor a tarefa de provar que p.f. (1 / xk) de fato é uma distribuicao.
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Novamente, a construgdao da parte finita de 1/ x* proporciona uma regularizagao
especifica da funcdo 1/ x* e qualquer outra regularizacio da mesma funcio deve
ter a forma

1 k—1
pf Xik + Z Al 6(l)(X) 5
1=0
com constantes Ag,...,\,_; €C.

Voltando & notacao introduzida pelas equagoes (3.85) e (3.86), ressaltamos mais
uma vez que para uma distribuicdo T qualquer sobre um aberto € de R"™, néo
existe, em geral, a nocao do “valor” de T em um ponto do seu dominio 2. O que
existe sim é a “média ponderada” de T sobre qualquer regiao finita em €2 com
volume > 0. De fato, para uma funcao localmente integravel f sobre {2, a média
de f sobre um subconjunto compacto K de €2 é a expressao

Fe = i L4160 = i [ 47 M)

onde xj ¢ a fungdo caracteristica de K (que vale 1 sobre K e vale 0 fora de K),
enquanto que a média ponderada sobre K, com uma funcao peso ¢, seria

1 n
< [ 4 @)

Portanto, podemos dizer que distribuigoes sao entidades matemadticas para as quais
existe a média ponderada sobre qualquer regiao finita com volume > 0 e qualquer
fungao peso de classe C*°.

3.5 Suporte e suporte singular

A nossa meta nesta secao serd generalizar o conceito de suporte de funcoes para dis-
tribuigbes. Veremos que, como no caso de fungoes, o suporte de uma distribuicao
indica a regiao na qual ela nao se anula. Veremos também que praticamente a
mesma construcao permite definir o conceito de suporte singular de uma distri-
buigao, que indica a regiao na qual ela é singular, no sentido de nao se reduzir a
uma funcao lisa.

Ambas as defini¢oes baseiam-se na observagao de que, apesar do fato de que dis-
tribuigoes nao assumem valores especificos nos pontos do seu dominio, a afirmagao
de que uma distribuicao se anula ou se reduz a uma funcao lisa sobre um deter-
minado subconjunto de R™ faz sentido se (e em geral somente se) este for um
aberto.

Definicao 3.19  Sejam Q e Q abertos de R™, com Q c Q. Entio a inclusio

D) — D), (3.93)
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sendo uma aplicagdo linear continua, induz uma proje¢ao
D) — D)

(3.94)
T — T‘Q

A distribuicio T'|g € chamada a restrigcdo da distribuicio T a Q. Dizemos que
T se anula ou € zero sobre ou em Q) se T|s =0 e que T é regular sobre ou
em Q) se existe uma funcao lisa fe E(Q) tal que T =Ty em D'().

A primeira parte desta definigao se justifica pelo fato de que para distribuigoes 1’y
provindas de fungoes continuas f, temos

Proposicio 3.15  Sejam Q e Q abertos de R™, com Q ¢ Q, e seja f wmna fungao
continua sobre Q. Entdo f se anula em Q se e somente se Ty se anula em Q.

DEMONSTRAGAO : Se f se anula em Q, entdo ¢ Gbvio que para qualquer
fungio teste o € D(Q) com suporte em Q, vale (T}, ) = 0. Reciproca-
mente, suponhamos que T se anula em (2, e vamos mostrar que para
qualquer ponto z e Q e qualquer € > 0, vale |f(z)| < e. Para tanto,
usando a continuidade de f no ponto x, escolhemos § > 0 tal que
B.(0)c Q e |f(y) — f(z)| < e para ye B,(d), assim como uma funcao
teste peD tal que » >0, [d"y ¢(y) =1 e supppc B,(5). Entdo
(Tr,¢) =0 e portanto

1@l = |1 [ary )]
= ‘/d”y ) ey) —/d”y (fly) = f(2)) e(y)

< (Tro) + / "y 1£(y) — F()] o(y)

< sw ) - f@)]- / d"y oy)
yEBy(é)

< €.

O

Para a segunda parte da definicao acima, observamos que a funcao f que aparece
na condicao de regularidade precisa ser de classe C*° apenas em Q, podendo desen-
volver singularidades (de qualquer natureza, integraveis ou nao) na fronteira de Q.
A proposicao acima mostra entdo que se T' é regular em Q, a funcio fe E(Q) tal
que T|o =T em D'(Q) é unicamente determinada por 7.

Obviamente, se uma distribuigdo se anula /é regular em algum aberto, ela
também se anula /é regular em qualquer subconjunto aberto deste. Na diregao
oposta, temos a seguinte
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Proposigao 3.16  Sejam Q e Q abertos de R™, com Q c Q, e tais que 2 € a
uniao de uma famdlia (€)1 de a~bertos de R™. Se uma distribuicao T sobre §2 se
anula / é reqular em cada um dos §;, entdao ela também se anula /€ reqular em €.

DEMONSTRAGAO : Primeiro, observamos que podemos demonstrar as
duas afirmacoes contidas nesta proposicao simultaneamente, pois uma
distribuicao que se anula em um determinado aberto é um caso par-
ticular de uma distribuicao que é regular neste aberto: corresponde a
escolha f = 0. Ademais, tendo em vista a observagao anterior, pode-
mos supor sem perda de generalidade que a familia (€;); ¢ ; constitui um
recobrimento localmente finito de Q. (Caso contrario, podemos subs-
titui-la por um refinamento localmente finito.) Sendo assim, podemos
escolher uma parti¢ao da unidade (Xi)i e 1 subordinada ao recobrimento
(Qz)z el de Q.

Isso posto, observamos que se para todo i€, T é regular em Q, ie.,
se para todo iel, existe f;e &(Q;) tal que Tlg, = Ty, em D),
entao para quaisquer dois indices i, j € I, vale '

Thila e, = Tlaing, = Thla,ne, em D'(iny).

Pela propriedade de unicidade mencionada acima, segue que f; = f;
em §2;nQ;. Logo, existe fe £(Q) tal que, para todo iel, f; é a
restricao de f a €2;. Falta mostrar entao que para qualquer fungao teste

©eD(Q), vale (T|g — T, @) = 0.

Seja portanto ¢ € D()) qualquer fungdo teste. Para todo ponto x em
supp ¢, existem uma vizinhanca aberta €, c Q de z e um subconjunto
finito I, de I tal que Q;n Q, =0 se i ¢I,. Como supp ¢ é compacto, o
recobrimento aberto (£2;) 4 e supp » de SUpp ¢ possui um subrecobrimento
finito (Qy,, )k=1,...N- Seja

N
Iy= UL e 9 =J%;
k=1

entao [, ¢ um subconjunto finito de I e €, é um aberto de R" tal que
suppp c 5 Q e

i¢ly, = Q,nQ =0 = x0 = 0.

Assim obtemos

i =1 = o= xp =D ¢

iel iel ielp

e portanto

(T—Tr,0) = > (T—Tys,xi¢) = 0,

i€l

pois supp (x,;¢) = suppx; N suppy C Qi' N
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Esta proposicao mostra que distribuigoes e fungées comuns compartilham uma
propriedade que para fungoes é completamente 6bvia: a existéncia de um maior
aberto onde se anulam. De forma andloga, uma distribuicao admite um maior
aberto onde é regular. Portanto, podemos estender a Definicado B.5 como segue:

Definigao 3.20 O suporte de uma distribuicio T sobre um aberto Q0 de R,
denotado por suppT, € o complemento, em 2, do maior aberto de 2 onde T se
anula:

suppT = Q\ (maior aberto de 2 onde T se anula) . (3.95)

O suporte singular de uma distribuicao T sobre um aberto Q de R™, denotado
por sing supp T, € o complemento, em ), do maior aberto de Q2 onde T € regular:

singsupp T = Q\ (maior aberto de €2 onde T é regular) . (3.96)

Note que, conforme esta definicao, o suporte e o suporte singular de uma distri-
buicao sobre um aberto €2 de R™ é fechado em {2, mas nao necessariamente em R"™.

A seguinte propriedade é ébvia:
Proposigao 3.17 Para qualquer distribuicao T sobre um aberto ) de R™, vale
suppT = ) <= T=0. (3.97)
singsuppT = 0 <= T =Ty com fe&(Q). (3.98)
Como corolario da Proposigao 3.15, temos a primeira parte da seguinte

Proposigao 3.18 Para qualquer funcao continua f sobre um aberto Q de R™,
vale

suppTy = suppf . (3.99)
sing supp Ty = sing supp f , (3.100)
onde o suporte singular de f € definido como sendo o complemento do conjunto

dos pontos x de ) tais que f € de classe C*° em alguma vizinhanc¢a aberta de x.

Exemplo 3.13 O suporte e o suporte singular da distribuicao de Dirac e de suas
derivadas é a origem:

suppd = {0} , singsuppd = {0} . (3.101)
supp 6(®) = {0} , sing supp 5@ = {0} . (3.102)

O suporte e o suporte singular do valor principal de 1/x e da parte finita de 1/x*
sao a reta inteira e a origem, respectivamente:

1 1
SUpp V.p. — R , sing supp v.p. Ml {0} . (3.103)

1 1
~ f.— =R sing s f.— = {0}. 3.104
supp p.f. , sing supp pf. 7 = {0} (3.104)
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De fato, v.p.(1/x) e p.f.(1/x*) sdo obviamente de classe C* sobre R\{0}, mas
nao sobre R.

Um teorema interessante devido a Laurent Schwartz que apenas mencionamos
aqui, sem demonstragao, afirma que a distribuicao de Dirac e as suas derivadas sao
completamente caracterizadas pela propriedade de suporte enunciada no exemplo
anterior:

Teorema 3.5 (Schwartz): Se T € D' ¢é uma distribui¢ao com suporte {0}, entao
existe r > 0 tal que T' € uma combinagao linear da func¢do delta de Dirac e de suas
derivadas até ordem r:

T = ) cad®. (3.105)

laf<r

Distribuigoes de suporte pontual sao os exemplos mais simples dentro de uma
classe maior, a das distribuicoes de suporte compacto, que tém papel importante
em equacdes diferenciais parciais e suas aplicacoes® e para as quais daremos uma
interpretacao alternativa na Secao 3.8.

3.6 Diferenciacao
A definigao de derivadas parciais para distribuicoes é baseada na seguinte

Proposicao 3.19 Para todo aberto Q) de R™, o operador linear de diferenciagdo
parcial Oy 1 D(Q2) — D(N) € continuo.

DEMONSTRACAO : Para todo subconjunto compacto K de €, a res-
tricdo do operador linear 9, : D(2) — D(Q) ao subespago D(K) é
um operador linear 9, : D(K) — D(K) que é continuo, pois para
r=20,1,2,..., temos

10ap llr i < ellpiax  para eD(K),

0 que prova a afirmagao, segundo a Proposicao 3.12. 0

Definicao 3.21  Para todo aberto 0 de R™ e qualquer distribuicao T sobre €2,
define-se sua derivada parcial de ordem o como sendo a distribuicao 0, T sobre €2
dada pela formula

(0uT,¢) = (=1)IN(T, 0,p)  para ©eD(Q) . (3.106)

8Por exemplo, a fonte de uma equagéo diferencial parcial tal como a equagao (1.44), quando
representa uma componente de uma distribui¢do (no sentido da Fisica) de cargas e correntes
localizadas em uma regido finita do espago, como acontece normalmente em problemas de eletro-
magnetismo, é uma distribuigdo (no sentido da Matemadtica) de suporte compacto.
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Observa-se que 0,7 é realmente uma distribuigao sobre §2, i.e., um funcional linear
continuo sobre D(£2), pois (a menos de um sinal) é a composicao do funcional linear
continuo T sobre D(2) com o operador linear continuo da proposi¢do anterior.

Afim de motivar esta defini¢ao da derivada para distribuigdes (inclusive o sinal),
mostramos que para distribuicoes regulares, ela coincide com a nogao classica de
derivada para fungoes. Mais exatamente, temos

Proposigao 3.20 Seja Q um aberto de R™ e seja f uma funcao de classe C”
sobre Q. Entao para todo multi-indice aeN" com |a| < r, vale

Ty = T,z - (3.107)

DEMONSTRAGAO : Usando indugdo sobre o grau |a| de «, podemos
reduzir a demonstragdo da afirmacgao geral a demonstracdo do caso
onde |a| =1, no qual o operador 9, se reduz a uma simples derivada
parcial 0; e podemos utilizar integragdo por partes na coordenada x; :
para qualquer funcio teste ¢ € D(Q) cD, temos

@) = ~(T3.00) = ~ [ 4" f(z) Dy (a)
= —/dxl...dxn flxr,... zy) %(xl,...,xn)

— / dl‘l e d.]?j_ldl‘j_H . dl‘n

x dxji(f¢)(x1,...,xj,...,xn)
T~ )

0
+/dm1...dxn (,h‘);(x17...,xn) O(X1,. .0, Tp)

- <T8jfa (p> 5

pois ¢ tendo suporte compacto, o termo de bordo
0
dx; 87907 (fo)zr,...,zj,. ., xn)

= lim ((f(p)(xl,...,xj_l,a,xj+1,...,a:n)

a—r 00
—(fo)(xr, ... x50, —a, xjq1, ... 7In))
se anula. O

Destacamos uma propriedade de derivadas parciais que vale para fun¢ées comuns
(mais exatamente, fungoes de classe C?) e que continua valendo para distribuicdes:
¢é o lema de Schwartz sobre comutatividade das derivadas parciais, que constitui a
justifica para podermos utilizar a notagao dos multi-indices para derivadas parciais
de ordem superior.
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Proposicao 3.21 (Lema de Schwartz): Para todo aberto Q de R™ e qualquer dis-
tribuicao T sobre €2, vale

o 0 o 0

DEMONSTRAGAO: Para TeD'(Q) e peD(Q), vale

0 9 . N _ [0 de\ _ [p 0 9
8xi ax]’ » P o 8%—’83:1- o ’&rj axi@

. 29N [OT dpN /9 9 4
- ’8xi 8;10]-@ o Bxi’axj - ij (91'2 » P '

O

Passamos a apresentar alguns exemplos. Primeiro, comparando as equagcoes
(3.87), (3.88) e (3.106), percebe-se que a distribuigio §(*) introduzida anteriormente
realmente é a derivada parcial de ordem « de 9:

6 = 9,6 . (3.109)

Exercicio 3.4 Prove que, no sentido de distribuicoes sobre R,
i9(:r) = (x) (3.110)
. = . .
a x| = 20(x)—1 (3.111)
dx N ' '

Com essas ferramentas a nossa disposi¢ao, ja podemos iniciar um estudo, no
ambito da teoria de distribuigoes, de equagoes diferenciais parciais (lineares) a
coeficientes constantes: sao equagoes da forma

pPO)S =T, (3.112)
onde S e T devem ser distribuigdes (S, T € D) e
P) = Y a0a - (3.113)
o<
Em particular, podemos dar uma definicao rigorosa da nocao de funcio de Green®

ou solucao fundamental:

Definigao 3.22 Uma fun¢ao de Green ou solugcdo fundamental de uma
equacdo diferencial parcial (linear) a coeficientes constantes, definida por um
operador diferencial parcial P(9), é uma distribui¢ao G €D’ tal que

PO)G = 4. (3.114)

9 Na Fisica, o termo “funcio de Green” também é utilizado para caracterizar certas solugdes
da correspondente equagédo homogénea P(9)G = 0.
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Por enquanto, esta definigao é valida para operadores a coeficientes constantes, mas
ela se estende facilmente a operadores cujos coeficientes sao fungoes lisas, usando
a definicdo do produto de uma funcao lisa com uma distribuicao a ser dada na
préxima secdo. No entanto, o seguinte teorema fundamental, que mencionamos
sem demonstragao, é valido apenas para operadores a coeficientes constantes:

Teorema 3.6 (Ehrenpreis-Malgrange): Qualquer operador diferencial parcial a
coeficientes constantes admite uma fungao de Green, ou solu¢do fundamental.

Naturalmente, esta funcao de Green ou solucao fundamental nao é tnica, pois
pode ser modificada pela adigao de qualquer solucao da equacao homogénea.
Portanto, costuma-se impor condigdes adicionais (condicgoes de fronteira e, no caso
de equagoes de evolucdo, condigdes iniciais) para determinar uma funcao de Green
ou solucao fundamental especifica.

Neste livro, determinaremos fungoes de Green para alguns dos operadores dife-
renciais parciais mais importantes que aparecem na Fisica, ilustrando ao mesmo
tempo diversas técnicas utilizadas para a solucao de equacoes diferenciais parciais.
Na presente se¢ao, apresentamos uma abordagem direta ao problema de determinar
uma funcao de Green para o operador de Laplace em R™.

No caso n =1, a solugao deste problema é simples, para nao dizer trivial, pois
combinando as equagoes (3.110) e (3.111), concluimos imediatamente que

G(x) = %z . (3.115)

Esta fungao de Green é unicamente determinada pelas condigoes adicionais de que

G(—z) = G(z) e G(0) = 0.

No caso n > 1, a ideia béasica consiste em utilizar a invaridncia do operador
de Laplace e da fungao ¢ de Dirac sob o grupo O(n) de rotagdes em R™ (veja a
equacdo (3.164) abaixo) para justificar a procura por uma fungao de Green G que
seja apenas uma “funcao” da variavel radial r, o que reduz o problema a solugao
de uma equacao diferencial ordinaria. Naturalmente, esta é apenas a parte classica
da construgao de uma funcao de Green, pois é restrita a regiao fora da origem.
Contudo, o procedimento deve fornecer uma solucao que desenvolve uma singula-
ridade na origem: caso contrario, obterifamos uma solugao da equagao homogénea
em R", ao invés de uma solucao fundamental. A construgao completa procede em
trés passos:

O primeiro passo consiste em resolver a equagao
AG = 0 (3.116)

apenas no aberto R™\{0}, onde a func¢ao delta de Dirac se anula; portanto, tenta-
mos resolver a equagao

AG =0 em R™\{0}

sob a hipétese de que G seja uma funcio comum (pelo menos de classe C?) da
variavel radial . Este é um problema puramente classico que ja foi resolvido na
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Secao 2.1.2: sabemos que a solugao geral é

G(l.): *m‘i’c (TL>2)
clnr + ¢ (n=2)

onde ¢ e ¢’ sdo constantes de integracao. Obviamente, para a solucido da equagio
(3.116), mesmo em R™, o valor da constante aditiva ¢’ é irrelevante e portanto
podemos supor sem perda de generalidade que G é um miultiplo do potencial de
Coulomb Gy introduzido na Secao 2.1.2: Temos

G = kG, (3.117)

com

ko= /S do(z) - VG (z) (3.118)

No segundo passo, observa-se que, conforme o critério da Proposicao 3.14, a
fungdo G assim definida, que é continua exceto na origem, é localmente integravel,
pois como j4 foi demonstrado na Segéo 2.1.2, a integral de |G| sobre uma bola B?
de raio a em torno da origem vale

[ drsic@] = kona) < o
Br

com g, (a) dado pela equagio (2.15), e portanto permanece limitada quando a — 0.
Assim, G define uma distribuicao, que também denotaremos por G, e a distribuicao
AG estd bem definida. Ademais, as mesmas estimativas mostram que para qual-
quer funcao continua f sobre R™ de suporte compacto, temos

/d”x G(z) f(z) = lim d"x G(z) f(x),

e—0 |T|>E

pois para € > 0 finito, a diferenca pode ser estimada por

‘ [ 6@ 1) - /m@ed"”” G(x) f(x)

< /B @ G 1)

< s |f@) vl (S"7) kga(e)

x €supp f

mostrando que ela se anula no limite ¢ — 0.
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O terceiro passo consiste em calcular, para toda funcao teste ¢eD com
supp ¢ C Bg(0), a expressao (AG, ), usando a segunda identidade de Green
(B.45):

(AG,g) = (G, Ag) = / d"z G(x) (Dp)(x)
=l [ e Ge))
~ liy d"z (G(2) (Ap)(@) - (o) (AG)(@))

€0 Je<la|<R
= /=R do(z) - (G(w) (Ve)(x) = (VG)(2) @(x))

~lim [ do(2)- (G@) (Vo)) ~ (V6)(@) (@) -

e—0 II‘ZE

A primeira integral se anula pois ¢ e todas as suas derivadas s@o zero quando
|x| > R, enquanto que para € > 0 finito, a primeira contribuicao & segunda integral
pode ser estimada por

‘ [ dot) 6w VoW

< vol (") G| - sup [Vip(a)]

T € supp ¢

mostrando ela se anula no limite ¢ — 0. Finalmente, a segunda contribuicao a
segunda integral é dividida em duas partes:

(LG, p) = lim{/ll_ do(z) - (VG)(2) (p(z) = ¢(0))

e—0

+ /w|_6 da(x) . (VG)(x) SD(O) } :

Utilizando a equagao (3.118), concluimos que para € > 0 finito, a primeira contri-
buicao pode ser estimada por

< ksup |p(x) —p(0)] .

|z|=¢

’ [ o) (V6@ (2) — p(0)

mostrando que ela se anula no limite € — 0, devido a continuidade de ¢ na origem,
enquanto que a segunda contribuicao dd um resultado finito:

(AG, ) = k ¢(0) .

Assim, provamos o seguinte
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Teorema 3.7 A funcdo de Green para o operador de Laplace em R™ invariante
sob o grupo de rotagoes O(n) coincide com o potencial de Coulomb Gg introduzido
no Capitulo 2, dado por

1 1
Tl ez (n>2
Go(z) = 2i In — (n=2), (3.119)
7 0
1
2" (n=1)

onde r=|z| = (X" x2)1/2 e vol (5"~ 1) =27"/2/T(n/2).

i=1"i

3.7 Multiplicacao

A definicao da multiplicacao entre distribuigoes e fungoes lisas é baseada na pri-
meira parte da seguinte

Proposigao 3.22 Para todo aberto €2 de R™, o operador bilinear de multiplica¢do

E(Q) xDQ) — DQ)

(3.120)
(f,9) — fe
€ separadamente continuo, o que significa que
e Para toda funcao fe&(Q), a aplicagdo linear
D) — DO
@) () (3.121)
e —  fe
€ continua.
e Para toda funcao @€ D(Q), a aplicagao linear
&) — DI
S @) (3.122)

o= fe
€ continua.
DEMONSTRAGAO : As relagdes (B.9) e (3.51) com X = K mostram
que dada uma fungao fe&(Q2) e qualquer subconjunto compacto K

de €, a restricdo do operador linear (3.121) de multiplicacao por f ao
subespago D(K) é um operador linear continuo

DEK) — D(K)
e —  fo
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e, de forma semelhante, que dada uma fungdo ¢ €D(2) com suporte
K = supp ¢ c Q, o operador linear (3.122) de multiplicagao por ¢ define
um operador linear continuo

O

Definigao 3.23 Para todo aberto Q2 de R™ e para qualquer funcdo lisa f sobre ) e
qualquer distribuicao T sobre 2, define-se o seu produto como sendo a distribuicao
fT sobre Q dada pela formula

(fT,p) = (T, fo) para @ eD(Q) . (3.123)

Observa-se que fT é realmente uma distribuigao sobre 2, i.e., um funcional linear
continuo sobre D(), pois é a composigdo do funcional linear continuo 7' sobre
D(2) com a aplicagao linear continua (3.121).

Afim de motivar esta definicao da multiplicacdo entre distribuicoes e funcoes
lisas, mostramos que para distribuicoes regulares, ela coincide com a nogao clédssica
de multiplicagao entre fungées. Mais exatamente, temos

Proposigao 3.23 Seja 2 um aberto de R™ e sejam f uma fungdo lisa sobre Q e
g uma funcao localmente integrdvel sobre Q. Entdao vale

fT, = Ty, . (3.124)
DEMONSTRAGRO : Para qualquer funco teste o e D(), temos
Tppro) = [ 4" ()@ o(a)
= [ @) Fo)@) = (T fe) = (T
O

Continua valendo a regra do produto:

Proposigao 3.24  Para todo aberto 2 de R™, as derivadas parciais do produto
fTeD'(Q) entre uma fungao lisa fe&(Q) sobre Q e uma distribuicao T € D'(Q)
sobre Q) satisfazem a regra do produto

a,(fT) = ) a,f 0, 4T . (3.125)
= (5)onr 0
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DEMONSTRAGAO :  Usando indugao sobre o grau |a| de «, podemos
reduzir a demonstragao da afirmagao geral a demonstracao do caso
onde |a| = 1, no qual o operador 9, se reduz a uma simples derivada
parcial 0;, exatamente como no caso cldssico do produto de duas funcoes
lisas. Assim, basta notar que para qualquer funcdo teste ¢eD(Q),
temos

(0;(fT), ¢) = —(fT,0;) = —(T,f0;¢)
= (T, 0;fe —0;(fe)) = (9;fT,¢)+ (0T, fp)
= <8]fT+fajT790>

O

Exemplo 3.14 Para qualquer funcao lisa fe & sobre R, vale f§ = f(0)9,
ou seja,

f(x)d(x) = f(0)d(x) . (3.126)

De forma semelhante, temos fé’ = f(0) 46" — f'(0) d, ou seja,

f)d'(x) = £(0)d'(x) = f(0)é(x) (3.127)
e mais geralmente
k
P80 = Y1) (§) 700 8460 (3.128)
1=0
Também temos
L _ 1 3.129
X Vp; = ; ( . )
e mais geralmente
xk p.f.% =1. (3.130)

Exercicio 3.5 Prove estas formulas.
Exercicio 3.6 Mostre que a funcao de Green
(i) do operador — —X é  O(z) exp(A\x)

1
(ii) do operador & + Kk ¢ Z 0(z) sin(kx)



3.8. Algumas classes especiais de distribui¢oes 127

Um dos maiores problemas, para nao dizer o maior problema, da teoria de dis-
tribuicoes é a impossibilidade de definir um produto geral entre duas distribuigoes
arbitrarias que satisfaga propriedades elementares de um produto, tais como asso-
ciatividade ou comutatividade. De fato, se houvesse a possibilidade de definir um
produto geral entre duas distribuigoes, teriamos, por exemplo,

8(x) (X v.p. %) = 6(x) , (3.131)

enquanto que
1
p-— = 0. 132
(6(X)x> VP~ 0 (3.132)

De forma geral, para poder definir um produto de duas distribuicoes S e T que
seja novamente uma distribuicao ST, precisamos ter um certo equilibrio entre as
singularidades de S e as singularidades de T": quanto mais singular um dos fatores,
mais regular deve ser o outro. Um exemplo tipico, que estabelece simetria entre os
dois fatores, é obtido pela afirmacao de que o produto de duas distribuicoes S e T
é bem definido quando seus suportes singulares sao disjuntos:

S, TeD'(Q) , singsuppS n singsupp? = 0 = STeD'(Q) .

Existe uma extensao da nogao de suporte singular chamada de “conjunto de frente
de ondas” que, em certas circunstancias, permite multiplicar distribui¢oes mesmo
quando seus suportes singulares se interceptam, e que abordaremos na Segao 3.15.

3.8 Algumas classes especiais de distribuigoes

Nesta se¢ao, introduzimos algumas classes de distribugoes especiais, entre elas as
distribuicoes de suporte compacto, as distribuigoes temperadas e as distribuigoes
integrdveis. Cada uma dessas classes constitui um subespaco do espago D’
(ou D'(2)) que pode ser identificado com o dual de um outro “espago de fungoes
teste”, que é maior do que D (ou D(R)).

O exemplo mais simples é obtido considerando, para qualquer aberto 2 de R™,
o espago £(2) das fungoes lisas sobre €2 e observando que a inclusdo D(Q) c E(Q) é
continua, ou seja, a topologia de D(Q) é mais fina do que a topologia induzida pela
topologia de £(2). (Isto segue da Proposicao 3.11, tendo em vista que para todo
subconjunto compacto K de €, o sistema de seminormas definindo a topologia de
D(K) é exatamente o mesmo que o sistema de seminormas definindo a topologia
induzida em D(K) pela topologia de E(2), o que se verifica comparando as equagoes
(3.71) e (3.75).) Além disso, vale a seguinte

Proposicao 3.25 Para todo aberto 2 de R™, D(Q) € denso em E(Q).

DEMONSTRAGAO :  Considere qualquer uma das seminormas |||, x
(definidas na equacao (3.71)) que geram a topologia de £(2), onde
reN e K é um subconjunto compacto de €2, e note que escolhendo
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uma funcao teste xye€ D() tal que 0 < x <1 e x = 1 sobre uma
vizinhanca de K, conforme o Teorema 3.4, obtém-se que, para toda

funcdo ¢ €&(), vale xpeD(Q) e [lo — x|, x = 0.
’ O

Assim, passando aos espacos duais, segue que a inclusdo continua D(2) C E(Q)
define uma aplicagdo linear de &'(2) para D’(2) que associa a cada funcional linear
continuo sobre o espago £(2) sua restri¢ao ao subespaco D(Q), e a Proposigao 3.25
é crucial na medida em que garante que essa aplicagao linear é injetora e portanto
pode ser vista como proporcionando uma inclusao &'(2) C D’'(Q2): deste ponto
de vista, uma distribuigdo T € D’(2) pertence ao subespago £'(€)) se e somente
se, como funcional linear sobre o espago de fungdes teste D(Q2), ela é continua
ndo apenas na topologia padrao de D(f2) mas também na topologia mais grossa
induzida pela topologia padrao de £(Q), e se isso for o caso, ela possui uma tnica
extensao ao espaco de fungoes teste maior €(€2).

Para lidar com outros exemplos, introduzimos entao a seguinte terminologia,
estendendo e complementando a Definigao 3.16:

Definicao 3.24 Para todo aberto ) de R™, um espaco de distribuicoes sobre )
é 0 espacgo dual F' () de um espaco de funcdes teste sobre Q, que é um espago
localmente convexo completo F(2) contido no espaco E() e contendo o espago
D(Q) tal que as inclusoes

D(Q) ¢ FQ) c Q) (3.133)

sao continuas e tal que D(N) € denso em F(Q) (sendo que devido a Proposicio 3.25,
F(Q) é automaticamente denso em E(Y)), de modo que a restri¢ao de funcionais
lineares a subespacos proporciona inclusoes

£'(Q) c F(Q) c D'(Q) (3.134)

Novamente, a continuidade das inclusoes na equacdo (3.133) significa que a topo-
logia padrao de D(2) é mais fina do que a topologia induzida pela topologia de F(2)
e que a topologia de F(2) é mais fina do que a topologia induzida pela topologia
padréao de €(Q); portanto, por restrigao, todo funcional linear continuo sobre F(Q)
define um funcional linear continuo sobre D(Q) e todo funcional linear continuo
sobre £(€2) define um funcional linear continuo sobre F(2), o que proporciona as
inclusoes na equagao (3.134), devido as condigdes de densidade.

Quanto & propriedade de completude de F(€2) que exigimos nesta defini¢ao
(e que alguns autores omitem), notamos o seguinte:

e Este requerimento é consistente com a terminologia ja adotada anteriormente,
segundo a qual os préprios espagos D(2) e E(Q) devem ser espagos de fungoes
teste sobre {2 e seus respectivos duais D’(Q2) e £'(Q2) devem ser espagos de
distribuigbes sobre 2, pois D(Q) e E(Q) realmente sdo completos. De fato,
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a completude de () na sua topologia padrao (a saber, a topologia da con-
vergénica uniforme de todas as derivadas sobre subconjuntos compactos de )
ja foi notada na Observacao 3.2, enquanto que a completude de D(2) na sua
topologia padrao (a saber, a topologia do “limite indutivo” da familia dos
subespagos D(K), onde K percorre os subconjuntos compactos de ) segue
diretamente da completude de cada um destes subespacos, mas apresentar os
detalhes deste argumento foge do escopo do presente texto.

e Este requerimento pode sempre ser imposto sem perda de generalidade, uma
vez que se nao fosse satisfeito, podemos substituir F(£2) por seu completa-
mento F (Q), preservando todas as condigbes estipuladas na Defini¢ao 3.24
(continuidade das inclusdes e densidade).

Supondo entao que o espago F(£2) é completo em sua prépria topologia localmente
convexa, ¢ natural considerar F () como o completamento de D(2) nesta topo-
logia, que pode ser definida por uma familia prépria de seminormas sobre D(f2).
A seguir, consideraremos varios exemplos onde tal familia prépria de seminormas
é definido por um espago W(Q2) de fungoes peso que também deve satisfazer

D(Q) ¢ WQ) c EQ) (3.135)

da seguinte forma: escolhendio uma familia qualquer x = (x,)ycne de funcdes
peso x, € W(Q) a valores reais e tais que x,, > 0, defina

5, () = max sup | (x,0ap)(z)|  para eD(Q), (3.136)

la|<r z€Q

onde |.[[, o denota a norma do supremo das derivadas até ordem r sobre (2 ji
introduzida anteriormente; veja as equagoes (3.43), (3.46) e (3.47). Obviamente, a
topologia localmente convexa Ty, gerada em D(S2) pela familia de seminormas Srx
(r=0,1,2,..., xeW(Q), x = 0) depende da escolha do espago W(£2), e podemos
comparar as topologias geradas por duas escolhas diferentes: se W, (Q) C W,(Q),
entao 7y, ¢ mais grossa do que 7y, . Também notamos que para qualquer escolha
do espago W(Q) e qualquer compacto K C €, a topologia 7, induz a topologia
padrao sonre o subespago D(K) de D(Q),

A titulo de exemplo, consideramos os dois exemplos extremos; outros serdo
investigados logo adiante:

e W(Q) = D(Q): essa é a topologia mais grossa obtida por este método, e é
facil ver que ela coincide com a topologia da convergéncia uniforme de todas
as derivadas sobre subconjuntos compactos de €2, de modo que neste caso,
F(€) é maximal: F(Q) = E(Q).

Além disso, na maioria dos casos de importancia na pratica, F(2) ndo é apenas
um espago vetorial localmente convexo mas, assim como D(2) e (), é uma *-
algebra comutativa localmente convexa, conforme ja discutido na Observagao 3.3.
Nestas circunstancias, a questdo de provar densidade de D(Q2) em F(€2) costuma
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ser abordada usando uma sequéncia crescente (K, ), . de subconjuntos compactos
K, de € que preenchem (), i.e., que satisfazem

Kic...cK,cKp,,c...cQ e UKk:Q,
keN

de modo que, na verdade, cada um destes compactos é contido no interior do
compacto seguinte e que todo subconjunto compacto de 2 é contido em algum K, ,
e uma sequéncia (x,),cy de fungdes teste x;, € D(K, ) tais que 0 < x, < 1,
X = 1 sobre uma vizinhanga de K, contida no interior de K, conforme o
Teorema 3.4; entao a questao é se, para toda funcao ¢ € F(Q), x,¢ — ¢ quando
k — oo, na topologia de F(£2). Neste caso, dizemos que a sequéncia (X} )cn
constitui uma aprozimacao da unidade em F(2). em F(Q), o que

A SER CONTINUADO/COMPLETADO
Sistemas de seminormas gerados por fungoes peso

Em muitos casos, queremos definir F(2) através de um sistema de seminormas

3.8.1 Distribuicoes de suporte compacto

Comegamos por apresentar uma construgao geral que se mostra 1til em diversas
circunstancias, das quais o tratamento de distribuicoes de suporte compacto é
apenas um caso entre varios — se bem que talvez o mais importante.

Proposicao 3.26 Para todo aberto 2 de R™ e para qualquer func¢ao lisa ¢ sobre €2
e qualquer distribuicao T sobre Q, a expressdo (T, ) ainda estd bem definida desde
que a intersecao dos suportes de T e de ¢ seja um compacto. Ezplicitamente, ela
€ definida por

(Tyo) = XT,p) = (T,x¢) , (3.137)

onde x € D(Q) € qualquer funcdo teste tal que 0 < x <1 e x =1 sobre uma vizi-
nhanga de suppT nsupp p, conforme o Teorema 3.4, sendo que, nestas condi¢oes,
a expressao (T, xp) ndo depende da escolha da “funcao de corte” x.

DEMONSTRAGAO : Para mostrar que a expressao (T, x¢) realmente nao
depende da escolha de x, considere duas fungdes teste x1 e x2 em D(Q)
com as propriedades requeridas (0 < x; < 1 e x; = 1 sobre vizinhangas
de suppT nsupp ). Entao a diferenca x1 — x2 € D(Q) se anula sobre
uma vizinhanga de suppT n supp ¢ (a intersecdo das duas anteriores)
e portanto 7' se anula sobre a funcdo teste (x1 — x2)¢ € D(Q), pois
supp T’ n supp ((x1 — x2) ) estd contido em

suppT n suppp N supp (x1 —x2) = 0.
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Em geral, o dominio natural da extensao definida pela equacao (3.137) nao é um
espaco de funcoes muito natural. Para identificé-lo, introduzimos, para todo aberto
Q de R" e todo subconjunto fechado F de ,° o subespaco € () do espaco ()
constituido de todas as funcoes lisas sobre €2 cujo suporte intersecta F' em algum
compacto, ou seja,

Er(Q)) = {peC™>®(Q)| F nsuppy compacto } , (3.138)

munido da topologia induzida pela topologia de £(Q), ou seja, da convergéncia
uniforme de todas as derivadas sobre subconjuntos compactos de 2. Vale observar
que, com esta topologia, € (€2) nem sempre serd completo. Também notamos os
casos extremos

(Q) se F compacto ,

&
() = D(Q) se F=Q, (3.139)

sendo que a topologia do espaco € (£2) coincide com a do espago E(£2), no primeiro
caso, mas nao com a do espago D(), no segundo caso. Com esta notagio, a
construgao dada pela Proposicao 3.26 proporciona, para qualquer distribuicao T
sobre ) tal que supp7 c F, uma extensao natural de T, como funcional linear
continuo sobre D(§2), para um funcional linear continuo sobre & (€2) que, por abuso
de notacao, continuaremos denotando por T'. De fato, é 6bvio que a prescri¢ao dada
pela equacdo (3.137) define um funcional linear sobre £(2), cuja continuidade
segue da estimativa (3.51) (substituindo f por x, g por ¢ e X por supp x).

10 Note que aqui F' pode ser fechado apenas em € mas ndo em R™, sendo apenas a interseciao
de Q com algum subconjunto fechado de R™, mas se for compacto, entao serd necessariamente
fechado tanto em €2 como em R™.
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Escolhendo F = 2, obtemos como corolario a primeira parte da seguinte

Proposigao 3.27 Para todo aberto Q2 de R™, uma distribuicao T sobre Q) pertence
ao espago E'(Q) se e somente se tiver suporte compacto, e neste caso sua extensao
a um funcional linear continuo sobre E() é explicitamente dada pela construgdo
da Proposi¢ao 3.26, onde x € D(2) € qualquer funcao teste tal que 0 < x <1 e
x =1 sobre uma vizinhanca do suporte de T.

DEMONSTRAGAO : Seja T € D’()) uma distribuicao sobre . J4 foi de-
monstrado que se T' tiver suporte compacto, entao T admite a extensao
pleiteada. Portanto, suponha agora que T nao tenha suporte compacto;
entdo se escolhermos uma sequéncia crescente qualquer (Kj ) e n de sub-
conjuntos compactos Ky de €2 que preenchem (2, i.e., tal que

Kic...cKycKgpi1cC...cQ) e UKk:Q,
keN

de modo que todo subconjunto compacto de €2 é contido em algum Kj,
o suporte de T terd interse¢ao ndo-trivial com o complemento Q\ K de
cada um dos K}, e portanto podemos construir uma sequéncia (¢ )k e
de fungoes teste @ eD(Q) com as seguintes propriedades: (a) vale
supppr € Q\ K, o que implica que a sequéncia (pr)ren converge
para 0 em &(£2) porque para todo compacto K de 2, existe kg eN tal
que K c K, e portanto supp i N K = assim que k > ko, e (b) vale
(T, o) # 0 e sem perda de generalidade, podemos ainda normalizar
cada uma das fungoes ¢y, tal que (T, @) = 1. Entédo é claro que T néo
pode ser obtido por restricao de um funcional linear continuo sobre o

espaco £(2) ao subespaco D(Q).
O

Resumindo, concluimos que

Corolario 3.1 Para todo aberto 2 de R™, o espago () das fungdes lisas sobre §)
é um espaco de funcies teste sobre ), e o seu dual E'(QQ) é um espago de distri-
buicoes sobre 0 cujos elementos sdo exatamente as distribuicoes de suporte
compacto sobre ().

3.8.2 Distribuigcoes temperadas

Tomando 2 = R", consideramos o espago § introduzido na Defini¢do 3.16 e
observamos que a) 8§ é completo e b) as inclusbes Dc8 e S§c& sdo continuas,
ou seja, a topologia de D é mais fina do que a topologia induzida pela topologia
de 8 e a topologia de 8 é mais fina do que a topologia induzida pela topologia de &
(deixamos os detalhes do argumento como exercicio para o leitor). Além disso, vale
a seguinte
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Proposicao 3.28 D ¢ denso em 8.

DEMONSTRAGAO : Considerando qualquer uma das seminormas
|.llos due geram a topologia de 8, onde «,BeN" (veja a
equacdo (3.73)), note que, para toda funcio ¢ €8, a fungio x? d,¢(x)
se anula no infinito, i.e., para todo p > 0 existe um compacto Kiﬁ (p)
tal que
|2 Oap(x)| < p  para x e R™\ K7 5(p) -

Seja entao p €8 e seja x uma fungao teste fixa em D tal que 0 < x < 1
e, digamos, x(z) = 1 quando |z] < 1 e x(z) = 0 quando |z] > 2.
Entao a sequéncia (¢k )k en de fungdes teste o em D definidas por

pr(x) = x(x/k)p(z)

converge para @, na topologia do espaco 8. De fato, suponha que

c= Y (j) sup [0 x(2)|

0<y<a z € R™

e, dado € > 0, que

K = K?,(e/2) U | KZ_, 4(e/20)

0<v<a

e seja kg eN, ky > 0 tal que este compacto K é contido na bola aberta
de raio ky em torno da origem e portanto ¢ coincide com ¢ em uma
vizinhanca aberta de K, para todo k€N tal que k& > ky. Entao usando
a regra do produto (1.57) e a regra da cadeia para calcular d,p, con-
cluimos que para k > kg,

lo—epllag = sup [2°0a(p —pp)(@)]
z e R\ K

= s | (%) 0,0 1/ 00 ole)

zeR"\K ~<a

< sup | (1= x(a/k))2” Bapl(2) |
zeR"\K

+ (a>17 sup | (85x)(2/k) 2 Oa—ryp(2) |

kvl n
0<~<a Y z e RP\K
< €

(onde ainda usamos que 1/kN < 1). 0

Sendo assim, concluimos que
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Definicao 3.25 O espaco S das funcoes lisas de decaimento rdpido sobre R™ €
um espago de funcoes teste sobre R™, e o seu dual 8’ € um espago de distribuicoes
sobre R™ cujos elementos sdo chamados de distribui¢coes temperadas sobre R™,
e temos as inclusoes naturais

Dc8§cé&,& c8 cD. (3.140)

3.8.3 Distribuicoes integraveis

Comegamos por introduzir alguns espacos de fungoes adicionais, que na verdade ja
foram contemplados no Exemplo 3.5:

Definicao 3.26 Além dos espacgos de fungoes teste ji amplamente utilizados, e
apresentados na Definicao 3.16, introduzimos

e 0 espaco B das funcgoes lisas que, assim como todas as suas derivadas, sao
limitadas,'t

Oatp € limitada

B = GFRY) = {peC=@®)| M¥ M0

1, (3.141)

o 0 espagco By das funcdes lisas que, assim como todas as suas derivadas, se
anulam no infinito,

_ voormny oo rmny | Oap se anula no infinito
By = CF(R") = {peC(Rr)| ¥ iy o oy - (3142)
Para todo aberto Q) de R™, definimos ainda
_ oo _ o Oatp € limitada
BO) = G7@) = {peC®O " pene (3.143)
e
. . Oy se anula no bordo de 2
By(Q) = CF(Q) = {peC>=(@)]| ¥ b.o(3.144)

para aeN"

A estrutura topoldgica padrao destes espacos também ja foi especificada no
Exemplo 3.5: é a topologia uniforme, ou seja, a topologia da convergéncia uni-
forme de todas as derivadas sobre 2, gerada pela sequéncia de normas ||. ||,
(r=0,1,2,...) definidas na equacéo (3.43).

Proposigcao 3.29  Para todo aberto Q2 de R™, em relacao a topologia uniforme,
By(2) € fechado em B(£2).

11 Tajs fungbes costumam ser chamadas de totalmente limitadas.
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DEMONSTRAGAO : Seja (¢}, c v Uma sequéncia de funcoes ¢, € B ()
que converge para uma fungio ¢ € B()) na topologia uniforme. Entao
dado aeN" e € > 0, existem ke N tal que [lo—p; |, o < 2lel=1e ¢ um
compacto K c Q tal que |0np,(2)] < €/2 para todo € Q\ K, o que
implica |d,p(x)| < € para todo z€ Q\ K, mostrando que ¢ € B;(£).

O

Agora, observamos que, em relagdo a esta topologia uniforme, a) tanto B(2)
como B,(€2) sdo completos e b) as inclusdes D(Q2) c By(R) e B(N)c&(N) sao
continuas, ou seja, a topologia de D(£2) é mais fina do que a topologia induzida
pela topologia de B(2) e a topologia de B(£2) é mais fina do que a topologia
induzida pela topologia de £(2) (novamente, deixamos os detalhes do argumento
como exercicio para o leitor). Além disso, vale a seguinte

Proposigao 3.30 Para todo aberto Q2 de R™, em relacdo a topologia uniforme,
D(N) € denso em By(£).

DEMONSTRAGAO : Considere qualquer uma das normas ||. ||, o
(definidas na equagao (3.43)) que geram a topologia uniforme de B, (1),
onde r €N, e note que, para toda fungao ¢ € B,(2) e todo € > 0, existe
um compacto K c Q (que depende de ¢, 7 e €) tal que, para todo « e N™
com |a| <7, |Oap(z)| <27"¢ para xe Q\ K e, logo, [|¢[], g\ <€
Portanto, escolhendo uma fungao teste x € D(Q) tal que 0 < x < 1
e x = 1 sobre uma vizinhanga de K, conforme o Teorema 3.4, obtém-se

xpeD(@Q) e [lg = xpllng =10 =x) @l o\x <11 - X)IIT,Q\KHwIIT%-

Usando um indice u para indicar que se usa a topologia uniforme, as iltimas duas
proposicoes implicam que B, ,(2) é um espago de fungdes teste sobre 2 e portanto
seu dual By ,(©2) é um espago de distribuigées sobre (2, mas o mesmo nao vale para
o espaco B, () e seu dual B/, (£2).
O problema que se evidencia a partir desta observacao é que nem B! (Q) nem
0., () serve como candidato para o que seria o espago das distribuigoes integraveis
sobre ), uma vez que B, (2) ndo é um espago de fungdes teste enquanto que
By, (£2) ndo contém a fungdo 1, e isso é uma obstrugao fatal pois como sugere a
equacdo (3.80), a integral de uma distribui¢do integrével deveria ser o seu valor
sobre a fungdo 1 e portanto o espaco das distribuigoes integraveis deveria ser o
dual de um espago de funcgoes teste que contém a funcao 1.

A solugao para este problema consiste em uma mudanga de topologia, passando
da topologia uniforme para uma nova topologia localmente convexa mais grossa
chamada a topologia estrita, cuja definicao é inspirada em uma construcao analoga
na teoria das C*-algebras — a topologia estrita na algebra dos multiplicadores de
uma C*-§lgebra (e que funciona mesmo para algebras que nao sdo comutativas).
Essa topologia é definida de forma implicita no trabalho original de Schwartz [?,
p. 203], porém sem indicacio de uma familia de seminormas que a gere — uma
lacuna que preencheremos a seguir.
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Proposigao 3.31  Para todo aberto 2 de R™, em relacao a topologia estrita,
D(Q) ¢ denso em B(Q).

DEMONSTRAGAO : Considerando qualquer uma das seminormas
|1l x due geram a topologia de &((2), onde reN e K ¢é um sub-
conjunto compacto de Q (veja a equacdo (3.71)), note que escolhendo
uma funcao

Dado ¢eB(2) e € >0, O

Coroldrio 3.2  Para todo aberto 2 de R™, o espaco Bs(2) das fungdes lisas total-
mente limitadas sobre ), munido da topologia estrita, € um espaco de fungoes teste
sobre Q, e o seu dual B, () é um espago de distribuicoes sobre Q2 cujos elementos
sao chamados de distribuicoes integrdveis sobre 2, sendo que a integral de
uma tal distribuicdo é o seu valor sobre a func¢iao 1 € B(Q).

3.9 Convergéncia de sequéncias e séries

Definicao 3.27  Para todo aberto Q de R™, uma sequéncia (Ty)ken de distri-
buigoes Ty sobre Q converge em D' (Q) para uma distribuicao T sobre Q se, para
toda fungdo teste @ sobre Q, vale

(T, ) — (T, ) quando k — oo .

Observamos que esta nogao de convergéncia se refere a topologia fraca no dual
topolégico D'(Q2) de D(Q), introduzida no final da Secdo 3.2. Trata-se de uma
convergéncia fraca no sentido de que a mera convergéncia pontual sobre cada
funcao teste constitui uma condigao fraca (ou seja, pouco restritiva) para que
uma sequéncia (Ty)ren de distribuigbes Ty € D'(Q) seja convergente em D’(Q).
Portanto, deve ser facil encontrar tais sequéncias e assim, deve haver muitas.
E de fato, como veremos mais adiante, existe um grande nimero de sequéncias
de funcoes que, embora sejam divergentes em relacao a qualquer nocao de con-
vergéncia da andlise classica, convergem no sentido de distribuicoes.

A grande utilidade da nogao de convergéncia fraca de sequéncias de distribuicoes
decorre do seguinte teorema fundamental, devido a Laurent Schwartz:

Teorema 3.8 (Schwartz): Seja (Ty)ren uma sequéncia de distribuicoes Ty, sobre
um aberto Q de R™ tal que, para toda funcdo teste @ sobre ), a sequéncia numérica
(T, o))k en seja convergente. Entdo o funcional T sobre D(QY) definido por

(T,p) = lim (Ty,p)  para @eD(Q)

k—o0

€ uma distribui¢ao sobre Q: T € D'(Q).
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Observamos que é facil provar que o funcional T' sobre D(2) definido por esta
férmula é linear, sendo que a parte profunda do teorema, cuja demonstragao requer
ferramentas avancadas de andlise funcional, consiste na afirmacao de que ele é
continuo.

Os seguintes dois exemplos tratam de duas situacoes diferentes em que hé con-
vergéncia fraca, no sentido de distribuigoes, de sequéncias de funcgoes localmente
integréaveis:

Exemplo 3.15 Seja (fir)ren uma sequéncia de fungbes localmente integraveis
fx sobre R™ que converge em £} (R™) para uma fungao localmente integravel f
sobre R"™: isso significa que

Tulg = flx em LY(K) para todo compacto K de R™ .

Entao
Tfk — Tf em D’ .

DEMONSTRAGAO : Segue diretamente da seguinte simples estimativa,
valida para qualquer fungao teste €D, pondo K = suppy:

() — (Tpg)| = ' [ (@) - 1) ot

N

/ A"z |fi(2) = f(2)] - sup |p(@)]
K

reK

(e = Pl Nollo,re

— 0 quando k — oo .

O

Exemplo 3.16 Seja (fx)ren uma sequéncia de fungdes localmente integraveis
fx sobre R™ com as seguintes propriedades:

(i) fx — 0 quase sempre sobre R";

(ii) para todo compacto K de R™ com 0¢ K, f, |, — 0 em £'(K), ou seja,
/ d"z fr(z) — 0 e / d"z |fr(z)] — 0;
K K
(iii) para todo compacto K de R™ com 0€ K,

/d"z fe(x) — 1 e /d”x Ife(z)] < Ck,
K K

onde Ck > 0 ¢ alguma constante que independe de k.
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Entao
Tfk — 4§ em D .

DEMONSTRAGAO : Inicialmente, fixamos uma funcgio teste peD e
escolhemos um compacto K de R™ contendo o suporte de ¢ e também
uma bola fechada B em torno da origem, digamos de raio 1. Entéo
para qualquer p > 0 com p < 1, escrevemos K como a uniao de dois
subconjuntos compactos, a saber, a bola fechada Bp de raio p em torno
da origem e o complemento K, em K da bola aberta B, de raio p em
torno da origem. Tendo em vista que a interse¢ao destes dois compactos
é a esfera de raio p em torno da origem, que é de medida 0, obtemos a
seguinte estimativa:

Ty, 5, @) = \/de il () @(0)‘

/ "z fi(@) plz) + / "z fu(@) (p(z) — 9(0))
K, B,

+ (/de fulz) - 1) (0)

< sup loto)] - / A )
+ sup [p(x) — ¢(0)] / d"z |fi ()]
z€B, B,

T 16(0) ‘/B "z fu(z) - 1

< Hcpl\K-/ d"z |fe(x)] + Cx sup [p(x) = ¢(0)]

K, reB,

/ d"x fr(x) — 1
BP

Isso posto, podemos usar a continuidade de ¢ na origem para concluir
que, dado qualquer € > 0, existe p > 0 com p < 1 tal que

+ llellx

€
sup |¢(z) —(0)] < :
z<B, 3Ck

As hipéteses (ii) e (iil) garantem entdo que existe kg €N tal que para
k > ko, vale
€

K,
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€

dm -1 < ——
‘/B o ) | 3Telle

[Ty =6, 0| < €.

e portanto
O

Para fungoes reais nao-negativas e integraveis, podemos simplificar as hipSteses:

Exemplo 3.17 Seja (fi)ren uma sequéncia de fungbes reais nao-negativas e
integraveis fi sobre R™ normalizadas por

/d"w fe(x) =1 para todo keN

e tais que para todo compacto K de R" com 0¢ K, f, |, — 0 em L!'(K). Entdo

Tf, — 6 em D .

Outros exemplos podem ser deduzidos da seguinte

Proposicao 3.32  Seja Q2 um aberto de R™ e seja L : D(Q) — D(Q) um operador
linear continuo. Entao seu dual ou transposto L' : D'(Q) — D'(Q), definido por

(L'(T),¢) = (T,L(p))  para TeD'(Q), peD(Q)

também € um operador linear continuo.

DEMONSTRAGAO : Daremos duas demonstragoes diferentes, a primeira
em termos de sequéncias convergentes e a segunda usando seminormas.
Primeiro, seja (Tk)ren uma sequéncia de distribui¢ées Tj sobre €.
Conforme a Definigao 3.27, temos que Ty, — T em D’(2) se e somente
se para para qualquer funcao teste ¢ sobre Q, vale (Tg,¢) — (T, )
e portanto

(L'(Th), ) = (Th, L(9)) = (T, L(p)) = (L'(T),¢) ,

o que significa que L'(T) — L'(T) em D'(Q).

Segundo, usando que a topologia fraca sobre D’(€)) é definida pela
familia de seminormas (s,),e () dadas por s,(T) = [(T,¢)| para
TeD'(Q2), a Proposigdo 3.1 mostra que continuidade de L’ é uma
simples consequéncia da igualdade

5o(L(T)) = spp(T) para T eD'() .
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Note que o segundo método, além de mais simples, demonstra um fato mais ge-
ral do que o primeiro, tendo em vista que o espago D’() com a topologia fraca
nao é metrizavel; portanto, o segundo método é que demonstra continuidade de
L', enquanto que o primeiro demonstra apenas continuidade sequencial de L.
No entanto, esta sera suficiente para as aplicagoes.

Tendo em vista a Proposicao 3.19 e a Defini¢ao 3.21, temos como corolario

Proposigao 3.33  Para todo aberto Q de R™, o operador linear de diferencia¢do
parcial Op : D'(Q) — D'(Q) € continuo. Em particular, para qualquer sequéncia
(Tk)ken de distribuicées Ty, sobre ), vale

Ty — T em D'(Q) = 0,y — 0,T em D'(Q) .
Outro corolario, baseado na Proposicao 3.22 e na Definigao 3.23, é a seguinte

Proposigao 3.34 Para todo aberto €2 de R™, o operador bilinear de multiplica¢do

EQ) xD(Q) — D(Q)

(3.145)
(£, T) — [T
€ separadamente continuo, o que significa que
e Para toda funcao fe€&(Q), a aplicagdo linear
D) — D(Q
@) ) (3.146)

T — fT

é continua. Em particular, para qualquer sequéncia (Ty)ren de distribuicdes
Ty sobre 2, vale

T, — T em D'(Q) = fT, — fT em D'(Q) .

e Para toda distribuicao T € D'(Q), a aplicagao linear

£Q) — D(Q)

PR (3.147)

é continua. Em particular, para qualquer sequéncia (f)ren de funcgées lisas
fr sobre Q, vale

fe = f em () = fxT — fT em D'(Q) .

Outros exemplos serao apresentados nas segoes seguintes.
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3.10 Distribuicoes peridodicas e séries de Fourier

Nossa primeira meta nesta secao serd estender a nocao de uma fungao periédica
para a nogao de uma distribuicao periddica. Trata-se de um problema que leva
a questao de como efetuar transformacgoes das varidveis independentes em distri-
buigoes. Conforme foi mencionado no inicio do Capitulo 2, transformacoes de coor-
denadas gerais sao descritas por difeomeorfismos, e nao é muito dificil se convencer
que o espaco D das funcoes teste e seus subespagos D(2) associados aos abertos
Q de R™, assim como os correspondentes espacos D’ e D’'(Q) de distribuigdes, sao
invariantes em relagao a acao de difeomorfismos: este fato constitui o ingrediente
crucial para a construgao de uma teoria de distribuicoes sobre variedades. Nao
pretendemos nos aprofundar nesta direcdo aqui e portanto nos restringiremos a
discutir o caso de transformacées afins.

Uma aplicagao afim de R™ em R™ é uma aplicagao

(a,4): R* —» R™
z +— (a,A)-x

da forma
(a,A)-x = Az +a  para zeR", (3.148)

onde a é um vetor em R" e A é uma matriz (nxn). Dizemos que (a, A) é uma trans-
formacao afim quando for uma aplicacao afim bijetora, o que é equivalente a exigir
que a matriz A seja nado-singular, i.e. det A # 0. Obviamente, as transformagoes
afins de R™ formam um grupo, que denotaremos por GA(n,R), em relagdo ao pro-
duto dado pela lei de composi¢ao, que também pode ser visto como decorrendo da
condicao de que o simbolo - na equagao (3.148) represente uma agao do grupo afim
sobre o espago R", ou seja, que valha a regra

((a,A) (b,B)) -z = (a,A)-((b,B)-x) para xeR" . (3.149)

Explicitamente,
(a,A)(b,B) = (a+ Ab,AB) , (3.150)
pois
(0, A) (b, B)-& = (a,4)-(Bx+b) = A-(Ba+b) + a
= A(Bz) + (Ab+a) = (a+ Ab,AB) -z .
A unidade neste grupo é (0,1), e o inverso de (a, A) é (a,A)~! = (—A71a, A71).
Isso significa que o grupo das transformacoes afins de R™ é o produto semi-direto

do grupo das translacoes, que pode ser identificado com o préprio R™, com o grupo
GL(n,R) das matrizes (n x n) inversiveis:

GA(n,R) = GL(n,R) x R™ .

(As letras “GA” e “GL” significam, respectivamente, “general affine” e “general
linear”.)
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Isso posto, podemos definir como o grupo afim age sobre funcoes teste e sobre
distribuigées. Primeiro, para (a, A) e GA(n,R) e ¢ €D, definimos (a, A) - ¢ € D
por

((a,A) - 9)(z) = ¢((a, )" 2) = (A (2 —a)) para zeR"™ . (3.151)

A necessidade de aplicar a transformagao inversa ao argumento da fungéo ¢ decorre
da exigéncia de que o simbolo - represente uma acao do grupo afim sobre o espaco D,
ou seja, que valha a regra

((a, A) (b,B)) - ¢ = (a,A)-((b,B) @) para @D . (3.152)
De fato, a equagao (3.151) implica que para peD e zeR™,
((a,4) - (0. B) - 9)) (@) = ((b;B)-¢)((a,A)7" 96)
¢ ((b, ) ' ((a A7t a))
= ¢ (((b.B) " (a A) Y- x)
¢ (((a, )~ a)

= (((a, )( )) w)(ﬂf)-

E fcil provar

Proposicao 3.35 Para qualquer transformacgdo afim (a,A) e GA(n,R) de R",
o operador linear
(a,A): D — D

o s (@A) (3.153)

é continuo.

Usando o principio geral da dualizacdo para transferir operacoes do ambito das
fungoes teste ao das distribuicées, chegamos a

Definicao 3.28 Para qualquer distribuicio T €D’, define-se sua transfor-
mada sob a transformacdo afim (a, A) e GA(n,R) como sendo a distribui¢do
(a,A)-T €D dada pela férmula

((a,A)-T, o) = |det A| (T, (a,A)" ") para peD . (3.154)

Observa-se que (a, A) - T é realmente uma distribuicao, i.e., um funcional linear
continuo sobre D, pois (a menos de uma inversdo) é a composigdo do funcional
linear continuo 7' sobre D com o operador linear continuo da proposi¢ao anterior.
Ademais, a Proposicao 3.32 implica

Proposicao 3.36  Para qualquer transformagdo afim (a,A) e GA(n,R) de R",
o operador linear

(a,A): D' — D’
(3.155)
T — (a,A)-T

é continuo.
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Voltando & férmula (3.154), observamos que, novamente, a necessidade de aplicar a
transformacao inversa ao argumento do funcional 7" decorre da exigéncia de que o
simbolo - represente uma acao do grupo afim sobre o espaco D’, ou seja, que valha
a regra

((a,A) (b,B))-T = (a,A)-((b,B)-T) para T €D’ . (3.156)
De fato, a equagao (3.154) implica que para T €D’ e @D,
((a,4)-((6,B)-T), ¢) = |det A[ (b, B) T, (a,A)"" - )
= |detA||det B| (T, (b,B)""((a, A)"-¢))
= |det(AB) | (T, ((b,B)"" (a,4)7") - )
= |det(AB) | (T, ((a, A)(b,B))"" - ¢)
= (((a,A)(b,B)) - T, ) .

Finalmente, verificamos que a defini¢ao da transformacao afim do argumento para
distribuigoes (inclusive o determinante) dada pela equagao (3.154), quando aplicada
a distribuigoes regulares, coincide com a nogao cléssica de transformacao afim do
argumento para fungoes. Mais exatamente, temos

Proposicao 3.37  Para funcoes feL]l (R™), vale

loc

(a, A) . Tf = T(G,A)f . (3.157)
DEMONSTRAGAO : Para qualquer fungio teste €D, temos

<(a7A)'va 90> = |detA| <Tfa (avA)_l'@>

[det A | / az f(z) (@A) 9) (@)

|detA|/d"m f(z) p(Az + a)

/ dmy (A7 (y - a)) o(y)

= <T(a,A)<fv (P> :
0

Este resultado sugere complementar a notagao introduzida nas equagoes (3.85) e
(3.86), da seguinte forma: escrevendo

((a, A1 T, ) = /d"m T(Az + a) p(z) , (3.158)

a equagao (3.154) assume a forma

/d"x T(Az +a)p(z) = m /d”y T(y) e (A (y—a), (3.159)
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e escrevendo
((a, A)71-T, ) = (T(Ax+a), p(x)) , (3.160)

a equacao (3.154) assume a forma

(T(Ax+a). 0x)) = T (TW) (A7 —a))) . (316D
Exercicio 3.7 Prove que
(6(x —a), ¢(x)) = (a), (3.162)
(6 (x —a), (x)) = (1)1 9p (a) | (3.163)
¢ 1
d(Ax) = M d(x) . (3.164)

No restante desta secgao, restringiremo-nos a considerar a situagao unidimensional
n = 1. Mencionamos apenas que a nocao de distribuicao peridédica e a técnica
de séries de Fourier para a analise de tais distribuicoes podem ser generalizadas
ao caso multidimensional n > 1, onde a periodicidade se refere a translagoes por
vetores pertencendo a um reticulado A = Z™ em R"™. Também efetuaremos uma
pequena mudanga de notagdo, usando a letra ¢ (ao invés de z) para indicar a
varidvel independente e a letra 7 (ao invés de a) para indicar o perfodo bésico (que
serd fixo durante toda a discussdo que segue); a correspondente frequéncia angular
é w=2m/T.

Definicao 3.29 Uma distribuicio T €D’ sobre R é chamada periddica, de
periodo T, se

T(t+71) = T(t), (3.165)
i.e., se para toda fungado teste p €D sobre R,
(T(t), p(t =7)) = (T(t), ¢(t)) . (3.166)

Obviamente, a distribuicao T’y associada a uma funcado f localmente integravel sera
periddica se e somente se a fungdo f é periédica no sentido usual (exceto sobre um
conjunto de medida zero), i.e., satisfaz

fit+71) = f(t) para quase todo teR . (3.167)

Uma tal fungdo é completamente determinada (exceto sobre um conjunto de me-
dida zero) por seus valores em qualquer intervalo de comprimento 7, por exemplo
no intervalo [0,7]. A seguir, frequentemente identificaremos fungdes localmente
integrdveis com as distribui¢oes que geram.

As funcgoes periddicas elementares de periodo 7 sao as fungoes trigonométricas

cos(kwt) e sin(kwt) , k = 1,2,3,...,



3.10. Distribuicoes periddicas e séries de Fourier 145

em conjunto com a funcao constante 1. Uma forma equivalente de representar estas
fungoes ¢é através das exponenciais

exp(ikwt) = cos(kwt) + isin(kwt) , keZ.

Observa-se a seguinte relagdo de ortogonalidade, que é fundamental:
1 T
f/ dt exp(—ikwt)exp(ilwt) = 0p . (3.168)
T Jo

Definicao 3.30 Uma série de Fourier é uma série de fungdes periddicas
sobre R, de periodo T, da forma

> arexp(ikwt) (3.169)

k=—o0
com coeficientes complexos ay € C.
Um dos problemas principais do qual trata a teoria cléssica das séries de Fourier é

estabelecer nocoes e critérios de convergéncia para tais séries, ou seja, decidir em
qual sentido e sob quais hipéteses existe o limite

f(£) = lim_ f(t) (3.170)
das somas parciais
fm(t) = Y apexp(ikwt) (3.171)
k=—m

e quais seriam as suas propriedades, isto é, qual seria o espago de fungoes periddicas
ao qual pertence esse limite. As seguintes duas proposi¢oes fornecem exemplos
simples de afirmacoes desta natureza.

Proposicao 3.38 Seja (ax)kecz uma sequéncia de nimeros complexos satisfa-
zendo a sequinte condi¢ao de decaimento para |k| — oo : existem constantes € > 0,
C >0 e koeN tais que

C

Tk[e para ke€Z com |k| > ko . (3.172)

lai| <

Entdo a série de Fourier (3.169) converge absoluta e uniformamente sobre [0, 7]
para uma fungao periddica continua:

f(t) = > axexp(ikwt)  em C([0,7]) . (3.173)

k=—o0

DEMONSTRAGAO : Usando o fato de que

=1
Zkl—l—s < 00,
k=0
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vemos que a série de Fourier (3.169) converge absoluta e uniformemente,
pois para m,neN com n > m > ko e t€[0,7], temos

—m—1 n
[ fa®) = f@) ] <D lagexp(ikwt)| + Y |agexp(ikut) |
k=—n k=m+1
—m—1 n n
2C
S AR SR -
k=—n k=m+1 k=m+1

mostrando que a sequéncia das somas parciais da série de Fourier (3.169)
é uma sequéncia de Cauchy na topologia da convergéncia uniforme sobre
o intervalo compacto [0, 7], ou seja, no espago de Banach C([0,7]), e
portanto converge nesta topologia.

O

Proposicao 3.39  Seja (ax)rez uma sequéncia de nimeros complexos satisfa-
zendo a sequinte condi¢do de decaimento para |k| — oo: existem um nimero
natural reN e constantes € >0, C >0 e kyeN tais que

C

lak| < W

para keZ com |k| = ko . (3.174)
Entio a série de Fourier (3.169) converge absolutamente, na topologia da con-
vergéncia uniforme das derivadas até ordem r sobre [0,7], para uma fun¢do
periddica de classe C”:

f(t) = Z ay exp(ikwt) em C"([0,7]) . (3.175)

k=—o0

Ademais, para 0 < p < r, a série de Fourier obtida diferenciando a série de Fourier
original (8.169) p vezes, termo a termo, converge absoluta e uniformamente sobre
[0, 7] para a p-ésima derivada f®) de f:

o0

) = Z ay (tkw)? exp(ikwt) em C([0,7]) . (3.176)

k=—oc0

DEMONSTRAGAO : Conforme a proposi¢io anterior, as hipdteses desta
proposicao garantem que para 0 < p < r, a série de Fourier

o0

Z ay, (tkw)? exp(ikwt)

k=—o00

obtida diferenciando a série de Fourier original (3.169) p vezes, termo
a termo, converge absoluta e uniformamente sobre [0,7]. Portanto,
segundo um teorema de analise cldssica, f é de classe C" e, para
0 < p < 7, sua p-ésima derivada f(P) é igual & funcdo representada
por esta série.

O
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Reciprocamente, dada uma funcao periddica, surge a questao se e em qual sentido
ela pode ser representada por uma série de Fourier. Nesta direcao, observamos
primeiro que se a funcao f é representada por uma série de Fourier, a relagao de
ortogonalidade (3.168) permite calcular os coeficientes ax em termos de f, através
da férmula

T

ay = 1/OT dt exp(—ikwt) f(t) , (3.177)

desde que seja permitida a troca entre a integracdo e o limite. (Isto ocorre, por
exemplo, quando a série (3.169) converge uniformemente sobre [0,7] e portanto
f é continua.) Mas de qualquer modo, os coeficientes ay, definidos pela equagao
(3.177) sao bem definidos para qualquer fungao periédica e localmente integrével
fel] . (R) e sdo chamados os coeficientes de Fourier de f; quando substituidos
em (3.169), eles definem a série de Fourier de f. Infelizmente, esta série pode ser
divergente, mesmo sob a hipétese de que f seja continua. Em outras palavras, é
necessario impor condigoes mais restritivas sobre f para poder garantir que sua série
de Fourier seja absoluta e uniformemente convergente. Uma condigao suficiente é
que f seja de classe C2, pois esta hiptese permite integrar a definicao (3.177) duas
vezes por partes para chegar a uma estimativa da forma

lan| < para keZ com |k| > kg

<
|k[?
que, por sua vez, permite aplicar a Proposigao 3.38.

O andlogo das Proposigoes 3.38 e 3.39 para distribuicoes requer hipéteses muito
menos restritivas para garantir que o limite

T = lim fn (3.178)

m—o0

exista em D’:

Teorema 3.9  Seja (ap)rez uma sequéncia de nidmeros complexos polinomial-
mente limitada para |k| — oo, ou seja, tal que existem constantes C > 0 e
N, ko eN tais que

lar| < ClE[N  para keZ com |k|> ko . (3.179)

Entao a série de Fourier (3.178) converge em D’ para uma distribui¢io periddica:

T(t) = i ay, exp(ikwt) em D’ . (3.180)

k=—o0

Ademais, para p €N, a série de Fourier obtida diferenciando a série de Fourier
original (3.178) p wvezes, termo a termo, converge em D’ para a p-ésima derivada

T®) de T:

T® (1) = Z ay, (ikw)P exp(ikwt) em D' . (3.181)

k=—o0
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DEMONSTRAGAO :  Considere a sequéncia (bg)rez de nimeros com-
plexos definidos por

Qg

o= 0 = G

para keZ\ {0} .

Entao conforme a Proposicao 3.38, a correspondente série de Fourier
converge absoluta e uniformamente sobre [0,7] para uma funcdo
periddica continua f:

ft) = Z by, exp(ikwt) em C([0,7]) .

k=—o00

Considerando f como distribuicao e usando a Proposicao 3.33, podemos
diferenciar esta série N + 2 vezes, termo a termo, para obter a equacao
(3.180):

T(t) = ag + fN*I(t) = Z ay, exp(ikwt) em D’ .

k=—oc0

Finalmente, diferenciando mais p vezes, termo a termo, obtemos a
equagao (3.181).
O

Reciprocamente, dada uma distribuicao periddica, surge a questao se ela pode ser
representada por uma série de Fourier. O problema principal aqui é dar uma
definicao adequada dos coeficientes de Fourier de uma distribuicao periédica. Para
abordar esta questao de uma maneira sistematica, mostra-se conveniente introduzir
uma interpretacao alternativa de distribuigoes periddicas, a saber como funcionais
lineares continuos sobre um espago de fungoes teste periddicas.

Comegamos por introduzir este espaco de fungoes teste periédicas, mais exata-
mente o espago €, das fungoes lisas que sao peridédicas de periodo 7:

&, = {pel(R)| p(t+7)=p(t) para teR} . (3.182)

O espacgo € é localmente convexo e metrizavel em relagao a topologia gerada pelas

seminormas
.

lell, = > sup [ (t)]  para pe€, (3.183)
5—0 teR
onde 7 =0,1,2,... : é a topologia da convergéncia uniforme de todas as derivadas

sobre R, ou equivalentemente, sobre qualquer intervalo compacto I contendo pelo
menos um intervalo de periodicidade. Portanto, segundo a Proposi¢ao 3.3, temos
para qualquer sequéncia (¢,), .y de fungdes ¢, €&

(r) .
o= 0 em &, ¢;. — 0 uniformemente sobre R (3.184)

para todo reN
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Agora, consideramos o operador linear continuo

D — &,

(3.185)
P — e

de continuac¢do periddica que associa a cada funcao teste ¢ de suporte compacto a
funcao teste ¢, periédica de periodo 7 definida por

oo

e (1) = Z p(t —nT) . (3.186)

n=—oo

Para justificar esta construcao, observamos que o suporte de ¢ sendo compacto,
a restrigdo de ¢, a qualquer intervalo finito I se reduz a uma soma finita de
transladados de ¢ ; explicitamente, para qualquer compacto K de R,

Z(I,K) = {neZ | (I—nT)nK #0}
é um subconjunto finito de Z tal que

el = > ((nm1)-9)l;  se supppcK,
n€7Z(I,K)

o que demonstra que a funcao ¢, é bem definida e lisa, além de periddica.
Linearidade e continuidade do operador (3.185) assim definido também sao fa-
cilmente verificadas a partir das definigoes, pois se I é um intervalo compacto de
periodicidade ([0, 7], por exemplo), K é um compacto de R qualquer e |Z(I, K)| é
a cardinalidade de Z(I, K), temos

e, < 12U, K)[ el x  para ¢ eD(K) .

O operador de continuagio periédica nao é injetor (existem fungdes teste de suporte
compacto cuja continuacdo periédica se anula identicamente), mas é sobrejetor.
Isso segue trivialmente do fato de que ele admite um inverso a direita. Para cons-
truir este, note que é facil encontrar uma funcgao teste x de suporte compacto tal
que X, = 1: basta escolher qualquer funcao teste ¢ de suporte compacto tal que
¢ > 0 sobre um intervalo compacto qualquer contendo pelo menos um intervalo de
periodicidade, e por x = ¢/¢.. Agora considere o operador linear continuo

E. — D
T (3.187)
vo— XY

de multiplicacdo por x (veja a Proposigao 3.22). Tendo em vista que, para ¥ e€_,
(x¥), = x,v, a condicao x, =1 significa que ele é de fato um inverso a direita do
operador de continuagao periddica. Este inverso a direita estd longe de ser tnico,
pois existem muitas fungoes teste x de suporte compacto tais que x, = 1, mas esta
ambiguidade torna-se irrelevante quando consideramos distribuigoes periddicas.
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De fato, sejam T €D’ uma distribuigao periédica de perfodo T e x uma funcao
teste de suporte compacto tal que x, = 1. Esta condicao pode ser reformulada

como afirmando que a série
(o]

Z x(t — nr)

n=-—o0
converge em & para a fungao 1. Portanto, conforme a Proposicao 3.34, a série

Y x(t—nr)T(t)

n=—oo

converge em D’ para a distribuigao T'(t), o que significa que para toda fungao teste
i de suporte compacto, vale

n=-—oo
Agora, sejam x; e x, fungdes teste de suporte compacto tais que

(xX1)r =1=(x2), -

Entao para toda fungao teste ¥ periddica de periodo 7, vale

o0

(T(t), xa(t)o(t)) = D (T(t), xalt —n7)xa(t) $(t))
= > (Tt +n7), xa(t) xa(t +n7) e(t +n7))
= D A{T(), xa(t —mr) xo(t) (1))

= (T(t), xo(t) 9(2)) -

Proposicao 3.40 O espaco das distribuicoes periddicas de periodo T pode ser
identificado com o espago €, o dual topoldgico de &, da sequinte maneira. Cada

distribuicdo periddica T €D’ de periodo T define um funcional linear continuo
T, €&’ sobre &_ conforme

(T.(t), ¥(t)) = (T(t), x(t)(t))  para e, (3.188)

onde x € uma funcdo teste de suporte compacto qualquer tal que x, =1, e cada
funcional linear continuo T, €&l sobre &_ define uma distribui¢io periddica
T eD' de periodo T conforme

(T(t), o(t)) = (T.(t), ¢, (t))  para peD. (3.189)
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DEMONSTRAGAO : Falta apenas mostrar que as equagoes (3.188) e
(3.189) definem operagoes mutuamente inversas. Para tanto, notamos
que para toda distribuicao periédica T €D’ de periodo T e quaisquer
duas fungoes teste x e ¢ de suporte compacto, vale

(T(t), x() e, (0)) = 37 (T(t), x(t) ot = n7))
= > (T(t +n7), x(t +n7)o(t))
= Z (T(t), x(t —m7)p(t))

= (T(t), x,(t) (1)) -

Portanto, se €&, é da forma ¢ = ¢_ com €D (o que sempre é
o caso) e x€D é tal que x, = 1, entdo temos (T, xy) = (T, xp,)
= (T, x,¢) = (T, p), e assim as duas equagdes coincidem. Da mesma
maneira, se peD é da forma ¢ = x¥ com xeD tal que x, =1 e
e, , entdo temos . = ¢, logo (Tr,¥) = (Tr, ), e novamente as
duas equagoes coincidem. -

Se fel} .(R) é uma fungao localmente integravel e periédica de perfodo T (exceto
sobre um conjunto de medida zero), entdao para xy €D tal que x, =1 e Yve&,,
vale

(@0)ew) = Tty = [ de 100 w00
_ ; /(W)Tdtf ) (1) $(0)
- _Z_ / dt f(t —n7) x(t — n7) Y(t — nr)
= Z "t £\t — ) (1)

- / dt f(t) x-(t)¥(t) = /Tdt fv(t),
0 0

ou seja,
(@) = [ aepo v pama et (3190)
0
Isso posto, definimos os coeficientes de Fourier de uma distribuicao T €D’
periédica de periodo 7 por

(T, (t), exp(—ikwt)) , (3.191)

1
ap = —
T
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e podemos formular o teorema final, cuja demonstragao nao sera apresentada aqui.

Teorema 3.10 Seja T € D' wuma distribuicao periddica de periodo T. Entdo
os coeficientes de Fourier ay de T, conforme definidos pela equagdo (3.191), for-
mam uma sequéncia (ay)r ez de nimeros compleros polinomialmente limitada para
|k| = 0o (ou seja, existem constantes C >0 e N, ko eN tais que vale a estimativa
(8.179)), e a série de Fourier correspondente converge em D’ para T

3.11 Produto tensorial

Inicialmente, lembramos a definicdo do produto tensorial de uma funcao f sobre
um aberto U de R™ e uma funcao g sobre um aberto V' de R™: é a fungdo f®g
sobre o aberto U x V de R™*" definida por

(f@g)(z,y) = f(x)g(y) . (3.192)

Observamos que se f e g s@o localmente integraveis, f ® g também o serd, pois todo
compacto C' de U x V' é contido no produto cartesiano K X L de um compacto
K de U e um compacto L de V.12 e vale

/K Amedy|(f 9 g) )] = /K ™ |f(@) / a"y lg(y)] -

Note ainda que o teorema de Fubini garante que, para toda fungao teste
p € DU x V) sobre U x V, vale

/ d™a d"y f(x) g(y) el y)
KxL

/Kdmx f(x)/Ld”y 9(y) (z,y)

_ /d”y oy) | d™z f(z)elz,y) .
L K

Em particular, para fungoes teste sobre U x V que sao decomponiveis no sentido
de poderem ser escritas na forma ¢ ® 1 com ¢ € D(U) e ¢ € D(V), temos

/ Az d™y f(2) gly) (p © ¥)(x,y)
KXxL

= /dmx f(x) p(z) /dny gy YY) ,
K L

ou seja,
<Tf®ga SO®¢> = <Tf7§0> <Tgaw> .

Queremos usar esta férmula como ponto de partida para estender o conceito de
produto tensorial as distribui¢oes. Para tanto, precisamos da seguinte

12Basta tomar K e L como a imagem de C pelas respectivas projegdes de R™*" sobre R™ e R™.
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Proposigao 3.41  Sejam U um aberto de R™ e V um aberto de R™. FEntdo o
espago

{Z@k(@?pk | 0,€DU), Y, eD(V)}
k

das combinacdes lineares de funcdes teste decomponiveis sobre U x V' € denso em
DU x V).

A demonstracao desta proposicao usa a convolucao classica de funcées e portanto
sera adiada para a se¢ao seguinte.

Teorema 3.11 Sejam U um aberto de R™, V um aberto de R™, S uma
distribuicao sobre U e T wma distribuicao sobre V. FEntao existe uma unica
distribuicio S ® T sobre U x V, chamada o produto tensorial de S e T, tal
que para toda fungdo teste decomponivel p @ sobre U x V, wvale

(ST, ey) = (S, ) (T, ) . (3.193)

A unicidade da distribuicio S® T € D'(U x V) que satisfaz a equagao (3.193) é
uma consequéncia imediata da proposicao anterior, enquanto que a demonstracao
de sua existéncia requer um procedimento diferente, com a vantagem de revelar
outras propriedades importantes da sua construcao.

Proposigcao 3.42 Sejam U um aberto de R™, V um aberto de R"™, T uma dis-
tribuicdo sobre V e ¢ uma funcao teste sobre U x V. Entdo a fun¢do

(T(y), p(x,¥))

que a cada ponto x de U associa o valor de T e D'(V) sobre a fungdo teste
o(z,.)e D(V) é uma fungdo teste sobre U,

(T(y), ¢(x,y)) € D(U) ,

tal que para todo multi-indice o € N™, vale3

Fa{T(y), () = (T(y), dap (x,¥)) - (3.194)

Finalmente, a aplicacdo linear

DU x V) D(U)

— (3.195)
@ — (T(y), p(x,¥)) '

assim definida € continua.

13 A seguir, frequentemente identificaremos multi-indices o em N™ e multi-indices 8 em N” com
os multi-indices (o, 0) e (0,3) em N™T" e escrevemos multi-indices gerais em N™*" na forma
(o, 8) com e N™ e 8€N"; assim, por exemplo, 8(a 8 = BQBBA
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DEMONSTRAGAO: Sejam K um compacto de U e L um compacto
de V tais que suppy ¢ K x L. Entao para todo ponto = de U,
(z,.) é uma fungao teste sobre V' com suporte contido em L; portanto,
ondmero (T(y), ¢(z,y)) é bem definido. Obviamente, se x ¢ K, vale
o(z,.) = 0 e portanto (T(y), ¢(z,y)) = 0. Para mostrar que a
fungdo (T(y), ¢(x,y)) é continua, considere, para x €U e he B.(z)
(com € >0 tal que a bola aberta B¢(x) de raio € em torno de = esteja
contida em U), a seguinte estimativa, obtida por aplicagido do teorema
do valor médio,

m

|0pp(x + hyy) — Ogp(x,y)| < D |yl S |0;050(x + sh,y) |
i=1 SIS
< E Ay Sup |aia[3§0(x/7y/)|a
z'eK,y €L

i=1
onde fe N" e 0, = 0/0x;, mostrando que
lim o(x+h,.) = o(x,.) em D(V)
h—0
e portanto

lim (T(y), plz+hy)) = (Tly), ¢(z,y)) -

Para mostrar que a funcdo (T(y), ¢(x,y)) é de classe C™ e, ao
mesmo tempo, que vale a equagao (3.194), suponha que ja tenhamos
demonstrado que ela é de classe C" e que a equagdo (3.194) é vélida
para todo multi-indice ae N™ com |a| < r. Considere entdo, para
xeU e heB.(z) (com € > 0 tal que a bola aberta B¢(x) de raio €
em torno de x esteja contida em U), a seguinte estimativa, obtida por
aplicagao do teorema de Taylor,

1 m

7 |0500p(@ + thyy) = 050,0(w,y) = £ D" i 050:0,(w,y)

i=1

1 m
< it Z |h;| || sup [030,0,0,p(x + sh,y) |
et 0<s<1

1 m
< it Z A |h]| sup |aﬁaiajaa90($/»y/)| )
e K,y €L

4,j=1

onde 0 <t <1, e N"e 0, = 0/0x;, mostrando que

1 -
lim — (0p(a+th,.) = dup(, ) = SULENER
em D(V),
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e portanto, devido a hipétese de inducao,

lim - (0,(T(). gl +thy)) — 0,(T(), elz.y)))

= 3" hi(T(y), :0a0(z,y))

1

m
1=

ie,afuncdo 0, (T(y), p(x,y))=(T(y), Oyp(x,y)) édiferencidvel
e as suas derivadas parciais sao fungoes continuas, dadas por

0,0, (T(y), p(x,y)) = (T(y), 0;0,0(x,y)) ,

o que fecha a indugdo. Finalmente, para mostrar a continuidade da
aplicagdo linear (3.195), é suficiente mostrar que para qualquer com-
pacto de U x V da forma K x L onde K é um compacto de U e L é
um compacto de V', a aplicagao linear

DK x L) — D(K)
@ — (T(y), e(x,y))
é continua. (Aqui, usamos que para qualquer compacto C de U x V|
a topologia de D(C') coincide com a topologia induzida pela topologia
de D(K x L), onde K e L séo as respectivas projegoes de C.) Mas como

T é uma distribuicao, existem uma constante C'; > 0 e um inteiro nao-
negativo s tais que

(T,9)] < Cplly

oL  para e D(L),

e portanto temos, para pe D(K x L),

KT(y) . oGyl = > sup [9,(T(y), elz,y))]

lal<r reK

sup [(T(y), O (2,y))]

lal<r re K
g CYL Z sup ||8a90(x7 ')”s,L
lal<r rzeK
< Cpllellys,kxr -

O

Obviamente, esta proposicdo demonstra o enunciado de existéncia do teorema
acima: basta compor a aplica¢do linear continua (3.195) com a aplicagdo linear
continua S : D(U) — C. Ademais, é evidente que na construgao desta proposigao,
podemos trocar S e T, e usando a propriedade de unicidade do teorema acima,
chegamos ao seguinte teorema, como corolério:
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Teorema 3.12 (Teorema de Fubini para distribuic8es) : Sejam U um aberto de R™,
V' um aberto de R™, S wma distribuicao sobre U e T uma distribuicdo sobre V.
Entao para toda funcgao teste p sobre U x V, vale

(5C), (T(y), plx,x))) = (ST, ) = (T(y), (5(x), e(x,y))) . (3.196)

Para concluir, recordamos algumas propriedades tteis do produto tensorial de
distribuicoes.

Proposicao 3.43 (Suporte do produto tensorial): Sejam U um aberto de R™, V
um aberto de R™, S uma distribuicao sobre U e T uma distribuicdo sobre V. Entdo
vale

supp (S®T) = suppS x suppT . (3.197)

DEMONSTRACAO : Para mostrar a igualdade dos complementos, con-
sidere um ponto qualquer (z,y) € U x V.

“C”: Suponha que (z,y) ¢ suppS x suppT, ou seja, x¢suppS ou
y¢supp T, o que significa que existem uma vizinhanca aberta U, c U
de z tal que S se anula sobre U, ou uma vizinhanca aberta V,c V'
de y tal que T' se anula sobre V,: vamos mostrar que S ® T' se anula
sobre U, x V, no primeiro caso, e sobre U x V,, no segundo caso, o
que implica (z,y) ¢ supp (S ® T'). Considere entdo uma fungao teste
qualquer ¢ € D(U x V) e

— no primeiro caso, suponha que suppp c U, x V: entao para todo
y €V, vale suppp(.,y’) c U, e portanto (S, ¢(.,y')) = 0, o que
implica (T'(y), (S(x), ¢(x,y))) =0;

— no segundo caso, suponha que suppy c U x V,: entao para todo
x' €U, vale supp (2, .) c V,, e portanto (T, p(z’,.)) = 0, o que
implica (S(x), (T(y). @(x,y))) = 0.

De qualquer modo, segue que (S® T, ¢) =0.

“D”: Suponha que (z,y) ¢ supp (S ® T'), o que significa que existem
vizinhancas abertas U, cU dex e V, cV dey tais que S®T se anula
sobre U, x V. Se z € supp S, existe uma funcao teste ¢ € D(U,) tal
que (S,p) # 0 e entdo para qualquer fungao teste ¢ € D(V}), vale
(S, o) (T,0) =(S®T, p®1) =0 e portanto (T,) = 0, mostrando
que y ¢ supp1. De modo andlogo, se y € supp T, existe uma funcao
teste ¢ € D(V,) tal que (T,%) # 0 e entdo para qualquer fungéo teste
p € D(U,), vale (S,o)(T,¢) = (S@T,p®¥) = 0 e portanto

(S, ) = 0, mostrando que x ¢ supp S.
]

Proposicao 3.44 (Associatividade do produto tensorial): Sejam U wum aberto
de R™, V um aberto de R™, W um aberto de R, R uma distribuicao sobre U,
S uma distribuicdo sobre V. e T uma distribuicdo sobre W. Entdo vale

(RS)®T = R(S®T) . (3.198)
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DEMONSTRAGAO: De fato, ambos os lados sao distribuigoes sobre
U xV xW tais que para fungoes teste decomponiveis ¢ ® 1) ® x sobre
UxVxW,com oeD(U), peD(V), x e D(W), vale

(RS)oT,p@9p@x) = ((R,e)(S,9)) (T, x)
= (R,o) ((S,)(T,x)) = (R®(SQT), p@¢p@x) .

O

Proposicao 3.45 Sejam U um aberto de R™, V um aberto de R™, S uma dis-
tribuicao sobre U, T uma distribui¢ao sobre V., a e N™ SeN" f uma funcdo lisa
sobre U e g uma funcao lisa sobre V. Entdo vale

00 p)(S®T) = 0,50 04T , (3.199)

(feg(SeT) = fSeo4T . (3.200)

DEMONSTRACAO : Mais uma vez, em cada uma das duas equacoes,
ambos os lados sao distribuicoes sobre U x V tais que para fungoes
teste decomponiveis p® 1 sobre U x V, com peD(U), 1 e D(V), vale

(Oapy(S®OT), o) = (-nlePlseT, o) (P ®Y))
= (_1)|Q‘+|ﬁ| <S®Ta 8a<p®6[37/}>

= (_1)|a\(_1)|,6| (S, 3a<P><T»aﬁ¢>
= <aozs790><aﬁT7¢> = <aa5®8,3T7 90®1/}> )

(fegSeTl),pey) = (ST, (feg)(pey))
= (SeT, fexgy)
= (S, feX T, g¥)
= (fS,o)gT,¢) = (fS@gl,p@9) .

O

Proposigao 3.46 Para quaisquer dois abertos U de R™ eV de R™, o operador
bilinear de produto tensorial

D(U) x D(V) — D'(Ux V)

(S.T) —  S®T (3:201)

€ separadamente continuo, o que significa que
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e Para toda distribuicao Se€D'(U), a aplicagdo linear

D(V) — D(UxV)

(3.202)
T — ST

é continua. Em particular, para qualquer sequéncia (Ty)ren de distribuicdes
Ty, sobre V', wvale

T, — T em D(V) = ST, - ST em D'(UxV).

Para toda distribuicao T € D'(V), a aplicagao linear

D(U) — D(UxV)

3.203
S — S®T ( )

é continua. Em particular, para qualquer sequéncia (Sg)ien de distribuicoes
Sk sobre U, vale

S — S em D'(U) = ST = S®T em D'(UxV).

DEMONSTRAGAO : As afirmagoes sao consequéncias imediatas da Pro-
posigao 3.32, tendo em vista que os operadores lineares (3.202) e (3.203)
sao os duais ou transpostos dos operadores lineares

DU xV) — D(V)
@ — (S(x), e(x,y))

‘ DUXV) — D(U)
@ — (T(y), p(x,y))

respectivamente, e estes sdo continuos (veja as equagdes (3.195) e

(3.196)).
U]

Finalmente, notamos que podemos iterar a construcao do produto tensorial e assim,
fazendo uso da sua associatividade, chegar a uma definicdo do produto tensorial de
um niimero arbitrdrio (finito) de distribui¢des. A titulo de exemplo, notamos que
a distribuicao ¢ de Dirac sobre R™ é o produto tensorial de n copias da distribuicao
¢ de Dirac sobre R.

3.12 Convolucgao

Inicialmente, lembramos a defini¢ao da convolucao cldssica para fungoes integraveis:
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Definicao 3.31 Para quaisquer duas fungdes integrdveis f e g sobre R™, a con-
volugcao de f e g € a funcao integrdvel f x g sobre R™ definida por

(f*g)(x) = / d"y f() gz —y) | (3.204)

Para justificar esta definicdo, observamos que se as fungoes f e g sdo integréveis
sobre R™, entdo a funcdo f(y)g(x —y) é integravel sobre R?" e portanto o teorema
de Fubini garante que a integral na equacao (3.204) existe para quase todo z eR"
e define f* g como uma fungao integravel sobre R™ tal que

[aaltso@l < [de [aryiwllst - vl
de modo que obtemos a desigualdade

I *gl < Iflhlgly - (3.205)

Assim, identificando fungées que coincidem exceto sobre conjuntos de medida zero,
como sempre, a convolucao classica pode ser vista como um produto sobre o espago
de Banach L!(R"), isto é, uma aplicagao bilinear continua

LY(R") x LY(R") —» LY(R")

3.206
(L) — [ (3:200)
que satisfaz as propriedades de comutatividade e associatividade:
lg=f] = [f*gl, (3.207)
(fxg)xh] = [f+(gxh)]. (3.208)

Isso significa que o espaco de Banach L!'(R™), munido do produto de convolugao,
é uma algebra de Banach comutativa e associativa, porém sem unidade.

As equagoes (3.207) e (3.208) sao provadas por uma mudanca de varidveis de
integracao e, no segundo caso, uma aplicacao do teorema de Fubini. Explicita-
mente, temos

(g% fz) = /d"y 9(y) f(x =)
_ /dnz F(2)glz—2) = (f*g)(x)

(frg)sh)@) = / dmy (f *g)() bz — y)
/ dny / d"z f(2) gly — 2) bz — y)
= /d"u /d"v f(u)g(v) h(x —u—v)

u=
v=y—z

_ /d"u Fu) (g h) (@ —u) = (f(g+h))(x) .
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FALTA: Na verdade, se entendermos que as fungoes envolvidas assumam seus
valores em C, L'(R") se torna uma Banach *-4lgebra em relacao a qualquer uma das
duas seguintes conjugagoes: a “conjugacao pontual” (veja notacoes e convengoes),
mas também a “conjugacao CPT” definida por

A conveniéncia de complementar a conjugacao pontual pela reflexao na origem do
espago R™ tornara-se mais evidente na préoxima se¢ao, no contexto do estudo da
transformacao de Fourier. Tem a ver com o fato que esta é a conjugagao em relagao
a qual as funcoes oscilatérias exp(i€-x) (para qualquer £ €R™) se tornam reais.

Notamos ainda que, aplicando mais uma vez uma mudanca de variaveis em
conjunto com o teorema de Fubini, obtemos, para toda fungao teste ¢ sobre R",

[dra (ta@ @) = [ame [amy 1w -9 ele)
= [ary [am: 1o+ o)

ou seja,
<Tf*9’go> = <Tf®Tga<)0A>7 (3209)

onde ¢? é a funcao sobre R?" definida por

2 (z,y) = plz+y). (3.210)
Essa férmula sugere uma definigdo do produto de convolucao S x T entre duas
distribui¢coes S e T em termos do seu produto tensorial S ® T. Para tanto, a
dificuldade a ser superada decorre do fato de que ¢ nao é uma funcio teste
sobre R?" : ela pertence ao espago &(R?"), pois é ébvio que se a funcio ¢ for lisa,
a funcdo p® também serd, mas ela ndo pertence ao espaco D(R?™), pois ¢ é
constante ao longo de cada um dos subespacos afins “paralelos a antidiagonal”
de R?", dados por {(z,y)eR?" | z +y = a}, onde a é algum vetor fixo em R",
e portanto nunca tem suporte compacto. No entanto, podemos tentar interpretar
a férmula (3.209) no sentido da Proposicao 3.26, o que é possivel desde que a
intersecao

(supp S x suppT) N supp ™ = supp (S @ T) N supp >

seja compacta. Esta observacao nos leva diretamente & seguinte

Definicao 3.32 Para todo subconjunto fechado C' de R™, definimos a faixa Fé?)
em R?™ gerada por C' como sendo o subconjunto fechado de R*" definido por

FY = {(z,9) eR*™ |z +yecC}. (3.211)
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Dizemos que dois subconjuntos fechados A e B de R™ satisfazem a condi¢ao da
faixa se para todo subconjunto compacto K de R™, a intersecao do produto carte-

siano A X B com a faiza FI(?) gerada por K é um subconjunto compacto de R2™:14
K compacto = (A x B) ﬂF[(?) compacto . (3.212)

Finalmente, dizemos que duas distribuicoes S e T sobre R™ satisfazem a condi¢ao
da faixa se os seus suportes satisfazem a condi¢do da faiva:

K compacto = (suppS X suppT) N F1((2) compacto . (3.213)

Notamos que a condigao da faixa é simétrica no sentido de ser invariante sob a
troca de A e B, ou de S e T. Também notamos que a definicdo da faixa Fé?)
gerada por um subconjunto fechado C de R™ se motiva pela observagao de que se
C' ¢é o suporte da funcao ¢, entao Féz) é o suporte da funcao p?. Além disso, temos
a seguinte

Proposicao 3.47 A aplicacio linear

D(R") — &(R™)

3.214
© — cpA ( )

definida pela equagao (3.210) é continua.

DEMONSTRAGAO : Para quaisquer dois compactos K e L de R"™ e
quaisquer dois multi-indices «, 5 € N, temos 8(%3)90A = (Oaspp)® e
portanto

sup [ Oa,p ™ (@, y)| < sup [ Oaspp(2)] .
(z,y) e KXL ze K+L

O

Agora, dadas duas distribuigoes S e T sobre R™ que satisfazem a condicao da faixa,
podemos considerar o subconjunto fechado F = supp S x suppT = supp (S @ T)
de R?" e, usando a notacao introduzida na equagao (3.138), concluir que a aplicacio
linear continua (3.214) é de fato uma aplicacao linear continua

D(R™) — Ep(R?™)

, 3.215
© — (pA ( )

cuja composicido com a distribuicio S®T sobre R2" proporciona uma distribuicio
sobre R™:

s . . . 2
14Essa condicdo é nao-trivial pois, mesmo quando K for compacto, a faixa Fé) gerada por K,
por si 86, é apenas fechada, mas nunca é compacta.



162 Capitulo 3. Distribuigoes

Definicao 3.33  Para duas distribuicoes S e T sobre R™ que satisfazem a
condi¢ao da faiza, define-se a sua convolugao como sendo a distribuicao S x T
sobre R™ definida por

(SxT,p) = (ST, ) para @<D(R"™), (3.216)
ou mais explicitamente,
(SxT,p) = ((S®T)(x,y), p(x+y))  para peDR"), (3.217)

ou mais explicitamente ainda,

(SxT,p0) = ((S@T)(x,y), x(x,y)p(x+y))  para peD(K), (3.218)

onde K é qualquer compacto de R™ e x € D(R?"™) ¢ uma funcdo teste tal que x = 1
sobre uma vizinhanga aberta do compacto (supp S x suppT’) N FI((Z) de R?",

Claramente, o produto de convolugao ainda pode ser definido em outras circun-
stancias. Por exemplo, na construgao da convolugao de fungoes integraveis apre-
sentada no inicio desta secao, nao foi imposta nenhuma restrigao sobre os suportes
dos dois fatores. Assim, coloca-se naturalmente a pergunta se seria possivel intro-
duzir uma nocao de “distribuic@o integravel” e definir a convolugao de distribuicoes
integraveis. Isso é de fato possivel, mas a construgao é tecnicamente exigente.

O passo inicial é simples, pois existe um candidato ébvio para um espago de
fungoes teste cujo dual seria o espaco das distribuigoes integraveis — semelhante ao
espaco de fungoes teste cujo dual seria o espago das medidas integraveis: o segundo
é o espaco BY(R™) das fun¢oes continuas e limitadas sobre R”, munido da topologia
da convergéncia uniforme, enquanto que o primeiro é o espaco B (R™) das fungoes
lisas e limitadas sobre R™ (com todas as derivadas parciais também limitadas),
munido da topologia da convergéncia uniforme de todas as derivadas. (Veja o
Exemplo 3.5.) A integral de uma medida ou distribuigdo integravel seria entdo o
valor do funcional sobre a fungao constante 1, em consonancia com o Exemplo 3.8.
Também é facil definir a convolugao neste ambito, uma vez que estes espacos sao
invariantes sob a aplicacdo que leva uma funcio ¢ sobre R™ na funcao ¢* sobre R?".

O problema principal reside na dificuldade de interpretar funcionais lineares
continuos sobre estes espacos como medidas ou distribuigoes que sao, respectiva-
mente, funcionais lineares continuos sobre os espagos C?(R") das funcdes continuas
e C°(R™) (= D) das fungdes lisas de suporte compacto. Conforme o procedimento
padrao, definem-se medidas e distribui¢goes como sendo integraveis se sao, respec-
tivamente, continuas em relacio & topologia sobre C?(R™) induzida por B°(R")
e continuas em relagao a topologia sobre C2°(R") induzida por B (R™). Infeliz-
mente, C?(R") nio é denso em B°(R™) e C2°(R™) nao é denso em B> (R™). Assim,
medidas e distribuigoes integraveis permitem uma extensao canonica por continui-
dade somente aos respectivos fechos, sendo que o fecho de CY(R™) em B°(R") é
o espago CJ(R™) das fungdes continuas sobre R™ que “vdo a zero no infinito” e
o fecho de C°(R™) em B*(R™) é o espago C§°(R™) das fungoes lisas sobre R"
que “vao a zero no infinito” (com todas as derivadas parciais também “indo a
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zero no infinito”), e a funcdo constante 1 ndo pertence a nenhum destes fechos.
Uma segunda extensdo até B°(R") ou B> (R") sempre é possivel, devido ao teo-
rema de Hahn-Banach, mas perde-se a unicidade: tém um espago de dimensao
infinita de tais extensoes! Encontrar uma entre elas que seja privilegiada, sob
algum ponto de vista, constitui o maior desafio desta construgao.

No caso das medidas, o conceito central que permite tal extensao privilegiada
é o de um funcional positivo. ... Mas para distribuicoes, isso nao funciona. Aqui,
tem que representar distribui¢gbes como derivadas de medidas. ...

Agora um conceito que é util para discutir convolugoes iteradas e, em particular,
formular as condigGes sob as quais a convolugao define um produto associativo.

Definicao 3.34 Se S e T sao distribuicoes sobre R™, dizemos que o par (S,T)
satisfaz a condicdo da faixa se para todo compacto K de R™, a intersecao do
produto cartesiano supp S X suppT dos suportes de S e T com a faiza F1(<2) gerada
por K é um subconjunto compacto de R>®: De modo andlogo, se Ti,..., Ty sdo
distribui¢oes sobre R™, dizemos que a k-upla (T1,...,Ty) satisfaz a condi¢cao da
faiza se para todo compacto K de R™, a intersecdo do produto cartesiano supp T X

...xsupp Ty dos suportes dos T; com a faiza F1(<k) gerada por K € um subconjunto
compacto de RF™:

K compacto = (suppTi X ... X suppTy) N Fl((k) compacto . (3.219)

A SER CONTINUADO

Assntos a serem tratados:

e Propriedades elementares da convolucao:
e Regularizacao de distribuigoes por convolucao com fungoes teste.

e Demonstracao da Proposicao 3.41.
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3.13 Transformacao de Fourier

Inicialmente, recordamos a definicao da transformacgao de Fourier classica para
funcoes integraveis sobre R™:

Definicao 3.35  Para qualquer funcao integrdvel f sobre R™, a transformada
de Fourier de f ¢ a funcao continua e limitada f sobre R™ definida por

f(f) = /d”x f(z) exp(—i&-z) . (3.220)

Frequentemente, far-se-d necessdrio indicar explicitamente os argumentos de cada
uma das fungdes envolvidas; neste caso, serd conveniente escrever

f(&) = flx). (3.221)

Para provar as duas afirmagoes ja incorporadas nesta definicao, observamos que
se a funcao f ¢é integravel sobre R", entao o teorema da convergéncia dominada
garante que para qualquer sequéncia (), en de pontos & € R™ que converge para
um ponto £ €R”, a sequéncia de fungdes f(x) exp(—ifx-x) converge em L*(R™)
para a fungdo f(x) exp(—i&-x), mostrando que f é continua. Obviamente, f
também ¢ limitada, pois temos |f(€)| < ||f|l; para todo &eR™. Na verdade, vale

uma afirmagao um pouco mais forte:

Teorema 3.13 (Lema de Riemann-Lebesgue): Para qualquer funcgdo integrdvel f
sobre R™, sua transformada de Fourier é uma funcdo continua f sobre R™ que se
anula no infinito.

DEMONSTRAGAO : Isso pode ser provado de vérias maneiras, mas
talvéz a mais simples é usar o fato de que o espago 8 (e até o espago D)
é um subespaco denso de £!(R") (na norma L'), assim como, alids, de
Co(R™) (na norma do supremo) que, como segue da Proposicao 3.50
logo abaixo, é invariante sob a transformagao de Fourier.

O

Note, no entanto, que o espaco £1(R™) nao é invariante sob a transformacao de
Fourier, pois f e £*(R") nao implica feL1(R").

Tendo em vista que a funcao f permanece inalterada quando a funcao f é
substituida por qualquer outra que coincide com f exceto sobre um conjunto de
medida zero, concluimos que a transformacao de Fourier cldssica pode ser vista
como uma aplicagao linear continua

F: L'RY) — Co(R")
=

do espaco de Banach L!'(R™) das (classes de equivaléncia de) funcoes integréveis,
com a norma L! (veja o Exemplo 3.3 e a Observacao 3.1) para o espaco de Banach

(3.222)
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Co(R™) das fungoes continuas que se anulam no infinito, com a norma do supremo
(veja o Exemplo 3.2 e a Observagao 3.1), de norma < 1, pois satisfaz a desigualdade

A< 11y - (3.223)

Mas na verdade, também é um homomorfismo de dlgebras:
Proposicao 3.48 Para quaisquer duas funcoes integrdveis f e g sobre R™, wvale
fxg = fg. (3.224)

DEMONSTRAGAO : E um célculo direto, usando o teorema de Fubini e
uma simples mudanga de varidveis:

Fra(©) = / d"e (f * g)(x) exp(—if )
- / i / d™y f(y) exp(—i€-y) g(z — y) exp(—it-(z — y))
= /d"y fy) exp(*iéy)/d"z 9(2) exp(—i&-z)

= f(©)a(¢) -
O

Para encontrarmos um espago de fungoes (e posteriormente, de distribuigdes)
que seja invariante sob a transformacao de Fourier, notamos a seguinte

Proposigao 3.49 Seja f uma fun¢do integrdvel sobre R™ e f sua transformada
de Fourier.

(a) Suponha que os produtos de f com monémios x* de ordem < r sao integrdveis.
Entao f € de classe C", com derivadas parciais de ordem < r dadas por

0,£(6) = (=)l xf(x) . (3.225)

(b) Suponha que f é de classe C", com derivadas parciais de ordem < r que sdo

integrdveis e se anulam no infinito. Entdo os produtos de f com monémios £ de
ordem < r sdo dadas por

e f©) = (=) 9,1 (x) . (3.226)

DEMONSTRAGAO:  Obviamente, a validade destas afirmagoes para
qualquer valor de r segue da sua validade para r = 1, por inducao.
E quando r = 1, a primeira é uma consequéncia imediata do teorema
sobre diferenciagao debaixo do sinal de integragdao, enquanto que a
segunda decorre de uma integragao por partes, na qual a hipdtese de
que f deve se anular no infinito serve para eliminar o termo de bordo.

O
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Disto, segue imediatamente a seguinte '°

Proposigao 3.50 No espaco de Schwartz, a transformacdo de Fourier define
uma aplicagdo linear continua

(]

F

—
(3.227)
—

S

S
2
DEMONSTRACAO: O fato de que F mapea 8 em 8 segue imediata-
mente da proposicao anterior, e a linearidade de F é ébvia. Resta
provar que F é continua. Para tanto, lembramos que a topologia de § é

definida pela familia de seminormas dada pela equagao (3.73) e usamos
as equagoes (3.225), (3.226) e (1.57), em conjunto com a identidade

a!
5x® — Exo“ﬁ se B<a
/B - .

0 caso contrario

e a estimativa

/ d"x < ﬁ/oo dz; n
_er < —
L+ = At o1 +a?

para calcular, para quaisquer dois multi-indices «, 3 eN",

18las = sup 1€ 0,8(0)] = sup [€7F (x“())(©)|
= ESeuﬂgnlf(%(X%(X)))(é)l < 9s(x (X))
5>a’ v
<z WELC sl
< > (ﬁ) O sup [(1+[2)" 205 0()]
<7< 7/ zern !

O

Antes de prosseguir, notamos, para uso posterior, a féormula para a integral
Gaussiana, valida para qualquer A > 0,

9 T\ /2
d"x exp(—Az7) = (X) , (3.228)
15A seguir, simplificamos a notagio utilizada no Exemplo 3.1, usando o sfimbolo |.|, ao invés
do simbolo ||. |5, para denotar a norma euclideana em R™ assim como em C™, dada pela

equacdo (3.13).
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que se demonstra pelo seguinte calculo elementar,

/d":c exp(—Az?) (/ dz exp(—Az ))
_ </d2x exp(_,\xQ))n ) - (/(Joodr /O%da rexp(—)\r2)>
_ (7; /OOO du exp(—u))n - (7;)"/2

n/2

assim como o seguinte lema, que formalmente pode ser vista como uma extensao da
invariancia da medida de Lebesgue sob translagoes, no sentido de incluir translagoes
complexas:

Lema 3.3 Seja f uma fungao analitica sobre C™ tal que para todo vetor fixo yeR™,
a restricio de f ao subespago real {z = x +iy|xeR"} de C™ € integrdvel e se
anula no infinito. Entdo vale

/ A"z flz+iy) — / iz f(z) . (3.229)

DEMONSTRACAO : Primeiro, segundo o teorema de Fubini, as integrais
na equagao (3.229) podem ser escritas como integrais iteradas, de modo
que a validade do lema para n = 1 implica a sua validade para qual-
quer n. Agora, no plano complexo, essas integrais podem ser excritas
como limites

a

/OQ dz f(xr+iy) = lim dx f(z+iy) .

a—oo [

a—oo |_ .

/jo dz f(z) = lim ’ dz f(z) .

Mas como f é analitica, o teorema integral de Cauchy implica que

a

dz f(z +iy) — ’ dz f(x)

—a —a

= /ydu fla+iu) —/ydu fl=a+iu) ,
0 0

e esta expressao se anula no limite a — oo, pela hipotese de que a
restricao de f a cada subespaco real se anula no infinito.

O

Retornando a analise da transformagao de Fourier, talvéz o aspecto mais inte-
ressante e importante de sua restrigao ao espago § seja o fato de que nele, ela é um
automorfismo e quase uma involugao.
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Teorema 3.14 (Teorema de inversio de Fourier): No espago de Schwartz, a trans-

formacao de Fourier define um isomorfismo linear continuo

F: 8 — 8

(3.230)
¢ — Fy
definido pela formula
Fo©) = [ plo) (i) (3.231)
CUjo nNVerso
F1t. 8 — S
. (3.232)
Y o— F
€ dado pela formula
F0@) = G [ 476 0(E) exlicn) (3239)

DEMONSTRACAO : Temporariamente, definimos uma transformacao de
Fourier modificada _
F: 8§ — S8
Vo= FY
pela férmula

- 1
(FY)(z) = W

Entao é claro que todas as propriedades da transformagao de Fourier ja
demonstradas valem igualmente para esta transformacgao modificada.
Assim, resta apenas mostrar que a transformacao composta FF éa
identidade em 8, ou seja, que para €8 e todo z €R", vale

[ ane w(©) exstic-a)

1

o0) = o [0 [ et ewiso-) . G2

(De modo completamente andlogo, poderemos provar que a trans-
formacéo composta FF também é a identidade em 8.) A dificuldade
aqui provém do fato de que, nesta férmula, a integragao s6 pode ser
executada na ordem indicada (primeiro sobre a varidvel y e depois
sobre a varidvel &, pois o integrando ¢(y) exp(i&-(x —y)), como fungao
de (y,¢) e R?*", nio é uma funcio integravel e assim o teorema de Fubini
nao se aplica diretamente. Contudo, este problema pode ser contornado
pelo seguinte truque: para todo € > 0, considere a integral

pe(x) = (271)” /d”f/d"y o(y) exp(i€-(z—y)) exp(—e&?) . (3.235)
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Aqui, o integrando ¢(y) exp(i€- (z — y)) exp(—€&?), como funcio de
(y,€) eR?*™ ¢ uma funcao integravel e portanto o teorema de Fubini
implica que também vale

pe(z) = 2

d"y [ d™¢ o(y) exp(i&-(z—y)) exp(—€&?) . (3.236)

Agora, na equagdo (3.235), podemos executar a integral sobre y para
obter

pe(r) = )(€) exp(i€-x) exp(—e?) .

Mas como Fp € 8 e exp(—e¢|¢[?) < 1 para todo € > 0 e todo £ eR",
segue do teorema da convergéncia dominada que

lim gc(x) = (FFp)(x) . (3.237)

Por outro lado, na equagao (3.236), podemos executar a integral sobre £
usando complementagao quadratica do expoente, conforme a qual

/d"§ exp(i&- (x — y)) exp(—e&?)
)/ g exp(~e(& - Loty - TI)
= exp( )/ 3 exp( (f*%(x*y)f)
e
(z

= exp(

= exp( /dnf exp( 652)

n/2 y)
- () eXp( =)
€
onde usamos a equagao (3.228) no ultimo passo e o Lema 3.3, aplicado
a fungdo analftica exp(—(?) (¢ = £+in) no peniiltimo passo, para obter
1 (z —y)*
(@) = s [ d" (-2
ve(®) = Tmapr / y ¢(y) exp ”

Usando novamente a equagao (3.228) e aplicando o critério estabelecido
no Exemplo 3.17, concluimos que

lim gc(z) = ¢(z). (3.238)
U

A expresdao “quase uma involucao” utilizada acima se refere ao fato de que
(277)_"/ 2F é uma involucdo a menos de conjugacdo com a conjugacio complexa,
ou seja, vale

Fo. (3.239)
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Agora estamos prontos para estender a definicdo da transformagao de Fourier
de fungoes para distribuigoes, mais exatamente, para distribui¢oes temperadas:

Definigcao 3.36  Para qualquer distribuicdo temperada T sobre R™, define-se a
sua transformada de Fourier como sendo a distribuicdo temperada FT sobre R™
dada pela formula

(FT,p) = (I, Fp)  para @es§. (3.240)
Observa-se que FT' é realmente uma distribuicdo temperada, i.e., um funcional

linear continuo sobre 8, pois é a composicao do funcional linear continuo 1" sobre
8 com a aplicagéo linear continua (3.227).

Mais uma vez, notamos que para distribuigoes regulares, esta defini¢ao coincide
com a definigao classica:

Proposicao 3.51 Seja f uma funcao integrdavel sobre R™ e f sua transformada
de Fourier. Entao vale

FTy = Try . (3.241)

DEMONSTRAGAO : Para qualquer funcao teste €D ou mesmo €S,
podemos aplicar o teorema de Fubini para mostrar que

[dras@ Fow) = [ams [ane f@)ete) exp(-ic-a
= [ae [ams @) 0 expl-igr) = [ a6 FHO 0O

e portanto
(FTy, @) = Ty, Fo) = (Trs,9) -
O

Usando a primeira igualdade neste cdlculo, para o caso especial em que f €8, com
€8 substituido por 1 e8 e f dada por f = (27)" F1p = Fp com pe8 (veja
a equagao (3.239)), chegamos & férmula de Plancherel:

[ 3@ 9© = Car [ dme ple) via) (3.242)

Em um primeiro momento, esta férmula vale para ¢, €8, mas como 8 é denso
no espaco de Hilbert L?(R"), ela continua valendo, por extensdo continua, para
@, € L2(R™), ou seja, (21r)~™/2F é uma isometria do espaco de Hilbert L?(R").

Exemplo 3.18 Vale
Féo=1, Fl = (2m)". (3.243)

De fato, para ¢ €8,
(Fop) = 6.F0) = [dmaels) = (L),
(F o) = (5,F lg) = / "z o(z) = (L),
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3.14 O teorema de Payley-Wiener

Na secao anterior, vimos que a transformada de Fourier

3.15 O conjunto de frente de ondas

A SER CONTINUADO

3.16 Aplicacoes a equagoes diferenciais parciais

A SER ELABORADO
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A O teorema do fluxo

Neste apéndice, queremos formular, de maneira precisa, porém sem demonstragoes,
o teorema do fluxo para equagoes diferenciais ordindrias, mais exatamente para
sistemas autonomos de equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem — lineares
ou nao.

Um sistema autéonomo de equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem
pode ser definido fixando um dominio €2 em R™ e um campo vetorial X definido
em (), isto é, uma aplicacao X : Q@ — R™. A equagao diferencial associada com

estes dados é
du

) = X(u(t) (A1)

O teorema de existéncia e unicidade local de solugoes afirma que quando X é de
classe C! ou pelo menos satisfaz uma condicio de Lipschitz, entdo para qualquer
ponto ug de 2, existe uma tnica solugdo local u da equagdo (A.1) com condi¢ao
inicial ug, ou seja, uma unica curva u: |a,b[— Q (onde a<0 e b>0 sdo tais que
u(]a,b[) cQ), de classe C*, tal que

u(t) = X(u(t)) para a<t<b (A.2)

u(0) = ug . (A.3)

Por diferenciacao repetida da equacao (A.2), podemos concluir que para qualquer
inteiro k>0, u serd de classe C*T1 quando X ¢é de classe C¥, e portanto que u serd
de classe C*° quando X é de classe C*°.

Quanto a questao do dominio de defini¢ao da solugao, enfrentamos em primeiro
lugar o problema que os nimeros a e b nao sao univocamente determinados. Este
problema se resolve através da observacao que, devido a unicidade, duas solugoes
definidas em intervalos diferentes devem coincidir na intersecao destes dois inter-
valos e fornecem assim uma unica solucao definida na uniao dos dois intervalos.
Portanto, existem um tnico nimero apmi, < 0 (possivelmente —co) e um tinico
numero byax > 0 (possivelmente 4+00) tais que a solu¢do u seja definida sobre o
intervalo |amin, bmax| mas ndo admita nenhuma extensao para um intervalo maior:
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falamos entdo da solugdo maximal (ou maximalmente estendida). Observamos que
em geral, os valores de apin € bpax ainda dependem da condigao inicial ug.

O proximo passo nesta linha de argumentacao é formar o subconjunto

DX - U ]amin(UO)zbmax(uO)[x{uO}a (A4)
ug €

do produto cartesiano R x €2, e considerar a aplicagao
Fx :Dx — Q (A.5)
definida de modo que para qualquer ponto ug em 2, a aplicagao
F(.,u0) : |amin(%0), bmax (uo)[ = £

seja a solugao maximal da equacao diferencial sob consideracao com condigao inicial
ug, ou seja, vale

aaitx(t,uo) = Feltu) = X(F(tuo)) o)
para  Gmin(ug) < t < bmax(uo)
Fx(0,u0) = wuo - (A7)

A aplicagao F se chama fluro do campo vetorial X, e Dx é o seu dominio.

Com estas nogoes, podemos formular o teorema do fluxo, que inclui e unifica
o teorema da existéncia e unicidade das solugoes e o teorema da dependéncia das
solugoes em relagao as condigoes iniciais, como afirmando que Dx é um subconjunto
aberto de R x e que para qualquer inteiro k>0, Fx é uma aplicacao de classe
C* quando X ¢é de classe C¥, e portanto que Fx serd de classe C™ quando X é
de classe C°.

Na mesma dire¢ao, mencionamos ainda que um campo vetorial é chamado com-
pleto quando o dominio Dx do seu fluxo Fx € o produto cartesiano R x € inteiro.
Isto significa que todas as solugoes da equacao diferencial definida por X podem
ser estendidas a reta real inteira.

Finalmente, é tutil observar que o caso de sistemas nao-auténomos, ou seja,
de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem onde o campo
vetorial depende explicitamente do tempo, pode ser reduzido ao caso de sistemas
autonomos através de um aumento de dimensao do sistema por uma unidade.

Passamos agora a identificagdo das equagdes diferenciais lineares. A equagao
diferencial associada ao campo vetorial X sera linear se e somente se X é uma
funcdo linear, ou mais geralmente, uma funcao afim: no primeiro caso, falamos de
um sistema linear homogéneo e no segundo, de um sistema linear nao-homogéneo.
Isto significa que podemos tomar 2 = R™ e que X serd uma aplicagao linear de R™
em R", dada por uma matriz A, ou mais geralmente, uma aplicagdo afim de R"
em R", dada por uma matriz A e um vetor a.



B Resumo do calculo vetorial

Neste apéndice, apresentamos alguns resultados do calculo vetorial em R™ que
sao amplamente utilizados na teoria classica de equagoes diferenciais parciais, a
saber, o teorema de Gauss ou teorema da divergéncia e as identidades de Green,
que constituem ferramentas indispensaveis para o tratamento de problemas de
fronteira, tais como o problema de Dirichlet ou de Neumann para o laplaciano em
dominios limitados de R".

B.1 Integracao sobre subvariedades de R":
teoria local

Comegamos com uma breve descricao da construcao da integral de fungoes sobre
hipersuperficies em R"” e, mais geralmente, sobre subvariedades de R™. Para evitar
complicacoes desnecessdrias, suporemos que integramos apenas fungoes continuas,
para as quais as integrais de Riemann e de Lebesgue coincidem. O cerne da questao
é encontrar uma definigdo que ndo depende das coordenadas (locais) utilizadas
para parametrizar a hipersuperficie ou subvariedade sob consideracao. Para tanto,
precisamos da férmula de mudancga de varidaveis em integrais multiplas, que rege
o comportamento da integral em R"™ sob transformagcoes de coordenadas (locais),
abstratamente representadas por difeomorfismos (locais).

Definicao B.1 Sejam U uwm aberto de R™ e V um aberto de R™. Uma aplicagdo
p: U —V € chamada um difeomorfismo de classe C" se 1) ¢ € bijetora e
2) p:U—V ep:V—U sio de classe C".

Aqui e a seguir, r pode assumir qualquer um dos valores 0,1,...,00,w. Outras
observagoes sao as seguintes:

e Segundo a terminologia padrdo em topologia, os difeomorfismos de classe C
sao chamados de homeomorfismos.
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e A hipétese de que além da aplicacio dada ¢, a aplicacdo inversa ¢! também
seja de classe C" é importante e nao pode ser dispensada. Considere, por
exemplo, a aplicacio ¢ : R — R definida por ¢(z) = 2®: ela é bijetora
e de classe C°, enquanto que a aplicacdo inversa p~! : R — R, dada por
o Hy) = &y, é continua, mas nao ¢é diferencidvel na origem: portanto, ¢ é
um homeomorfismo, mas nio é um difeomorfismo de classe C.

e Quando r > 1, uma condigcao necessaria e suficiente para que uma aplicagao
@ : U — V bijetora e de classe C" seja um difeomorfismo de classe C" é que
a sua derivada ¢'(x) (i.e., a matriz jacobiana) seja nido-degenerada em todo
ponto x € U: esta é exatamente a afirmagao do teorema das fungoes inversas.

e A existéncia de um difeomorfismo ¢ entre um aberto U de R™ e um aberto
V de R™ implica que m = n, ou seja: a dimensao é invariante sob difeomor-
fismos. Quando r > 1, isto é imediato pelo item anterior, enquanto que para
r = 0, é garantido por um teorema nao-trivial de topologia geral.

O conceito matematico de difeomorfismo (entre abertos de R™) confere um sig-
nificado preciso & nocao intuitiva de uma “transformacao de coordenadas” ou
“mudanca de varidveis”, na medida em que identifica as exigéncias matematicas a
serem impostas para que tal transformacao ou mudanca seja admissivel. De fato,
através de um difeomorfismo ¢ : U — V| as coordenadas cartesianas x1,...,Zy,
dos pontos em U podem ser consideradas como fungoes das coordenadas cartesi-
anas yi,...,Yn dos pontos em V, de modo que os y; se tornam um sistema de
coordenadas (geralmente ndo-cartesianas) para os pontos em U, e vice versa.

A titulo de exemplo, e como subsidio para o desenvolvimento subsequente,
formulamos aqui o teorema cléssico sobre o comportamento da integral de Riemann-
Lebesgue sob difeomorfismos:

Teorema B.1 Sejam U eV abertos de R" e ¢ : U — V' um difeomorfismo de
classe Ct. Entdo, para toda funcdo f continua sobre V e todo compacto K em U,
vale a formula de mudanca de varidveis em integrais maultiplas

/ "y f(y) = / dne [ det (¢ (2)) | f(o(x)) (B.1)
p(K) K

O préximo passo serda dar uma defini¢do do conceito de uma subvariedade de R™:
tais subvariedades serao os dominios de integracao.

Definicao B.2 Uma carta ou um sistema de coordenadas de classe C™ de R™
(em torno de um ponto x(®) de R™) ¢é uma tripla (U,p,U’) formada por uma
vizinhanga aberta U de x(©) em R™, uma vizinhanca aberta U' de 0 em R"™ e um
difeomorfismo ¢ : U — U’ de classe C" (tal que @(x(9) =0). O aberto U é
chamado o dominio da carta ou do sistema de coordenadas. Quando especificamos
tao somente o difeomorfismo @, sem fixar os abertos U e U’, falamos de uma carta

local ou de um sistema de coordenadas locais (em torno de z(?)).



B.1. Integracao sobre subvariedades de R™: teoria local 177

Definicao B.3  Uma subvariedade p-dimensional de R™ de classe C" € um
subconjunto X de R™ tal que para cada ponto 9 de X, existe uma carta (U, o, U")
de classe C" de R™ em torno de 9 tal que @(UnX) = U'nRP, onde R? é
identificado com um subespaco de R™; por exemplo,

x
z1
P o~ Tp n . p
RP 2 0 | € R™/ : e R (B.2)
Lp
0

Tais cartas ou (sistemas de) coordenadas de R™ serdo ditas adaptadas & sub-
variedade X .

Um exemplo simples é exibido na Figura B.1.

Fig. B.1: Coordenadas adaptadas a uma curva no plano, como exemplo simples
de uma subvariedade unidimensional de R?

De forma geral, notamos que quando a tripla (U, p,U’) é uma carta de classe C"
de R™ em torno de z(®) adaptada a X, a tripla (UnX,¢|ynx,U nRP) forne-
cerd uma carta para X em torno de (%), no sentido de que a aplicacdo inversa
(Plunx)™t = ¢ Hyare : UnRP — UnX pode ser vista como uma para-
metrizacio dos pontos de X em torno de z(°). Mais explicitamente, para pontos

T Y1
x = e U e y = e U,
Ty Yn

podemos considerar a correspondéncia bijetora dada por

y =) e z=¢ 'y

como fornecendo um sistema de coordenadas y1,...,y, aolongo de X complemen-
tado por um sistema de coordenadas yp41, ...,y transversais a X, pois os pontos
de U pertencendo a U n X sao caracterizados pelo conjunto de equagoes

yp+1:07 BRI yn:O
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De fato, UnX é tao somente um membro de uma familia de subvariedades
(UnX)(apt1,---,an) de R™, definidas pelo conjunto de equagoes

yp+1:ap+1, cee yn:an,

onde ap41,...,a, sdo constantes. A versao global desta observagao leva ao con-
ceito de uma folheagcao por subvariedades, ao invés de uma unica subvariedade
isolada.

Isso posto, podemos estender a nocao de integracao de funcoes continuas sobre
compactos de R™ a fungbes continuas sobre compactos de subvariedades de R™.
Inicialmente, consideramos compactos “pequenos”, contidos em dominios de cartas.

Definicao B.4  Sejam X uma subvariedade p-dimensional de R™ de classe C',
f uma funcgao continua sobre X e K um compacto de X contido no dominio Un X
de alguma carta de X provindo de wma carta (U, o,U’') de R™ adaptada a X.
Considerando-se as coordenadas cartesianas x1,...,T, dos pontos de UnX como
fungées das coordenadas yi,...,y, dos pontos de U'nRP, fun¢ées dadas pela
aplicacio ™1, introduzimos a funcdo matricial

ghy) - g, )
9% (y) = o , (B.3)
gy - gh )

onde

G = GG = Y GG G<ii<n. (B

m=1

e definimos a integral de f sobre K pela férmula
[ o) 1) = [ ary i) fe W) (B9)
K »(K)

A funcao matricial g¥ € chamada a métrica induzida e a funcao detg¥, o
determinante métrico, em relacao ao sistema de coordenadas utilizado.

A motivacdo para introduzir o determinante métrico nesta férmula reside na
observagao de que a integral assim definida nao depende do sistema de coorde-
nadas escolhido.

Para mostrar isso, suponhamos que (U,,U’) e (V,1,V’) sejam duas cartas
de R™ adaptadas a X tais que K cUnV. Queremos mostrar que

/ dry (et (g°(9)) Fo () = / @z \Jdet (%(2) F1(2)) -
w(K) P (K)

Devido ao teorema B.1, aplicado ao difeomorfismo

X = Y0vnvoxo(@uavax) t:oUnV)nRP — (UnV)nRP,
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temos
/ dPz \[det (9¥(2)) F((2))
W(K)
- /(K) dPy |det (x'(y))| \/det (¥ (x(y))) (¢ (y)) -

Destarte, é suficiente que valha

det (¢(y)) = (det (xX'()))” - det (¢° (x(1))) -

Mas pela regra da cadeia,

@ = @K X

ou seja,
O N Dz,
oy W) = ; 5z XW) 5.° )
e portanto
" dz,, Ox "\ - O Oz Ox 9z
v _ m m m m -
9iy) = mgl o Ty m:1k§l::1 52 (X)) o) 2 (W) 5(0)
P
_ L Oz

Usando que o determinante de um produto de matrizes é igual ao produto dos
determinantes dos fatores e que o determinante de uma matriz é igual ao da sua
transposta, obtemos o resultado desejado.

B.2 Integracao sobre subvariedades de R":
teoria global

A definigao da integral no caso geral — isto é, quando o compacto K nao estd
contido em um tnico dominio de carta de X — pode ser reduzida ao caso anterior
mediante a utilizagao de uma particao da unidade. Parti¢oes da unidade constituem
uma das ferramentas mais importantes e poderosas de anélise, providenciando um
embaseamento técnico para a idéia de construir um objeto global (neste caso, a
integral de uma fun¢do sobre um compacto “grande”) a partir de uma cole¢ao
de objetos locais (neste caso, uma colegdo de integrais da mesma fungdo sobre
compactos “pequenos”), através de um processo de colagem.

Para poder introduzir o conceito de uma particao da unidade, precisamos de
algumas defini¢oes preliminares. A primeira é a do suporte de uma funcao.
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Definicao B.5 O suporte de uma funcdao f sobre um aberto Q) de R™, denotado
por supp f, € o fecho, em €1, do conjunto dos pontos nos quais ela nao se anula:

suppf = {w e/ f(@) £ 0} . (B.6)

Em outras palavras, o suporte de wma funcdo f sobre £ pode ser caracterizado
como o complemento, em ), do maior aberto de €2 onde f se anula:

supp f = Q\ (maior aberto de Q onde f se anula) . (B.7)

Note que, conforme esta definicdo, o suporte de uma funcéo sobre um aberto €2
de R™ é fechado em (), mas nao necessariamente em R"™.

~ <ol . A

A notacao “supp” se explica pela ortografia da palavra “support” em inglés e
pela necessidade de evitar uma possivel confusao entre as nogoes do suporte e do
supremo de uma funcao. Note as inclusoes ébvias

supp (Af + pg) C supp f U suppg, (B.8)
supp (fg) < supp f 0 suppg , (B.9)

que implicam que dado um espago ou uma algebra de fungdes de um certo tipo
(por exemplo, fungdes continuas ou fungoes lisas) com suporte contido em algum
subconjunto fixo de R™ é um subespagco deste espago ou subdlgebra desta algebra.

As préximas duas definigoes referem-se a recobrimentos abertos de subconjuntos
de R™.

Definicao B.6  Sejam X um subconjunto de R™ e (§;);er um recobrimento
aberto de X, isto ¢, uma familia de subconjuntos abertos €2; de R™ tal que

XCUQZ

el
Este ¢ dito

e um recobrimento finito se o conjunto I ¢ finito;

e um recobrimento pontualmente finito se para todo ponto x em X, o
conjunto I(x) ={iel /xe Q;} € finito;

e um recobrimento localmente finito se todo ponto x em X possui uma
vizinhanga aberta Q. tal que o conjunto I(Qy)={iel/Q,nQ; #£0} ¢
finito.

Defini¢ao B.7  Seja X wum subconjunto de R™. Um recobrimento (aberto)
(Qi)iecr de X € chamado um refinamento de um recobrimento (aberto) (), < v
de X se existe uma aplicagdo de refinamento p : I — I' tal que para todo i€l,
vale Q; C le(i)‘ Quando a aplicacao p € injetora e tal que Q; = Q’p(i), dizemos que
(Qi)icr € um sub-recobrimento de (),); ..
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Uma versao simplificada desta definigao consiste em afirmar que um recobrimento
(aberto) (€2;)ier de X é um refinamento de um outro recobrimento (aberto)
(Q)); e de X se e somente se para todo iel, existe i €I’ tal que €, c €2,.
Como um dado aberto ©; pode estar contido em véarios dos abertos €, a cons-
trugao de uma aplicagao de refinamento requer entao o uso do axioma da escolha.
De maneira semelhante, observa-se que, em geral, a aplicacao de refinamento nao

serd injetora, sendo que um dado aberto €2, pode conter varios dos abertos ;.

Com estas nogoes a nossa disposicao, podemos definir dois conceitos de topo-
logia: um que é muito bem conhecido e outro menos conhecido, mas também util:

Definicao B.8 Um subconjunto X de R™ € dito

(i) compacto quando qualquer recobrimento aberto de X admite um sub-
recobrimento finito,

(i) paracompacto quando qualquer recobrimento aberto de X admite um refi-
namento localmente finito.

De passagem, mencionamos que nestas ultimas trés definigoes, podemos substituir
o espago R™ por qualquer espaco topoldgico de Hausdorff. Notemos também a
seguinte

Proposicao B.1  Todo subconjunto X de R™ ¢é paracompacto.

Muito mais geralmente, mostra-se que qualquer espaco métrico é paracompacto.

Finalmente, voltando para o caso de subconjuntos X de R", estamos em
condigoes de formular a definicao de uma particao da unidade subordinada a um
recobrimento aberto localmente finito de X:

Defini¢ao B.9  Uma particao da unidade (de classe C") subordinada a um
recobrimento aberto localmente finito (2;); e de um subconjunto X de R™ € uma
famdlia (x;)ier1 de fungdes (de classe C") sobre R™ a valores reais com as sequintes
propriedades:

0< <1 para todo i€l , (B.10)
suppx; C £; , suppy; compacto para todo iel | (B.11)
Sxi = 1 sobre X . (B.12)

iel

Note que a soma na equagao (B.12) é bem definida devido & condicdo (B.11) e a
condicao de que o recobrimento (€2;);e; seja localmente finito, pois essas duas
hipoteses implicam que todo ponto x de X possui uma vizinhanca aberta
sobre a qual a soma na equagao (B.12) se estende apenas sobre o subconjunto
finito I(Q,) ={iel/Q,n Q; # 0} de I. Ademais, a Proposi¢ao B.1 mostra que se
partirmos de um recobrimento aberto qualquer, podemos sempre passar para um
refinamento que seja localmente finito e, sem perda de generalidade, formado por
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abertos limitados, e depois procurar uma particao da unidade subordinada a este
refinamento.

O teorema fundamental sobre particoes da unidade afirma sua existéncia:

Teorema B.2  Para qualquer recobrimento localmente finito (€0;); <1 de qualquer
subconjunto fechado X de R™ por abertos limitados ; de R™, sempre existe uma
particao da unidade (x;)ies de classe C™ a ele subordinada.

A demonstragdo é tecnicamente exigente e nio serd apresentada aqui. Observamos
apenas que o caso mais importante para aplicacoes na pratica é o de um recobri-
mento finito (£2;); s de um compacto K em R™. Mas mesmo no caso mais simples
onde o recobrimento se reduz a um unico aberto €2 contendo K, a afirmagao é
nao-trivial: esta versao encontra-se no Capitulo 3 (veja o Teorema 3.4) e constitui
um ingrediente importante para a demonstracao do caso geral.

Isso posto, podemos indicar como se define a integral de uma fungao continua
f sobre um subconjunto compacto K de uma subvariedade X de classe C" de R™
mesmo quando K nao estd contido no dominio de uma tnica carta. Neste caso,
escolhemos um recobrimento aberto finito (U;); < 1 de K por dominios U; de cartas
(Ui, i, U!) de R™ adaptadas a X e uma partigdo da unidade (x;);<; subordinada
a este recobrimento e pomos

[do@ s@) =Y [ dote) ule) f@) (B.13)
K -

iel supp xi N K
B possivel mostrar que o resultado nao depende da escolha do recobrimento (U;); e 1
de K ou da particio da unidade (x;);er, mas ndo entraremos nos detalhes da
demonstracao deste fato.

Apesar da importancia dessa defini¢ao da integral do ponto de vista teérico, vale
salientar que, na pratica, nao é dessa maneira que se calculam integrais de fungoes
sobre subvariedades de R™. De fato, em vez de langarmos mao de uma particao
de unidade, podemos na grande maioria dos casos que ocorrem na pratica usar o
fato de que a subvariedade X em questao, apesar de nao poder ser recoberta por
um tnico dominio de carta, contém algum dominio de carta Y que é “grande” no
sentido de ser aberto e denso, de modo que podemos substituir a integral sobre X
pela integral sobre Y e calcular essa usando um sistema de coordenadas conveniente,
j& que o complemento X \'Y de Y é de medida zero e portanto ndo contribui para
a integral. A 1nica precaucdo que precisa ser tomada é que, em geral, Y nao sera
compacto, mesmo quando X for compacto. Como exemplo tipico, consideraremos
logo abaixo o caso em que X é a esfera unitdria S”~!' em R™ e Y é o dominio
obtido removendo um unico ponto de X, por exemplo o “polo norte” (0,...,0,1)
ou o “polo sul” (0,...,0,—1); coordenadas convenientes para essa escolha sdo as
obtidas pela projecao estereografica.
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B.3 Integracao de campos vetoriais

As integrais que tipicamente aparecem no célculo vetorial sdo integrais de campos
vetoriais A ao longo de curvas 7 e sobre hipersuperficies 3 em R™, devidamente
orientadas. Para explicar a sua definigao, lembramos primeiro a seguinte

Definicao B.10 Um campo escalar (real) ¢ sobre um aberto Q de R™ ou de
uma subvariedade X de R™ é uma aplicagdo ¢ : & — R. Um campo vetorial
A sobre um aberto 2 de R™ ou de uma subvariedade X de R™ € uma aplicagdo
A:Q— R™.

Por outro lado, de um ponto de vista puramente geométrico, uma curva em R"
é simplesmente uma subvariedade v de dimensao 1, enquanto que uma hiper-
superficie S em R" é simplesmente uma subvariedade de codimensao 1, ou seja,
de dimensdo n — 1. Supondo que estas subvariedades sejam de classe C” (r > 1)
e sejam orientadas, podemos definir, de maneira natural, o campo unitario t
tangente a v e o campo unitario n normal a S. De fato, para cada ponto z
de uma curva v de classe C" (r > 1), existem exatamente dois vetores +t(z) de
comprimento 1 tangentes a v em x, e para cada ponto x de uma hipersuperficie S
de classe C” (r > 1), existem exatamente dois vetores £ n(x) de comprimento 1
ortogonais a S em z. Por defini¢do, a escolha de uma orientacao de v ou S equivale a
escolha de uma dessas duas possibilidades, exigindo-se porém que t(z) e n(z), como
fungoes de x, sejam de classe C". (No caso das curvas, é sempre possivel escolher
uma orientagao: curvas sao sempre orientaveis. No caso das hipersuperficies, isso ja
nao acontece: existem hipersuperficies que nao sao orientaveis, tais como a notéria
faixa de Mobius. Geralmente, as nogoes de orientabilidade e de orientagao podem
ser formuladas para subvariedades de R™ de qualquer dimensao, e mostra-se que
subvariedades orientaveis admitem exatamente duas orientagoes opostas.)

Destarte, para todo campo vetorial A definido e continuo sobre uma curva
orientada ~ de classe C', fica bem definida a componente de A tangencial a 7,
A =1t- A, assim como a integral de A ao longo de 7,

/Vdm~A = /Wda(z) Ay(z) = Lda(x) t(z) - Ax) , (B.14)

chamada circulacao de A ao longo de v caso a curva -y for fechada, enquanto que
para todo campo vetorial A definido e continuo sobre uma hipersuperficie orientada
S de classe C!, fica bem definida a componente de A normal a S, A; = n - A,
assim como a integral de A, sobre S,

/Sdo'~A = /Sda(z) Al(z) = /Sda(x) n(x) - A(z) , (B.15)

chamada fluxo de A através de S; veja a Figura B.2. Note que invertendo-se a
orientacao, as integrais assim definidas mudam de sinal.

A definigdo das integrais de campos vetoriais ao longo de curvas (conexas)
pode ser simplificada pela introducao de uma parametrizacao explicita. De fato,
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Fig. B.2: Integracao de campos vetoriais ao longo de curvas e sobre superficies

como subvariedade unidimensional de R™ de classe C", v sempre admite uma
parametrizagao global, ou seja, pode ser escrita como imagem de uma aplicagao
c¢: I — R™ de classe C", definida num intervalo I = [a,b] e compativel com a
orientacao de v no sentido de que

-

Usando que, neste caso, o determinante métrico que aparece nas equagoes (B.3-B.5)
é simplemente igual a |¢(¢)|?, obtemos entdo

(a<t<d).

/d:c-A - /bdt o(t) - Alc(t)) ; (B.16)

veja a Figura B.3. Assim, também é facil verificar diretamente que quando =y é
escrita como imagem de uma outra aplicacio ¢: I — R™ de classe C", definida
num outro intervalo I = [a, l~)] e compativel com a orientacdo de v, esta difere da
primeira tao somente por uma reparametrizagao, ou seja, temos ¢ = cor, onde r é
uma aplicagao bijetora e monétona crescente 7 : I — 1 declasse C", e portanto

b L R b
[ di &(F) - A(E(d) = / dz &(t) - A(e(t))

mostrando, mais uma vez, que a definicao da integral de um campo vetorial ao
longo de uma curva independe da parametrizagao da curva.

B.4 Exemplo: Coordenadas esféricas

Definicao B.11  Um sistema de coordenadas (U, p,U’) de R™ se chama um
sistema de coordenadas esféricas se
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Fig. B.3: Integracao de campos vetoriais ao longo de curvas parametrizadas

)3

o UcR"\ {0} ¢ um cone (isto ¢, xeU implica \x €U para todo A\ > 0) e é
denso (isto é, U = R");

o U =V'x Rt onde V' é um aberto de R"~1;

e a dltima coordenada ¢ a coordenada radial:

n
Yn = T || onde r? = |z = Zx?, (B.17)
i=1

o mediante a aplicacio ¢~ ' : U —= U, as coordenadas cartesianas originais

T1,...,T, dependem linearmente da coordenada radial:

1

Zr, = T@; (yly"'ayn—l) (1<Z<n)’ (B18)

sendo a aplicagio o) : V! — UnS™ 1 a inversa da restricio de ¢ d esfera
unitdria: @V (y1, .. Yn_1) =@ (Y1, -+ Yn1,1).

Um sistema de coordenadas esféricas de R™ providencia um sistema de coordenadas
para a esfera unitaria

Sl = {zeR" /2 =z =1}, (B.19)
assim como para as esferas de qualquer raio a,
St = {zeR™"/r? = |z =a®} . (B.20)

Reciprocamente, um sistema de coordenadas para a esfera unitdria definido sobre
um dominio denso de S™~! pode ser estendido, de forma tnica, a um sistema de
coordenadas esféricas de R™.
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A titulo de exemplo, mencionamos os sistemas de coordenadas (Upy, @px, U’)
e (Ups, ¢rs,U’) obtidos por projegdo estereogrifica a partir do polo norte
(0,...,0,+1) ou do polo sul (0,...,0,—1) da esfera unitaria S™~!, definidos por

2y, ,
i = 1<i<n—-1), B.21
x; ] T (I1<i<n—-1) ( )
e
B 1—y|> no caso da projecao estereografica
14+ |y|? a partir do polo norte
- |y‘2 ’ (B.22)
4 1—yl* no caso da projecdo estereografica
14 Jyl? a partir do polo sul,
onde
n—1
= S w2, (B.23)
i=1
e por

Ui = R"\{(0,...,0,2,) /a0 >0} ,
Ups = R"\{(0,...,0,2,) /20 <0},

enquanto que, em ambos os casos, V/ = R* ! e U’ = R*! x RT.

>
<

Voltando ao caso geral, vamos deduzir algumas férmulas para calcular integrais
em coordenadas esféricas.

e Para qualquer fungio continua f sobre a esfera S?~1 de raio a e qualquer sub-
conjunto compacto K da esfera unitaria S"~!, f(a.) é uma fungio continua
sobre a esfera unitaria S"~! e aK é um subconjunto compacto da esfera S7~!
de raio a tal que vale

/ do(z) f(z) = a™! / do(x) f(ax) . (B.24)
aK K

e Para qualquer funcéo continua f sobre R™\ {0} e qualquer subconjunto com-
pacto K da esfera unitaria S"~!, a integral de f sobre a “parte da concha
entre as esferas de raio a e b gerada por K” (a < b), ou seja, o subconjunto
compacto K (a,b) de R™\ {0} definido por

K(ab) = |J rK

a<r<b

/K(a,b)d"x flz) = /abdr el /Kda(x) flrz) . (B.25)

Em particular, escolhendo K = S”~! e tomando o limite a = 0 e b — o0
(com hipéteses adicionais adequadas para garantir que este limite existe),
podemos escrever

/d% f@) = /Ooo dr 1 /SH do(z) f(rz) . (B.26)

vale
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Para a demonstragao, escolhemos um sistema de coordenadas esféricas (U, ¢, U’)
de R™ qualquer e comparamos a métrica induzida g¥ na esfera S7~! de raio a
com a métrica induzida ¢g{ na esfera unitaria S"~!, usando a equagao (B.18):

S d(apm ) 8( - 2 1) &Mrlb) 2(.¢

a = a ..

mzd mZ:1 82/1 81,/]’ (gl )1]
(I<ij<n—1).

Pela defini¢ao (B.5), concluimos que, se K é um compacto contido em UnS"~1
entdo aK é um compacto contido em UnS" ! e a equagio (B.24) ¢é vélida.
Para a demonstragio da equagao (B.25), introduzimos as fungbes matriciais

(1)

0z, )
6y1 ayn
A=) = + -
oxy, oxy,
8y1 8yn
e
Bfl BﬁL
B = :
B'rfl Brfn
onde
ox Ox " Oz, Oxum
By, LT (1<i,j<n)
T Oy Oy mz::l dyi  dy;
Temos entao .
B’Lj = Amz Am] ’
m=1
ou seja,
AT A
Logo,

det(B) = det(AT) det(4) = (det(A))?
Por outro lado, as relagoes (B.17) e (B.18) implicam que, para 1 <i<n—1,

0% 0T OZm Tm 1 0 - 2y 1 8y,21 B
Z 9yi Oyn Z Oy yn  2yn Oy; (;mm> T

m=1 m=1

n axm 2 n 1'3n

o)
)
0
o
1)
=
o+
o
0
=
o
ho]
I
=
=4
—_
v@
<
N 3
3
|
\:—‘

Bij(y1, .. yn—1,1) = (g;“p)ij(ylv-'wyn—l) r? (gf)ij(ylv'--vyn—l)'
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Logo,
det(B)(y1,- -, Yn—1,7) = "> det(g7) (Y1, - -, Yn-1) -

Combinando estes resultados com a férmula (B.1) de mudanca de varidveis em
integrais multiplas e a definigdo (B.5) da integral sobre subvariedades, concluimos
que se K é um compacto contido em U nS""1, a equagdo (B.25) também é vélida.
O caso geral pode ser tratado usando a definigao (B.13), em termos de uma particao
da unidade, ou entdo notando que sé existe uma tunica possibilidade de K nao ser
contido em nenhum dominio de carta de S™~ !, a saber quando K = S™ ! mas
neste caso, podemos escolher U tal que o complemento de UnS™! em S"~! se
reduz a um unico ponto, e a argumentagao anterior ainda se aplica.

Como aplicagao destas férmulas gerais, calculamos o volume da esfera S?~! e

da bola aberta
B! = {zeR"/r=|z|<a} (B.27)
ou fechada B
B? {zeR"/r=|z|<a} (B.28)

em R", utilizando a fungao Gaussiana f, sobre R™ dada por

fa(z) = exp (—1?) .

Devido & equagdo (B.26), temos

/d"w folz) = /000 dr "t /Snil do(x) fn(rz)

= vol ($"71) / dr " exp (—1?)
0

= Lvol(S") / dt t/27Y exp (—t)
0

I'(n/2) vol (S"_l) ,

1
2

onde I' é a fungao gama de Euler, definida por
o0
I'(z) = / dt t*~Lexp (—t) para zeC, Rez>0. (B.29)
0

A propriedade fundamental desta funcao, facilmente demonstrada por uma simples
integracao por partes, é que

T(z+1) = zT(2) . (B.30)
Também temos

raQ) =1, 002 =1, T3 =2, .. (B.31)

T(n) = (n—1)!. (B.32)
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Por outro lado
ful@) = ] exp (—27)
i=1

e portanto

/d% Fola) = (/daz fl(x))" _ (/d% ﬁ@))m

— (Ar@) vl ()" = /.
Concluimos que
rg)y=vr, @ =3%ivr, @ =433vm, ... (B.33)
e geralmente, para qualquer inteiro k£ > 1,
(2k — 1!
Lk—1) = 5 N (B.34)
Também concluimos que
271'”/2
1(smt B.
vl (5771) = fis (B.35)
ou seja,
2 k
T para n par, n = 2k
1 (k—1)!
vol (") = (B.36)
ok+1k
m para n impar, n = 2k + 1
Finalmente, notando que
a a'IL
vol (BY) = / d"x = vol (S"_l)/ dr "' = vol ($"7') — ,
Bn 0 n
obtemos
n
vol (S271) = a" 'vol (S*71) | vol(BY) = %VO] (sm1) . (B.37)

B.5 Teoremas integrais do calculo vetorial

Lembramos, antes de mais nada, a definicao do gradiente, da divergéncia e, em
n=3 dimensoes, do rotacional.
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Definicao B.12  Sejam ¢ um campo escalar e A um campo vetorial de classe C*
sobre um aberto 2 de R™. Entao o gradiente de ¢ € o campo vetorial V¢ sobre Q)
definido por

¢ ¢
V¢ = [ =—,..., — B.38
¢ (85E1 9 9 6$n> 9 ( )
e a divergéncia de A é o campo escalar V - A sobre Q definido por
"L 0A;
A = - . B.
v 2 o, (B.39)

Em n=3 dimensdes, pode-se introduzir também o rotacional de A como o campo
vetorial V x A sobre Q definido por

945 94

(V X A)l — 67@ 371‘3 5
_9A 943
04y A4

(VXA)3 o 81’1 8.’172 )

Podemos, agora, formular os teoremas integrais do cédlculo vetorial; veja também a
Figura B.4.

Teorema B.3 (Teorema de Gauss ou teorema da divergéncia): Seja 2 um dominio
limitado de R™ cuga fronteira 0Q = Q\ Q € uma hipersuperficie de classe C!
em R"™, orientada de tal forma que o campo unitdrio n normal a 0S) aponta para
fora de Q, e seja A um campo vetorial de classe C* sobre Q. Entao vale a férmula

/d”xV~A: do- A . (B.41)
Q (o9}

Teorema B.4 (Teorema de Stokes): Seja ¥ um dominio limitado de uma super-
ficie orientada S de classe C* em R3 cuja fronteira 0% = X \'S € uma curva de
classe C' em R3, orientada de tal forma que o seu sentido de circulacdo e o campo
unitdrio normal a S satisfazem a regra da mdo direita, e seja A um campo vetorial
de classe C' sobre X.. Entdo vale a férmula

/Zda--(VxA):/azdw-A. (B.42)

Observe que a defini¢do da componente do rotacional de A normal a superficie S
envolve tao somente os valores de A sobre S ou, mais exatamente, as primeiras
derivadas de A em diregoes tangenciais a S.

Notamos que os teoremas de Gauss e de Stokes admitem uma generalizagao comum,
o teorema de Stokes geral, cuja formulacao requer
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Fig. B.4: Teoremas de Gauss e Stokes

e 0 conceito de formas diferenciais de grau p, como extensao do conceito de
campos escalares (p = 0) e de campos vetoriais (p = 1);

e a definicdo da integral de uma forma diferencial de grau p sobre (subconjuntos
compactos de) subvariedades p-dimensionais de R";

e a definicao do operador d de diferenciacao exterior e do operador * da duali-
dade de Hodge que, em conjunto, permitem unificar os operadores gradiente,
divergéncia e rotacional sob um ponto de vista comum.

Nestes termos, o teorema geral de Stokes afirma que para todo dominio limitado %
em uma subvariedade p-dimensional orientada S de classe C! em R" cuja fronteira
0¥ = ¥\ ¥ é uma subvariedade (p— 1)-dimensional de classe C! de R", adequada-
mente orientada, e para toda forma diferencial w de grau p — 1 e de classe C*

sobre ¥, vale a férmula
/ dw = / w . (B.43)
b )

Como nao utilizaremos esta versao geral do teorema, ndo entraremos em maiores
detalhes.

Uma aplicagao imediata do teorema da divergéncia sao as identidades de Green:

Teorema B.5 (Primeira Identidade de Green) : Seja 2 um dominio limitado em R™
cuja fronteira 00 = Q\Q ¢ uma hipersuperficie de classe C* em R™, orientada de
tal forma que o campo unitdrio n normal a 02 aponta para fora de ), e sejam ¢
um campo escalar de classe C' e 1) wm campo escalar de classe C? sobre ). Entdo



192 Apéndice B. Resumo do calculo vetorial

vale a formula

/ d"z (pAY + Vo Vi) = do-pV . (B.44)
Q o0

DEMONSTRAGAO : Aplique o teorema da divergéncia com A = ¢ V)

e use a regra de Leibniz.

O

Teorema B.6 (Segunda Identidade de Green): Seja Q um dominio limitado em R™
cuga fronteira 92 = Q\ Q € uma hipersuperficie de classe C* em R™, orientada
de tal forma que o campo unitdrio n normal a S aponta para fora de €2, e sejam
@ e 1) dois campos escalares de classe C? sobre Q. Entdo vale a formula

/d% (pAY — Y Ap) = / do - (p Vi — Vo) . (B.45)
Q oQ

DEMONSTRAGAO : Antisimetrize a primeira identidade de Green em ¢

e 1.
O

B.6 Meédias esféricas

Na andlise das propriedades de fun¢ées harmonicas assim como na solucao do pro-
blema de Cauchy para a equagao de ondas, a nogao da média esférica de uma
funcao desempenha um papel importante.

Definicao B.13 Seja ¢ uma funcdao continua sobre um aberto ) de R™. A média
esférica de ¢ € a funcdo My que associa a cada ponto x de 2 e cada nimero
positivo r com 0 < r < d(x,00) o valor médio de ¢ na esfera de raio r em torno
de x, isto é,

1
My (x,r :7/ do(y) o(y) . B.46
o) = G e, W 60 (B.46)
Uma simples transformacao de varidveis mostra que
1
M, = — . B.4
oo = s [ do() o) (B.47)

Note que a segunda férmula implica que a expressao My (x,r) estd bem definida
quando —d(x,08) < r < d(x,08) e que My é uma funcdo continua sobre o aberto

Qy = UQ {z} x] — d(x,09) ,d(x,00)]

de R™*! tal que
M¢($, _T) = M¢($,T) ) M¢(J}7O) = ¢($)

sendo que My serd de classe CP quando ¢ for de classe CP. Ademais, M satisfaz
uma equacao diferencial interessante:
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Proposicao B.2  Seja ¢ uma funcio de classe C? sobre um aberto Q de R™.
Entao sobre o aberto Q,,; de R"*' a média esférica My de ¢ satisfaz a equagio
diferencial parcial

1 0 (,,0 [ n-120
AaMy = r”lar(r ar)MF (a +rar)M¢' (B-48)

DEMONSTRAGAO: Basta provar a equagdo (B.48) para r > 0, pois
Mg(z,r) sendo uma fungdo par de r, ambos os lados desta equagao
também sao fungoes pares de r. Mas para x€ Q e 0 < r < d(z,00),
obtemos por diferenciagdo da equagao (B.47)

1

vol (Sn—1)
1

= Vd(sxx»%;hﬂwﬂy)A¢(y),

ou seja, Ay My = Mag, € por outro lado,

AgMy (x,7r) = /Sn_l do(z) A¢ (x+rz)

oM, 1
@) = o [ 409 Volatre)

1

Aplicando a segunda identidade de Green (B.45) & bola B,.(z), com
p=1¢e 1= ¢, eusando a férmula (B.37), obtemos
oM, 1
Tn—l ¢

o (x,r) = m /Br(x)d"y Ao (y) - (B.49)

Usando a férmula (B.25), podemos reescrever esta equacao na forma

oM, 1 "
n—1 [ — n—1
G @) = g [ e [ det) Aot pe)
ou seja,
L OM, o
T 187(1)(9577") = / dp p" ' Mag(z,p) .
r 0

A afirmacao segue diferenciando novamente em relacéo a r. O
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C Equacoes diferenciais parciais
classicas na teoria dos campos

Neste apéndice, mostraremos como as trés equacoes diferenciais parciais classicas
surgem na fisica: as equagoes de Laplace e de Poisson assim como a equagao de
ondas no eletromagnetismo e a equacao de difusao na dinamica dos fluidos.

C.1 Eletrodinamica: equacoes de Maxwell,
equacao de Poisson e equacao de ondas

Areas importantes da fisica classica onde as equacoes de Laplace e de Poisson ocu-
pam uma posicao central na solucao de qualquer problema sao a eletrostética e a
magnetostatica. Outra area, igualmente importante, onde a equagdo de ondas
desempenha um papel semelhante é a teoria das ondas eletromagnéticas, sua
geragao e propagacao.

De maneira geral, a tarefa principal da eletrodinamica é calcular o campo
elétrico E e¢ o campo magnético B a partir da densidade de carga (elétrica)
p e da densidade de corrente (de carga elétrica) j, que sdo dadas. As leis
que determinam como cargas e correntes produzem campos eletromagnéticos
constituem-se na forma de um sistema de equacoes diferenciais parciais de pri-
meira ordem para os campos, no qual as cargas e correntes aparecem como fontes
(isto é, como termos nao-homogéneos) — um sistema conhecido como as equagoes
de Maxwell. Estas equagoes (no vécuo) sao:

e alei de Gauss:

v.E=12, (C.1-a)
e a lei de Faraday ou lei da indugao:

VxE = —k—, (C.1-b)
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e a lei da auséncia de cargas magnéticas:

V-B =0, (C.1-¢)

e alei de Ampéere-Maxwell:

E
V x B = kug (j + € a@t) , (C.1-d)

onde €g, o € Kk sao constantes satisfazendo a condicao
Kreopo = 1/c¢*, (C.2)

e ¢ é a velocidade da luz (no vdcuo). O valor atribuido & constante x depende
do sistema de unidades utilizado. Existem aqui duas principais alternativas: nos
sistemas assimétricos, como o SI (sistema internacional), temos k=1, enquanto que
nos sistemas simétricos, como os sistemas de Gauss e de Heaviside, temos k = 1/c.

Inicialmente, suponhamos que todos os campos — as densidades de carga e
de corrente assim como o campo elétrico e o campo magnético — nao dependem
explicitamente do tempo t. Neste caso, as equacoes de Maxwell dividem-se em dois
sistemas separados de equagoes: as equagoes bésicas da eletrostatica,

p

V-E = et (C.3-a)
VXE =0, (C.3-b)
e as equagoes basicas da magnetostética,
V-B =0, (C.4-a)
V xB = kuj - (C.4-b)

A dltima destas equagoes é conhecida como lei de Ampére. Em particular, é na
situacao estatica — e apenas nela — que a eletrodinamica pode ser separada em
eletricidade e magnetismo.

Na eletrostatica, o rotacional do campo elétrico é zero, o que implica a existéncia
de um campo escalar ¢, chamado potencial escalar ou potencial eletrostdtico, tal
que o campo elétrico seja o seu gradiente (a menos de um sinal, que é meramente
uma questao de conveniéncia, mas tradicional):

E = -V¢. (C.5)

Observamos que o potencial escalar é univocamente determinado a menos de uma
constante aditiva. Notamos também que o teorema utilizado aqui (o lema de
Poincaré) — afirmando que um campo vetorial com rotacional igual a zero é o
gradiente de um campo escalar — é valido apenas quando se impde a hipdtese de
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que o dominio de definigdo dos campos considerado (sobre o qual o campo vetorial
dado deve ser, digamos, de classe C'!, para que o campo escalar a ser construido
seja, pelo menos, de classe C?) tenha cohomologia trivial em dimensdo 1. (Isto é
o caso, por exemplo, para dominios contraiveis, ou mais geralmente, dominios
simplesmente conexos.) Substituindo a equacdo (C.5) na outra equacao bdsica
da eletrostética, a lei de Gauss (C.3-a), podemos concluir que ¢ deve satisfazer a
equagao de Poisson:
Ny = -2 (C.6)
€0
Na magnetostatica, a divergéncia do campo magnético é zero, o que implica
a existéncia de um campo vetorial A, chamado potencial vetorial ou potencial
magnetostdtico, tal que o campo magnético seja o seu rotacional:

B =VxA. (C.7)

Observamos que o potencial vetorial nao é completamente determinado por esta
condigao, pois podemos lhe adicionar o gradiente de um campo escalar qualquer,
sem modificar o campo magnético. Podemos usufruir da liberdade de efetuar uma
tal transformacdo de calibre para submeter o potencial vetorial a uma condicao de
calibre ou escolha de calibre, isto é, a um vinculo adicional, como por exemplo o
calibre de Coulomb

V-A=0. (C.8)

Notamos também que o teorema utilizado aqui (o lema de Poincaré) — afirmando
que um campo vetorial com divergéncia igual a zero é o rotacional de um outro
campo vetorial — é vélido apenas quando se impoe a hipétese de que o dominio
de definigdo dos campos considerado (sobre o qual o campo vetorial dado deve
ser, digamos, de classe C', para que o campo vetorial a ser construido seja, pelo
menos, de classe C?) tenha cohomologia trivial em dimensao 2. (Isto é o caso,
por exemplo, para dominios contraiveis.) Substituindo as equagoes (C.7) e (C.8)
na outra equagdo béasica da magnetostdtica, a lei de Ampere (C.4-b), podemos
concluir que A deve satisfazer uma versao vetorial da equacao de Poisson:

NA = —Kupj - (C.9)

O mesmo tipo de argumentagao pode ser utilizado para analisar as equagoes de
Maxwell em geral: Inicialmente, resolvemos a equagao (C.1-¢) como antes, intro-
duzindo o potencial vetorial A, que satisfaz

B =VxA. (C.10)

Substituindo esta equac@o na lei de Faraday (C.1-b), concluimos que, ao invés do
préprio campo elétrico E, como na eletrostética, é a combinacdo E + k0A/0t
que tem rotacional nulo e que portanto pode ser escrita (a menos de um sinal)
como o gradiente de um campo escalar. Assim, chegamos a introduzir o potencial
escalar ¢, que satisfaz

0A
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Mais uma vez, os potenciais A e ¢ estao longes de serem univocamente determi-
nados pelos campos E e B. De fato, outros potenciais A’ e ¢’ geram os mesmos
campos fisicos £ e B se e somente se podem ser obtidos dos potenciais originais
A e ¢ através de uma transformacgao de calibre

9x

A— A = A+ Vy |, (bﬂqﬁ’:gbfnat,

(C.12)
onde y é uma funcao arbitraria de t e x. Para remover essa ambiguidade, costuma-
se impor uma condigao de calibre ou efetuar uma escolha de calibre: isso
significa que os potenciais sao submetidos a condigoes suplementares apropriadas.
Geralmente, contudo, tal procedimento restringe mas nao elimina a referida ambi-
guidade, o que motiva a definicdo de uma transformacgao de calibre residual
como uma transformagao de calibre que é compativel com uma determinada escolha
de calibre. As duas escolhas de calibre mais importantes na pratica sao:

e Calibre de Coulomb:
V-A=0. (C.13)

As transformagoes de calibre residuais sdo as transformagoes de calibre
(C.12) sujeitas ao vinculo

Ax = 0. (C.14)
e Calibre de Lorentz:
1 9¢
A+ — 22— . 1
v + e 0 (C.15)

As transformacoes de calibre residuais sdo as transformagoes de calibre
(C.12) sujeitas ao vinculo
1 6%y

szgﬁ_m(:o. (C.16)

Agora, podemos substituir as equagoes (C.10) e (C.11) nas equagbes de Maxwell
néo-homogéneas (C.1-a) e (C.1-d), obtendo, apdés um célculo elementar,

o+ wy- A P (C.17)
ot €0
e
1 0%A 1 J¢ .

onde utilizamos a relagao (C.2) e a identidade

Vx(VxA) = V(V-A) - AA .
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No calibre de Coulomb, estas equagoes se reduzem a

Ny = - L (C.19)
€0
¢ 02A
1 .
onde 96
o= j — = 21
Jo =3 —a«V <at> (C.21)

é a parte transversal da corrente, isto é, sua parte com divergéncia nula:
V-3, =0. (C.22)

(Isso se comprova, por exemplo, calculando a divergéncia da equagao (C.20).)
A equagao (C.19) é idéntica & equacdo andloga da eletrostética: o tempo ¢ s6
aparece como um parametro adicional. Portanto, neste caso, o potencial escalar ¢
¢é denominado potencial escalar instantaneo. O calibre de Coulomb se mostra
particularmente 1util quando p = 0, pois, neste caso, pode-se por ¢ = 0.

No calibre de Lorentz, contudo, obtemos

_ 19% _
1 9%A .

Portanto, em termos dos potenciais no calibre de Lorentz, as equagoes nao-
homogéneas de Maxwell assumem uma forma particularmente simétrica, pois
tornam-se um sistema de equagoes de onda, com a densidade de carga e de corrente
como fontes.

As equagoes de Maxwell acima apresentadas sao validas no vacuo, isto é, na
auséncia de matéria. Porém, isto é uma situagao pouco realistica, pois sempre ha
alguma forma de matéria presente em alguma regiao do espaco. Em principio,
é claro, a influéncia desta matéria pode ser considerada como uma contribuicdo as
densidades de carga e de corrente que entram nas equagoes de Maxwell — s6 que esta
contribuicdo provém de uma distribuicio complicadissima de cargas e correntes !
que nao conhecemos e nem queremos conhecer em detalhe. Portanto, esta seria, na
pratica, uma maneira invidavel de abordar o problema; precisamos procurar outros
métodos para calcular uma interagao efetiva entre as cargas e correntes presentes
na matéria e os campos eletromagnéticos.

O problema da interacao efetiva entre as cargas e correntes presentes na matéria
e os campos eletromagnéticos se impoe particularmente quando as cargas estao —
pelo menos parcialmente — livremente méveis (o que é uma condigao prévia para a
existéncia de correntes), ou seja, na presenca de condutores elétricos. Neste caso,

INum pedaco de metal macroscépico, os eletrons livres formam um gés com pelo menos umas
1020 particulas em movimentagio cadtica.
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a estratégia para resolver o problema é de simplesmente excluir o(s) volume(s)
ocupado(s) por estes matériais da regido em que deve-se calcular os campos e de
impor condicdes de fronteira sobre os campos na regiao assim definida, ou seja,
na superficie dos materiais: é através dessas condigoes de fronteira que se codifica
a supracitada interacao efetiva. Enfrentamos portanto a tarefa de deduzir quais
deveriam ser as condigoes de fronteira adequadas para a eletrodinamica.

Para comecar, consideramos a situacio idealizada de uma superficie S car-
regando uma densidade superficial w de carga e uma densidade superficial k de
corrente. Localmente, pelo menos, a superficie .S separa o espago em duas regioes
V1 e V5. Suponhamos também que os campos E e B e as suas derivadas parciais
em relacao ao tempo sejam de classe C*° em V; e V5 e apresentem, no maximo,
descontinuidades na superficie separadora S. Entao, valem as seguintes condigoes
de contato:

w
nyy - (B — Ep) = ; ) niz x (EB1—E3) = 0, (C.25)
190 - (Bl — BQ) =0 , N2 X (Bl — BQ) = I‘ﬂp,ok y (026)

onde E; e B; sao os valores de E e de B na superficie S obtidos tomando o limite
provindo do interior de V; (¢ = 1, 2), enquanto que n15 é o vetor normal & superficie,
direcionado de V5 a Vj.

Em outras palavras, quando atravessamos a superficie separadora, passando de
uma regiao para a outra, a componente normal do campo elétrico e a componente
tangencial do campo magnético apresentam descontinuidades, sendo a primeira
proporcional & densidade de carga superficial e a segunda, & densidade de corrente
superficial, enquanto que a componente tangencial do campo elétrico e a compo-
nente normal do campo magnético sao continuas.

Para provar estas afirmagoes, utilizamos as equacoes de Maxwell e os teoremas
de Gauss e Stokes. De fato, as equacoes de contato para as componentes normais,

E%—Eé_ = n12~(E1—E2) € B%—Bé_ = n12~(B1—BQ)

resultam das equagdes de Maxwell (C.1-a) e (C.1-c) por integragao sobre a superficie
do pequeno volume V' na figura abaixo (o adjetivo “pequeno” se refere & extensao
d de V na diregao da normal mnis):

/ donyy-(BEy—E;) = lim [ do-E = lim [ d®x V- E
s\ d—0 Joi d—0 Jyr

= —lim [ d®zp = — do w ,
€0 d—0 Ji €0 Jsni

/ donyg- (B —By) = lim [ do-B = lim [ d®xV-B = 0.
snv =0 Joy d—=0 )y
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Fig. C.1: Calculo da descontinuidade na componente normal do campo elétrico e
magnético, em uma superficie separando duas regioes, coberta por uma densidade
de carga e de corrente dada, utilizando o teorema de Gauss: veja texto

De maneira analoga, as equagoes de contato para as componentes tangenciais,
E\-E, =t (E,-E;) e B,-B,=1t-(B,-B>)

(onde t percorre os vetores tangentes & superficie S) resultam das equagoes de
Maxwell (C.1-b) e (C.1-d) por integracio sobre o bordo da pequena superficie 3.
na figura abaixo (o adjetivo “pequeno” se refere & extensdo d de ¥ na direcao da
normal mis):

/ dx(txnlg)-(El—Eg):hm da;E:hm/dU(VxE)
) d—0 Jo5 d—0 Js
B
= —k lim da-a—zo,
d—0 J ot

SnE d—0 Jo5 d—0 Js

. . OF
= Klo clllg%)/ida-(‘? —&-60&) = /iuo/smidxki.

Podemos agora formular as condigoes de fronteira que enfrentamos na eletro-
dinamica na presenca de condutores.

Num condutor elétrico, as cargas eletronicas (ou mais exatamente, uma parte
das cargas eletronicas) sao livremente mdveis relativamente aos fons positivos.
Portanto, no interior de um condutor, uma voltagem (diferenca de potencial) ex-
terna serd quase imediatamente compensada por uma redistribuicao destas cargas,
e assim sucumbird quase instantaneamente. Portanto, no interior de um condu-
tor, temos E = 0 e, devido a lei de Gauss (C.1-a), também temos p = 0, ou
seja, as cargas eletronicas (ou mais exatamente, um excesso ou uma falta de car-
gas eletrdnicas, relativamente ao valor médio) sé podem ser localizadas na sua
superficie. A distribuigdo dessas cargas sobre a superficie serd devidamente des-
crita por uma densidade de carga superficial w, e qualquer reajuste na distribuicao
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Fig. C.2: Célculo da descontinuidade na componente tangencial do campo elétrico
e magnético, em uma superficie separando duas regioes, coberta por uma densidade
de carga e de corrente dada, utilizando o teorema de Stokes: veja texto

de cargas que se torne necessario para manter E = 0 no interior do condutor se
passard ao longo da sua superficie, ou seja, serd um reajuste de w.

Num condutor elétrico perfeito ou ideal, isto é, sem resisténcia de Ohm, encon-
tramos uma situagao andloga com respeito ao campo magnético. No seu interior,
qualquer campo magnético externo sera quase imediatamente compensado por uma
redistribuigao de correntes eletronicas, e assim sucumbird quase instantaneamente.
Portanto, no interior de um condutor perfeito, temos (além de E = 0) B = 0
e, devido a lei de Ampere (C.1-d), também temos (além de p = 0) 5 = 0, pelo
menos na magnetostatica (e numa boa aproximagao para campos com dependéncia
lenta do tempo), ou seja, correntes s6 podem ser localizadas na sua superficie.
A distribuicao dessas correntes sobre a superficie serd devidamente descrita por
uma densidade de corrente superficial k, e qualquer reajuste na distribuicao de
correntes que se torne necessario para manter B = 0 no interior do condutor se
passard ao longo da sua superficie, ou seja, serd um reajuste de k.

Existem condutores perfeitos na pratica: os supercondutores, nos quais uma
corrente pode correr durante anos, sem atenuacao perceptivel. Neles, a supressao
de campos magnéticos adquire o nivel de uma equacao de estado para a fase super-

condutora, como pode ser demonstrado, de maneira impressionante, pelo efeito de
Meissner-Ochsenfeld.

Combinando estes fatos com as condigoes de contato (C.25) e (C.26), podemos
concluir que na superficie de um condutor, a componente tangencial do campo
elétrico, sendo continua, se anula, enquanto que a componente normal é dada pela
densidade de carga superficial:

En = 0, (C.27)

¢ w
n-EeXt = —, (028)

€0
nxBeq = 0, (C.29)

Além disto, na superficie de um condutor perfeito, a componente normal do campo
magnético, sendo continua, se anula, enquanto que a componente tangencial é dada



C.2. Hidrodinamica: equagoes de balanco e equagao de difusao 203

pela densidade de corrente superficial:

B = 0, (C.30)

e
n-Bey = 0, (C.31)
n X Beyy = kugk (C.32)

Nestas formulas, n é o vetor normal a superficie, direcionado para fora do condutor.

Isso posto, podemos formular os dois problemas bésicos da eletrostatica na
presenca de condutores.

Consideramos como dados um sistema de condutores C; e uma densidade de
carga p no espaco exterior aos condutores, i.e., na regido Q = R3\ (Cyu...u C,).
Também sejam dados

1. os valores @1, ...,Q, da carga total sobre cada condutor (condutores isolados);
ou
2. os valores Vi,...,V, do potencial sobre cada condutor (condutores aterrados).

A tarefa, nos dois casos, é calcular o potencial eletrostatico ¢ em €2, como
solucdo da equacao de Poisson (C.6), sujeito as condigoes de fronteira apropriadas.
No segundo caso, identificando o bordo 0f) de Q2 com a unido disjunta das super-
ficies OC; (porém com orientacao oposta), essa condi¢ao de fronteira é

dloc, = Vi. (C.33)

Trata-se de um caso particular do problema de Dirichlet, ja formulado no
Capitulo 1.7. Quanto ao primeiro caso, vamos simplesmente mencionar aqui que
ele pode ser reduzido ao segundo, mediante a solugao de um sistema de n equagoes
lineares (inversdo de uma matriz).

C.2 Hidrodinamica: equacoes de balanco
e equacao de difusao

A hidrodinamica é a area da fisica que trata do comportamento dos fluidos.
(A nocao de fluido é um conceito geral que abrange liquidos e gases.) E uma
teoria de campos particularmente simples e plastica, na qual o campo fundamental
é o campo de escoamento v, cujo valor v(¢, ) no instante ¢ e no local x é a
velocidade de fluxo do fluido neste instante e neste local. As curvas integrais deste
campo vetorial, isto é, as solucoes da equacao diferencial ordinaria

dx
—(7) = v(t,x(7)),

() = o)

chamam-se as linhas de fluxo do fluido. (Em terminologia matemadtica, sdo as
curvas integrais do campo v congelado no instante t.) Quando v nao depende
explicitamente do tempo, sao idénticas as trajetérias das particulas do fluido.
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Além do campo vetorial v, existem na hidrodinamica outros campos, como a
densidade de massa p™, a pressio p, a temperatura T ou a concentracio c° de
alguma substéancia S dissolvida no fluido, por exemplo. A tarefa da hidrodinamica
é estabelecer equagotes diferenciais parciais que descrevam corretamente a evolugao
temporal de todos esses campos a partir de condicoes iniciais dadas.

O método padrao para deduzir tais equagoes diferenciais parciais, entre elas
as famosas equagoes de Navier-Stokes e a equacao de condugao de calor ou de
difusao, é estabelecer e analisar equagoes de balancgo, particularmente equagoes de
continuidade para quantidades conservadas.

Um exemplo tipico de uma quantidade conservada é a massa. Para formular a
lei de conservagao da massa precisamos introduzir dois campos: a densidade de
massa p" ¢ a densidade de corrente de massa j"*, com a seguinte interpretagao
fisica:

e p™ é um campo escalar tal que para cada volume V', a massa my (t) contida
no volume V no instante ¢ é

my(t) = /Vdsx Pt x) .

e 7 é um campo vetorial tal que para cada superficie S, a massa mg(ta,t1)
que passa por S entre os instantes t1 e to (t1 < t2) é

to
mg(ta,t1) = / dt p%(t) ,
t1
onde
w5 = [ dota)-5m2)

é a taxa de fluxo de massa através de S no instante t.

A lei de conservagao da massa afirma entao que a massa contida num volume V' sé
pode mudar quando hd uma corrente de massa passando pela sua superficie OV:
temos

d
Smy(t) = — (1) (C.34)
ou seja,
d
G [as et = - [ dot@)im(ta). (C.35)
dt Jv v
ou ainda, utilizando o teorema de Gauss,
3 apm _ 3 -m
dx —(t,x) = — [ d°z (V-j7)(t,x) .
v ot v

E importante observar que esta afirmagao vale para qualquer volume V: a massa
é uma quantidade localmente conservada. Este fato nos permite transformar a
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fomulagao integral (C.34) ou (C.35) em uma formulagao diferencial:
dp™
ot

Esta equagao de continuidade é a expressao matematica da lei de conservagao
(local) da massa.

+V-jm=0. (C.36)

Um outro exemplo importante de uma quantidade conservada é a carga elétrica.
De fato, temos na eletrodinamica a mesma equagao de continuidade relacio-
nando a densidade de carga (elétrica) p e a densidade de corrente (elétrica) j,
expressando a lei de conservacio (local) da carga (elétrica):

p
ot
Observa-se que esta equagao é uma conseqiiéncia imediata das equagoes de Maxwell
(C.1-a) e (C.1-d):
dp 0 OFE

. 1
o TVi =g (VE) -V o+ ——V (VxB) =0.

+V.j=0. (C.37)

ot Ko

Em outras palavras, a equagao de continuidade (C.37) constitui uma condigéo de
consisténcia para as equacoes de Maxwell. Historicamente, foi através de uma
analise das possibilidades de sanar a inconsisténcia de algumas das equacoes esta-
belecidas do eletromagnetismo, ou seja, a lei de Gauss

v.E ="

€0

em conjunto com a lei de Ampere
VxB = kugj

e a lei de conservagao da carga, que Maxwell chegou a proposta de modificar a lei de
Ampere através do seu famoso termo adicional, proporcional & derivada temporal
do campo elétrico,

OF
VxB = I*iu()(j—Féoat) ,

chegando assim & formulagao definitiva das leis fundamentais da eletrodinamica.

De forma andloga a massa e a carga elétrica, podem-se formular equagoes
de continuidade ou, no minimo, equagoes de balango para todas as grandezas
extensivas da fisica. Para explicar esta afirmacao, damos algumas definigoes:

Definicao C.1  As grandezas fisicas dividem-se em duas categorias: grandezas
extensivas, ou “quantidades”, e grandezas intensivas, ou “qualidades”:

e Grandezas ertensivas sao grandezas associadas a sistemas que se dupli-
cam, triplicam, ... conforme duplicamos, triplicamos, ... o sistema.

Exemplos de grandezas extensivas sdo massa, carga, energia, momento,
momento angular, entropia, volume, nimero de particulas (de uma certa
espécie), ... .
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e Grandezas intensivas sao grandezas associadas a sistemas para as quais
isto nao ocorre.

Ezxemplos de grandezas intensivas sao temperatura, pressao, potenciais tais
como o potencial escalar e o potencial vetorial da eletrodinamica ou os
potenciais quimicos, . ..

A cada grandeza extensiva, rotulada por um indice a, digamos, podemos associar
trés campos:

¢ a sua densidade, um campo escalar p?,
e a sua densidade de corrente, um campo vetorial j¢,

¢ a sua densidade de produgao, um campo escalar ¢*.

Entao, a equagao de balancgo para a quantidade a é

ap*
V- 7% = ¢%. C.38
5 VIt = (C.38)
A existéncia de fontes (¢* >0) e/ou ralos (¢® <0) geralmente indica que a quanti-

dade a nao é conservada ou, ainda, que o sistema sob consideragao nao é fechado.

Definigao C.2 Um sistema fechado é um sistema fisico que, na sua interagdo
com outros sistemas fisicos, nao troca nenhuma grandeza extensiva com eles.

Definicao C.3 Uma quantidade conservada é uma grandeza extensiva tal
que, em sistemas fechados, a densidade de producdo correspondente € nula.

Exemplos classicos e bem conhecidos de quantidades conservadas sao massa, carga,
energia, momento linear e momento angular, enquanto que o exemplo padrao de
uma grandeza extensiva nao-conservada é a entropia S. Para ela, vale uma “semi-
conservagao”: isto é o conteido do famoso segundo teorema fundamental da
termodinamica: A densidade de produgao da entropia em sistemas fechados é
sempre nao-negativa: q° > 0.

Para melhor entender o motivo da restricao a sistemas fechados feita nestas
afirmacoes, é ttil observar que a troca de uma grandeza extensiva a entre dois sis-
temas fisicos 1 e 2 pode contribuir n&o apenas as densidades de corrente, j{ e 75,
mas também as densidades de produgdo, ¢f e ¢, de ambos os sistemas. A primeira
contribuicao corresponde ao caso onde os dois sistemas estao espacialmente sepa-
rados e a troca se realiza por fluxo através da interface entre eles, enquanto que o
segundo caso pode se realizar quando os dois sistemas se sobrepoem no espaco.

Considere, por exemplo, a troca de energia e momento entre um sistema de
cargas elétricas em movimento (1) e o campo eletromagnético (2) que estas
cargas geram e ao qual estdo sujeitas. A energia e o momento s6 das particulas
ou s6 do campo eletromagnético ndo sdo conservadas. O que é conservado,
isso sim, sao0 a energia e o momento do sistema total (14 2), que é um sistema
fechado.
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Este exemplo mostra que, em sistemas abertos, mesmo uma quantidade conservada
pode apresentar uma densidade de producao nao nula, mas as fontes e os ralos
correspondentes sempre podem ser identificados com os ralos e as fontes da mesma
quantidade associada a um outro sistema aberto que se encontra em interagao com
0 primeiro.

Além das equagoes de balanco para as grandezas extensivas, hd um outro ingre-
diente que é de suma importancia na derivacao das equagoes diferenciais parciais
da hidrodinamica: sao as relagoes constitutivas que regem a interdependéncia entre
as diversas grandezas fisicas que aparecem na teoria.

Um exemplo elementar de uma tal relagdo constitutiva é a relacao entre a
densidade de massa, a densidade de corrente de massa e o campo de escoamento:

i" = p"v. (C.39)

Para outras grandezas extensivas a, a relagao entre a densidade, a densidade de
corrente e o campo de escoamento é mais complicada, pois o transporte da gran-
deza a pode-se realizar através de dois processos distintos: conveccdo e condugao.
Portanto, a densidade de corrente se decompoe em duas contribuigoes,

ja = jgonv + jgond ) (040)
onde a parte convectiva j. . descreve o transporte da grandeza a devido ao
escoamento do fluido,

F—— (C.a1)
enquanto que a parte condutiva ji , descreve o transporte da grandeza a de-
vido a outros processos e portanto podera estar presente mesmo quando o fluido
estiver em repouso (isto é, quando v = 0). Por exemplo, é um fendémeno geral
na termodindmica que quando houver uma distribuicao nao-homogénea de alguma
grandeza extensiva a no espago, ou seja, quando a densidade p® da quantidade a nao
for constante, o sistema estard fora de equilibrio, e portanto iniciar-se-ao processos
dissipativos ou compensatérios, tentando (re)estabelecer o equilibrio. A lei bésica
que rege um tal processo de dissipagdo de uma grandeza extensiva a (processo
durante o qual p® tende para uma funcdo constante, na medida em que t — o)
é uma relagdo constitutiva que fornece j5 ., como fungdo dada e explicita das
derivadas da densidade p® (e possivelmente das densidades de outras grandezas
extensivas envolvidas), sendo a hipdtese mais simples neste contexto que joo.q
depende linearmente do gradiente de p®, ou seja

Jeond = —¢Vp", (C.42)

onde ¢, é uma constante positiva (o sinal negativo indica que a corrente sempre
estard orientada de regides de alta densidade de a para regides de baixa densidade).
Sob esta hipdtese e na auséncia de escoamento (v = 0), a equagado de balango (C.38)
para a quantidade a assume a forma de uma equacao de difusao:

ap®

—— — cgAp®* = ¢ . 4
o~ Caldp q (C.43)
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Consideramos, por exemplo, a dissolugao de uma substancia num solvente
(como agticar em dgua). Temos entdo um sistema com dois tipos de particulas:
as moléculas do solvente (4gua) e as moléculas da substancia dissolvida (agicar).
Na auséncia de reagoes quimicas, o nimero de moléculas de cada espécie é uma
quantidade conservada. Além disto, a densidade de moléculas ng, do solvente
serd, tipicamente, uma constante (e j"*' = 0), de forma que podemos substituir
a densidade de moléculas ng,, da substancia dissolvida pela concentracao local
€ = Ngub/Msol da solugdo, obtendo assim a equacao de difusao

oc
— — M\c¢ = .44
% e =0, (€49

onde A é uma constante positiva, a constante de difusao.

De maneira analoga, deduz-se a equagao de condugao do calor, substituindo o
numero de particulas pela energia calérica, que na ordem mais baixa de aproxi-
magao é proporcional & temperatura T (com o calor especifico como coeficiente de
proporcionalidade), levando assim & equacao de conducao do calor

or
— — MAT = 4
5 0, (C.45)

onde A é uma constante positiva, a condutibilidade térmica.



Bibliografia

Cartan, H.: Calcul Différentiel, Hermann, Paris 1967.

de Figueiredo, D.G.: Andlise de Fourier e Equacgoes Diferenciais Parciais, Pro-
jeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro 1977.

Dieudonné, J.: Foundations of Modern Analysis, Academic Press, New York
1960.

Duff, G., R.L. Walker, R.L.: Differential Equations of Applied Mathematics,
John Wiley, New York 1966.

Folland, G.: Introduction to Partial Differential Fquations, 2nd edition, Prince-
ton University Press, Princeton 1995.

John, F.: Partial Differential Equations, 4th edition, Springer, New York 1982.
Jost, J.: Partial Differential Equations, 2nd edition, Springer, New York 2007.
Lang, S.: Analysis I, Addison-Wesley, Reading 1968.

Lang, S.: Analysis II, Addison-Wesley, Reading 1969.

Schwartz, L.: Mathematics for the Physical Sciences, Hermann, Paris 1966.

Schwartz, L.: Théorie des Distributions, 3eme edition, Hermann, Paris 1966.

209



210 Bibliografia




Referéncias Bibliograficas

[1] Thomas, E.G.F., A Polarization Identity for Multilinear Maps, Indag. Math.
25 (2014) 468-474.

211






Indice Remissivo

algebra de Clifford, 26

aplicagao
continua, 84
aplicacao linear
antissimétrica, 81
bidual, 81
dual ou transposta, 79
simétrica, 81
aproximagao da unidade, 130

base de uma topologia, 83
base dual, 79

calibre
condigao de, 198
de Coulomb, 198
de Lorentz, 198
escolha de, 198
transformagao de, 198
residual, 198
campo
de escoamento, 203
elétrico, 195
escalar, 183
magnético, 195
unitario
normal, 183
tangente, 183
vetorial, 183
caracteristico
covetor, 11, 17
hiperplano, 11, 17
carta, 176
adaptada, 177
dominio, 176
local, 176

circulagao de campo vetorial ao longo de

uma curva fechada, 183
coeficientes de Fourier

de distribuigoes periddicas, 151

de uma fungao periddica, 147
conjunto

aberto, 82

compacto, 181

convexo, 84

direcionado, 92

fechado, 83

ordenado, 92

paracompacto, 181
convolucao

de distribuicoes, 162

de fungoes integraveis, 159
coordenadas, 176

adaptadas, 177

caracteristicas em R?, 74

do cone da luz em R?, 74

dominio, 176

esféricas em R™, 184

locais, 176
curva, 183

d’alembertiano, 23
densidade
de carga (elétrica), 195
de grandeza extensiva, 206
de massa, 204
densidade de corrente
de carga (elétrica), 195
de grandeza extensiva, 206
de massa, 204
parte condutiva, 207
parte convectiva, 207
densidade de produgao

213



214

Indice Remissivo

de grandeza extensiva, 206

determinante

métrico, 178

difeomorfismo, 175
distribuicao

de Dirac, 110

derivadas, 110
definigao, 105
periddica, 144
regular sobre um aberto, 115
restricao a um aberto, 115
zero sobre um aberto, 115

divergéncia, 190

equagao

caracteristica, 20

de balanco, 206

de continuidade, 205
de evolugao, 28
estatica, 28

equagao de difusao, 28
equacao de Laplace, 22, 28
equagao de ondas, 27

bidimensional, 27

tridimensional, 27

unidimensional, 27
solugao geral, 74, 75

equagao de Poisson, 22, 28
equagao diferencial

explicita, 5
geral, 2
implicita, 5
linear, 2, 13
fonte, 14
homogeénea, 13
nao-homogénea, 13
solucao, 14
solugao fraca, 14
termo nao-homogéneo, 14
ordem ou grau, 2
quasilinear, 3
semilinear, 3
total, 6
condicao de curvatura zero, 10
condicao de integrabilidade de
Frobenius, 9

integravel, 8
equagoes de Maxwell, 195
espago
de fungoes
B, By, Drr, 134
B(Q), By(2), Drr(£2), 134
D, €&, 8, 99
D(NQ), £(2), 99
espaco de Banach, 91
espago de distribuigoes, 128
espago de Fréchet, 91
espaco de funcgoes teste, 128
espaco localmente convexo, 82
completo, 91
normavel, normado, 90
espagco topoldgico, 82
de Hausdorff, 89
espago vetorial
bidual, 81
dual, 78
algébrico, 81, 98
topolégico, 81, 98
topolégico, 82
localmente convexo, 82
metrizavel, metrizado, 91
espaco localmente convexo
metrizével, metrizado, 91

férmula de mudanca de varidveis
em integrais multiplas, 176
férmula de Plancherel, 170
férmula de Poisson, 45
faixa, 160
condicao da, 161, 163
fluxo de campo vetorial através
de uma superficie, 183
forma quadratica
assinatura, 19
funcéo
de Green
como distribuigao, 120
coulombiana, 51
do problema de Dirichlet, 54
do problema de Neumann, 54
para o operador de Laplace, 52
de Heaviside, 108



Indice Remissivo

215

delta de Dirac, 110
derivadas, 110

gama de Euler, 188

harmonica, 22

localmente integravel
como distribuig¢ao, 107
defini¢ao, 106

teste, 98

funcional, 81

gradiente, 190
grandeza

intensiva, 206
grandeza extensiva, 205

hipersuperficie, 183
homeomorfismo, 84

identidades de Green
primeira, 191
segunda, 192
terceira, 52

interagao efetiva, 199

laplaciano, 22
lei
da indugao, 195
da inexisténcia de
cargas magnéticas, 196
de Ampere, 196
de Ampere-Maxwell, 196
de Faraday, 195
de Gauss, 195
lei de conservagao (local)
da carga (elétrica), 205
da massa, 205
lema
de Riemann-Lebesgue, 164
lema de Schwartz, 120
linhas de fluxo, 203

média esférica, 192
métrica

induzida, 178

invariante por translagoes, 91
multi-indice, 3

ordem ou grau, 3

nucleo
de Poisson, 58
nicleo de difusao, 73
nucleo do calor, 73
norma, 85
da soma ou tipo I', 85
do méximo ou tipo [*°, 85
do supremo, 85

das derivadas até ordem r, 94, 95

euclideana ou tipo [2, 85
tipo P, 85

operador

de Laplace, 22
operador de difusao, 22
operador de Dirac, 26
operador de Helmholtz, 24
operador de Klein-Gordon, 24
operador de ondas, 23
operador de Schrodinger, 24
operador de transporte, 22
operador diferencial

a coeficientes constantes, 16

eliptico, 17, 20

formal, 14, 15

grau, 15

hiperbdlico, 20

parabdlico, 20

simbolo, 16

simbolo principal, 17
operadores

associados ao cone de luz, 25

de Cauchy-Riemann, 24

parte finita de 1/z%, 112
particoes da unidade

definigao, 181

teorema de existéncia, 182
polinémio, 15

grau, 15
potencial

de Coulomb, 43

escalar, 197

instantaneo, 199

vetorial, 197

principio do méximo/minimo, 41
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Indice Remissivo

problema de Cauchy, 12, 29
problema de Dirichlet, 30
solucao classica
existéncia, 40
unicidade, 39
problema de Neumann, 30
produto
tensorial de distribuicoes, 153

quantidade conservada, 206

recobrimento aberto
finito, 180
localmente finito, 180
pontualmente finito, 180
refinamento, 180
sub-recobrimento, 180
regra do produto, 125
relagao de ordem, 92
antissimetria, 92
parcial, 92
reflexividade, 92
total, 92
transitividade, 92
rotacional, 190

série de Fourier, 145
de uma fungao peridédica, 147
semi-métrica
invariante por translagoes, 91
seminorma, 85
L', 86
L?, 86
LP, 86
do supremo essencial ou L>°, 87
nicleo, 87
sistema direcionado, 93
sistemas equivalentes, 89
sistema de equagoes diferenciais
explicito, 5
geral, 4
implicito, 5
total, 7
sistema fechado, 206
solugao fundamental, 120
subvariedade, 177
suporte

de uma distribuicao, 117
de uma fungao, 180

suporte singular, 117

teorema

da divergeéncia, 190
da média esférica, 58
das singularidades removiveis, 60
de Cauchy-Kovalevski, 12
de Ehrenpreis-Malgrange, 121
de Frobenius, 9
de Fubini
para distribuicoes, 156
de Gauss, 190
de inversao de Fourier, 168
de regularidade, 59
de Schwartz
de convergéncia, 136
do suporte pontual, 118
de Stokes, 190

termodinamica

segundo teorema fundamental, 206

topologia, 83

da convergéncia uniforme sobre
subconjuntos compactos, 95
de todas as derivadas, 95
da convergéncia pontual, 98
da convergéncia uniforme, 94, 95
das derivadas até ordem r, 94, 95
de todas as derivadas, 94, 95
da convergéncia uniforme sobre
subconjuntos compactos
das derivadas até ordem 7, 95
fraca, 98
gerada por um sistema de seminor-
mas, 88
gerada por uma base, 83

transformacao de Fourier

de distribuigoes temperadas, 170
de fungobes integraveis, 164

valor principal de 1/z, 110
vizinhanca, 83



