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Introducao: Aspectos Historicos e
Motivacao

Origem da geometria moderna no 19° século, com a prova da independéncia do axioma dos paralelos
dos demais axiomas da geometria euclideana, através da descoberta de geometrias nao-euclideanas
(Bolyai, Gauss, Lobachevskii).

Origens da nocao de conexao (linear), na forma global (transporte paralelo) assim como na forma
infinitesimal (derivada covariante):

e na geometria riemanniana, como objeto secundario - conexao induzida por uma métrica positiva
definida (Riemann, Christoffel, Levi-Civita), ainda no 19° século;

e na geometria lorentziana, ainda como objeto secundario - conexao induzida por uma métrica
nao degenerada mas nao positiva definida (Einstein, 1915), em funcdo do desenvolvimento da
relatividade geral;

e em geometrias ndo métricas, como objeto primario (Weyl, 1919 & 1931), iniciando o desenvolvi-
mento das teorias de calibre.

Papel central das teorias de calibre que descrevem 3 das 4 interacdes fundamentais conhecidas em
fisica (eletromagnética, fraca e forte), sendo que a relatividade geral descreve a outra (gravitacional).

Desenvolvimento paralelo em Fisica e em Matematica, durante boa parte do 20° século:

o Fisica:
1. extensdo das teorias de calibre de grupos abelianos (Weyl, 1919 & 1931) a grupos nao abeli-
anos (Yang-Mills, 1954; Utiyama, 1956);
2. surgimento do mecanismo de quebra espontanea de simetria (Higgs et al., 1964);

3. formulacdo de uma teoria unificada para as interacoes eletromagnéticas e fracas (Weinberg,
Salam, 1969);

4. formulacdo da cromodinamica para as interacoes fortes e estabelecimento do modelo padrao
das particulas elementares (1973).
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e Matematica:

1. formulacao do conceito de fibrado (Hopf, Stiefel, Whitney, Steenrod);
2. formulacao do conceito geral de conexdo (Ehresmann, Koszul, Kobayashi-Nomizu);

3. deducao de invariantes topologicas de variedades e fibrados representadas por formas dife-
renciais, chamadas de classes caracteristicas (Chern, Pontryagin, Weil).

Unificacao das duas linhas: Em torno de 1975, percebeu-se que

teoria das conexdes = teorias de calibre (classicas)

Algumas consequéncias em Matematica:

e solucao das equacoes de Yang-Mills auto-duais em 4 dimensoées (Atiyah, Hitchin, Drinfeld, Manin
& Ward, 1977);

e descoberta de novas invariantes cohomolégicas para variedades de dimensao 4 que implicam a
existéncia de uma quantidade ndo-enumeravel de estruturas distintas de variedade suave em R*
(Donaldson, 1984);

e descoberta de novas invariantes cohomologicas para variedades de dimensao 3 (Floer, 19867?);

e sistematizacao das invariantes de Jones para lacos e nés em variedades de dimensao 3 (Witten,
1986);

¢ desenvolvimento da nocao de teorias quanticas de campos topologicas (Atiyah, 1988).

A ser elaborado com maiores detalhes, inclusive com correcdes das imprecisdes historicas, que neste
estagio de desenvolvimento do manuscrito sao inevitaveis.

FORGER & ANTONELI FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS



CAPITULO 1

Fibrados Vetoriais e
Conexoes Lineares

1.1 Variedades Diferenciaveis

Comecamos este capitulo com uma breve revisdao de algumas nocoes basicas relacionadas com o con-
ceito de variedade, no intuito de fixar a notacdo que sera empregada a seguir e também de facilitar a
compreensdo da definicado do conceito de um fibrado vetorial, por analogia.

Intuitivamente, uma variedade n-dimensional é um “espaco” M que localmente pode ser colocado
em correspondéncia biunivoca com abertos de R". Portanto, os pontos de M sdo parametrizados por
coordenadas x* (u = 1,...,n) que, conjuntamente, lhes associam pontos em determinados abertos
de R™. Contudo, tal parametrizacdo ou associacao esta longe de ser tnica. Além disso, nem sempre é
possivel encontrar coordenadas para todos os pontos de M ao mesmo tempo, sendo que geralmente, as
funcées coordenada sdo definidas apenas sobre subconjuntos de M. No entanto, quando os mesmos
pontos de M sdo descritos em termos de diferentes sistemas de coordenadas locais, digamos x* e
x'¥, entdo deve ser possivel expressar as funcoes x’'* em termos das funcoes x* e, reciprocamente, as
funcoes x# em termos das funcoes x’%, de maneira diferenciavel.

Neste contexto e em tudo que segue, entendemos a palavra “diferenciavel” como sindénimo de
“suave” ou “liso/lisa” ou “de classe C*”. E possivel formular definicées analogas usando outras classes
C" de diferenciabilidade; veja os comentarios no final da Secdo 1.1 deste capitulo.

1.1.1 Definicoes e Exemplos

1.1 Definicdo Seja M um conjunto.

1. Uma carta (n-dimensional) de M é uma tripla C = (U, x,U) consistindo de

(i) um subconjunto U de M,
(i) um subconjunto aberto U de R",
(iii) uma bijecao y
x: U — U
m — x(m)=(x'(m),...,x"(m))
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O subconjunto U de M é chamado o dominio da carta C = (U, x,U) e, para cada ponto m de U,
os numeros x#(m) (u = 1,...,n) sdo chamadas as coordenadas de m. Desta forma, uma carta
C = (U,x,U) de M pode também ser vista como um sistema de coordenadas para U ou, quando
nao queremos especificar U explicitamente, como um sistema de coordenadas locais para M.
Finalmente, dizemos que C = (U, x,U) é uma carta ou um sistema de coordenadas em torno de
um ponto my de M se

moeU , 0eU e x(mg) =0.

2. Duas cartas C = (U,x,U) e C' = (U',x’,U’) de M sdo ditas compativeis se U N U’ = @ ou,
quando UNU’" += @,se x(UnNU') e x'(UNU’) sdo abertos de R™ e as aplicacoes

x ox1: x(UnU) — x'(UNU")

xox Vi x'(UNU) — x(UNU")

sdo diferenciaveis. Estas aplicacoes sdo chamadas as funcoes de transicao entre as duas cartas.
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Figura 1.1: Cartas e func¢oes de transicao entre cartas para variedades

Obviamente, uma carta C = (U, x, U) n-dimensional e uma carta C’ = (U’,x’,U’) n’-dimensional sé
podem ser compativeis se UN U’ = J ouentdo n=n'.
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1.2 Definicdo Seja M um conjunto.

(i) Um conjunto A = {Cx | x € A} de cartas Cx = (Uy, Xo, Ux) de M é chamado um atlas de M se

(a) os dominios Uy recobrem M, ie., U Uy = M,
xeEA

(b) quaisquer duas cartas de A sao compativeis.

(ii) Dois atlas A e A’ de M sao ditos equivalentes se sua unido A4 U A’ também é um atlas de M,
isto é, se todas as cartas de A sdo compativeis com todas as cartas de A’.

(iii) A classe de equivaléncia [AA] de um atlas A de M é chamada a estrutura diferenciavel em M
gerada por A.

(iv) O atlas A formado por todas as cartas de M que sdo compativeis com as cartas de um dado atlas
A de M é chamado o atlas maximal gerado por A e representa a estrutura diferenciavel [A]
em M gerada por A.

Esta definicdo contém uma afirmacao implicita, a saber que a relacdo entre atlas introduzida no item (ii)
realmente é uma relacdo de equivaléncia. Reflexividade e simetria desta relacdo sdo 6bvias, e sua
transitividade segue essencialmente da regra da cadeia, junto com o fato de que diferenciabilidade é
uma nocao local. (Mais exatamente, usa-se o fato de que a composicao de aplicacoes diferenciaveis
entre abertos de R" é diferenciavel e que uma aplicacdo entre abertos de R" ja é diferenciavel se
cada ponto do seu dominio possui uma vizinhanca aberta (nele contida) tal que a sua restricao a esta
vizinhanca é diferenciavel.)

1.3 Definicdo Uma variedade diferenciavel ou simplesmente variedade (n-dimensional) é um con-
junto M munido de uma estrutura diferenciavel (de cartas n-dimensionais). As cartas do correspon-
dente atlas maximal sdo chamadas cartas admissiveis de M e cada atlas de M contido no correspon-
dente atlas maximal é chamado um atlas admissivel de M.

Cada variedade M também é um espaco topologico, cuja topologia pode ser definida pela seguinte
prescricao: um subconjunto N de uma variedade M é chamado aberto se para cada carta admissivel
(U,x,U0) de M, o conjunto x(UNN) é aberto em R"; em particular, os dominios das cartas admissiveis
de M sao abertos de M e de fato geram os abertos de M, ou seja, formam uma base da topologia de M.
Assim, em variedades, nocoes topologicas tais como subconjuntos abertos, fechados e compactos,
convergéncia, continuidade etc. sdo bem definidas.

Geralmente, a definicdo do conceito de variedade ainda inclui algumas restricdes topologicas: exige-
se que variedades sejam espacos de Hausdorff paracompactos. (Um espaco topologico é chamado um
espaco de Hausdorff se quaisquer dois pontos distintos sempre possuem vizinhancas abertas disjuntas,
e é chamado paracompacto se, além disso, qualquer recobrimento aberto sempre pode ser refinado
para um recobrimento aberto localmente finito: para uma definicdo desta nocao, veja a discussao logo
abaixo.)

A natureza local do conceito de variedade também se expressa pelo fato de que qualquer subcon-
junto aberto N de uma variedade M também ¢, de forma natural, uma variedade. (As cartas admissiveis
(Un,xn,Un) de N sdo obtidas das cartas admissiveis (Up, xp, Uy) de M com Uy NN # & por res-
tricdo, pondo Uy = Uy N N, XN = xXumluy-)

Os exemplos mais simples de variedades n-dimensionais sao o espaco R"™ mesmo e a esfera

S" = {fueR™ | |u?=1}. (1.1)

FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS FORGER & ANTONELI



6 FIBRADOS VETORIAIS E CONEXOES LINEARES

No primeiro caso, existe um atlas trivial com uma tnica carta (R",id, R"), enquanto que no segundo
caso, precisamos de um atlas com pelo menos duas cartas, por exemplo,

(S™\{NP}, xpp, R™) e (S™\{SP}, x¢p, R™) ,

onde NP = (0,...,0,+1) e SP = (0,...,0,—1) denotam, respectivamente, o polo norte e o polo sul da
esfera $” enquanto que xyp e Xgp denotam a projecao estereografica, respectivamente, do polo norte
e do polo sul sobre o hiperplano equatorial; explicitamente,

uH
1+ un+l

uH
1 —un+l ’

xkp(u) = xép(u) = (l<pu<n). (1.2)

SP

Figura 1.2: ProjecOes estereograficas como cartas para a esfera S™ (n = 1)

E possivel mostrar que qualquer atlas da esfera S” deve conter pelo menos duas cartas.

As aplicacoes compativeis com estruturas diferenciaveis sdo as aplicacdes diferenciaveis, ou seja, as
aplicacoes que, em termos de coordenadas locais, sdo representadas por funcoes diferenciaveis. Mais
precisamente, temos:

1.4 Definicdo Uma aplicacdo ¢ : M — N de uma variedade m-dimensional M em uma variedade
n-dimensional N é chamada diferenciavel se para quaisquer duas cartas admissiveis (U, x,U) de M
e (V,y,V) deNcom Un¢ (V) = @, o conjunto x(Un¢~1(V)) éaberto em R™ e a representacio
local de ¢ nestas cartas, isto é, a aplicacao

yopox i x(Ungp (V) — V

¢é diferenciavel.

Note que ¢ suficiente verificar esta propriedade somente para as cartas de algum atlas de M e algum
atlas de N; ela vale entdo para todas as cartas admissiveis. Note também que a composta yo¢p : M — P
de aplicacoes diferenciaveis ¢ : M — N e ¢ : N — P é novamente uma aplicacao diferenciavel.

FORGER & ANTONELI FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS
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Figura 1.3: Representacdo local de uma aplicacao diferenciavel

As mais importantes classes especiais de aplicacoes diferenciaveis sdo as seguintes:

a) Curvas: sao aplicacoes diferenciaveis y : I — M, onde I C R é um intervalo aberto. Dizemos que y
passa por um ponto mg de M se 0 € I e y(0) = my.

b) Funcdes: sio aplicacdes diferenciaveis f : M — R ou f : M — C. Sob adicdo, multiplicacdo por
escalares e multiplicacao, todas definidas pontualmente como de costume, elas formam uma algebra
associativa e comutativa que denotaremos por $(M). Os pontos de M estdo em correspondéncia
bijetora com os ideais maximais 1,, da algebra §(M):

In = {fesM)| f(m)=0}

c) Difeomorfismos: uma aplicacao diferenciavel ¢ : M — N é chamada um difeomorfismo ou difeo-
morfismo global se ¢é bijetora e se a aplicacdo inversa ¢~ : N — M também é diferenciavel. Cabe
ressaltar que a exigéncia explicita de que ¢! seja diferenciavel ndo pode ser omitida. (Por exemplo,
a prescricdo ¢ (x) = x3 define uma aplicacdo bijetora e diferenciavel da variedade R em si que nao
¢ um difeomorfismo de R pois a aplicacdo inversa ¢!, dada por ¢~ (y) = Iy, deixa de ser
diferenciavel em 7y = 0.) Sob composicao de aplicacdes, os difeomorfismos de M formam um grupo
que denotaremos por Diff(M).

d) Difeomorfismos locais: dado um ponto m de M, uma aplicacdo diferenciavel ¢ : M — N é chamada
um difeomorfismo local em m se existem cartas admissiveis (U,x,U) de M em torno de m e
(V,y,V) de N em torno de ¢(m) tais que a representacdo local de ¢ nestas cartas é (restricao
de) um isomorfismo linear (0o que implica dimM = dimN), e ¢ é chamada um difeomorfismo
local se é um difeomorfismo local em todo ponto de M. (Note que esta definicdo ndo implica que
um difeomorfismo local seja necessariamente bijetor, mas um difeomorfismo local bijetor é um
difeomorfismo global.)

FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS FORGER & ANTONELI



8 FIBRADOS VETORIAIS E CONEXOES LINEARES

e) Imersodes: dado um ponto m de M, uma aplicacdo diferenciavel ¢ : M — N é chamada uma
imersdao em m se existem cartas admissiveis (U,x,U) de M em torno de m e (V,y,V) de N
em torno de ¢ (m) tais que a representacao local de ¢ nestas cartas é (restricao de) uma inclusao
linear de RYImM em RIMN (o que implica dimM < dimN), e é chamada uma imersdo se é
uma imersdo em todo ponto de M. (Note que esta definicdo ndo implica que uma imersao seja
necessariamente injetora.)

f) Submersoes: dado um ponto m de M, uma aplicacdo diferenciavel ¢ : M — N é chamada uma
submersdo em m se existem cartas admissiveis (U,x,U) de M em torno de m e (V,y,V) de N
em torno de ¢ (m) tais que a representacao local de ¢ nestas cartas é (restricio de) uma projecao
linear de RYMM gobre RUI™N (o que implica dimM > dim N), e é chamada uma submersao se é
uma submersao em todo ponto de M. (Note que esta definicdo ndo implica que uma submersao seja
necessariamente sobrejetora.)

g) Subimersdes: dado um ponto m de M, uma aplicacao diferenciavel ¢ : M — N é chamada uma
subimersdo em m se existem cartas admissiveis (U,x,U) de M em torno de m e (V,y,V) de N
em torno de ¢ (m) tais que a representacao local de ¢ nestas cartas é (restricdo de) uma aplicacao
linear de R4mM e RAMN "o 6 chamada uma subimersdo se é uma subimersdo em todo ponto de M.

Funcoes sobre variedades podem ser utilizadas para fins de localizacado, sendo que a ferramenta
adequada para tanto sdo as chamadas particoes da unidade. Para explicar isso, definimos primeiro o
suporte de uma funcio f € (M) como o fecho do subconjunto aberto de M onde f nao se anula:

supp(f) = {meM| f(m) =0}. (1.3)

Em outras palavras, o complemento de supp(f) é o maior aberto de M no qual f se anula. (A abreviacao
“supp” se refere a palavra “support”, em inglés, e é escrita com dois p para evitar confusdo com a
abreviacao “sup” para o supremo.)

1.1 Proposicao Sejam M uma variedade, U um aberto de M e K um compacto com K C U. Entdo
existe uma fungad de corte x € §(M) tal que 0 < x <1, supp(x) cU e xlg = 1.

A funcao x pode ser vista como uma aproximacao de classe C* da funcao caracteristica de K, dada por

(m) = 1 para meK
XKIM) =90 para m ¢ K

A préxima definicdo introduz o conceito de uma particdo da unidade subordinada a um recobrimento
aberto localmente finito de uma variedade. Um recobrimento aberto (Uy)xca de um espaco topo-
logico M é dito localmente finito se todo ponto m de M possui uma vizinhanca aberta V,;,, que intersecta
apenas um numero finito dos Uy nao-trivialmente, i.e., tal que o conjunto {x € A | Uy N V,, = T}
¢é finito. Observe que ¢ suficiente considerar recobrimentos abertos localmente finitos, pois segundo
as nossas convencoes, variedades sdo paracompactas, o que significa que todo recobrimento aberto
possui um refinamento localmente finito.

1.5 Definicdo Sejam M uma variedade e (Uy)xeca Um recobrimento aberto localmente finito de M.
Uma particao da unidade subordinada ao recobrimento (Uy)xca € uma familia (xX«)«ca de funcoes
Xo EF(M) tais que 0 < xo <1 e supp(x«) C Uy para x € A e tal que

Z Xa = 1. (1.4)

xEA

FORGER & ANTONELI FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS



1.1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS 9

Note que por hip6tese, todo ponto m de M possui uma vizinhanca aberta V,, na qual quase todas as
funcoes x (i.e., todas a menos de um numero finito) se anulam identicamente e assim a expressao
no lado esquerdo da equacao (1.4), quando restrita a V,,, se reduz a uma soma finita; portanto, esta
expressao é bem definida como elemento de §(M).

1.1 Teorema Seja M uma variedade. Todo recobrimento aberto localmente finito de M admite uma
particdo da unidade a ele subordinada.

Concluindo, queremos tecer algumas consideracoes referentes a modificacdes do conceito de varie-
dade que resultam de mudancas da classe de diferenciabilidade. Geralmente, as funcoes de transicao
e todas as aplicacOes consideradas sao de classe C", onde * pode assumir os valores 0,1,..., o e w:

e As variedades consideradas aqui e a seguir sdo as variedades suaves ou lisas ou de classe C*.
e A nocdo mais fraca de variedade é a de uma variedade topoldgica ou variedade de classe C°.

e A nocdo mais forte de variedade é a de uma variedade analitica ou variedade de classe C®.

No entanto, a distincdo pelo grau de diferenciabilidade ndo tem nenhuma importancia pratica, pois
segundo um teorema de H. Whitney, para r > 1, qualquer atlas de classe C" é C"-equivalente a um
atlas de classe C® e, para s > 7, dois atlas de classe C* que sao C"-equivalentes ja sdo C*-equivalentes.
Isso significa que existem apenas trés tipos de variedades significativamente diferentes: variedades
topologicas, variedades diferenciaveis e variedades analiticas. A principal diferenca entre os ultimos
dois tipos decorre do fato que na categoria das variedades analiticas, o supracitado teorema sobre a
existéncia de particoes da unidade deixa de ser valido e precisa ser substituido por um principio de
continuacdo analitica, o que acarreta diferéncas substanciais entre os dois tipos de variedades no que
diz respeito a relacdo entre propriedades locais e propriedades globais.

Finalmente, de maneira analoga as variedades reais consideradas até entdao, podemos também de-
finir variedades complexas, onde as cartas admissiveis (U,x,U) sdo formadas usando subconjuntos
abertos U de C" em vez de R" e supondo que as funcdes de transicdo sejam holomorfas. (Aqui, desde
o inicio ja ndo tem nenhuma diferenca entre a classe C! e a classe C*.) Em particular, variedades
complexas n-dimensionais sempre também sao variedades reais 2n-dimensionais.

Resumindo, ressaltamos mais uma vez que nestas notas, todas as variedades consideradas serao
variedades reais de classe C* e a palavra “diferenciavel” sera entendida como sinénimo de “suave” ou
“liso/lisa” ou “de classe C*”.

1.1.2 Vetores Tangentes

Intuitivamente, é 6bvio quais vetores do espaco euclideano tridimensional sdo tangentes a uma curva
ou uma superficie nele mergulhada, em qualquer um dos seus pontos. Contudo, essa nocao de vetor
tangente depende do mergulho da curva ou da superficie em questao, sendo que nao existe nenhum
mergulho preferido “a priori”. (Por exemplo, podemos mergulhar a esfera S? no espaco R3 como
“esfera redonda”, conforme foi feito na equacao (1.1), ou como “esfera deformada” - por exemplo,
como elipsoide.) Assim, coloca-se a questdo de como conferir ao conceito de vetor tangente a uma
variedade, em qualquer um dos seus pontos, um sentido intrinsico, ou seja, definir este conceito sem
recorrer a um mergulho da variedade em questao em um espaco ambiente de dimensao superior. Isso
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10 FIBRADOS VETORIAIS E CONEXOES LINEARES

requer uma construcdo mais abstrata, da qual existem varias variantes (que no entanto se mostram
equivalentes no final). Aqui, apresentaremos as duas mais importantes.

O método mais intuitivo para definir vetores tangentes usa curvas. Sejam M uma variedade n-
dimensional e m1 um ponto fixo em M. Duas curvas y; e y» em M que passam por #m, i.e., que satisfazem
a condicdo y;(0) = m = y»(0), sdo ditas tangentes em m se, para alguma carta (U,x,U) de M em
torno de m, as curvas x o y; e x o y» em U, que entdo satisfazem a condicdo x(y;(0)) = 0 = x(y2(0)),
sdo tangentes na origem, i.e., se vale

d d
ax()ﬁ(t)) o ax(yz(t)) o (1.5)

<

Figura 1.4: Vetores tangentes como classes de equivaléncia de curvas

Observe que essa propriedade ndo depende da es~colha da carta, pois dada uma curva qualquer y em M
passando por m e qualquer outra carta (U',x’,U’) de M em torno de m, temos pela regra da cadeia

d o d
ax (y(t)) o T oxn (0) a xH(y(t)) o’ (1.6)

e portanto a validade da equacao (1.5) implica a validade da mesma equacao com x* substituido por x'~.
Obviamente, arelacdo de tangéncia entre curvas assim definida é uma relacdo de equivaléncia, e a classe
de equivaléncia de uma curva y passando por m é o vetor tangente a y em m que, sugestivamente,
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sera denotado por

d
EY(U o

O conjunto dos vetores tangentes a todas as possiveis curvas passando por m sera denotado por T,, M
e é chamado o espaco tangente de M em m; portanto, temos

d

— y(t) € TmM onde y(0) =meM. 1.7)

dt =0
Para justificar esta terminologia, precisamos mostrar que T;,M é um espaco vetorial, cuja dimensao
sera igual a dimensao de M. Para tanto, escolhemos alguma carta (U,x,U) de M em torno de m e
introduzimos uma familia de curvas yx ., especiais, parametrizadas por vetores w € R", que sob a
aplicacao de carta x correspondem a (pedacos de) retas passando pela origem:

Yxw(t) = x Y(tw) paratel, CR.

(Aqui, I, é um intervalo aberto em torno de 0 suficientemente pequeno para que valha tw € U quando
t € I,.) E facil verificar que qualquer curva y em M passando por m é tangente a exatamente uma das
curvas yx w, a saber a curva yy ,, com

d
w = () ’t:o .

Desta forma obtemos uma bijecdo Ty, x : T;,M — R™ dada por

d d
T, —y(t = — t . 1.
mx(dt y(® t=0> dtx(y( ))‘t=0 (1.8)
Declarando que T,,x seja um isomorfismo linear, transferimos a estrutura de espaco vetorial de R"
para T,yM. Este procedimento ndo depende da escolha da carta, pois dada qualquer outra carta
(U',x',U’") de M em torno de m, a bijecio T),,x’ : T;,M — R" também sera um isomorfismo linear,
pois pela regra da cadeia (veja a equacao (1.6)), vale

Timx = Dy(x" ox71) o Tyx .
Observamos também que a escolha de uma carta admissivel (U, x, U) de M em torno de m induz uma
base preferida {01|m,...,0nlm} de T,,M, chamada a base coordenada de T,,M correspondente a este
sistema de coordenadas locais, sendo que 0y, € apréimagem do vetor e, dabase canonica {ey,...,exn}
de R", definido por
0
ey = 1 — 1 na p-ésima posicao ,
0
sob Ty, x:
d
Oulm = —=x"1(tey) onde m = x~1(0). (1.9)
dt t=0

Passando para outra carta admissivel (U’,x’,U’) de M em torno de m, esta base coordenada se trans-
forma conforme 0yl ~ 0lm , onde

, oxH
aK|m = dx'K (0) au|m -
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A segunda opcdo para definir vetores tangentes que abordaremos aqui basea-se no conceito de uma
derivada direcional. Uma derivada direcional em um ponto m de uma variedade M é uma forma linear
derivativa sobre a algebra § (M) das funcées sobre M, isto é, uma aplicacdo ¥y, : §(M) — R que é linear,

Dm(af +Bg) = «Om(f) +B0m(g) para «,BE€R, f,gesM), (1.10)
e derivativa, ou seja, que satisfaz a regra de Leibniz,
Dm(fg) = Dm(f)gim) + f(m) Dm(g)  para f,g € $(M). (1.11)

As seguintes propriedades sdo de facil verificacao.

a) Derivadas direcionais se anulam sobre funcdes constantes.
b) Derivadas direcionais sao operadores locais:

f1=f> emumavizinhancade m = Uy (f1) =0m(f2).
Para mostrar isso, note que devido a linearidade de 7,,, basta mostrar que

a) Uy, se anula sobre a funcao constante igual a 1. De fato,

Um(1) = D;m(1-1) = Dp(1) -1 + 1-Dpp(1) = 20 (1) .

b) ¥, se anula sobre funcoes que se anulam em alguma vizinhanca de m. De fato, seja (U, x, U) uma
carta admissivel de M em torno de m e com U suficientemente pequeno para que f = 0 em U. Existe
entdo uma funcao de corte x € §(M) talque 0 < x <1 com supp(x) C U e x(m) = 1. Portanto,
xf=0e

U (f) = Om(X) fMm) + X(M) Dy (f) = Um(Xf) = 0.

Observemos agora que as derivadas direcionais em um ponto m de uma variedade M formam um
espaco vetorial que, provisoriamente, sera denotado por T,,M, e consideremos a aplicacao linear can6-
nica

" (1.12)

Vm +— Um
definida da seguinte forma: se y é uma curva passando por m com
d
Um = Ey(t)'t=o’ (1.13)
entao pomos
. d
Um(f) = af(y(t)) ’H) para f € §(M) . (1.14)

Queremos mostar que a aplicacdo assim definida é um isomorfismo de espacos vetoriais. Para tanto,
usamos uma carta admissivel (U, x,U) de M em torno de m, supondo sem perda de generalidade que
U seja uma bola em R™ em torno da origem; entao vale

Tnx(vm) = Sox)|
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N d _ _ d
I (f) = E(fox D(x(y@))) s Ou(fox 1)(0)-596“(3/(0) .

Desta formula, segue imediatamente que a aplicacdo 7, : (M) — R definida pela equacao (1.14) é de
fato uma derivada direcional (ou seja, que ela satisfaz as condicbes (1.10) e (1.11)), que ela depende
apenas da classe de equivaléncia vy, da curva y utilizada na sua definicdo e que a aplica¢do (1.12) é
linear. Para mostrar que ela é um isomorfismo de espacos vetoriais, mostraremos que {01 |m,...,nlm}
¢ uma base de T,,M. Explicitamente, combinando as equacdes (1.9), (1.13) e (1.14), vemos que

Oulm (f) = %(fox_l)(teu) o 0,(fox1)(0) para fe$(M). (1.15)

Agora, para uma funcdo f € §(M) dada, a funcdo fx = fox ! € §(U) admite uma representacao
Sx = fx(0) + 2+ hx,u

onde z¥ denota a p-ésima funcdo coordenada em U ¢ R", com hxy=hyox1e $(0), sendo que
hx,u(o) = aufx(o) .

De fato, supondo sem perda de generalidade que U é uma bola em R", notamos que para z € U, vale

1 d 1
Fe(2) = fe0) + jo ds <= fi(s2) = f(0) +2¥ jo ds dufx(sz) ,

de modo que podemos definir hy , por

1
Portanto a funcdo f|y € £§(U) admite uma representacao

flu = f(m) +xH hy,

com hy € £(U), sendo que
hu(m) = au|m(f) .

Escolhemos também uma vizinhanca compacta K de m com K C U e uma funcéo corte x € §(M) com
0<x<1,supp(x) CU e x =1 sobre K. Com isso, podemos estender as fun¢des x* e h, sobre U a
funcoes x* e h, sobre M, com

oy X x* sobre U P X hy sobre U
= 0 sobre M\U € e 0 sobre M\U |~

Assim, concluimos que a funcdo fx? € $(M) admite uma representacao
X2 = fm)x* + hy,

com hy, € $(M), sendo que
hu(m) = Oulm (f) .
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Como x2 =1 na vizinhanca K de m, sabemos que para 7., € T,mM qualquer,
Im(fX?) = Om(f) e Dp(X?) = Om(1) = 0.
Logo,
D (f) = Om(fx?D) = M) D (XD + O (ZH) Ry (m) + (M) D () = O (ZH) Byl ()
e portanto A
Om = Um(XH) Oylm -

Tendo demonstrado a equivaléncia completa das duas definicdes de vetores tangentes como classes
de equivaléncia de curvas e como derivadas direcionais, omitiremos de agora em diante o simbolo”
e reescrevemos as equacoes (1.13) e (1.14) na forma

v f = %f(y(t))’ para v = Syw| e TuM e feson, @16
t=0 t t=0
e a equacao (1.15) na forma
ouf (m) = %(foxfl)(teu) = Ou(fox1)(0) para fe$(M). (1.17)

Finalmente, se ¢ : M — N é uma aplicacdo diferenciavel entre variedades, definimos, para todo
ponto m de M, a aplicacao tangente a ¢ em m ou simplesmente derivada de ¢» em m como a aplicacao
linear Ty : TiyM — Typm)N dada por

d d
T (570 ) = o] (118)
ou equivalentemente

(Tmp W) -f =v-(fodp) paraveTyM, feFN). (1.19)

Vale entao a regra da cadeia: dadas aplicacées diferenciaveis ¢ : M — N e ¢ : N — P entre variedades,
a derivada da composta é igual a composta das derivadas:

T (@Yo ) = Ty o Tm . (1.20)

Finalmente, temos o seguinte teorema, que é uma conseqiiéncia direta dos teoremas das funcoes
inversas, das funcoes implicitas e do posto constante, provindo do calculo em R™:

1.2 Teorema Seja ¢ : M — N uma aplicacdo diferencidvel entre variedades. Entdo para todo ponto
m de M, temos

e ¢ é um difeomorfismo local em m se e somente se sua derivada Tm¢ : TmM — TopmyN emm é
um isomorfismo linear.

e ¢ é uma imersdo em m se e somente se sua derivada Ty : TmM — Typm)N em m € injetora.

e ¢ é uma submersdo em m se e somente se sua derivada Ty, : TmM — Tpun)yN em m é sobre-
Jetora.

e ¢ é uma subimersdo em m se e somente se sua derivada tem posto constante em torno de m, i.e.,
se sua derivada Ty ¢ : Ty M — Ty )N nos pontos m' de alguma vizinhanga aberta U de m
satisfaz dim im Ty, ¢ = dim im T,,,¢p (e portanto também dim ker Ty, ¢p = dim ker T,, ).
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1.1.3 Produto Cartesiano

Sejam M; e M; duas variedades e My x Mz o produto cartesiano de M; e M, como conjunto.
Dadas uma carta Qdmis~sive1 (U1,x1,Uy) de My e uma carta admissivel (Uz,x»,U>) de My, a tripla
(U1 X U, x1 X X2,U; X Uz) onde

X1 X X2 ! U, x U» — leUz
(my,mp) — (x1(my),x2(my))

é uma carta de M; X M», e se Ay, € um atlas admissivel de M, e Ay, é um atlas admissivel de M», o
conjunto
Amxm, = { (Ur X Uz, x1 X x2,U1 X U2) | (U1, x1,01) € Appy, (Up, x2,U02) € A, }

¢ um atlas de M; x My: isto segue do fato de que para aplicacées diferenciaveis (difeomorfismos)
¢i : U; — V; onde U; e V; sdo abertos de R" (i = 1,2), a aplicacdo ¢ X ¢ : Uy X Up — Vi XV
definida por (¢1 X ¢p2) (U1, u2) = (¢p1(uy),P2(up)) também é diferenciavel (um difeomorfismo).
O produto cartesiano M; x M, munido da estrutura diferenciavel gerada por este atlas (a qual de-
pende apenas das estruturas diferenciaveis de M; e M») é uma variedade de dimensao dim M; + dim M

chamada a variedade produto de M; e M». Note que a topologia em M; xM> induzida por esta estrutura
diferenciavel coincide com a topologia produto. Ademais, os seguintes fatos sao de facil verificacao.

(i) as projecdes canonicas pr; : My X M, — M; e pry, : M X M, — M» definidas por
pry(my,my) = m; e pro(mi,mp) = mp
sdo diferenciaveis (e, de fato, sdo submersoes sobrejetoras);

(ii) se N é uma variedade qualquer, se ¢¢;1 : N — M; e ¢ : N - M, sdo aplicacdes dadas e se
(¢p1,¢p2) : N - My x My é a aplicacao definida por

(b1, P2)(n) = (Pp1(n), P2(n))

entdo (¢, ¢2) é diferenciavel se e somente se ¢ e ¢» sado diferenciaveis.

Também podemos considerar, para cada ponto m; de M; e cada ponto my de My, as inclusdes
im, : M1 — My X M3 e iy, : Mo — My X M> definidas por

im,(m}) = (m,mp) e iy (my) = (my,m5)

e observar que estas também sao diferenciaveis (e, de fator, sdo imersoes injetoras), de modo que se
N é uma variedade qualquer e ¢ : M; x M» — N é uma aplicacdo diferenciavel, todas as restricoes
¢(.,mp):M; - N e ¢p(mq,.) : M» — N sdo diferenciaveis, mas a afirmacao reciproca (de que diferen-
ciabilidade de todas estas restricoes ja implicaria diferenciabilidade de ¢) nao é valida.

Obviamente, a nocao do produto cartesiano pode ser estendida para definir o produto M; x...Xx M

de um niimero arbitrario (finito) de variedades My, ..., M, e amenos de difeomeorfismos, este produto
é comutativo e associativo: My X M1 = M1 X M e (M1 X My) X M3 = My X (M X M3).

1.1 Exemplo Como variedade diferenciavel, o espaco R" é o produto de n copias da retareal R e o
toro n-dimensional T" é o produto de n copias do circulo T = S':

R" =2 Rx...xR , T" = Tx...xT.
—_— —_—
nvezes nvezes

¢
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Passando a estrutura tangente, notamos que, para todo ponto (m;, m») de My X M», podemos utilizar
as derivadas das projecoes canonicas para identificar o espaco tangente T, my) (M1 X M) do produto
M; x M, com a soma direta dos espacos tangentes T,, M; e T, M>:

T, (My X M2) = Ty My & Ty, Mo . (1.21)

mip,mp)
Explicitamente, temos um isomorfismo canoénico

T(ml,mz)(Ml X Mz) — TmlMl @ Tszz
v — V1 + V2

formalmente definido em termos das derivadas das projecdes canoénicas,
v = T(mhmz)prl(v) € T,,, My e vy = T(mhmz)prz(v) € Tyy,M2 ,

de modo que
T, My = ker(T(,, 4,y PT2) € T Mo = ker(T,, .., PI1) -

1.1.4 Subvariedades

A maior dificuldade associada ao conceito de subvariedade reside no fato de que é necessario distinguir
entre duas nocodes diferentes de subvariedade que ndo sao equivalentes:

e anocao mais forte de uma “subvariedade mergulhada”, e

¢ anocao mais fraca de uma “subvariedade imersa”.

Aqui, adotaremos a primeira, ou seja: a expressao “subvariedade” sem especificacdao adicional signifi-
cara “subvariedade mergulhada”.

Para dar uma construcao explicita, adotamos a convencdao de que, se p < n, o espaco R” sera
identificado com o subespaco de R" definido pela condicdo de que as ultimas n—p coordenadas se
anulam. Claramente, dado um subespaco p-dimensional de R™ qualquer, existe um isomorfismo linear
de R™ que o leva no subespaco R? assim definido.

Sejam M uma variedade de dimensao n e S um subconjunto~de M. Dizemos que S é localmente
plano em um ponto s de S se existe uma carta admissivel (U, x,U) de M em torno de s tal que
x(UnS) = UNRP. (1.22)
Um subconjunto S de M que é localmente plano em todos os seus pontos é chamado uma subvariedade
de M, e qualquer carta de M com a propriedade (1.22) é chamada de adaptada a esta subvariedade.

Para justificar essa terminologia, precisamos mostrar que uma subvariedade realmente é uma varie-
dade no sentido da Definicdo 1.3. Para tanto, observamos que dada uma carta (U, x,U) admissivel
de M adaptada a S, obtemos uma carta (Us, xs, Us) de S, chamada a carta induzida, pondo

U =UnS , Us=UnR? , x5 = xly, (1.23)

pois entao Us é um subconjunto~ aberto de [Rf’ e, conforme a condicao (1.22), xg é uma bijecao de Ug
sobre Ug. Além disso, se (U,x,U) e (U',x’,U’") sdo duas cartas admissiveis (e portanto compativeis)
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Figura 1.5: Cartas de variedades adaptadas a subvariedades

de M adaptadas a S, as cartas induzidas (Ug, xg, Ug) e (U, x5, US) de S também serdo compativeis,
pois

xg(UgnUg) = x(UnNnU)NRP e xcUgnUs) = x'(UnU')NRP
sdo abertos de R” e as aplicacoes

xgoxglixg(Ug nU§) — x¢(Ug N Ug)

Xgoxg lixg(Ug nUS) — xg(Ug N US)
sdo obtidas a partir das aplicacoes diferenciaveis

x oxlix(UnU) — x'(UnNnU")

xox'Lix'(UnU) — x(UNU")
por restricdo ao subespaco R” de R" e portanto também sdo diferenciaveis. Assim, para todo atlas
admissivel A de cartas de M adaptadas a S, o conjunto

As = {(Us,xs,Us) | (U,x,0) € A}

é um atlas de S, chamado o atlas induzido. Passando a classes de equivaléncia de atlas, ou atlas
maximais, obtemos a estrutura diferenciavel de S induzida pela estrutura diferenciavel dada de M,
que torna S uma variedade de dimensao p.

O conceito de uma carta de uma variedade adaptada a uma subvariedade pode ser entendido de
uma maneira mais intuitiva usando a linguagem de coordenadas locais: se (U, x, U) ¢ uma carta de uma

FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS FORGER & ANTONELI



18 FIBRADOS VETORIAIS E CONEXOES LINEARES

variedade M adaptada a uma subvariedade S e (Us, x5, Us) é a carta induzida de S, entdo o conjunto de
funcdes x1,...,x" que constituem as coordenadas da carta (U, x, U) se decompde naturalmente em
dois subconjuntos: o conjunto de funcdes x!,...,x? que constituem as coordenadas tangenciais a
subvariedade S, compondo a carta (Us, xs, Us), e o conjunto de funcdes x?*1 ..., x™ que constituem
as coordenadas transversais a subvariedade S, no sentido de que S n U é o conjunto dos pontos m
de U que satisfazem o sistema de equacdes

xP ' (m) = ... = x"(m) = 0.

Reciprocamente, dado um aberto U de M e um sistema de coordenadas x* de M definido no dominio U,
mantendo-se as Ultimas n—p coordenadas fixas define ndo apenas uma subvariedade Sy de U mas toda

uma familia de subvariedades Sy (cp+1,...,cn) de U definidas por
Su(Cpstseancn) = {meU|xP*(m) = cpir,...,x"(m) = cn},
onde cp41,...,Cn SA0 constantes.

1.2 Exemplo Seja S™~! a esfera unitaria em R" (veja a equacdo (1.1)) e, mais geralmente, para a > 0,
Sit = {ueR"||ul®*=a®}

a esfera de raio a em R". Um sistema de coordenadas (U,x,U) de R", com sistema de coordenadas
induzido (Us,xs,Us) de S = S™ ! definido conforme a equacdo (1.23), se chama um sistema de
coordenadas esféricas se

(i) U é um cone aberto em R" (isto é, um subconjunto abe~rto c}e R™\ {0} tal~ que u € U implica
Au € U paratodo A > 0,de modo que U = Us x R*) e U = Us x Rt onde Us é um subconjunto
aberto de R 1;

(ii) considerando a aplicacdo x : U — U, as primeiras n—1 coordenadas (tangenciais) sdo coordenadas
angulares enquanto que a ultima coordenada (transversal) é a coordenada radial,

n
x"(u) =r = |lul onde 7? = |ul® = >u?;
-1

(iii) mediante a aplicacio x~! : U — U e sua restricio x5! : Uy — Uy, as coordenadas cartesianas
originais ui,...,u, dependem linearmente da coordenada radial,

u; = rixghH(0y,...,0,_1) (A<i<n).

Obviamente, sistemas de coordenadas esféricas de R™ sdo sistemas de coordenadas adaptadas a todas
as esferas S*~1, pois fixando-se a coordenada radial igual a uma constante a, obtém-se um sistema
de coordenadas para a esfera de raio a. Reciprocamente, um sistema de coordenadas qualquer para a
esfera unitaria pode ser estendido, de forma Unica, a um sistema de coordenadas esféricas de R": um
exemplo é dado pondo Us =]0,21[ com

xg1(0) = (cos0,sin0)
para n =2, e Us =10, [x]0, 21r[ com
x§1(9,(p) = (cos O cosq, cosb sin, sin0)

para n = 3. ¢
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Dada uma subvariedade S de uma variedade M, podemos considerar a inclusao de S em M como
uma aplicacao

Entdo ¢ obvio pela construcdo da estrutura de variedade de S descrita acima que ig ¢ diferenciavel e
é uma imersao injetora. Mais do que isso: a topologia de S como variedade coincide com a topologia
induzida de S pela topologia de M, o que significa que a inclusao de S em M é um mergulho.

1.6 Definicdo Sejam S e M variedades e i : S — M uma imersdo injetora. Dizemos que i é um
mergulho se i é um homeomorfismo de S sobre suaimagem i(S) quando esta for munida da topologia
induzida pela topologia de M.

Verifica-se entdo que o conceito de subvariedade como definido aqui corresponde ao de uma sub-
variedade mergulhada e que existe a possibilidade de definir o conceito de uma subvariedade imersa
como sendo a imagem de uma imersao injetora qualquer. O seguinte exemplo classico mostra que este
é de fato um conceito mais geral.

1.3 Exemplo (fluxo racional e fluxo irracional no toro) Considere a aplicacao

qu: R — T?
S — (eis,ei)\S)

onde A é um parametro real. Obviamente, ¢, é uma imersdao, mas suas propriedades geométricas
dependem crucialmente de se A é racional ou irracional.

e Se A éracional, podemos escrever A = +p/q com inteiros p,q € N relativamente primos: entao
a aplicacdo ¢, é perioddica de periodo pq e portanto nao é injetora, mas ela induz uma imersao
injetora do circulo T no toro T2 que é um mergulho. Neste caso, a imagem de ¢, é uma coOpia
do circulo realizada como uma curva no toro que é fechada em T2, dando q voltas na primeira
direcdo e p voltas na segunda direcao até se fechar em si mesmo.

e Se A é irracional, a aplicacdo ¢, é injetora mas é apenas uma imersao injetora, sendo que nao
existe mergulho da reta real R no toro T2, uma vez que 0 toro ¢ compacto e a reta real nao é.
Neste caso, a imagem de ¢, é uma coOpia da reta real realizada como uma curva no toro que é
densa em T2 e nunca se fecha em si mesmo.

Em ambos os casos, a palavra “fluxo” se refere ao fato de que ¢, é solucdo de uma equacao diferencial
definida por um campo vetorial invariante sobre o toro T? - um aspecto que s se tornara totalmente
transparente usando nocoes basicas da teoria de grupos de Lie. O

Passando a estrutura tangente, notamos que para todo ponto s de S, podemos utilizar a derivada
Tsig : T,S — TgM dainclusédo ig : S — M para identificar o espaco tangente T,S da subvariedade S
com um subespaco do espaco tangente T,M da variedade ambiente M (isso vale ndo apenas para
subvariedades mergulhadas mas também para subvariedades imersas). Doravante, sempre suporemos
que tal identificacao tenha sido efetuada.
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1.2 Fibrados Vetoriais

Intuitivamente, um fibrado vetorial E de posto » sobre uma variedade M é obtido associando a cada
ponto m de M um espaco vetorial ¥-dimensional E;, de tal forma que, num sentido a ser especificado,
E,, depende diferenciavelmente de m. O primeiro passo para formalizar este conceito consiste em
definir o “espaco” E como sendo a unido disjunta de todos os espacos vetoriais E,

E= | En, (1.24)

meM

e introduzir a aplicacao 1 : E — M que associa a cada ponto e de E o Uinico ponto m de M tal que
e € E,,. Entdo a idéia de que E,, deve depender diferenciavelmente de m pode ser concretizada pela
exigéncia de que E seja localmente trivial sobre M, i.e., de que para todo subconjunto U aberto de M
suficientemente pequeno, a parte 71! (U) de E acima de U pode ser representada como o produto
cartesiano U X E de U com um espaco vetorial r-dimensional fixo E, sendo que a transicdo de uma
tal representacdo para outra deve ser diferenciavel. A formulacdo exata é analoga ao procedimento
adotado na definicdo de variedades.

1.2.1 Definicoes e Exemplos

1.7 Definicdo Sejam E e M dois conjuntos, ™ : E — M uma aplicacdo sobrejetora e E um espaco
vetorial (sobre R ou C) de dimensao finita.

1. Uma carta de fibrado vgtorial, ou simplesmente carta fv, de E sobre M (relativa a 11) é uma
quadrupla C = (U, ®, x,U) consistindo de
(i) um subconjunto U de M,
(i) um subconjunto aberto U de R",
(iii) uma bijecao

x: U — U
m — x(m)=(x'(m),...,x"(m)) "’
(iv) uma bijecao
o: (U — UxE

e —  ®(e) = (x(1(e)), P2(e)) ’
onde ®, = pr,od.!

Observe entdo que uma carta fv C = (U,®,x,U) de E sobre M pode ser ansiderada como a
juncdo de uma carta comum (U, x,U) de M e uma carta comum (rt—}(U),®,U x E) de E tal que
o seguinte diagrama comuta: !

Tl U) 2~ U xE

L

U—>X @

Ipara quaisquer dois conjuntos A; e A, denotamos por pr; e pr, as projecdes candnicas do produto cartesiano A x A
sobre os fatores A1 e Ap, respectivamente.
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2. Duas cartas fv C = (U,®,x,U) e C' = (U',®',x’,U’) de E sobre M sdo ditas compativeis se
UnNnU' =@ ou,quando UnNnU’ = J,sex(UnNnU’") e x'(UnU') sdo abertos de R™, as aplicacoes

x' ox i x(UnU') — X' (UNU)
xoxlix'(UnU) — x(UNU")
sado diferenciaveis e as aplicacoes

& odl: x(UNU)XE — xX'(UNnU')XE

bod 1 X' (UNnU)XE — x(UnNnU')XE

podem ser escritas na forma

(@ 0@ 1)(z,e) = (X ox1)(2), Tgp(2)-e) parazex(UnU'),eck

(@od 1)(2',e) = ((xox""1)(Z), Top(2))-€) paraz ex (UnU') e €L

Pog/L

Figura 1.6: Cartas e funcoes de transicdo entre cartas para fibrados vetoriais

com aplicacdes diferenciaveis
chr’cb . X(U N U’) - GL([E)
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Tq)lq)/: X’(UﬂU’) - GI_.([E)

onde GL(E) é o grupo geral linear de [, isto é, o grupo de todas as aplicacOes lineares inversiveis
de E em E. Obviamente,

Too (2') = Tep(2)7!

quando z' = (x’ ox~1)(z). As aplicacdes T (que assumem valores matriciais quando fixamos uma
base de E) sdo chamadas as funcoes de transicao entre as duas cartas fv.

1.8 Definicdo Sejam E e M dois conjuntos, ™ : E — M uma aplicacdo sobrejetora e E um espaco
vetorial (sobre R ou C) de dimensao finita.

(i) Um conjunto A = {Cx | x € A} de cartas fv Cy = (Ux, P, Xo, Ux) de E sobre M é chamado um
atlas de fibrado vetorial, ou simplesmente atlas fv, de E sobre M se:

(a) os dominios Uy recobrem M, ie., U Uy = M,
xEA

(b) quaisquer duas cartas fv de /A sdo compativeis.

(ii) Dois atlas fv A e A’ de E sobre M sdo ditos equivalentes se sua unido A U A’ também é um
atlas fv de E sobre M, isto é, se todas as cartas fv de A sdo compativeis com todas as cartas fv
de A'.

(iii) A classe de equivaléncia [A ] de um atlas fv A de E sobre M é chamada a estrutura de fibrado
vetorial, ou simplesmente estrutura fv, de E sobre M gerada por A.

(iv) O atlas fv A formado por todas as cartas fv de E sobre M que sdo compativeis com as cartas fv de
um dado atlas fv A de E sobre M é chamado o atlas de fibrado vetorial maximal, ou simplesmente
atlas fv maximal, gerado por A e representa a estrutura fv [ A ] de E sobre M gerada por A.

Novamente, esta definicdo contém uma afirmacado implicita, a saber que a relacdo entre atlas intro-
duzida no item (ii) realmente é uma relacao de equivaléncia.

1.9 Definiciao Um fibrado vetorial (real ou complexo) de posto * é uma quadrupla (E, M, 1r, E) onde
E e M sdo conjuntos, 1T : E — M é uma aplicacdo sobrejetora e E é um espaco vetorial ¥-dimensional
(sobre R ou C), munido de uma estrutura fv. As cartas fv do correspondente atlas fv maximal sdo
chamadas cartas fv admissiveis de E sobre M e cada atlas fv de E sobre M contido no correspondente
atlas fv maximal é chamado um atlas fv admissivel de E sobre M. Quando » = 1, dizemos que E é um
fibrado em linhas.

Para fibrados vetoriais, usa-se a seguinte nomenclatura:

E é o seu espaco total.
e M é o seu espaco base.

e 1T é a sua projecao.

E é a sua fibra tipica ou o seu espaco modelo.
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A seguir, especificaremos um fibrado vetorial (E, M, 17, E) dizendo que E é um fibrado vetorial sobre M
com projecdo 1 : E — M e fibra tipica E. Para todo ponto m de M, E,,, = w~1({m}) é a fibra de E
sobre m.

Para qualquer fibrado vetorial de posto 7, o espaco base M e o espaco total E sdo variedades,
a projecao 1 é uma submersao sobrejetora e toda fibra E;, possui naturalmente a estrutura de um
espaco vetorial ¥-dimensional, isomorfo a E. Para provar estas afirmacodes, observe que um atlas fv de
cartas fv (U, o, X, Ux) de E sobre M induz um atlas comum de cartas comuns (Uy, X«, Ux) de M
assim como um atlas comum de cartas comuns (1711 (Uy), ®«, Ux X E) de E. Ademais, para todo ponto
m de M, a estrutura de espaco vetorial de E pode ser transferida a E,, declarando que

proo®u|p, 1 Em — E

seja um isomorfismo linear, onde (Uy, ®«, X«, Ux) € uma carta fv de E sobre M tal que m € Uy, sendo
que esta estrutura ndo depende da escolha da carta fv utilizada.

Além disso, fibrados vetoriais sdo “localmente triviais”. Para esclarecer o significado técnico desta
afirmacao, precisamos introduzir as seguintes nocoes.

Primeiro, observamos que dado qualquer subconjunto aberto N de uma variedade M, um fibrado
vetorial E sobre M com projecao 1 induz, de forma natural, um fibrado vetorial E|y sobre N com
projecdo 1y chamado a restri¢do de E a N, definido por E|y = m~1(N) e Tty = 1|g|,. (As cartas fv
admissiveis (Uy,®n, xn, Un) de E|yx sdo obtidas das cartas fv admissiveis (U, @, Xm, Uy) de E com
Uu NN #= @ por restricao: Uy = Uy NN, &y = Pmlr1(uy), XN = Xmluy.) Essa restricdo ¢ um caso
especial da construcao do “pull-back” de um fibrado vetorial a ser apresentada logo adiante.

Segundo, notamos que o exemplo mais simples de um fibrado vetorial sobre uma variedade M é o
fibrado vetorial trivial padrao definido por

E = MXE e T = pry . (1.25)

Terceiro, precisamos esclarecer o significado do conceito de isomorfismo entre fibrados vetoriais,
pois para um fibrado vetorial ser chamado de trivial, basta que ele seja apenas isomorfo ao fibrado
vetorial padrdo. Mais geralmente, é importante especificar quais sdo as aplicacbes compativeis com a
estrutura de fibrado vetorial e, como passo inicial, com a estrutura de fibrado em geral:

1.10 Definicao Sejam E e F fibrados vetoriais sobre variedades M e N com projecdes 1z : E — M e
T 1 F — N, respectivamente. Um morfismo ou homomorfismo de fibrados de E em F é um par (f, f)
de aplicacoes diferenciaveis f:E — F e f: M — N tais que o seguinte diagrama comuta:

E——F
ﬁl lnF (1.26)
f
M ——N
Um morfismo ou homomorfismo de fibrados vetoriais, ou simplesmente morfismo fv ou homo-
morfismo fv, de E em F é um par (f, f ) de aplicacoes diferenciaveis f : E — F e f M — N tais
que o dlagrama (1.26) comuta e tais que para quaisquer duas cartas fv admissiveis (U, ®, x, U) de E

e (V,¥,y,V) de F com f(U) C V (caso contrario, substituimos o aberto U pelo aberto U N f L),
desde que este ndo seja vazio), a aplicacao

Yofodl: UXE — VXF (1.27)
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pode ser escrita na forma
(Yofodl)ze) = ((yOfOX_l)(Z),T\I,,q)(f)(z)-e) paraze U,ecE (1.28)

com uma aplicacao diferenciavel )
Tyo(f): U — L(ETF) (1.29)
onde L(E, F) denota o espaco das aplicacoes lineares de E em F. Em ambos os casos, também dizemos

que f é um morfismo ou homomorfismo de fibrados sobre f ou que f recobre f .Se M=Ne f éa
identidade, dizemos que f ¢ um morfismo ou homomorfismo estrito.

Mais uma vez, é suficiente verificar esta propriedade somente para as cartas fv de algum atlas fv
admissivel de E e algum atlas fv admissivel de F; ela vale entdo para todas as cartas fv admissiveis.
Note também que a composta g o f : E — G de homomorfismos de fibrados vetoriais f : E — F e
g : F — G é novamente um homomorfismo de fibrados vetoriais.

Yofod1

Figura 1.7: Representacdo local de um homomorfismo de fibrados vetoriais

A primeira parte da definicdo acima simplesmente afirma que um homomorfismo de fibrados é uma
aplicacao diferenciavel f entre os espacos totais que preserva fibras, i.e., tal que para ej, e» € E, vale

mg(e1) = mg(ez) = r(f(e1)) = mr(f(e2)) . (1.30)
De fato, neste caso, a aplicacado f :M — N pode ser construida a partir da aplicacao f : E — F pondo
f(rp(e)) = mp(f(e)) paraeckE. (1.31)

FORGER & ANTONELI FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS



1.2 FIBRADOS VETORIAIS 25

A segunda parte da definicdo significa entdo que, para definir um homomorfismo de fibrados vetoriais,
a aplicacdo f deve ser linear ao longo das fibras.

Dessa nocdo de morfismo ou homomorfismo, decorre da forma usual a de isomorfismo entre fibra-
dos vetoriais (estrito ou ndo) e de automorfismo de um fibrado vetorial,No caso nao estrito, podemos
concluir pelo menos que um isomorfismo f : E — F de fibrados vetoriais induz um difeomorfismo
f :M — N das respectivas variedades base.

Isso posto, podemos formular o conceito de trivialidade de fibrados vetoriais. Um fibrado vetorial
E sobre M ¢ chamado trivial se existe um isomorfismo fv estrito f : E — M x [E e, para qual-
quer subconjunto aberto N de M, é chamado trivial sobre N se existe um isomorfismo fv estrito
fn 1 EIN = N X E, sendo que qualquer tal isomorfismo fv estrito é chamado uma trivializacdo de E no
primeiro caso e uma trivializacao de E sobre N ou, quando ndo queremos especificar N explicitamente,
uma trivializacao local de E no segundo caso.

Assim, cartas fv se revelam como sendo o resultado de uma combinacao de cartas comuns do espaco
base com trivializacoes locais: uma carta fv (U, ®,x,U) de E sobre M, como ja vimos, induz uma carta
comum (U, x,U) de M em conjunto com uma trivializacao

(x ' xidg) o®: Fly — UXE

de E sobre U, de acordo com o diagrama

Ely=—=UXE——=UXE
Wul l/prl lph
v—4 y—X .y

Podemos resumir esta discussdo na afirmacao de que poderiamos ter adotado uma definicao do
conceito de fibrado vetorial diferente, porém equivalente a anterior:

1.11 Definicao Um fibrado vetorial é uma quadrupla (E, M, 1T, E) composta de

(i) uma variedade E chamada o espaco total,
(ii) uma variedade M chamada o espaco base,
(iii) uma aplicacao diferenciavel sobrejetora 1 : E — M chamada a projecao,

(iv) um espaco vetorial E chamado a fibra tipica ou o espaco modelo,

e satisfazendo o postulado de trivialidade local: existem um recobrimento aberto (Uy) xec4 de M e uma
familia (®4) xea de difeomorfismos

&y 1 (Uy) — Uy X E (1.32)

com prjoe®, = 1 para todo x € A, chamados de trivializacdes locais, tais que para quaisquer
&, €A com Uy NnUg + &, a aplicacdo

Oy 0 g 1 (UxNUp) X E — (Ua nUp) X E (1.33)
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¢ um difeomorfismo, linear no segundo argumento, que pode ser representado por uma funcao dife-
renciavel
Tag : Ux N Ug — GL(E) , (1.34)

chamada a correspondente funcao de transicao, conforme a férmula
(d)ao@El)(m,e) = (M, Typ(m) - e) para m € Uy NnUg, e € E. (1.35)

A seguir, especificaremos um fibrado vetorial (E, M, 1, E) dizendo que E é um fibrado vetorial sobre M
com projecao 1 e fibra tipica E. Para todo ponto m de M, E,, = w~1({m}) é a fibra de E sobre m.
Finalmente, uma familia (Uy, ®«)xca com as propriedades enunciadas acima também ¢é chamada um
atlas de trivializacoes locais de E, e adotamos a terminologia usual de atlas equivalentes, de atlas
maximais e de trivializacdes locais admissiveis, como nas Definicoes 1.8 e 1.9.

Note que podemos sempre escrever o espaco total de um fibrado vetorial como a unido disjunta das
suas fibras, o que deixa 6bvio qual é a definicdo da projecao r:

E= U Emn , m(u) = m para u € Ey, .
memM

Esta decomposicao pode ser vista como uma folheacao regular de E por espacos vetoriais E,, mergu-
lhados em E como subvariedades e todos isomorfos ao espaco modelo E, sendo que para todo ponto m
de M, podemos escolher uma trivializacdo admissivel ® : t=1(U) — U x E de E sobre uma vizinhanca
aberta U de m em M cuja restricao a fibra E,, proporciona um isomorfismo linear

Como acabamos de concluir, qualquer fibrado vetorial é localmente trivial, mas vale enfatizar que,
em geral, ndo é globalmente trivial, como pode ser ilustrado considerando-se o seguinte exemplo.

1.4 Exemplo (cilindro e faixa de Mébius) Tanto o cilindro como a faixa de Mobius sao fibrados em
linhas (reais) sobre o circulo S! cujos espacos totais podem ser formalmente construidos da seguinte
maneira: Em R X R, considere a relacao de equivaléncia definida por

(s,t) ~ (s, t") se e somente se s'=s+k e t' =(+x1)*t paraalgum ke Z,

onde o sinal superior se refere ao cilindro e o sinal inferior a faixa de Mobius. Sejam E o espaco
quociente E =R X R/~ e
p: RxXxR — E

(s,t) — p(s,t)=[s,t]

a projecao quociente. Definimos
m: E — St
[s,t] — e2Tis

Pomos Uy = S'\ {1}, Uz = ST\ {1}, U = 10,1[, U2 = ]-1/2,1/2[ e observamos que, para j = 1,2, a
restricdo de p a U; x R é uma bijecdo sobre 1w~ (U;) cujo inverso denotaremos por ®;:

<I>J'Z Tl'fl(UJ') — 0j><[R
[s,t] —  (s,t)
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Também definimos .
xj: U — Uj
elmis S
e concluimos que (U;,®;, x;,U;) é uma carta fv de E sobre S!. Para calcular a fun¢éo de transicdo entre
as duas, note que

x1(UynUz) = 10,1/2[V]1/2,1[ , 22U nU2) = 1-1/2,0[U]0,1/2[.

Entao
( _1)( - s para 0<s<1/2
XeoXi W= o para 1/2<s<1
( “1y(s) = s para 0<s<1/2
XreXe )= o para —1/2<s<0
e

(s,t) para 0<s<1/2

oyl =
(P, 0o by ) (s, 1) {(5_1’4_4) para 1/2<s<1

(s,t) para 0<s<1/2

o -1 =
(@) 0 @) (s, 1) {(su,it) para -1/2<s<0

o que significa que a funcao de transicdo correspondente vale 1 sobre o semi-circulo superior (onde
0 <5 <1/2)e =1 sobre o semicirculo inferior (onde 1/2 < s <1 ou —1/2 < s < 0). Assim, segue que
{(Uj,®j,xj,R) | j = 1,2} éum atlas fv de E. Para o sinal superior, ¢ facil ver que o espaco total E pode
ser identificado com o produto direto S! x R que representa um cilindro: este fibrado é trivial. Para o
sinal inferior, no entanto, o espaco total representa a faixa de Mobius onde a reta inverte sua orientacao
quando damos uma volta ao longo do circulo: este fibrado é ndo-trivial. E interessante notar que, a
menos de isomorfismos, estes dois sao de fato os unicos dois fibrados em linhas reais sobre o circulo:
é possivel mostrar que qualquer fibrado em linhas real sobre o circulo ou é trivial ou é isomorfo a faixa
de Mobius.

A mesma analise pode ser aplicada para construir fibrados em linhas complexos sobre o circulo: basta
substituir R x R por R x C e o fator +1 por e2™/? com p € Z, isto é, por qualquer raiz primitiva da
unidade. Assim, obtém-se uma familia de fibrados em linhas complexos sobre o circulo parametrizada
pelos inteiros, e é possivel mostrar que qualquer fibrado em linhas complexo sobre o circulo é isomorfo
a exatamente um deles. o

Também temos um analogo para fibrados vetoriais da definicado de subvariedade de uma variedade.

Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M com projecdao 71z : E — M e fibra tipica E.
Um subconjunto F de E é chamado um subfibrado vetorial de E se existem um subespaco vetorial F
de E e, para todo ponto m de M, uma carta fv admissivel (U, &, x, U) de E em torno de m (i.e., com
m € U) tal que

(' (U)NF) = UXF, (1.36)

ou equivalentemente, uma trivializacdo local admissivel &, : ;1(U) — U x E de E em torno de m
(i.e., com m € U) tal que
dp(m(U)NF) = UXF. (1.37)

Qualquer carta fv admissivel de E com a propriedade (1.36) e qualquer trivializacdo local admissivel
de E com a propriedade (1.37) é chamada de adaptada a este subfibrado vetorial.
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Para justificar essa terminologia, precisamos como no caso de subvariedades mostrar que um sub-
fibrado vetorial é realmente um fibrado vetorial no sentido da Definicdo 1.9 ou 1.11, em relacdo a
projecdo T : F — M definida como a restricdo da projecdo 7z : E -~ M a F, de modo que para
todo ponto m de M, temos F,, = F n E;;,. Para tanto, observamos que dada uma carta fv admissivel
(U, g, x, U) de E adaptada a F, obtemos uma carta fv (U, dr, x, U) de F, chamada a carta fv induzida,
definindo ® como sendo a restri¢do de ®; a 1 (U) = Fn1; 1 (U), e de maneira semelhante, que dada
uma trivializacao local admissivel &g : 1z L(U) - UXE de F adaptada a F, obtemos uma trivializacao
local &, : 7' (U) — U x F de F, chamada a trivializacéo local induzida, definindo ®; como sendo
a restricdo de ®; a ;' (U) = F n 1z (U). E facil ver que a compatibilidade entre cartas fv e entre
trivializacdes locais é preservada sob tais restricoes, de modo que todo atlas fv admissivel de cartas fv
de E adaptadas a F induz um atlas fv de F, chamado o atlas fv induzido, e passando a classes de
equivaléncia de atlas fv, ou atlas fv maximais, obtemos a estrutura de fibrado vetorial de F induzida
pela estrutura de fibrado vetorial dada de E, que torna F um fibrado vetorial sobre M com projecdo 1y
e fibra tipica F tal que a inclusio de F em F é um homomorfismo estrito de fibrados vetoriais sobre M
que, em todo ponto m de M, define a inclusdo da fibra F,,, como subespaco da fibra E,.

Finalmente, introduzimos um conceito de importancia fundamental.

1.12 Definicdo Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M com projecdo 1 : E — M e fibra
tipica F. Uma secdo de E é uma aplicacdo @ : M — E que satisfaz 1T o @ = idyy, ou seja,

@(m) € Epy para me M. (1.38)

Mais geralmente, uma secao de E sobre um aberto N de M é uma secdo de E|y. Quando nio que-
remos especificar N explicitamente, falamos de uma secao local de E ou, se N for vizinhanca de um
determinado ponto mg de M, de uma secao local de E em torno de my.

M//\

Figura 1.8: Secoes de fibrados vetoriais

Note que ndo impomos nenhuma condicao especifica “a priori” sobre como @ (m) deve depender de m.
A condicao mais natural é exigir que @ seja diferenciavel, mas nada impede considerar outras opcoes,
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sendo que secOes continuas, secoes quadraticamente integraveis e até secdes distribucionais se tornam
importantes em muitas aplicacoes. Em geral, tais secoes formam espacos vetoriais sob a adicao e a
multiplicacado por escalares e, mais do que isso, médulos sobre o anel §(M) das funcdes diferenciaveis
sobre M, sendo que todas essas operacoes sdo definidas pontualmente, conforme

(+@)(m) = (m) +@'(m) parameM,
Ap)(m) = Ap(m) para m € M, (1.39)
(fe)m) = f(m) p(m) para me M .

Aqui, consideraremos apenas se¢des de classe C®, e denotaremos o espaco vetorial de todas as se¢des
de classe C® de um fibrado vetorial E sobre M por I'(E) ou, quando queremos enfatizar o grau de
diferenciabilidade, por I'*(E). Se N é um aberto de M, escrevemosI'(N,E) emvez deI'(E|y) oul'* (N, E)
emvez deI'*(E|y).

Quando E ¢ o fibrado vetorial trivial padrdao M x E, podemos escrever @(m) = (m, f(m)) e as-
sim estabelecer um isomorfismo linear I'(M X E) = C*(M, E). Portanto, secdes de fibrados vetoriais
generalizam funcoées a valores vetoriais.

Mais geralmente, para um fibrado vetorial E sobre M de posto ¥ cuja restricio a um aberto N de M
é trivial, é conveniente introduzir o conceito de uma base de secdes de E sobre N: é um conjunto
{e1,...,e,} de secOes de E sobre N tal que para todo ponto m de N, o conjunto {e;(m),...,e,(m)} é
uma base da fibra E,,. Neste caso, qualquer secdo @ de E sobre N admite uma tinica expansao

@ = p¥ey (1.40)

com funcoes coeficiente @* € §(N). Obviamente, a escolha de uma tal base de secoes de E sobre N
equivale a escolha de uma trivializacdo de E sobre N em conjunto com uma base da fibra tipica E.
Quando nao queremos especificar N explicitamente, falamos de uma base de secoes locais de E.

Como aplicacdo deste conceito, podemos formular uma condicdo equivalente a definicdo de sub-
fibrado vetorial em termos de bases de secoes locais. Um subconjunto F de um fibrado vetorial E sobre
uma variedade M é um subfibrado vetorial de E se para todo ponto m de M o conjunto F,, = F N E,
¢ um subespaco do espaco vetorial E;, e se para todo ponto m de M existem uma vizinhanca aberta
Uy, de m em M e uma base {eq,...,e,} de secdes de E sobre U, tal que para todo ponto m’ de Uy, 0
conjunto {e;(m’),...,e;(m’)} é uma base de F,, (assim, E tera posto v e F tera posto s).

1.2.2 Fibrado Tangente

O exemplo mais importante de um fibrado vetorial sobre uma variedade M é o fibrado tangente TM
de M. Como conjunto, o espaco total TM é simplesmente a unido disjunta de todos os espacos tan-
gentes:

™ = |J TmM. (1.41)
meM
A projecdo Obvia serd denotada por Ty,:
Ty:TM - M. (1.42)

Para estabelecer a estrutura de fibrado vetorial, observe que toda carta comum (U, x,U) de M induz
uma cartafv (U, Tx, x,U) de TM se definirmos, para todo ponto m de U, arestricdo de Tx a T, M como
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sendo o isomorfismo linear T, x introduzido na equacao (1.8). Explicitamente, Tx : T]\}l (U) - UxR"
¢é definido exigindo que para toda curva y passando por algum ponto m de U,

T (S ) = (xoon, 5 x(y(t))‘ - (1.43)

dt

Ademais, considerando outra carta comum (U’,x’,U’) de M que induz a carta fv (U’,Tx',x’,U")
de TM, temos

(Tx o (Tx) H(z,v) = (X ox)(2),Ds(x" ox1)-v) parazex(UnU),veR", (1.44)

ou seja, as funcoes de transicdo entre estas cartas fv de TM resultam das funcdes de transicao entre
as cartas comuns de M tomando a derivada, ou matriz jacobiana.

Finalmente, se ¢ : M — N é uma aplicacao diferenciavel entre variedades, definimos a aplicacao tan-
gente a ¢ ou simplesmente derivada de ¢ como o homomorfismo de fibrados vetoriais T¢p : TM — TN
sobre ¢ : M — N definido pela mesma féormula que antes, em termos de curvas:

ch( y(t)‘ ) = %(b(y(t)) o (1.45)

A regra da cadeia fica ainda mais simples: dadas aplicacdes diferenciaveis ¢ : M - N e ¢ : N - P
entre variedades, a derivada da composta é igual a composta das derivadas:

T(Wod) = TY o T . (1.46)

Esta propriedade, em conjunto com o fato de que a aplicacao tangente a identidade de M é aidentidade
de TM, significa que T é um funtor covariante da categoria das variedades para a categoria dos fibrados
vetoriais, o funtor tangente, justificando assim a notacado empregada.

As secoes do fibrado tangente TM de uma variedade M sdo chamadas de campos vetoriais sobre M
e o conjunto dos campos vetoriais sobre M (de classe C*®) sera denotado por X(M). Cada carta fv
(U, Tx,x,U) de TM induzida por uma carta comum (U, x,U) de M determina uma base {01,...,0,}
de campos vetoriais 0, sobre U chamada a base coordenada correspondente; também se usa a notacao

Mais geralmente, qualquer carta fv (U,®,x,U) de TM também determina uma base {ey,...,e,} de
campos vetoriais sobre U, chamada de referencial para M sobre U ou, quando ndo queremos especificar
U explicitamente, de referencial local para M. Os referenciais locais induzidos por coordenadas locais
sdo especiais, pois vale a seguinte

1.2 Proposicao Seja {ei,...,en} um referencial local para uma variedade M. Entdo para todo ponto
m de M, existe um sistema de coordenadas locais x* em torno de m tal que e, = 0, (1 <Spu<n) see
somente se 0s e, (1 < pu < n) comutam sob o colchete de Lie, i.e., [ey,ey] =0 (1 < u,v < n) Se esta
condicdo for satisfeita, {el, ...,en} é chamado um referencial local holénomo.

Demonstracao: Inicialmente, recordemos a formula para o colchete de Lie [X, Y] de dois campos
vetoriais X, Y em termos de um sistema de coordenadas locais x* qualquer: escrevendo X = X*9,,
Y =YHo, e [X,Y] = [X,Y]"0,, temos

oYH

OX*
v R va%
XY = XY =YY S
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A implicacdo “=" segue entdo do fato de que [0y,0v] = 0 (1 < u,v < n). A implicacdo “<" é uma
aplicacao do teorema de Frobenius. Mais especificamente, fixemos um ponto m qualquer no dominio do
referencial, escolhamos um sistema qualquer de coordenadas locais y* em torno de m e expandimos
0s campos vetoriais da correspondente base coordenada em termos dos campos vetoriais ey,

0
0y«

= ekey,

com uma matriz (n x n) de funcoes diferenciaveis ek definidas sobre uma vizinhanca aberta adequada
de m. Entdo, para que exista um sistema de coordenadas locais x* tal que e, = d, (1 < u < n), as
funcées x# devem satisfazer o seguinte sistema de equacoes diferenciais parciais:

oxH
Sy & (1.47)
Obviamente, as relacdes de integrabilidade
del, el
_ B
W = aya . (148)

sdo condicOes necessarias para a existéncia de uma solucao, sendo que a afirmacao central do teorema
de Frobenius é que sdao também suficientes [DIE]. Por outro lado, temos

0 = [ o 2 } = leteu,efey]

3y 3yF exey [ey,ev] + ex (ey - ep) ey — ej (e - ex) ey

dely  oel
exep ley,ev] + ( - “)eu,

aya_W

e portanto as relacoes [ey,ey] = 0 (1 < y,v < n) constituem uma reformulacdo das condicoes de
integrabilidade do teorema de Frobenius. O

1.2.3 Construcoes Funtoriais

A partir de um fibrado vetorial ou de varios fibrados vetoriais, todos sobre a mesma variedade base M,
podemos construir novos fibrados vetoriais sobre M aplicando certas operacoes de algebra linear ou
multilinear as fibras. Formalmente, estas operacdes tém o caracter de funtores diferenciaveis.

Tecnicamente, um funtor diferenciavel covariante na categoria dos espacos vetoriais com iso-
morfismos é uma prescricao F que

(a) a cada espaco vetorial E associa um novo espaco vetorial F(E), e

(b) acadaisomorfismo f:E — F de espacos vetoriais associa um novo isomorfismo F(f) : F(E) — F(F)
de espacos vetoriais tal que

F(gof) = F(@)oF(f) e  F(idg) = idgg , (1.49)
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com a seguinte propriedade adigional: se U é um aberto em R" e f é uma aplicacao f :U — Iso(E, F)
diferenciavel, entdo a aplicacdo F(f):U — Iso(F(E),F(F)) definidapor F(f)(u) = F(f(u)) para u € U
também ¢ diferenciavel.

A seguir, mostraremos que tais funtores podem ser levantados, ou estendidos, de espacos vetoriais
para fibrados vetoriais sobre uma variedade base M fixa.

1.3 Teorema (levantamento de funtores) Seja M uma variedade. Qualquer funtor diferencidavel
covariante na categoria dos espacos vetoriais com isomorfismos, denotado por F, digamos, induz um fun-
tor correspondente na categoria dos fibrados vetoriais sobre M com isomorfismos estritos, que também
denotaremos por F, tal que para todo fibrado vetorial E sobre M, todo isomorfismo estrito f :E — F de
fibrados vetoriais sobre M e todo ponto m de M, vale

F(E)m = F(Em) » F(D) e, = F(flg,) - (1.50)
Demonstracdo: Se E e F(E) sao fibrados vetoriais sobre M, temos

E= |JExn e FE = | FE)n.

meM meM

Ademais, cada trivializacdo admissivel & : E|y — U X E de E sobre um aberto U de M induz uma
trivializacdo F(®): F(E)|y — U xF(E) de F(E) sobre U definida da maneira 6bvia: se, para todo ponto
mde U, &, : E;; — E denota a restricdo de @ a fibra E,;, de E sobre m e F(®),, : F(E);, — F(E) denota
arestricao de F(®) a fibra F(E), de F(E) sobre m, entdo a equacao (1.50) exige que

F(E)m = F(Em) € F(®)m = F(Pm) .
Logo, a funcado de transicao T§B : Ux N Ug — GL(E) entre duas trivializacoes admissiveis ¢ de E
sobre Uy e ®g de E sobre Ug determina a funcdo de transicdo T;(BE) :UxnUg — GL(F(E)) entre as
trivializacoes induzidas F(®) de F(E) sobre Uy e F(®g) de F(E) sobre Ug conforme
Tog = F(TEp)

uma vez que, para todo ponto m de Uy N Ug,

TZ(BE)(m) = F(cbo()mo F((I)B);’Ll = F((q)(x)m) OF((CI)B)m)_l = F((CI)D()WLO ((I)B);’ll) = F(Tgﬁ(m)) '
Portanto, como TiB ¢é diferenciavel, TE((BE) também é. O

1.5 Exemplos Os exemplos mais importantes de funtores diferenciaveis covariantes na categoria dos
espacos vetoriais com isomorfismos sdo os seguintes.

1. Dual inverso: O dual inverso pode ser visto como um funtor que associa a cada espaco vetorial E
seu espaco dual E* e a cada aplicacdo linear inversivel f : E — F sua transposta inversa f*~!:
E* — F*. Este funtor é diferenciavel, pois a aplicacao

Iso(E,F) — Iso(E*,[F*)
S

constitui um conjunto de funcdes racionais e portanto ¢é diferenciavel (de classe C*).
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2. Poténcias tensoriais, simétricas e exteriores: Para p > 2 fixo, a p-ésima poténcia tensorial,
a p-ésima poténcia simétrica e a p-ésima poténcia exterior podem ser vistas como funtores que
associam, respectivamente, a cada espaco vetorial E sua p-ésima poténcia tensorial @” [, sua
p-ésima poténcia simétrica \/¥ E e sua p-ésima poténcia exterior A” E e a cada aplicacdo linear
inversivel f:E — F sua p-ésima poténcia tensorial ®” f: Q" E — Q" F, sua p-ésima poténcia
simétrica \/* f: VP E — /P F e sua p-ésima poténcia exterior A” f: A\Y E — A\” F. Todos estes
funtores sao diferenciaveis, pois cada uma das aplicacoes

Iso(E,F) — Iso(®"E,R"F)
S — Q" f ’
Iso(E,F) — Iso(\V’E,VPF)
S — VP f

e
Iso(E,F) — Iso(A’PE,APF)
S — N f
constitui um conjunto de polindbmios (de grau p) e portanto é diferenciavel (de classe C*). o

O procedimento de levantamento de funtores estabelecido pelo teorema acima pode ser aplicado a
outros tipos de funtores diferenciaveis. Por exemplo, um funtor diferenciavel na categoria completa dos
espacos vetoriais (cujos morfismos sdo todos os homomorfismos, ou seja, todas as aplicacoes lineares,
e ndo apenas os isomorfismos, ou seja, as aplicacoes lineares inversiveis), induz, para cada variedade M,
um funtor correspondente na categoria dos fibrados vetoriais sobre M com homomorfismos estritos e
nao apenas com isomorfismos estritos. Notamos que os funtores das poténcias tensoriais, simétricas
e exteriores consideradas acima sdo deste tipo. Numa outra direcdo, podemos considerar funtores
diferenciaveis contravariantes, tanto na categoria dos espacos vetoriais com isomorfismos como na ca-
tegoria completa dos espacos vetoriais, que diferem dos funtores covariantes no sentido de “inverter as
flechas” e “trocar a ordem na composicao”: associam a cada espaco vetorial E um novo espaco vetorial
F(E) e a cada isomorfismo ou homomorfismo f :E — F de espacos vetoriais um novo isomorfismo
ou homomorfismo F(f) : F(F) — F(E) de espacos vetoriais de modo que F(go f) = F(f) o F(g).
Finalmente, podemos também considerar funtores com dois ou mais argumentos. Para todos eles, vale
um analogo do teorema de levantamento formulado acima.

1.6 Exemplos Os exemplos mais importantes de funtores diferenciaveis contravariantes ou com mais
de um argumento na categoria dos espacos vetoriais sao os seguintes.

1. Dual: O dual pode ser visto como um funtor que associa a cada espaco vetorial E seu espaco dual
E* e a cada aplicacdo linear f : E — [ sua transposta ou dual f* : F* — E*.

2. Soma direta: A soma direta pode ser vista como um funtor que associa a cada par (E;, Ep) de
espacos vetoriais sua soma direta E; ® E» e a cada par (fi, f») de aplicacoes lineares f;:E; — [y
e fo:E» - Fp suasomadireta f1 o fo:Ei®E, -~ Fy @ F».

3. Produto tensorial: O produto tensorial pode ser visto como um funtor que associa a cada par
(E1,Ez) de espacos vetoriais seu produto tensorial F; ® E, e a cada par (f1,.f2) de aplicacbes
lineares f;:Ey — F; e f>:[E» — F» seu produto tensorial f1 ® fo:Ei1 ®Er — F1 ® F».

O primeiro é um funtor contravariante e os ultimos dois sdo funtores covariantes com dois argumentos.
E facil verificar que todos sao diferenciaveis (de classe C*). o
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Considerando os funtores induzidos de dual, de soma direta e de produto tensorial para fibrados
vetoriais sobre uma variedade base fixa M, o primeiro associa a cada fibrado vetorial E sobre M seu dual
E* e a cada homomorfismo estrito f : E — F de fibrados vetoriais sobre M seu dual f* : F* — E*,
enquanto que os ultimos dois associam, respectivamente, a cada par (Ej, E») de fibrados vetoriais
sobre M sua soma direta ou soma de Whitney E; @ E> e o seu produto tensorial £; ® E» e a cada par
(f1, f2) de homomorfismos estritos f; : E; — F; e f»:E, — F» de fibrados vetoriais sobre M sua
soma direta f1 @ f>:E; ® Ex — F; @ F» e o seu produto tensorial f; ® f»: E; ® E» — F; ® F». Outros
funtores podem ser obtidos a partir destes por composicao e iteracao.

Os fibrados vetoriais obtidos a partir de um fibrado vetorial por uma dessas construcoes funtoriais
serdo chamados seus descendentes. Em particular, podemos aplicar essas construcoes funtoriais ao
fibrado tangente TM de uma variedade M.

¢ O dual do fibrado tangente TM de M ¢ o fibrado cotangente de M, denotado por T*M.

¢ O produto tensorial da p-ésima poténcia tensorial de TM e a g-ésima poténcia tensorial de T*M
é o fibrado dos tensores de tipo (p,q) ou fibrado dos tensores p vezes contravariantes e g
vezes covariantes sobre M, denotado por T,f M. Em particular,

TIM = MxR , T¢M = TM , T’M = T*M .

o A p-ésima poténcia exterior de T*M é o fibrado das p-formas sobre M, denotado por \¥ T*M.

o A p-ésima poténcia exterior de TM ¢é o fibrado dos p-multivetores sobre M, denotado por \” TM.
As secoes destes fibrados vetoriais recebem nomes especiais:

e Secoes de TM sdao chamadas de campos vetoriais sobre M. O espaco dos campos vetoriais de
classe C® sera denotado por X(M).

e Secoes de T*M sao chamadas de campos covetoriais ou formas diferenciais de grau 1 ou sim-
plesmente 1-formas sobre M. O espaco dos campos covetoriais ou 1-formas de classe C* sobre M
sera denotado por X* (M) ou Q! (M).

e Secoes de T,f M sao chamadas de campos tensoriais de tipo (p, g) ou p vezes contravariantes e q
vezes covariantes sobre M. O espaco dos campos tensoriais de tipo (p, q) de classe C*® sobre M
sera denotado por T, (M).

e Secoes de \¥ T*M sdo chamadas de formas diferenciais de grau p ou simplesmente p-formas
sobre M. O espaco das p-formas de classe C* sobre M sera denotado por Q7 (M).

e Secoes de AP TM sdo chamadas de campos multivetoriais de grau p ou simplesmente p-
multivetores sobre M. O espaco dos p-multivetores de classe C® sobre M serd denotado por
XP(M).

Finalmente, se E é um fibrado vetorial sobre M, secdes do seu produto tensorial com um dos fibrados
vetoriais ora mencionados sao caracterizados pela expressdo “a valores em E” ou “com coeficientes
em E”. Em particular, secoes de A\¥ T*M ® E sdo chamadas de formas diferenciais de grau p ou
simplesmente p-formas sobre M a valores em E. O espaco das p-formas de classe C* sobre M a
valores em E sera denotado por Q7 (M, E).
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1.2.4 Expressoes Locais

A seguir, apresentaremos expressoes locais para secdes do fibrado tangente e de seus descendentes
em relacdo a um sistema de coordenadas locais ou, mais geralmente, em relacdo a um referencial local
para a variedade base, assim como de um fibrado vetorial geral e de seus descendentes em relacao a
uma base de secoes locais.

Consideremos entdao um sistema de coordenadas locais x# em M (definido em um aberto U de M que
serd fixado de agora em diante) e o referencial local holénomo {0,,...,0, } para M por ele induzido.
Essabase de campos vetoriais locais J,, induz bases de se¢des locais em todos os fibrados descendentes
do fibrado tangente TM:

1. uma base {dx!,...,dx"} de 1-formas locais dx* sobre M,

2. uma base
{0 ®...00,dx"®...9dx" | 1 <p,...,Up,V1,..., Vg < N}

de campos tensoriais locais de tipo (p,q) sobre M,

3. uma base
{dxt AL ndxtr [1 < <. <pp <}

de p-formas locais sobre M.
A primeira delas é a base dual a base original, definida por
(dx*,9,) = &4 . (1.51)

Mais geralmente, consideremos um referencial local {e,...,e,} nado necessariamente holénomo
para M. Da mesma forma que antes, essa base de campos vetoriais locais e; induz bases de secbes
locais em todos os fibrados descendentes do fibrado tangente TM:

1. uma base {e!,...,e"} de 1-formas locais e sobre M,

2. uma base , ,
{e,®...®¢,®el'®...®eM | 1<1iy,...,ip, j1,...,Jg <N}

de campos tensoriais locais de tipo (p,q) sobre M,

3. uma base ‘
{e" Aone? |[1<ip<...<ip<n}

de p-formas locais sobre M.
A primeira delas é a base dual a base original, definida por
(eej) = 65. (1.52)

Nestas condicdes, um campo vetorial X € X(M), um campo covetorial & € X* (M), um campo tensorial
te 'CZ (M) euma p-forma w € QF (M) sobre M admitem expansdes da forma

X = XM3, , E = E,dxH, (1.53)

ou ' '
X =X'e , &= §e', (1.54)
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b=ty v Oy ®... ®0, ®dx" ®... ®dx" (1.55)
ou
t =t Ve, ®... 0¢0ele.. 0el, (1.56)
e
1
w = > Wyyopy AXFEA A XY = — 0y, dXFT AL A X (1.57)
I <..<pp<n p:
ou

w = > Wi..i, €1 AL AEY =
1<ip<.<ip<n

1 @iy LN L (1.58)

; i ~ - . -
onde X*, X', &, &, tv. v, tj:_.j‘;, Wyy...p, € Wi..i, sd80 funcdes sobre M definidas no dominio das

coordenadas locais ou dos referenciais locais considerados.

Sob uma transformacao de coordenadas x* — x’¥, as bases dos 0, e dos dx* se transformam
conforme
oxH ox'¥

I oy , dx* — dx'* = Ixch dxH | (1.59)

oy — 3 =

enquanto que as funcoes coeficiente se transformam conforme

, ox'~ , oxH
XH L XK = xh XK EIJ N gK — ax—’K gu , (1.60)
Mo Hp TKlKp ax’« ox'kr ox™ dxVa Ui Hp
tv;.. a t Alwdg — OxHL T OxMr gx'M T Jx'Ma VieVg (1.61)
e
, oxH OxHr
T U I I Wy .y - (1.62)

De maneira analoga, sob uma mudanca de trivializacdo local, as bases dos e; e dos e’ se transformam
conforme

e, — e, =ale , e — e’k = (aHkel, (1.63)

onde a é uma funcdo a valores no grupo das matrizes inversiveis n X n, enquanto que as funcoes
coeficiente se transformam conforme

j k -1k yi i
Xt — x'k=@hHkx', | & — g = al g, (1.64)
T tkiky 1k _1nkp 1 Ja yiteip
L ty, =@y ..@), ay...ap t; """, (1.65)
e
’ _ i1 iV
Wi iy ™ Ok, = Ay eee A, Wy (1.66)
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Finalmente, voltando ao caso geral de um fibrado vetorial E de posto v sobre M, consideremos uma
base {e1,...,e,} de secoes locais ey de E. Da mesma forma que antes esta base induz bases de secoes
locais em todos os fibrados descendentes de E:

1. umabase {el,...,e"} de secdes locais e* do fibrado dual E*,

2. uma base
{ea ®...0ex, ®P ®...0eP |1 <oq,...,0p,B1,...,Bg <7}

de secoes locais do fibrado tensorial T; E,

3. uma base
{e¥ A ne®|l<o<...<&p <t}

de secdes locais do fibrado exterior dual A” E*.
A primeira delas é a base dual a base original, definida por
(e, ep) = 65 . (1.67)

Ainda da mesma forma que antes, uma secdo local s de E, uma secdo local s* de E*, uma secao local t
de T,f E e uma secdo local w de A\” E* admitem expansdes da forma

s = s%ey , S$* = sye*, (1.68)
b= tg g eq ®...0eq, 8P ®... gef, (1.69)
e
— X1 Xp _— i X1 Xp 170
w = > Weooay €5 AL NP = r Wa.oy €A A (1.70)

I <..<apsvr

o] ... X ~ ~ .. s . ~
onde s%, sy, tﬁll___ﬁq’” € Wq,...«, 840 fungdes sobre M definidas no dominio comum das bases de se¢oes
locais consideradas. Por fim, sob uma mudanca de trivializacao local, as bases dos e, e dos e% se
transformam conforme

ex — €y, = gSex , ¥ — e’V = (g Hke”, (1.71)

onde g é uma funcao a valores no grupo das matrizes inversiveis » X ¥, enquanto que as funcoes
coeficiente se transformam conforme

s — Y = (gHESY , sa — Sy = G5 S« (1.72)
oK. & IY1-Y, —1.\Y —1.\Y] B Bg ,&X1..&
tﬁl---B: - t 5155 = (g )(xll... (g )o(’; g5;... g&: tﬁl---ﬁ:’ (1.73)
e
Waycy — Oy, = (@DE - (97 Waary - (1.74)
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1.2.5 “Pull-Back”

Além das construcoes funtoriais apresentadas acima, existe outro procedimento basico para construir
novos fibrados vetoriais a partir de um fibrado vetorial dado, que é conhecido como o “pull-back” de um
fibrado vetorial por uma aplicacdo entre as respectivas variedades base. (Também se usa a expressao
“fibrado vetorial induzido”, que infelizmente é pouca especifica quanto ao significado da expressao
“induzido”.) Ao contrario das construcoes funtoriais que modificam as fibras mas deixam a variedade
base inalterada, esta construcdo substitui a variedade base por outra sem afetar as fibras.

Dados um fibrado vetorial E sobre uma variedade M com projecao 7 : E — M e uma aplicacao
diferenciavel ¢ : N — M de uma outra variedade N em M, consideremos o conjunto
¢*E = {(n,e) e NXE | ¢p(n)=mg(e)}. (1.75)

Denotando a restricao da primeira projecao pr; : N XE - N a ¢*E por Tl € A Testricao da segunda
projecao pro:N X E — E a ¢*E por ¢, temos entdo o seguinte diagrama comutativo:

¢*EL>

,Tml l - (1.76)
¢
N——M

Ademais, cada trivializacdo admissivel & : E|y — U X E de E sobre um aberto U de M induz uma
trivializacdo ¢*®: ¢*El ;1) — ¢~1(U) X E de ¢p*E sobre o aberto ¢~1(U) de N definida da maneira
Obvia: se,para m e U e n € ¢~1(U), & : Em — E denota a restricdo de & a fibra E,; de E sobre m e

(¢p*®)y : (Pp*E)y, — E denota a restricdo de ¢p*@ a fibra (p*E), de ¢p*E sobre n, entdo
(¢*E)n = E(l)(n) € (¢*q))n = q)d)(n) . (1.77)
Logo, a funcao de transicao T§B Uy nUg — GL(E) entre duas trivializacdes admissiveis ¢, de E
sobre U, e by de E sobre Ug determina a funcdo de transicao Tqb;E t 1 (Uy) N d)*l(Uﬁ) — GL([E)

&

entre as trivializacoes induzidas ¢p*®, de ¢p*E sobre p=1(U,) e <l>*CI>B de ¢p*E sobre ¢! (Up) conforme

thf = thio . (1.78)

Portanto, como Tgﬁ e ¢ sao diferenciaveis, TZ()B* ¥ também é.

1.13 Definicao Dados um fibrado vetorial E sobre uma variedade M com projecao 1t e uma aplicacao
diferenciavel ¢ : N — M de uma outra variedade N em M, o fibrado vetorial ¢p*E sobre N com pro-
jecao 1y, assim construido é chamado o pull-back de E para N via ¢, e o homomorfismo de fibrados

vetoriais ¢ sobre ¢ assim construido é chamado o levantamento canénico de ¢ (para E).

A maneira mais concisa e intuitiva (se bem que incompleta) de visualizar essa construcao é notar que
as fibras dos dois fibrados sdo idénticas: a mudanca da variedade base significa apenas um reetiqueta-
mento das fibras:

(¢*E)n = Epm) para n € N . (1.79)

As secoes de ¢p*E sdo também chamadas secoes de E ao longo de ¢. Por exemplo, um campo vetorial
sobre M ao longo de uma curva y em M com intervalo de definicdo I é uma secao do fibrado vetorial
y*TM sobre I.
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1.3 Conexoes Lineares

O conceito de uma conexao linear, ou derivada covariante, resulta do desejo de generalizar a nocao de
derivada direcional do R" para variedades. A direcdo em que se pretende diferenciar, em cada ponto
da variedade, é dada por um vetor tangente a esta variedade neste ponto e, de forma global, por um
campo vetorial. O objeto a ser diferenciado é uma secdo de algum fibrado vetorial sobre a referida
variedade, sendo que o resultado desta operacdo deve ser outra secao do mesmo fibrado vetorial.

Em um primeiro momento, pelo menos no caso do fibrado vetorial sob consideracao ser o fibrado
tangente da variedade base ou algum dos seus descendentes, poderia-se pensar em utilizar a derivada
de Lie. No entanto, isso ndao é uma opcao viavel, pois observando que para campos vetoriais X, Y e
uma funcéo f, vale a férmula

LixY = fLxY + (Y-f)X = fLyY,

notamos que nao seria adequado interpretar Ly Y como algum tipo de derivada direcional de Y ao longo
de X. A nocdo de derivada covariante corrige este defeito.

1.3.1 Definicoes e Exemplos

1.14 Definicdo Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M. Uma conexao linear ou derivada
covariante em E é uma aplicacao R-linear

D: T(E) — QYM,E)

1.
s — Ds (1.80)
que satisfaz a regra de Leibniz, isto é, para f € §(M) e s € I['(E), vale
D(fs) = df®s + fDs. (1.81)
Equivalentemente, é uma aplicacdo R-bilinear
D: X(M)xI(E) — T(FE)
(1.82)

(X,S) — DXS

que é £(M)-linear no primeiro argumento e satisfaz a regra de Leibniz no segundo argumento, isto ¢,
para f € §(M), X € X(M) e s € ['(E), vale

Dyys = fDxs, (1.83)

Dx(fs) = (X-f)s + fDys. (1.84)

Dizemos que Ds ¢é a derivada covariante de s e que Dys ¢ a derivada covariante de s ao longo de X.
Dizemos ainda que s é covariantemente constante ao longo de X se Dys = 0 e que s ¢ covariante-
mente constante se Ds = 0, i.e., se para todo campo vetorial X sobre M, vale Dys = 0.

A parte nao-trivial da afirmacao de equivaléncia contida nesta definicao segue do fato de que a aplicacao
(1.82), sendo §(M)-linear no primeiro argumento, induz uma familia de aplicacées R-bilineares

(v, 5) — Dys (1.85)
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parametrizada pelos pontos m da variedade base M. De fato, dados m € M, v € T,,M e s € I'(E),
suponha que Z;,Z» € X¥(M) sdotaisque Z;(m) = v = Z»(m); entdo existem funcoes fi,..., fn € §(M)
e campos vetoriais Xi,...,X, € X(M) tais que fi(m) =0 e Z; — Z> = >; fiX; em uma vizinhanca
de m, o que implica

(Dz,5)(m) — (Dg,5)(m) = > fi(m)(Dx,s)(m) = 0,

de modo que podemos definir Dys € Ey por (Dy s)(m) = Dys = (Dg,s)(m).

1.7 Exemplo A conexao linear padrao no fibrado vetorial trivial padrdo E = M X E, mediante a
identificacdo entre secdes de E e funcdes sobre M a valores em E e entre 1-formas sobre M a valores
em F e 1-formas sobre M a valores em E (I'(E) = C®(M,E), QY (M,E) = Q' (M, E)) é definida como a
derivada exterior usual

d:C*(M,E) — Q'(M, F)

de funcoes a valores vetoriais, de modo que se {ej,...,e,} for uma base qualquer de E, temos

s = s%y = ds = ds%eqy.
o

A partir deste exemplo e usando particdes da unidade, pode-se provar que um fibrado vetorial qualquer
sobre uma variedade base qualquer sempre admite uma conexao linear; deixaremos a elaboracao de
uma demonstracao detalhada como exercicio para o leitor. Por outro lado, é facil ver que tal conexao
linear esta longe de ser tinica. Mais do que isso: podemos determinar exatamente quantas conexoes
lineares diferentes existem em um fibrado vetorial dado E sobre uma variedade base M dada e qual
é a estrutura do conjunto de todas as conexdes lineares em E. Para tanto, note que uma aplicacao
§(M)-linear
I(E) — QYM,E)

corresponde biunivocamente a uma 1-forma A sobre M a valores no fibrado vetorial L(E) das transfor-
macoes lineares (ou dos endomorfismos) de E (L(E) = End(E) = TllE =E*®E): Aec Ql(M,L(E)). Mas
obviamente, no ambiente do espaco vetorial de todas as aplicacdes R-lineares de I'(E) em Q' (M, E),
podemos formar a diferenca D' — D de duas conexOes lineares D e D’, e esta sera uma aplicacdo
£(M)-linear, sendo que, reciprocamente, a soma D + A de uma conexao linear D e uma aplicacdo
£(M)-linear A é novamente uma conexao linear. Isso significa que o conjunto de todas as conexdes
lineares em E é um espaco afim (e mais precisamente, um subespaco afim do espaco vetorial de todas
as aplicacdes R-lineares de T'(E) em Q! (M, E)) cujo espaco vetorial das diferencas é Q1 (M,L(E)).

1.3.2 Construcoes Funtoriais

Uma propriedade importante de conexdes lineares é que elas se comportam naturalmente em relacao
aos funtores introduzido na Secdo 1.2.3. Mais especificamente, temos

1. Dual: Dada uma conexao linear D em um fibrado vetorial E sobre M, existe uma Unica conexao
linear D* no dual E* de E, chamada a dual de D, tal que para s € I'(E) e s* € ['(E*),

d(s*, s) = (D*s*, s) +(s*, Ds), (1.86)
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ou seja, para X € X(M),
X - (s*,s) = (Dxs*, s)+ (s*, Dys), (1.87)

uma relacao que pode ser vista como uma versao da regra de Leibniz para o pareamento bilinear
entre secoes de E e de E*. De fato, basta definir D*s* por

(D*s*,s) = d{(s*, s)—(s*, Ds).
ou seja, basta definir D¥s*, para X € X(M), por

(Dxs*,s) = X - (s*, s)—(s* Dys).

2. Soma direta: Dadas uma conexao linear D, em um fibrado vetorial E; sobre M e uma conexao
linear D, em um fibrado vetorial E, sobre M, existe uma unica conexao linear D, @ D, na soma
direta E, ®E, de E, e E,, chamada a soma direta de D, e D,, tal que para s; € I'(E;) e s, € ['(E,),

(Dl @Dz) (51 @Sz) = D151 @Dzsz y (188)
ou seja, para X € X(M),

(Dl GBDZ)X(SI ® 52) = (DI)X Sl ® (DZ)X 52 . (189)

3. Produto tensorial: Dadas uma conexdo linear D, em um fibrado vetorial E; sobre M e uma
conexdo linear D, em um fibrado vetorial E, sobre M, existe uma Unica conexdo linear D, ® D,
no produto tensorial E; ® E; de E; e E,, chamada o produto tensorial de D, e D,, tal que para
sy €T(E;)) e s, €T(E,),

(Dl ®D2) (Sl ® 52) = DlSl ®S2 + Sl ®D252 y (190)
ou seja, para X € X(M),

(Dl ®D2)X(S1 ®S2) = (Dl)XSl ® SZ + Sl ® (DZ)XSZ . (191)

Em particular, uma conexao linear em um fibrado vetorial induz conexdes lineares em todos os seus
descendentes, que a seguir serdo coletivamente denotadas pela mesma letra, afim de simplificar a
notacao.

1.3.3 Derivada Exterior Covariante

Do mesmo modo que a derivada comum d em variedades, como operador que leva funcdes em
1-formas, pode ser estendida a um operador d chamado de derivada exterior que leva p-formas em
(p + 1)-formas, uma conexao linear D em um fibrado vetorial E sobre uma variedade base M, como
operador que leva se¢des de E em 1-formas a valores em E, pode ser estendida a um operador d, cha-
mado de derivada exterior covariante que leva p-formas a valores em E em (p + 1)-formas a valores
em E. A definicao explicita dos operadores

d: QP (M) — QP*L (M)

dp : QF (M,E) — QP*Y(M,E)
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¢é praticamente a mesma: basta substituir a férmula tradicional

(dw)(Xo,-.., Xp) = > (D' X, 0(Xoy..., Xiynry Xp)
i=0 i (1.92)

+ > (D" ([ Xi, Xj1, X0y ey Xiye ooy Xjy vy Xp)

0O<i<j<p

com w € QF (M) pela formula

(dpw)(Xo,...,Xp) = D (-1)'Dyw(Xo,...,Xi,..., Xp)
s ) (1.93)

+ > (=DM ([ Xi, X1, X0,y Xiy ooy Xy oo, Xp)

0<i<j<p

-

com w € QF (M, E), onde Xo,...,X, € X¥(M) e o simbolo X indica que X deve ser omitido. A diferenca
principal reside no fato de que a derivada exterior comum satisfaz a condicdo fundamental d? = 0
e portanto define uma teoria de cohomologia (a cohomologia de de Rham da variedade M), enquanto
que, em geral, d,% + 0; veja as equacoes (1.137-1.139) abaixo.

1.3.4 Expressoes Locais

Dado um fibrado vetorial E sobre uma variedade base M munido de uma conexao linear D, podemos
escolher umabase {ej,...,e,} de secoeslocais e, de E (definida em um aberto U de M que sera fixado,
como anteriormente) e expandir as derivadas covariantes das secoes da base em termos desta mesma
base, conforme

Deg = Ag®ey, ou Dyeg = Ag(X)e, para X € X(M), (1.94)

com coeficientes Ag‘ que constituem uma matriz v X+ de 1-formas, ou equivalentemente, uma 1-forma A
a valores no espac¢o das matrizes v X ¥ (sobre U), chamadas de formas de conexao locais ou potenciais
de calibre, e que determinam completamente a acdo do operador de derivada covariante sobre secdes
do fibrado vetorial E, assim como sobre secdes de qualquer um dos seus descendentes, no dominio
pertinente. Por exemplo, considerando a base dual {el,...,e"} de secdes locais e* de E*, temos

Ag = (e, Deg) ou  Ap(X) = (e%, Dyey) para X € X(M), (1.95)

e as mesmas formas aparecem como coeficientes na expansao das derivadas covariantes das secdes
desta base em termos desta mesma base, conforme

De* = —Af;‘@eﬁ ou Dye® = —Ag‘(X)eB para X € X(M) , (1.96)

pois

(De%,e,) = d(e%e,) — (e%,De,) = d(e%ey) — Af (% ep)

G ~ A0 - a5 - - AT - e

Por outro lado, fixando um sistema de coordenadas locais x# em M (definido no mesmo aberto U
de M), denotaremos a derivada covariante ao longo de 9, simplesmente por D, em vez de D;,. Mais

FORGER & ANTONELI FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS



1.3 CONEXOES LINEARES 43

geralmente, fixando um referencial local {ei,...,e,; } de campos vetoriais locais ey sobre M (definido
no mesmo aberto U de M), denotaremos a derivada covariante ao longo de ey simplesmente por Dy,
em vez de D,,, e de modo semelhante, a derivada comum (ou de Lie) de uma funcédo f ao longo de ei
simplesmente por 0 f, em vez de ¢ - f - mesmo quando os e; formam um referencial ndo holénomo.
Assim, as equacodes (1.94) e (1.96) assumem a forma

Dieg = Afeq , Dpe™ = —Afef, (1.97)
onde
Al = Af(ey) , (1.98)
e portanto
A% = ALf ek, (1.99)

Entao se expandirmos secoes s de E, s* de E* e t de T,fE conforme as equacodes (1.68) e (1.69), e se
usarmos expansoes analogas Dis = Dis® ex, Dis* = Disg ef e

Dt = Dktﬁ1 B P ew, ®... ®en, @ ®... ®eP

para as suas derivadas covariantes, obtemos

Dis™ = 0ps* + Ag sP , Dysg = 9ysp— AL Sus (1.100)
e
(24 [0 X X X (04 1 ﬁ 64 [0
1---&p 14 Ky r—-1 r+1-- Xp 1. &Xp
Dity, gy = Olps, + ZAk .. b - ZlAkﬁstﬂ....BHBBm...Bq- (1.101)
S=

De modo analogo, se expandirmos formas diferenciais w a valores em E, em E* e em T,f E conforme
W= w%y w = wgel e w = wg;:::gj ex, ® ... ® ey, ® Pl ® ... ® eP1 com coeficientes w*, wg
e wgll_'_'_' g : que sdo formas diferenciais comuns, e se usarmos expansoes analogas dpw = dpw® ey,
dDOO = dDOOB eﬁ e

dpw = dpwg” B " ew ®...0eq, @ ®... @ef

para as suas derivadas exteriores covariantes, obtemos

dpw® = dw® + Af AP, dpwp = dwg — AF A W, (1.102)
e
X oy...X X X X d X
r _ 1---&Xp Xy r—1 r+1--- Xp p
dpwp, ) = dwp ) + z A @y, = DL AR AR g g, (1103)

s=1

Vale ressaltar que quando expressamos a acao do operador D ou d;, em componentes, abdicamos do
uso de parénteses, afim de ndo sobrecarregar a notacdo, pois ndo ha possibilidade de ambiguidade:
por exemplo, a expressao Dis* s6 pode ser lida como (Dys)® e nunca como Dk (s%), ja que o operador
Dy, age sobre secoes s de E e ndo sobre suas componentes s%, que sao funcoes, e da mesma forma, a
expressao dpw® so pode ser lida como (dpw)® e nunca como dp(w?®), ja que o operador dj, age sobre
formas w a valores em E e nao sobre suas componentes w?%, que sao formas comuns.

As formas de conexdo locais associadas a uma conexdo linear D ndo estido sujeitas a nenhuma
restricdo “a priori”, o que reforca a afirmacao de que, no mesmo fibrado vetorial, ha muitas conexdes
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lineares diferentes. No entanto, elas ndo sao as componentes locais de uma secao de algum fibrado
vetorial sobre M que seja descendente de E e do fibrado tangente TM de M: isso pode ser deduzido con-
siderando sua lei de transformacao sob uma mudanca de trivializacdo local, que equivale a passagem
ey — e)’, , conforme a equacao (1.71), da base {ey,...,e; } de secdes locais e, de E para uma nova base

{e{,...,e,} de secoes locais ey de E, sendo que a passagem induzida Ag‘ — A'Y, ou simplesmente

A — A’ pode ser calculada como segue:

A'Y®e, = Dej = D(g} eg) = gb Dey + dgh e eg

ggAg‘ g Hre e, + dgg (gfl)’ﬁ' ®e .

Assim, obtemos a lei de transformacao de potenciais de calibre sob transformacoes de calibre, que
pode ser expressa de varias formas: ao nivel de 1-formas,

Ay — A'Y = gfAg (@)Y + dgh(gh) (1.104)
ou em notacao matricial, simplesmente
A— A =gAg ' +dgg ', (1.105)

enquanto que ao nivel de funcoes, em relacao a um referencial local {e;,...,e, } de campos vetoriais
locais ex, com A g = Af(ep), Als = A'S(e), Ay = Aley), A, = Alley),

A — A% = a5AG (@ DY + 0 dh (@D, (1.106)
ou em notacao matricial, simplesmente
Ay — A= gAg9 ! v g9t (1.107)

Obviamente, essa é uma lei de transformacado afim, ao invés de linear; em particular, é possivel ter
A = 0, enquanto que A" + 0. Este aspecto devera ser levado em consideracdo quando tentamos
dar uma definicao global do conceito de “forma de conexdo”, a qual permitiria, por exemplo, escrever
féormulas tais como as equacoes (1.102) e (1.103) para a derivada exterior covariante na forma compacta
dpw = dw + A A w (e entdo passar a denotar dj, por d,).

1.3.5 Expressoes Locais no Fibrado Tangente

Um papel particularmente importante é desempenhado por conexdes lineares no fibrado tangente de
uma variedade (e seus descendentes), isto é, pelo conceito de derivada covariante de campos tensoriais
sobre variedades. Neste caso, adotamos algumas convencoes ligeiramente diferentes, pois costumamos
denotar tais derivadas covariantes por V, ao invés de D, e as correspondentes formas de conexao locais
por I', ao invés de A. Mais explicitamente, introduzimos um sistema de coordenadas locais x*# em M
(definido em um aberto U de M que sera fixado, como antes), junto com o referencial local holonomo
{01,...,partial, } para M por ele induzido, ou mais geralmente, um referencial local {ej,...,ey}
nao necessariamente holonomo para M, e expandimos as derivadas covariantes dos campos vetoriais
do referencial em termos destes mesmos campos, conforme

_ri
Ve; = I';®e; ou Vye

y = I''(X)e; para X € X(M), (1.108)

J
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com coeficientes I Jl que constituem uma matriz n x n de 1-formas, ou equivalentemente, uma 1-forma
I' avalores no espaco das matrizes n x n (sobre o dominio do referido referencial local), chamadas de
formas de Christoffel. Assim, considerando o referencial local dual {e!,...,e"} para M, temos

Iy = (e, Ve;) ou TiX) = (e, Vye;) para X € X(M), (1.109)

sendo que as mesmas formas de Christoffel aparecem como coeficientes na expansao das derivadas
covariantes das 1-formas do referencial dual em termos destas mesmas 1-formas, conforme

Vel = —Ti®e/l ou Vye' = -Ti(X)e/ para X € X(M). (1.110)

Ademais, as equacoes (1.97)-(1.99) assumem a forma

Vie, = Liie, , Vel = —Ltel, (1.111)

onde , ,
LL = Tiey), (1.112)

e portanto , ,
Iy = nbek, (1.113)

onde as funcoes I k} sdo geralmente conhecidas como simbolos de Christoffel. Entao se expandirmos

campos vetoriais X € X(M), campos covetoriais & € X*(M) e campos tensoriais te 'CZ (M) sobre M
conforme as equacoes (1.54) e 1.56), e se usarmos expansoes analogas V, X = V, X" e;, V; & = ngj el
e . .

Vit = Vit e ®... e, 0l @... ® el

para as suas derivadas covariantes, obtemos

vV, Xt = akXi+Fk3Xj v V& = akgj_rkj'gi’ (1.114)

L i 14 a
. 1p lr 11041
vktjl"'jq ak Ji-- Z i Z kJA J; 1J Jse1eeda (L.115)

De modo analogo, se expandlrmos formas diferenciais w avaloresem TM,em T*M e em T,f M conforme

w=wle;, w= wJeJew W' rqel1®...®e1p®el'®. ®ele com coeficientes w?, wjew '.' rqque

J .
sdo formas diferenciais comuns, e se usarmos expansoes analogas dyw = dyw’ e;, dyw = dyw;j e’ e

_ i1...1p ) ) j J
dyw = dyw; "7 e ®...0e), ®e! ®...®eM

para as suas derivadas exteriores covariantes, obtemos

dyw' = dw' + I Aw! , dyw; = dw; - I} Aw,, (1.116)
e
ir...1 iy P o1 a .
Lewlp r—-11lr41.. 1y
dyw; "} = dw;"7 Z " Z AT (1.117)

Como antes, observamos que os simbolos de Christoffel ndo sdo as componentes de um tensor de
tipo (1,2): isso segue, mais uma vez, considerando seus leis de transformacdo sob uma mudanca de
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trivializacao local, que equivale a passagem e; — e;, conforme a equacdo (1.63), do referencial local
{e1,...,en} para um novo referencial local {ej,...,e,, }, sendo que a passagem induzida l"jl - 1"’,}“

ou simplesmente I' — I'’, assume a seguinte forma: ao nivel de 1-formas,
i 72 AR P I | i a—1\1
Iy, —1r, =a)lja’);+da),(a");, (1.118)

m

ou em notacao matricial, simplesmente
I — I'" =alra?! +daat, (1.119)
enquanto que, ao nivel de funcdes,

It

t— ko= ad, ni(@aHl + aal, (@l (1.120)

ou em notacao matricial, simplesmente
I, — I, =ala! +daa!. (1.121)

Novamente, essa é uma lei de transformacao afim, ao invés de linear; em particular, é possivel ter
I' = 0, enquanto que I'" + 0. Este aspecto devera ser levado em consideracao quando tentamos dar
uma definicao global do conceito de “simbolos de Christoffel”, a qual permitiria, por exemplo, escrever
formulas tais como as equacoes (1.116) e (1.117) para a derivada exterior covariante na forma compacta
dyw = dw +I A w (e entdo passar a denotar dy por dp).

1.3.6 “Pull-Back”

O fato de que conexdes lineares sao localmente representadas por 1-formas e que formas diferen-
ciais admitem a operacao de “pull-back” nos leva a suspeitar que esta operacdo possa ser estendida a
conexoes lineares. Isso de fato é o caso.

Sejam E um fibrado vetorial sobre uma variedade M, N uma outra variedade, ¢¢ : N — M uma
aplicacdo diferenciavel e ¢*E o pull-back de E para N via ¢. Entdo podemos estender a bem-conhecida
operacao do pull-back de funcdes e de formas diferenciais via ¢ a uma operacdo de pull-back de
secoes de E e formas diferenciais sobre M a valores em E via ¢, que providencia, respectivamente,
secoes de ¢p*E e formas diferenciais sobre N a valores em ¢*E, sendo que

¢*: T(E) — TI(P*E)

s e s (1.122)
¢é simplesmente definido por composicao, i.e., para s € I'(E),
P*s = so¢, (1.123)
enquanto que . .
- Qp(ﬁf’m _ Qp(gii b (1.124)
¢é definido pela mesma férmula que no caso usual, i.e., para w € QF (M, E),
(p*w)y, (vy,...,v,) = w¢(n)(T¢(m¢> . vl,...,T¢(n)¢ “Vy,) (1.125)

para n € N, Ui,y Uy € T,N
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Agora, dada uma conexao linear D em E, podemos construir, de forma canonica, uma conexao linear
¢*D em ¢p*E tal que, para s € I'(E),

(p*D)(p*s) = ¢p*(Ds) . (1.126)

Porém, essa prescricdo nao pode ser utilizada diretamente como definicdo do operador ¢*D, uma
vez que a aplicacdo linear (1.122), em geral, ndo é sobrejetora nem injetora. Para contornar esse
problema, lancamos mao de representacoes locais, fazendo uso do fato de que, segundo a definicao das
trivializacoes locais de ¢p* E em termos das trivializacoes locais de E, toda base {eq,...,e, } de secbes
locais ey de E induz uma base {ej o ¢, ..., e, o ¢p} de secoes locais ey o ¢p de p*E. Nessas bases, a
equacao (1.126) significa que se os Ag sdo as formas de conexao locais de D, conforme a equacao (1.94),
entao os d)*Ag devem ser as formas de conexao locais de ¢*D:

Dey = Akses = (¢*D)(eaodp) = (p*AR) @ (epo ) . (1.127)

Portanto, se expandirmos secdes s de E conforme s = s%e, e suas derivadas covariantes conforme
Ds = Ds® ® ey, assim como secdes § de ¢p*E conforme § = §%(ey o ¢p) e suas derivadas covariantes
conforme (¢p*D)5 = (p*D)5* ® (eq © ¢), teremos

Ds® = ds® + AYsY = (p*D)§Y = d5¥ + (p*AN I, (1.128)

Essa formula pode ser utilizada para definir ¢p*D, localmente e em relacdo a base de secdes locais
escolhida. Contudo, agora é facil verificar que a definicdo independe das escolhas feitas e portanto
proporciona o resultado desejado.

1.15 Definicdo Sejam F um fibrado vetorial sobre uma variedade M, ¢ : N — M uma aplicacao
diferenciavel de uma outra variedade N em M e ¢*E o pull-back de E para N via ¢p. Dada uma conexao
linear D em E, a conexao linear ¢p*D em ¢*E assim construida é chamada o pull-back de D para N
via ¢.

1.4 Curvatura e Transporte Paralelo

1.4.1 Tensor de Curvatura

Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M munido de uma conexao linear D. Para X,Y € X(M)
e s € I'(E), defina
F(X,Y)-s = (DxDy — DyDx — Dix,y1)$ -

E facil verificar que F é §(M)-trilinear, isto é, para X,Y € ¥(M), s € T(E) e f,g,h € $(M), vale
F(fX,gY)-(hs) = fghF(X,Y)-s,

Ademais, é claro que F(X,Y) é antissimétrico em X e Y e portanto F é uma 2-forma sobre M a valores
no fibrado vetorial L(E) = End(E) = T{E = E* ® E.

1.16 Definicdo Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M munido de uma conexao linear D.
A 2-forma F € Q?(M,L(E)) dada por

F(X,Y) S = (Dny—Dny—D[X’y])S, (1.129)

onde X,Y € ¥X(M) e s e I'(E), ¢ chamada de tensor de curvatura de D.
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Em termos de uma base {ej,...,e, } de secdes locais ey de E, expandimos a acao de F sobre as
secoes da base em termos desta mesma base, conforme

F-ep = Fﬁ‘@ea ou F(X,Y)-eB = FE‘(X,Y)e,X para X,Y € ¥X(M) , (1.130)

(veja a equacao (1.94)), de modo que
Fg‘ = (e"‘,F-eB) ou Fg‘(X,Y) = (e"‘,F(X,Y)-eB) para X,Y € X(M) , (1.131)

(veja a equacao (1.95)), e calculamos

Fg(X,Y)ey = F(X,Y)-ey = DxDyeg —DyDyeg—Dix y) e
= Dy(AZ(Y)ey) — Dy(Ag(X)ey) — AF([X,Y]) ey
= (X - AZ(Y) + AR(Y) AS(X)) ey — (Y - AF(X) + AR (X) AS(Y)) ey — AF([X,Y]) ey
= (dAF(X,Y) + (AS A AR (X, Y)) ey,
obtendo a equacao de estrutura
Fg = dAf + AJ A Ay . (1.132)

Tomando a derivada exterior, calculamos

dFg = d(dA§ + Ay A A) = dAS A Ap — AY AdAg
dAY A A} + AF AAD A AR — AS AdAY — A A AY A A

F;(/\A% —A;‘,‘/\Fg',

obtendo a identidade de Bianchi
dFg + A AFy — Ff AAy = 0, (1.133)

a qual pode ser reescrita em termos da derivada exterior covariante dj, correspondente a conexao linear
induzida por D em L(E):
dpF = 0. (1.134)

Note que os F[;" sdo componentes de uma 2-forma F sobre M a valores em L(E) e que se 0s Ag‘ fossem
componentes de uma 1-forma A sobre M a valores em L(E), entdo poderiamos escrever as duas equa-
¢oes (1.132) e (1.133) de forma mais curta e sugestiva: em termos da derivada exterior covariante d 4
correspondente a conexao linear induzida por D em L(E), a equacao de estrutura seria

F =d,A=dA+3[A)A], (1.135)

e a identidade de Bianchi seria
d,F = dF+[A}F] = 0. (1.136)

Veremos no préximo capitulo como atribuir um significado rigoroso a essas formulas.

O tensor de curvatura também proporciona uma expressao explicita para o quadrado da derivada
exterior covariante para formas diferenciais w a valores em E, em E* e em T; E, a saber,

djw® = F§Awf , djwy = —F§f Awy, (1.137)
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dj wp, ") = Tfl Fgr A o7 - Z Foon g gpg, - (1138)
De fato,
dj w* = d(dpw®) + Af A dpw?
= d(dw®) + d(Af A wP) + AF AdwP + A A AE A @Y
= (dA§ + AY A AY) A wF
= F§A wh |

djwg = d(dpwy) — AF Adpw,
= d(dwg) — d(Af A wy) — AF Adwy + AF A AL A,
= — (dA§ + A A AR) Ay

- Fg‘ AWy,

sendo que a demonstracao da equacao (1.138), que é completamente analoga, sera deixada ao leitor
como exercicio. Podemos resumir todas essas féormulas de maneira sucinta, escrevendo

djw = FArw. (1.139)

1.4.2 Tensor de Curvatura no Fibrado Tangente

Novamente, uma situacdo particular que requer uma atencao especial é a de conexoOes lineares no
fibrado tangente de uma variedade (e seus descendentes). Neste caso, além de usarmos o simbolo V,
ao invés de D, para denotar derivadas covariantes e o simbolo I', ao invés de A, para denotar formas de
conexao locais, ainda seguimos a convencao de usar o simbolo R, ao invés de F, para denotar o tensor
de curvatura, que é o campo tensorial de tipo (1, 3) sobre M definido por

RIX,Y)-Z = (VxVy - VyVx - Vixy)Z, (1.140)

onde X,Y,Z € X(M), e chamado de tensor de (curvatura de) Riemann de V Ademais, existem neste
caso dois outros campos tensoriais importantes sobre M. O primeiro é de tipo (1, 2), definido por

T(X,Y) = VxY -VyX-[X,Y], (1.141)

onde X,Y € X(M), e chamado de tensor de torcao de V De fato, verifica-se, a partir da definicao (1.141),
que T é §(M)-bilinear, isto é, para X,Y € X(M) e f,g € §(M), vale

T(fX,gY) = fgT(X,Y).

Ademais, é claro que T(X,Y) é antissimétrico em X e Y e portanto T é uma 2-forma sobre M a valores
em TM. O segundo ¢ de tipo (0, 2), definido por

Ric(X,Y) = t(Z ~ R(Z,Y) - X), (1.142)

onde X,Y € ¥(M), e chamado de tensor de (curvatura de) Ricci de V
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Em termos de um referencial local {ej,...,e,;} para M, expandimos a acdo de T e de R sobre os
campos vetoriais do referencial em termos deste mesmo referencial, conforme

T =T'®e¢ ou T(X,Y) = THX,Y)e; para X,Y € X(M) ,
) ) (1.143)
R-e; = R';®e¢; ou R(X,Y)-e; = R';(X,Y)e; para X,Y € X(M),
(veja a equacao (1.108)), de modo que
Tt = (e, T) ou THX,Y) = (el, T(X,Y)) para X,Y € X(M) ,
(1.144)

R'; = (e',R-e;) ou R (X,Y) = (e',R(X,Y)-e;) para X,Y € X(M),
(veja a equacao (1.109)). Entao podemos calcular
THX,Y) = (e', VyY — VyX — [X,Y])
= X-(ei(Y)) — (Vxel,Y) — Y- (el(X)) + (Vyel, X) — (e}, [X,Y])
= de'(X,Y) + Ti(X) el (Y) - T'i(Y) el (X),

e, como antes,

R';(X,Y) = (e', VxVye; — VyVxe; — Viy yie;)

(e, Vx (I (Y)ex)) — (ef, Vy(I¥(X)ex)) — (e, TH(X,Y]D ex)

X-TUY) + T¥(Y) (el, Vye, ) — Y - THX) — T¥(X) (e, Vye, ) — TH(IX,Y])

X -TUY) = Y -THX) = TUIX, YD) + TLCO T Y) - rin ¥

dri(X,Y) + If(X)I¥(y) - ry(y)rkx,
obtendo a primeira equacao de estrutura
T' = de' + T'inel, (1.145)

e a segunda equacao de estrutura _ ' '
R', = dI'l + I} Arj?, (1.146)

J
que é um caso especial da anterior (equacao (1.132)). Tomando a derivada exterior, calculamos
- . - - . — ) . y ki - )
dT* = dl"}/\ej I"J‘./\def = dl"}/\ej I"J./\TJ +1"J‘./\1"k/\e = le/\ef Fj/\TJ,
e, como antes,
dR'; = dIy AT =i ndr¥ = RY ATY — IfATLATY — TuARY, + T{ ATF AT,
obtendo a primeira identidade de Bianchi
dT' + T} AT/ = R'; nel, (1.147)
e a segunda identidade de Bianchi

dR'; + TL AR, — RL ATH = 0. (1.148)
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Novamente, os T' e os R'; sao componentes de 2-formas T e R sobre M a valores em ToM = TM e
em TllM = T*M ® TM, respectivamente, e se 0S Fji- fossem componentes de uma 1-forma I' sobre M

a valores em T}{M = T*M ® TM, entdo poderiamos escrever as equagdes (1.145)-(1.148) de forma
mais curta e sugestiva: em termos das derivadas exteriores covariantes d, correspondentes a conexao
linear V em T&M e a conexao linear induzida por V em TllM ,respectivamente, as equacoes de estrutura
seriam

T =dre =de+TITnre, (1.149)

R=d =dr+i[r,ri, (1.150)

respectivamente, enquanto que as identidades de Bianchi seriam

d;T =dT+[I'YT] = RAre, (1.151)

d;R = dR+[T'4R] = 0, (1.152)
respectivamente. Veremos no préoximo capitulo como atribuir um significado rigoroso a essas férmulas.

Mais explicitamente ainda, escrevemos

T, = Ti(ex,el), (1.153)
Rij = Rij(eksel)- (1.154)
Assim, ‘ ' ’
T = Theioekoe e T =1Tieknel, (1.155)
R =R e@elweloe! e R = 3R efnel. (1.156)

Obviamente, temos as propriedades de antissimetria
T = - T}, (1.157)

Rijik = —R'j . (1.158)

Entédo a defini¢do de T e R a partir de V pode ser expressa pelas seguinte formulas, que determinam
os T}, e os R' ;;; em termos dos simbolos de Christoffel I}); e dos coeficientes C}; que expressam a falta
de holonomicidade do referencial usado, definidos por

ey, e] = Ckilei ) (1.159)
a saber: ' ' ' '
Ty = I — I — Gy, (1.160)
Ry = Oulyj = 0L + T} = DI = T Cil - (1.161)
Finalmente, escrevemos
Ry = Ric(eg,ey) , (1.162)
de modo que
Ric = Ry ek oel. (1.163)
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Assim, a definicdo do tensor de Ricci em termos do tensor de Riemann assume a forma

Ry = Rikil' (1.164)

Se usarmos um referencial local holonomo {0,,...,0, } induzido por um sistema de coordenadas
locais x* em M, as formulas acima simplificam, pois neste caso, as componentes do tensor de torcao
sdo simplesmente a parte antissimétrica dos simbolos de Christoffel, e o ultimo termo na expressao
para o tensor de Riemann se anula:

u u u
Ten = Laa— Ik s (1.165)
_ H H B P P
RH A= BKFAV—aAFKv+FKpFAV—FApFKV. (1.166)

VK

Entre as conexodes lineares no fibrado tangente de uma variedade, as mais importantes e tteis sdo
as de tor¢do zero. Se T = 0, a primeira identidade de Bianchi (1.147) implica que R%,, A e™ = 0, 0 que
(apo6s avaliacdo sobre trés campos vetoriais e hexee do referencial) se expressa como uma condicao
de ciclicidade do tensor de Riemann:

R'j + Rl + Ry = 0. (1.167)

Ademais, se T = 0, podemos expressar a derivada exterior comum de uma forma em termos das
derivadas covariantes dos seus coeficientes, em vez das suas derivadas parciais, ou seja, vale

dw = el A V. (1.168)

A maneira mais simples de provar isso é por um calculo explicito em coordenadas locais, usando a
simetria dos simbolos de Christoffel:

(d — dx? A Vu) (l Wy gy AXFEA LA dx“r’>

p!
1
= P (auwm._up - Vuwulmup> dx? Adxt AL A dxeHr
1 p
= Zl Tl Wy ity gy | AXF A AXFE AL A dxHp
=
= 0.

Usando este resultado, prova-se que a segunda identidade de Bianchi (1.148) se reduz a uma condicao
de ciclicidade para as derivadas covariantes do tensor de Riemann:

ViR iy + ViR + VIR = 0. (1.169)

Felizmente, existe a possibilidade de “matar a torcao” ou, mais geralmente, de “modificar a torcao”,
que pode ser implementada de diversos modos. O mais simples é o seguinte: dada uma variedade M
munida de uma conexao linear V com tensor de torcdo T, define-se uma nova conexao linear V° por

VY = VxY - %T(X, Y). (1.170)

Mais geralmente, dado um campo tensorial T’ sobre M de tipo (1,2) que é uma 2-forma sobre M a
valores em TM qualquer, define-se uma nova conexao linear V' por

14 1 1 !
VyY = VxY — ET(X,Y) + ET (X,Y). (1.171)
Entdo pela definicdo (1.141), é 6bvio que V° tem torcao zero e V' tem torcdo T'.
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1.4.3 Transporte Paralelo

Um conceito central, que inclusive motiva e justifica o uso do termo “conexao linear” para operadores
de diferenciacdo covariante em fibrados vetoriais, é o de transporte paralelo (de vetores nas fibras)
ao longo de curvas na variedade base.

Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade base M munido de uma conexao linear D, e seja
y : I — M uma curva em M, onde I C R é um intervalo aberto. A seguir, denotaremos a derivada
comum de y por y ou dy/dt e a derivada covariante de uma secao s, de E ao longo de y por Ds, /dt,
utilizando o pull-back y*D de D para I via y; assim: 2
dy

Ds
-2 — y * =2y _ * *
ar y € I'(y*TM) , ! (y*D)sy € I'(y™E) .

Estamos interessados em estudar a condi¢do de que s, seja covariantemente constante, isto é:

Ds,
O - 0. (1.172)
Em termos de umabase {eq,...,e,} desecdeslocais ey de E, definida em um aberto U de M, e supondo
que y(I) C U, esta equacdo assume a forma
D o . d « « . B
a (P = g (5)NO) + AF @) (YD) ()7 (1) = 0. (1.173)

A equacdo (1.173) é um sistema de equacoes diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem e
portanto, para todo t € I e todo vetor u; € Ey), existe uma unica solu¢do que estende u; a uma
secao de E ao longo de y que é covariantemente constante. Dizemos entdo que os vetores assim
gerados nas demais fibras de y*E sdo obtidos a partir de u; por “transporte paralelo ao longo de y”.
Como estes vetores dependem linearmente de u¢, o transporte paralelo define, para todo t,t’ € I, uma
aplicacao linear

Uy(t/, t) ZEy(t) — Ey(t/) (1.174)

chamada de operador de transporte paralelo de y(t) para y(t’) ao longo de y e caracterizada pela
condicdo de que para qualquer secdo s, de E ao longo de y que é covariantemente constante, vale

sy(t') = Uy(t',t) - sy(t) . (1.175)

Nota-se que a familia de aplicacdes lineares assim obtida satisfaz as seguintes propriedades: para todo
t,t’',t”" €I, vale aregra de composicao

Uy (t", ) Uy(t',t) = Uy(t’,t), (1.176)

que, em conjunto com a identidade 6bvia

Uy(t,t) = idg,, , (1.177)
implica que Uy (t',t) ¢ de fato um isomorfismo linear e que vale a regra de inversao
Uy(t',t)™t = Uy(t,t') . (1.178)

2Aqui, usamos a identificacdo canénica Q! (I, y*E) = I'(y*E) que decorre do fato de que I c R.
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Ademais, usando a equacdo (1.175), podemos transformar a equacao diferencial (1.173) para secoes
covariantemente constantes em uma equacdo diferencial matricial para o operador de transporte
paralelo que pode ser escrita na forma

d
o Uy,

= —AE) () Uyt 1), (1.179)

s=t

ou ainda, devido a relacdo (1.178), na forma equivalente

d , , .
1 Urtss) = Uy(t',t) A(y(®)(y(1)), (1.180)
) s=t
onde suprimimos os indices matriciais «, f3, ..., para simplificar a notacao.

Claramente, essa construcdo pode ser estendida ao caso em que a imagem de y nao esta contida
no dominio de alguma trivializacao local admissivel de E, pois podemos escolher uma particao do
intervalo I em subintervalos com essa propriedade e usar o teorema de existéncia e unicidade de
solucoes de equacdes diferenciais ordinarias, em conjunto com a regra de composicdo (1.176), para
construir o transporte paralelo ao longo da curva inteira juntando os transportes paralelos ao longo
de cada um dos seus segmentos. Devido a regra de composicao (1.176), o resultado ndo depende da
particao escolhida; deixaremos os detalhes deste argumento como exercicio para o leitor.

De modo geral, o operador de transporte paralelo entre dois pontos depende da curva y usada para
conecta-los, pois o operador de transporte paralelo ao longo de uma curva fechada néao é trivial:

1.8 Exemplo Seja M a esfera unitaria S?, considerada como subvariedade do espaco euclideano R3
(munido do seu produto escalar padrao), e sejam E o fibrado tangente TM e E+ o fibrado normal NM
de M, ambos considerados como subfibrados vetoriais do fibrado trivial padrdao M x R3, de modo que
temos a decomposicdo ortogonal M xR3 = TM & NM. Para campos vetoriais X e Y sobre M, definimos

VxY = er(X -Y),

onde pr; denota a proje¢do ortogonal de M X R3 sobre TM, com nucleo NM, e X - Y é a derivada
direcional de Y, como funcao a valores vetoriais, ao longo de X. Verifica-se que V é uma conexao linear
em TM: ela é obtida da conexdo linear padrdo em M X R3 por projecdo ortogonal. Considere agora
o caminho fechado y em M que se inicia e termina no polo norte (0,0,1) e é composto dos seguintes
trés trechos: primeiro, um quarto de circulo no plano xz, do polo norte até o equador, segundo, um
quarto de circulo ao longo do equador e terceiro, um quarto de circulo no plano yz, do equador até o
polo norte. Explicitamente,

(sin(21rt),0, cos(31rt)) O<t<?i
y(t) = (Cos(%n(t—%)),sin(%n(t—%)),0) ( <t<§) ,
(0,cos(3m(t - £)),sin(Gm(t - %)) (G<t<l)

com y(0) = (0,0,1), y(%) = (1,0,0), y(%) =(0,1,0) e y(1) = (0,0,1). Assim, o transporte paralelo
de um vetor tangente (u, v, 0) no polo norte ao longo de y é dado por

(Cos(%rrt)u,v, —sin(%nt)u) 0<st< %)
sy(t) = (—sin(%n(t—%))v,cos(%n(t—%))v,—u) ( <t<§) ,
(—v,sin(3m(t — $)u, —cos(Gm(t - 3NHu) ($<t<1)
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com s(0) = (u,v,0), 5(%) =(0,v,—u), S(%) =(-v,0,-u) e s(1) = (-v,u,0), ou seja, o transporte
paralelo ao longo da curva fechada y inteira efetua uma rotacdo por 90° no espaco tangente no polo
norte. ¢

Figura 1.9: Transporte paralelo de vetores tangentes a esfera

A independéncia do transporte paralelo, entre dois pontos, da curva que os conecta, indica a
auséncia de curvatura:

1.3 Proposicao Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade conexa M, munido de uma conexdo
linear D. Entre as seguintes afirmacoes, as primeiras trés sdo equivalentes e implicam a ultima.

(a) O transporte paralelo ao longo de qualquer curva depende apenas do seu ponto inicial e do seu ponto
final.

(b) Para todo ponto m de M e todo vetor u € Ey,, existe uma tnica secdo global s de E que é covariante-
mente constante e tal que s(m) = u.

(c) Existe uma base {ei,...,e,} de secoes globais ey de E que sdo covariantemente constantes, de modo
que as formas de conexdo com respeito a esta base se anulam identicamente.

(d) O tensor de curvatura F de D se anula identicamente.
Se M for simplesmente conexa, a ultima afirmacdo torna-se equivalente as primeiras trés.

De passagem, notamos que as primeiras trés afirmacoes implicam que E, como fibrado vetorial sobre M,
deve ser trivial.
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Demonstracao: A equivaléncia (a) & (b) decorre da equacao (1.175), em conjunto com a observacao
elementar que uma secdo s de E é covariantemente constante se e somente se para qualquer curva y,
a secdo s, = s oy de y*E é covariantemente constante. A equivaléncia (b) < (c) é trivial, assim como
a implicacao (c) = (d), devido a equacao de estrutura (1.132). Assim, a Unica afirmacdo a ser provada é
a implicacdo (d) = (c), sob a hipdtese adicional de que M seja simplesmente conexa: isso sera feito em
dois passos. No primeiro passo, consideramos a questdo localmente, usando uma base {ej,...,e;}
de secoes locais ey de E e um sistema de coordenadas locais x# em M, junto com o referencial local
holéonomo {01,...,0,} para M por ele induzido, todos definidos em algum aberto U de M que pelo
sistema de coordenadas x# é mapeado para um aberto U de R™: em termos desses, a condicdo de uma
secdo s de E ser covariantemente constante sobre U assume a forma

Dus™ = 9us“+ A, psf =0,
ou
dus® = —A,gsh.
Este € um sistema “total” de equacdes diferenciais parciais lineares de primeira ordem que ¢ dito ser
integravel quando todo ponto xo de U possui uma vizinhanca aberta Uy, contida em U tal que, para
todo vetor em R" com componentes u®, existe uma unica solucao s do sistema com componentes s&
tal que s%(xp) = u®. Neste caso, diferenciando o referido sistema, obtemos

0 = 3,0,8™ — 0udvs™ = (BuA,§)sP + A §ousP — (0vA, ) sP — A g ovsP
B s
= (aIJAvg)SB - Avg ués - (vA B)SB + AugAWsS = HVE(SB ’

onde

(o4
FuVB aﬂ VB - 0vA uB +A“>’AVB Avg uB’

e portanto € claro que uma condi¢do necessaria para ele ser integravel € que as funcoes F),,, sobre U,
que sdo exatamente as componentes do tensor de curvatura da conexao linear D, se anulam Rec1proca-
mente, o teorema de Frobenius [DIE| afirma que essa condicao também ¢é suficiente. No segundo passo,
vamos globalizar este resultado. Acabamos de provar que a condicao F = 0 implica que qualquer
ponto m de M possui uma vizinhanca aberta Uy, sobre a qual existe uma base de se¢des de E que
sdo covariantemente constantes. Seja entdao U o conjunto de todos os abertos U de M com essa
propriedade, ou seja: um aberto U de M pertence a ‘U se e somente se existe uma base de secdes de
E sobre U que sdo covariantemente constantes. E claro que ‘U é parcialmente ordenado por incluséo.
Ademais, qualquer cadeia monotonamente crescente de elementos de ‘U possui um maximo, que é
simplesmente a unido de todos os membros da cadeia. Portanto, pelo lema de Zorn, ‘U possui elementos
maximais. Seja U um tal elemento maximal de ‘U; queremos provar que U = M. De fato, suponhamos
por absurdo que U = M e que m € M \ U. Mas mesmo este ponto de M possui uma vizinhanca
aberta U,, sobre a qual existe uma base de secoes de E que sao covariantemente constantes, e como
m ¢ U, podemos supor sem perda de generalidade que U n U,, = &. Mas entdo U U U,, € U,
contrariando a maximalidade de U. |

1.17 Definicdo Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M munido de uma conexao linear D.
Para todo ponto m de M, defina o conjunto dos lacos em M baseados em m por

QM,m) = {y:I-M carvaem M | y(0) =m=y(1)},

onde I C R é um intervalo aberto contendo [0,1]. O grupo de holonomia de D em m é o subgrupo
do grupo geral linear GL(E;,) dado por

Holyn (D) = {Uy(1,0) |y € Q(M,m) }.
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Para quaisquer dois pontos m e m’ na mesma componente conexa de M, podemos escolher uma curva
y : I — M qualquer, onde I C R é um intervalo aberto contendo [0, 1], tal que y(0) =m e y(1) = m/,
e considerar o isomorfismo linear

Uy(l,o) ‘Em — Eny
que induz um isomorfismo de grupos de Lie

GL(Ewm) — GL(Em')
A —  Uy(1,0) AU, (1,0)"!

que transforma Hol,,, (D) em Hol,,' (D). Neste sentido, podemos afirmar que os grupos de holonomia
em diferentes pontos da (mesma componente conexa da) variedade base sdo todos conjugados.

Finalmente, como mais um conceito importante, introduzimos uma primeira versao da nocao de
levantamento horizontal que, entre outras coisas, é importante para entender como a teoria das
conexoes lineares discutida neste capitulo se enquadrana teoria das conexodes gerais, a ser apresentada
no proximo.

1.18 Definicdo Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M, com projecao 7 : E — M, munido
de uma conexao linear D. Considere o pull-back m*TM do fibrado tangente TM de M para E via T,
cujos pontos sao pares (u,v) € EXTM taisque u € E,;; e v € T, M para algum ponto m de M (veja
a equacdo (1.75)), sendo que o diagrama comutativo (1.76) assume a seguinte forma: 3

pr
w*TM —TM
prll lTM (1.181)
E—"—>M

O levantamento horizontal associado a D é o homomorfismo estrito I, : m*(TM) — TE de fibrados
vetoriais sobre E definido da seguinte forma: para m ¢ M, u € E;, e v € T),M, seja y : I — M uma
curva em M passando por m tal que y(0) = v, e seja s, a se¢do covariantemente constante de E ao
longo de y tal que s,(0) = u; entdo considerando s, como curva em E passando por u, s, : I — E,
pomos I'p(u,v) = $,(0). Assim, temos os seguintes dois diagramas comutativos:

*TM4>TE *TM—>TE

ENZA A

Além disso, I, € “homogéneo” no seguinte sentido: se para s > 0, denotarmos por u, : E - E a
multiplicacdo por s nas fibras de E e por Ty, : TE — TE sua aplicacdo tangente, entédo vale

Ipsu,v) = Tug(Th(u,v)) . (1.183)

3Como conjunto, T* TM coincide com a soma direta E ® TM de E e TM e, antecipando a terminologia a ser introduzida na
Definicdo 2.6, também com o produto fibrado E xp TM de E e TM sobre M. Porém, no contexto da presente discussao, o que
importa ndo é a estrutura de fibrado (vetorial ou geral) sobre M e sim a de fibrado vetorial sobre E, pois é em relacdo a esta
que o levantamento horizontal é linear ao longo das fibras.

FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS FORGER & ANTONELI



58 FIBRADOS VETORIAIS E CONEXOES LINEARES

Para verificar que o resultado da construcdo de I', (1, v) ndo depende da curva y usada para representar
o vetor tangente v e que a aplicacdo I, assim definida é de fato diferenciavel, linear no segundo
argumento (quando o primeiro for fixo) e ainda satisfaz a condicdo de homogeneidade (1.183), basta
considerar a expressao local de I, em termos de uma base {ej,...,e,} de secdes locais ey de E e um
sistema de coordenadas locais x# em M, ambos definidos em algum aberto U de M, que juntos definem
um sistema de coordenadas locais (x*, y%) de E, este definido no aberto t~!(U) de E: escrevendo

— a 24 a
Ipu,v) = Ipu,v)¥ == + Ip(u, v) aya

e observando que isso implica que, para s >0,

Tus(Tp(u,v)) = FD(u,v)“% + sTp(u,v)®

oy’
temos, devido ao fato de que o sy, =y,
d d
v = H - = u — pH
Ip(u,v) a sy(t) o T dr y(t) AP
enquanto que, devido a equacao (1.173),
d a : p a p
D) = 50°| = “AFGOEO) 50| = A, fm vl
de modo que a referida expressao local é a seguinte:
0 0 « 0
« pu_ Y N _ ul Y B_~
FD<u ex, U axu> =V (axu Auﬁu a;»a)' (1.184)

1.4.4 Transporte Paralelo no Fibrado Tangente

Mais uma vez, a situacao especial de conexoes lineares no fibrado tangente de uma variedade (e seus
descendentes) merece uma atencao especial. Neste caso, podemos reformular e complementar os
enunciados da Proposicao 1.3 como segue.

1.4 Proposicao Seja M uma variedade conexa munida de uma conexdo linear V. Entre as seguintes
afirmacoes, as primeiras trés sdo equivalentes e implicam a ultima.

(a) O transporte paralelo ao longo de qualquer curva depende apenas do seu ponto inicial e do seu ponto
final.

(b) Para todo ponto m de M e todo vetor tangente v,, € T,,M, existe um vinico campo vetorial X sobre M
que é covariantemente constante e tal que X (m) = vyy,.

(c) Existe um referencial {e1,...,en} de campos vetoriais globais e; sobre M que sdo covariantemente
constantes, de modo que as formas de Christoffel com respeito a este referencial se anulam identica-
mente.

(d) O tensor de Riemann R de V se anula identicamente.
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Além disso, entre as seguintes afirmacées, a primeira implica a segunda.

(e) Existe um sistema de coordenadas globais x* para M que sdo covariantemente constantes, de modo
que os simbolos de Christoffel com respeito ao referencial holonomo {01,...,0, } induzido por este
sistema de coordenadas se anulam identicamente.

(f) O tensor de Riemann R e o tensor de torcdo T de V se anulam identicamente.

Se M for simplesmente conexa, as afirmacoes (a)-(c) tornam-se equivalentes a afirmacdo (d), e a
afirmacdo (e) torna-se equivalente a afirmacado (f).

De passagem, notamos que a afirmacao (e) implica que a variedade M deve ser trivial, isto ¢, difeomorfa
a um aberto de R", enquanto que as afirmacoes (a)-(c) implicam tdo somente que o fibrado tangente
TM de M, como fibrado vetorial sobre M, deve ser trivial: neste caso, diz-se que a variedade M é
paralelizavel. Para ilustrar que a propriedade de ser paralelizavel é substancialmente mais fraca do
que a de ser trivial, basta observar que todo grupo de Lie conexo é paralelizavel, mas obviamente nem
todo grupo de Lie conexo é trivial como variedade (considere, por exemplo, SU(2) = S3).

Demonstracao: A implicacdo (e) = (f) é trivial, devido as equacdes de estrutura (1.145) e (1.146),
aplicadas ao referencial holdonomo {9,...,0, } e seureferencial dual {dx!,...,dx™}. Assim, a inica
afirmacéao a ser provada é a implicacao (f) = (e), sob a hipotese adicional de que M seja simplesmente
conexa. Mas ja sabemos que neste caso, vale a implicacao (d) = (c), afirmando que existe um referen-
cial {ey,...,en} de campos vetoriais globais e; sobre M, com referencial dual {el,...,e"} de 1-formas
globais e! sobre M, que sdo covariantemente constantes, de modo que as formas de Christoffel I': com
respeito a este referencial se anulam identicamente. Aplicando a primeira equacao de estrutura (1.145),
concluimos que a hipotese de que o tensor de torcdo se anule implica de’ = 0. Mas M sendo simples-
mente conexa, vale 11 (M) = {0} e portanto H;(M) = {0}; logo, existem funcdes globais x! sobre M
tais que e’ = dx! e e; = 9/0x". O

A escolha de uma conexao linear numa variedade, por si s0, permite definir a nocdo de geodésicas
e de campos vetoriais autoparalelos ao longo de curvas (geodésicas ou ndo). Para isso, lembramos que
se M é uma variedade munida de uma conexao linear Ve y:I — M éuma curvaem M,onde I CR é
um intervalo aberto, podemos considerar o fibrado vetorial y*TM sobre I que ¢é o pull-back do fibrado
tangente TM de M para I via y e cujas secdes sdo chamadas de campos vetoriais sobre M ao longo
de y, incluindo como exemplo principal a prépria derivada y de y, e observamos que ele vem munido
da conexao linear y*V que é o pull-back da conexéao linear V em TM para I via y.

1.19 Definicdo Seja M uma variedade munida de uma conexao linear V, e seja y : I — M uma curva
em M, onde I ¢ R ¢é um intervalo aberto. Um campo vetorial & sobre M ao longo de y é chamado
autoparalelo se é covariantemente constante sob y*V, ou seja, se

(Y*V)¢ = 0. (1.185)

A curva y é chamada geodésica se a sua derivada y é autoparalela, ou seja, se

(Yy*V)y = 0. (1.186)
Em termos de um referencial local {ey,...,e,} para M, a equacao (1.185) toma a forma
d ; ; .
T EO + Ry E® =0, (1.187)
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que, para uma curva y fixa, ¢ um sistema linear de equacées diferenciais ordinarias de primeira ordem
para as componentes &' de &, enquanto que a equacdo (1.186) toma a forma

d , . .

VO + Ty y oy = o, (1.188)
mas se usarmos um referencial local holonomo {d,...,0, } induzido por um sistema de coordenadas
locais x* em M, ela toma a forma

d?y# p dy* ~dy* =
T (t) + L (y(t)) ar (t) ar (t) =0, (1.189)

que ¢é um sistema quase-linear de equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem para as compo-
nentes y# de y. Observe que essa equacao mostra que geodésicas independem de torcdo, no sentido de
que a equacao geodésica para uma conexao linear V é a mesma que para qualquer uma das conexodes
lineares V' modificadas conforme a equacéao (1.171).

1.4.5 Fluxo Geodésico e Aplicacao Exponencial

Dada uma variedade M munida de uma conexao linear V, a expressdo (1.189) da equacao geodésica em
coordenadas locais mostra que se trata de um sistema de equacdes diferenciais ordinarias de segunda
ordem que, obviamente, pode ser convertido em um sistema maior de equacodes diferenciais de primeira
ordem. Tal conversao pode de fato ser efetuada de maneira global, levando a introducao de um certo
campo vetorial Xy sobre o fibrado tangente TM de M e a reinterpretacao das solucdes da equacao
geodésica como projecoes, de TM para M, das curvas integrais de Xy.

Para exibir a definicdo de Xy, introduzimos o fibrado tangente de segunda ordem de M, denotado
por T?M, que pode ser definido de duas maneiras: ou por iteracdo, i.e., em termos do fibrado tangente
iterado T(TM) de M, ou diretamente, usando classes de equivaléncia de curvas tangentes até segunda
ordem, sendo que esta pode ser generalizada de forma imediata para construir o fibrado tangente de
ordem k de M, denotado por TXM, onde k é qualquer inteiro.

A primeira alternativa consiste em definir T°M como o subfibrado do fibrado tangente iterado
T(TM) de M dado por
T°M = {ueT(TM) | Tty(u) = trm(u) }, (1.190)

onde T, : TM — M ¢ a projecdo tangente canonica para M, T, : T(TM) — TM ¢ sua aplicacao
tangente e Try : T(I'M) — TM ¢ a projecdo tangente canonica para TM. Denotando a restricao
comum de TT,, e de Ty, a T2M por Tj;, podemos representar a situacdo pelo famoso diagrama do
losango do fibrado tangente duplo e seu “colapso”:

T(TM) ) M (1.191)
>N g
M
™ ™ = ™
\ / TMl
Tym Tym
M = M

Entdo dizemos que um campo vetorial sobre TM que toma valores em T2M define uma equacdo dife-
rencial de segunda ordem em M, porque esta é a condicao necessaria e suficiente para garantir que suas
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curvas integrais em TM sdo obtidas como derivadas y de curvas y em M. (Isso segue do fato de que
se B:I - TM éuma curvaem TM, onde I C R é um intervalo aberto, e se y : I — M é sua projecado
para M, y = T),of; entdo denotando por B:I— T(TM) e y:I — TM suas respectivas derivadas,
temos Tpyof =8 e TTMoB y.)

A construcdo direta de T¥M, para qualquer inteiro k, procede da seguinte forma. Se M é uma
variedade n-dimensional e m é um ponto fixo de M, duas curvas y; e y» que passam por m, i.e., que
satisfazem a condicdo y;(0) = = ¥2(0), sdo ditas tangentes até ordem k em m se, para alguma
carta (U,x,U) de M em torno de m, as curvas xoy; e xoy» em U, que entdo satisfazem a condicdo
x(y1(0)) =0 = x(y2(0)), sdao tangentes até ordem k na origem, i.e, se vale

l
ddtl x(yl(t)) i = %x(yz(t)) o para 1 <l<k. (1.192)
Comono caso k=1, essa propriedade ndao depende da escolha da carta, pois aplicando a regra da cadeia
em conjunto com a regra do produto, podemos mostrar por inducao que, dada uma curva qualquer
y em M passando por m e qualquer outra carta (U’,x’,U’) de M em torno de m, as derivadas das
funcdes x"¥ oy de qualquer ordem k em t =0 sdao somas de produtos das derivadas das funcoes x*oy
de ordem < k em t = 0, com coeficientes que sdao combina¢des numéricas das derivadas parciais das
variaveis x’% em relacdo as variaveis x* de ordem < k na origem de R", e portanto a validade da
equacao (1.192) implica a validade da mesma equacao com x* substituido por x'¥. Explicitamente,
temos, por exemplo,

d? K B ax’K
x| = S0 o ”(“”)'t:o
, (1.193)
0°x'¥ d
+ m(o) ai X“(Y(t))‘ a> V(y(t)) o

Obviamente, a relacdo de tangéncia entre curvas até ordem k assim definida é uma relacao de equi-
valéncia, e denotamos por T¥M o conjunto de classes de equivaléncia assim definido, com a projecao
Obvia T]’\} : TXM — M. Porém, para k > 1, ndo é adequado chamar as correspondentes classes de equi-
valéncia de “vetores tangentes de ordem k”, uma vez que - ao contrario da lei de transformacao (1.5) -
a lei de transformacdo para derivadas superiores (veja, por exemplo, a equacao (1.193)) ndo é linear
e portanto nao é possivel introduzir uma estrutura de espaco vetorial no conjunto dessas classes de
equivaléncia que seja independente da escolha do sistema de coordenadas locais. Isso significa que,
para k > 1, TXM - ao contrario de TM - ndo ¢ um fibrado vetorial sobre M e portanto sua estru-
tura como fibrado s6 pode ser entendida por completo no contexto da teoria de fibrados gerais a ser
desenvolvida no préximo capitulo.

1.20 Definicdo Seja M uma variedade munida de uma conexao linear V. O campo geodésico
associado a V é o campo vetorial Xy sobre TM obtido como a composicao da aplicacao diagonal

™ — Tj‘} ™

v — (v,v)
com o levantamento horizontal Iy : T5;TM — T(TM) associado a V, introduzido na Defini¢ao 1.18, e
o fluxo geodésico associado a V é a aplicacdo diferenciavel Fx, : Dx, — M obtida como a composicdo

do fluxo Fly, : Dx, — TM de Xy no sentido usual com a projecdo Ty, : TM — M, sendo que Dy,
denota o dominio maximal de ambos - um aberto de R x TM contendo {0} x TM.
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Falar no fluxo geodésico na variedade M, e ndo no fibrado tangente TM de M, se justifica pelo fato
de que combinando os dois diagramas comutativos na equacao (1.182), segue que o campo geodésico
toma valores em T2M,

Try o Xy = TTy o Xy, (1.194)

e portanto ele define uma equacao diferencial de segunda ordem em M, que é justamente a equacao geo-
désica (1.186). Em outras palavras, como vimos acima, as curvas integrais f de Xy em TM satisfazem
B =y onde y = T,,0f, 0 que significa que o fluxo Flx, pode ser reconstruido a partir do fluxo Fx,:

Flx,(t,v) = iva(s,v) . (1.195)
ds s=t

Além disso, a condicao de homogeneidade (1.183), em conjunto com a linearidade de I'y na segunda
variavel, implica que o campo geodésico satisfaz a seguinte condicdo de homogeneidade:

Xy(sv) = sTu,(Xy(v)) . (1.196)

A importancia desta propriedade reside no fato de que ela constitui a condicdo necessaria e suficiente
para a invariancia do fluxo geodésico sob reparametrizacdes constantes, ou seja, a afirmacao de que
para qualquer curva y : I — M em M, onde I C R é um intervalo aberto, e todo s > 0, a curva
reparametrizada ys:I; — M,onde Iy =s I ={tcR|stecl} e ys(t) = y(st) para t € I, é curva
integral de Xv se e somente se y for curva integral de Xv, e entdo, obviamente, vale y(t) = s y(st).?
Em termos do fluxo geodésico, isso significa que

(st,v) € Dy, < (t,sv) € Dy, e neste caso Fx (st,v) = Fx (t,sv). (1.197)
Portanto, é conveniente introduzir um aberto Dy de TM pondo
Dy = {veTM|(1,v) e Dx,}, (1.198)

ou seja: Dy é o aberto® de TM formado pelos vetores tangentes v tais que a geodésica passando por
m = T, (v) e com velocidade inicial v é bem definida até (pelo menos) o valor 1 do seu parametro, e
portanto podemos definir uma aplicacdo diferenciavel expy : Dy — M por

expy (v) = Fx,(1,v) para v € Dy . (1.199)
Reciprocamente, a partir de Dy e expy, recuperamos Dy, e Fx,, usando a equacao (1.197), pois

Dy, = {(t,v) ERXTM | tv € Dy }, (1.200)

Fx (t,v) = expy(tv) para (t,v) € Dy . (1.201)

1.21 Definicdo Seja M uma variedade munida de uma conexao linear V. A exponencial associada a V
¢ a aplicacdo diferenciavel expy : Dy — M construido acima, com dominio maximal Dy que é uma
vizinhanca aberta da se¢do zero em TM. Dizemos que M é geodesicamente completa se Dy = TM,
i.e., qualquer geodésica ¢é definida para qualquer valor do seu parametro.

4Notamos, de passagem, que um campo vetorial sobre TM satisfazendo as duas condicdes (1.194) e (1.196) é chamado de
“spray”, e portanto também se usa a expressdo “spray geodésico”, ao invés de “campo geodésico”.

SReescrevendo a definicdo de Dy naforma Dy = il’l(’DXv), onde i; : TM — RXTM é ainclusdo dada por i1 (v) = (1,v),
que ¢é continua, concluimos que Dy, € aberto em TM, pois Dy, € aberto em R x TM.
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1.5 Conexoes Pseudo-Riemannianas

1.5.1 Meétricas Pseudo-Riemannianas

1.22 Definicdo Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M. Uma métrica nas fibras de E, ou
simplesmente métrica em E, é uma secdo g do fibrado vetorial \/2 E* sobre M que é ndo-degenerada,
isto é, para todo ponto m de M, o valor de g em m, que denotaremos por g,,, ¢ uma forma bilinear
simétrica sobre E,, que é ndo-degenerada no sentido usual:

ImWUm,u,,) = 0 paratodo u,, € En = Um = 0. (1.202)

Uma métrica em M é uma métrica no fibrado tangente TM de M.

1.5.1 Observacao Infelizmente, nas areas de geometria e topologia, a palavra “métrica” costuma
ser usada em dois sentidos diferentes. Portanto, quando ha perigo de confusdo, podemos substituir o
termo “métrica” como definido acima pela expressao “tensor métrico” e o termo “métrica” como usado
na definicdo de um “espaco métrico” pela expressao “funcao distancia”.

Em qualquer ponto m de M e em relacdo a qualquer base do espaco vetorial E;,, a forma bilinear
simétrica g,, serd representada por uma matriz simétrica nao-singular que, conforme o teorema de
Sylvester, pode através de uma mudancga de base ser colocada na sua forma padrao

1, 0
( g =) ) (1.203)

onde 1y denota a matriz identidade (k x k). Obviamente, se a variedade base M for conexa, 0s nimeros
p e g, além de serem sujeitos a condicao p + g = v onde 7 é o posto de E, ndo dependem de m, pois
por hipotese sdo funcdes continuas de m a valores inteiros. Assim, o par (p,q) é um invariante da
métrica g, chamado a sua assinatura, e dizemos que g é

 pseudo-riemanniana® no caso geral de assinatura (p, q) qualquer;
e riemanniana quando p=0,q=v% ou p=7,q=0;

e lorentziana quando p=1,q=v-1 ou p=r-1,q=1.

Vetores u,, € Ey, tais que gm (Um, Um) = 0, mas u,, # 0, sdo chamados de tipo luz. Obviamente, no
caso riemanniano, tais vetores nao existem. No caso lorentziano, ainda dizemos que vetores u,, € E,
sdo tipo tempo se g, (U, Uy) > 0 (caso p=1,q=r—-1) ou gm (Um,Um) <0 (caso p=r—-1,q=1),
sdo tipo espaco se gy (Um,Um) <0 (caso p=1,q=r—-1) ou gm(Um,Um) >0 (caso p=r—-1,g=1)
e sdo causais se gy, (Um, Um) =0 (caso p=1,g=r—-1)ou gm(Um,Um) <0 (caso p=r—-1,4=1), ou
seja, se nao sao tipo espaco.

6 Alguns autores preferem o prefixo “semi-", em vez de “pseudo-”". N6s nio seguimos essa convencio, tendo em vista que
o prefixo “semi-”" ja é amplamente usado num contexto diferente, por exemplo em analise funcional, onde indica funcées que
ainda sdo positivas (ou negativas), porém possivelmente degeneradas, como acontece no caso do conceito fundamental de
uma seminorma.

FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS FORGER & ANTONELI



64 FIBRADOS VETORIAIS E CONEXOES LINEARES

Notamos que, devido a sua ndo-degenerescéncia, uma métrica g em E induz um isomorfismo estrito
de fibrados vetoriais entre E e o seu dual E*, que sera denotado por

LT E — E*. (1.204)
Explicitamente. ele é definido por
Uy = Gm(Um, .) para um € Enm , (1.205)
ou mais explicitamente ainda, por
(uby, Ury) = gGm(Um,ul,) para Um, Uy, € Ep , (1.206)
e seu inverso sera denotado por
S E¥ — E. (1.207)

A mesma notacdo sera usada para os isomorfismos correspondentes entre espacos de secdes de E e
de E* (como modulos sobre o anel £(M) das funcoes diferenciaveis sobre M):

L T(E) — T(E™). (1.208)
A T(E*) — T(E). (1.209)

Segue que existe uma Unica métrica em E*, que novamente sera denotada por g, tal que .” e .* sdo
isométricos. Mais geralmente, notamos que, assim como conexoOes lineares, métricas se comportam
naturalmente em relacdo aos funtores introduzidos na Secdo 1.2.3. Em particular, uma métrica em
um fibrado vetorial induz métricas em todos os seus descendentes, que a seguir serao coletivamente
denotadas pela mesma letra, afim de simplificar a notacao.

A maneira mais facil de descrever essa construcado é em termos de expressoes locais, retomando a
abordagem adotada na Secao 1.3.4. Por exemplo, se expandirmos a métrica g em E em termos de uma
base {ej,...,e,} de secoes locais ey de E, conforme a equacao (1.69) com (p,q) = (0,2), ou seja, se
escrevermos

g = gope®®el com gug = glexep), (1.210)

entao concluimos que

es = gapel (1.211)

e mais geralmente, que para as componentes s* de uma secao local s de E qualquer e as componentes
s« da secdo local correspondente s* de E*, ambas definidos conforme a equacao (1.68), vale 0 mesmo
tipo de formula,

S = Gop St (1.212)

pois para todo y,
(ehney) = gleaey) = Goy = Gapdy = up (ePrey) = (gupel,ey),
e de modo analogo,
sa = Spoh = sp(efleq) = (s',ex) = g(s,eq) = sPgleg,en) = gupsP .

Portanto, se expandirmos a métrica g em E* em termos da base dual {e!,...,e"} de secdes locais e*
de E*, conforme a equacao (1.69) com (p,q) = (2,0), ou seja, se escrevermos

g =9g**ey®es com g* = g(e*, ef), (1.213)
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entdo concluimos que a matriz (g*#) é a inversa da matriz (gup), POis a métrica em E* ¢é definida por
g(s°,s'°) =g(s,s’), implicando que

goap = glecep) = glei,ep) = g(daye”,gpse’) = Guy 9”° gsp -

Assim, concluimos que
(e)* = g*feg, (1.214)

e mais geralmente, que para as componentes s, de uma secao local s* de E* qualquer e as componentes
s% dasecdo local correspondente (s*)# de E, ambas definidos conforme a equacéo (1.68), vale 0 mesmo
tipo de formula,

% = g"‘555. (1.215)

Agora se expandirmos secoes locais s,s" de E, s*,s* de E*, t,t’ de TZ,”E e w,w’ de \” E* conforme as
equacoes (1.68)-(1.70), obtemos as seguintes expressdes para as funcoes locais obtidas como produto
escalar entre elas:”’

9(s,5") = gaps*sP , g(s*,s*) = g*¥sasy, (1.216)
, 8q X1y V1w
I = Geayr e Gopyy 300 g% to‘:_.g‘: té}:{_.g;” : (1.217)
e
’ 1\° o1 B %y Bp ’
g(w,w’) = (E> g . g Wey..ap DBy By - (1.218)

As equacoes (1.211), (1.212), (1.214) e (1.215) proporcionam a motivacao para chamar os isomor-
fismos (1.204), (1.207), (1.208) e (1.209) de isomorfismos musicais, sendo que .” abaixa indices e .*
levanta indices.

Em particular, no caso de uma métrica g em uma variedade M, podemos expandir a métrica em TM

e a métrica dual em T*M em termos de um referencial local {e;j,...,en} e do referencial local dual
{el ..., e"} para M, escrevendo

g = gijel®el com gij = glejej), (1.219)
e

g =gYei®e; com g = g(elel), (1.220)
sendo que (g'/) é a matriz inversa a (gij). Se usarmos o referencial local holonémo {0i,...,0,} e o0
referencial local holonomo dual {dx!,...,dx"} induzidos por um sistema de coordenadas locais x*

em M, essas expansdes assumem a forma

g = Gu dx* edx¥ com gy = g(04,0)), (1.221)

g =g"o,®0, com gt = g(dx* dxV), (1.222)

sendo que (g"”) é a matriz inversa a (g,y). A adaptacdo das formulas (1.211)-(1.212) e (1.214)-(1.218)
a essa notacao sera utilizada sem mencao explicita.

70Os indices p e q neste contexto nio tém nada a ver com 0s nimeros p e g que caracterizam a assinatura (p, q) damétrica g.
Na pratica, este uso ambivalente ndo costuma acarretar confusao.
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Dado um fibrado vetorial E sobre uma variedade M munido de uma métrica pseudo-riemanniana,
existe uma classe especial de bases de secdes locais de E, a saber, as bases ortonormais. Dizemos que
uma base {ej,...,e;} de secoes locais ey de E é ortonormal se a correspondente matriz (gqg), em
qualquer ponto do seu dominio, tiver a forma padrao

(Nap) = ( 10” _?q ) : (1.223)

Uma condicdo mais fraca é que ela seja ortogonal, o que significa que a correspondente matriz (gqg),
em qualquer ponto do seu dominio, deve satisfazer gog = 0 se o # . Obviamente, devido a condi¢do
de nao-degenerescéncia da métrica, as secoes locais de uma base ortogonal ndo podem definir vetores
de tipo luz em nenhum ponto do seu dominio, e portanto é facil passar a uma base ortonormal: basta
efetuar uma permutacao entre as secoes locais e, da base ortogonal original para garantir que as secoes
locais ey com gnx > 0 venham antes das secOes locias ey com gun < 0, e dividir cada ey por +/|guaxl-

Quanto a construcao de bases ortogonais, existe o0 método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt
que, em qualquer espaco vetorial de dimensao finita munido de um produto escalar, permite passar
de uma base qualquer para uma base ortogonal. Porém, na sua versao original, este método funciona
apenas para um produto escalar positivo definido. Além disso, é preciso verificar que a construcao
transforma uma base qualquer que depende diferenciavelmente de certos parametros em uma base
ortogonal que também depende diferenciavelmente destes mesmos parametros.

1.1 Lema (ortogonalizacdao de Gram-Schmidt) Seja {vi,...,v,} uma base qualquer de um espaco
vetorial real V munido de um produto escalar (.,.) de assinatura (p,q). Entdo existe uma base orto-
gonal {U4,...,7, } deV, obtida da base original por um processo iterativo de ortogonalizacdo, de modo
que os vetores 1U; (1 < i < n) sdo combinacoes lineares dos vetores v; (1 < i < n) com coeficientes que
sdo fungoes racionais dos produtos escalares (vi,vj) (1 <1i,j <n).

Demonstracao: Inicialmente, observamos que a ndo-degenerescéncia do produto escalar (.,.) implica
que para cada vetor da base dada que é de tipo luz, existe pelo menos um outro vetor da mesma base
(de tipo luz ou nao) que nao é ortogonal a ele. Portanto, efetuando uma permutacio entre os vetores
da base, podemos agrupa-los de tal forma que cada vetor da base que ¢é de tipo luz venha seguido de
outro vetor da base (de tipo luz ou nao) que tenha produto escalar # 0 com ele, formando um par.
Agora, se (vi,viy1) for qualquer um destes pares, com (v;,v;) = 0 e (v, vi+1) * 0, defina um novo
par (U, Dj+1) de vetores por

(Vis1, Vis1)

_— ( _ (Wis1,Vis1)
2 (v, Vit1)

Vi = )Ui — Vi+1 -
2 (Vi, Vis1)

)Ui+vi+1 , Vig1 = <1+

Entdo 7; e U;;1 geram o mesmo subespaco bidimensional de V que v; e v;;;, formando uma base
ortogonal deste subespaco, pois usando que (v, v;) = 0, obtemos

~ o~ Vi , Vi Vi , Vi
(Di,Div1) = — (1 - %) (Vi, Vis1) + (1 + %) (Vi+1, Vi) — (Vis1,Vis1) = 0,
1 Vi+ 1y Vi+
- Vi1, Vi
(Di, Di) = (1 - %) 2(Vi, Vis1) + (Vis1, Vis1) = 2(Vi, Vis1)
1 Vi+
L Vii1, Vi
(Dit1, Vis1) = — (1 + (2(1:}171}”11))> 2 (v, Viv1) + (Vis1, Vis1) = —2 Wi, Vi) -
1 Vi+
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Posto isso, podemos completar a demonstracao por inducao sobre a dimensao de V:
Caso (a): Se (v1,v1) = 0, pomos 7; = v; e definimos vetores wo,...,w;, por

(v, v9)
(v1,v1)

de modo que {w>,...,w, } é umabase do complemento ortogonal do subespaco unidimensional de V/
gerado por v;. Como este complemento ortogonal é um subespaco de V de dimensao n — 1, podemos,
pela hipotese de inducao, aplicar o lema para encontrar uma base ortogonal {v»,...,7, } desse sub-
espaco cujos vetores U; (2 < i < n) sdo combinacoes lineares dos vetores w; (2 < i < n) com coeficientes
que sdo funcoes racionais dos produtos escalares (w;, wj) (2 < i,j < n). Mas entdo {U1,V2,...,Un}
¢ uma base ortogonal de V cujos vetores 7; (1 < i < n) sdo combinacdes lineares dos vetores v;
(1 < i < n)com coeficientes que sdo func¢oes racionais dos produtos escalares (v, v;) (1 < 1i,j < n).

Caso (b): Se (vy,v;1) # 0 e portanto (vy,v2) * 0, definimos 7; e U2 como acima, i.e.,

w; = Vi V1 para 2 <i<nmn,

_ (v2,V2) _ (v2,v2)
vV, = (1 - ———)v1+v2 , V2 = (]l + ——— - Vs,
= 2(v1,vz)> b 2 = 2(111,112)) P
e definimos vetores ws,...,w; por
wi = v — thﬁ) U1 — 7(132’131') U, para3d<i<mn,
(U1, 71) (U2, 72)
ou seja,

Vo, V2)(V1, Vi) — (v, v2) (V2, V4 V1, Vi ,
wi:vi+(2 2) (Vg 1)(212)(2 1)1_(1 l)vz para 3<i<n,
(v1,v2) (v1,v2)
de modo que {ws3,...,w,} é uma base do complemento ortogonal do subespaco bidimensional de V
gerado por v; e vp. Como este complemento ortogonal é um subespaco de V de dimensao n — 2,
podemos, pela hipotese de inducao, aplicar o lema para encontrar uma base ortogonal {7U3,...,7y}

desse subespaco cujos vetores U; (3 < i < n) sdo combinacdes lineares dos vetores w; (3 < i < 1)
com coeficientes que sdo funcdes racionais dos produtos escalares (w;, w;) (3 < i,j < n). Mas entdo

{01, 7U2,73,...,U, } € uma base ortogonal de V cujos vetores 7; (1 < i < n) sdo combinacoes lineares
dos vetores v; (1 < i < n) com coeficientes que sdo fungdes racionais dos produtos escalares (v, v;)
1<i,j<n). O

Como consequéncia, temos

1.5 Proposicao Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M munido de uma métrica pseudo-
riemanniana g. Entdo E sempre admite bases ortonormais de secoes locais.

Demonstracao: Dada uma base {e;,...,e,} de secoes ey de E sobre um aberto U (correspondente
a escolha de uma trivializacdo admissivel de E sobre U em conjunto com uma base da fibra tipica E
de E), podemos para cada ponto m de U ordenar essa base de tal forma que cada se¢do da base cujo
valor no ponto m é um vetor de tipo luz venha seguida de outra secdo da base cujo valor no ponto m
tenha produto escalar = 0 com ele. Entdo é claro que este mesmo ordenamento é valido sobre toda uma
vizinhanca aberta V,,, de m (contida em U), na qual nenhum dos referidos produtos escalares se anula,
e que existe uma vizinhanca U,, de m (contida em V,,) tal que o método de ortogonalizacdao de Gram-
Schmidt descrito na demonstracdao do lema anterior proporciona uma base ortogonal {é;,...,é,} de
secoes éy de E sobre Uy,. O
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Dado um fibrado vetorial E de posto v sobre uma variedade M munido de uma métrica pseudo-
riemanniana de assinatura (p, q), introduzimos o grupo pseudo-ortogonal O(p, q) de todas as trans-
formacoes lineares inversiveis de R” que preservam a forma n e a algebra pseudo-ortogonal so(p, q)
de todas as transformacoes lineares de R” que preservam a forma n em nivel infinitesimal. Explici-
tamente, em termos de matrizes reais ¥ X ¥, com ¥ = p + ¢, e usando o simbolo ." para denotar a
transposicao,

O(p,q) = {AeGL(»,R) |ATnA=n}, (1.224)
e
so(p,q) = {Xedgl(r,R) | X'n+nX=0}. (1.225)
De modo analogo, considerando a fibra E;, de E em cada ponto m de M, podemos definir
O(E,) = {A, €GLE) | AL GmAm =9m ' > (1.226)
e
$0(Ey,) = { Xy €9l(Ep) | X0, G + Gy X, = 01 . (1.227)

Entdo é claro que as funcoes de transicao Tng entre duas trivializacoes locais admissiveis &, e &g de E
que correspondem a bases ortonormais de secdes locais (veja as equacoes (1.33)-(1.35)) tomam valores
no grupo pseudo-ortogonal O(p, q).

Passando a discussado de conexdes lineares em fibrados vetoriais munidos de uma métrica pseudo-
riemanniana, temos a seguinte

1.23 Definicdo Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M munido de uma métrica pseudo-
riemanniana g. Uma conexao linear D em FE é chamada compativel com a métrica g em E se, para todo
campo vetorial X sobre M, vale

Dxg = 0, (1.228)

i.e., se g for covariantemente constante em relacao a conexao linear induzida no fibrado vetorial \/2 E*
(que, conforme convencao mencionada no final da Secdo 1.3.2, também é denotada por D). Explicita-
mente, isto significa que para todo campo vetorial X sobre M e quaisquer duas secdes s; e s» de E,
vale8

X -g(s1,82) = g(Dxsi1,$2) +9g(s1,Dxs2) . (1.229)

Neste caso, dependendo da assinatura de g, diz-se também que D é uma conexdao pseudo-riemanniana
ou riemanniana ou lorentziana.

Se expandirmos a conexao linear D em E em termos de uma base ortonormal {ej,...,e,} de secoes
locais ey de E e observarmos que a condicao de ortonormalidade dessa base implica que as componen-
tes do tensor métrico em relacdo a correspondente base induzida de secdes locais de TQE ou de T(‘)ZE
devem ser funcoes constantes, podemos aplicar as equacdes

Dygup = X - Gop — Au(X)gyp — Ap(X) gy »

B (1.230)
Dyg*f = X - g™ - AF(X)g"F - Ay (X)g*,
ou, em termos de um referencial local {e,...,e,} para M,
DiGup = 09up — Arncyg — Ak Joy »
kI B kY xp kaIyp kpJoy (1.231)

Dg** = 0,9*f + Ak;‘gYB + Akﬁg"‘y ,

8 A equivaléncia das condicoes (1.228) e (1.229) segue combinando as equacdes (1.87) e (1.91).
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que sao casos especiais da equacao (1.101), ja que as equacoes (1.210) e (1.213) sao casos especiais da
equacao (1.69), para concluir que a conexao linear D é compativel com a métrica g se e somente se a 1-
forma A a valores matriciais constituida pelas suas formas de conexao locais Ag‘ em relacdo a qualquer
base ortonormal de sec6es locais toma valores na algebra pseudo-ortogonal so(p, q). Neste caso, segue
da equacdo de estrutura (1.132) que a 2-forma F a valores matriciais constituida pelas correspondentes
formas de curvatura locais F g‘ também toma valores na algebra pseudo-ortogonal so(p, q). Escrevendo

Apg(X) = GuyAR(X) , Fop(X,Y) = go FR(X,Y), (1.232)
podemos expressar essa propriedade como uma simples condicdo de antissimetria:

Apg(X) +Ap (X) = 0, Fop(X,Y) + Fgo(X,Y) = 0. (1.233)
Independentemente da escolha de bases ortonormais, temos

1.6 Proposicao Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M munido de uma métrica pseudo-
riemanniana g e de uma conexdo linear pseudo-riemanniana D.

1. O tensor de curvatura F de D é uma 2-forma a valores no fibrado de dlgebras de Lie pseudo-
ortogonais so(E),? i.e., para todo ponto m de M e quaisquer dois campos vetoriais X,Y € X(M),
vale

F(X,Y)y € s0(Ep) . (1.234)

2. O transporte paralelo em relacdo a D preserva a métrica, i.e., para toda curva y : 1 — M em M,
onde I C R é um intervalo aberto, e para t,t’ € I, o operador Uy(t',t) : Eyy) — Eyw) € uma
isometria. Em particular, para todo ponto m. de M, o grupo de holonomia Hol,,,(D) de D em m é
um subgrupo do grupo pseudo-ortogonal:

Holy, (D) € O(Ew) . (1.235)

1.5.2 Conexao de Levi-Civita

Inicialmente, esclarecemos que uma variedade pseudo-riemanniana ou variedade riemanniana/
variedade de Riemann ou variedade lorentziana/ variedade de Lorentz é simplesmente uma
variedade M munida de uma métrica pseudo-riemanniana ou riemanniana ou lorentziana no seu
fibrado tangente. Nossa meta nesta secdo é formular e provar o primeiro teorema fundamental da
geometria pseudo-riemanniana:

1.4 Teorema Seja M uma variedade pseudo-riemanniana com métrica g. Entdo existe uma unica
conexdo linear V. em M, chamada a conexdo de Levi-Civita associada a g, tal que

1. V é pseudo-riemanniana, i.e., vale
Vg = 0, (1.236)

ou mais explicitamente, para X,Y,Z € X(M),

Z-9X,Y) = g(VzX,Y) + g(X,VY) . (1.237)

90 conceito de um fibrado de algebras de Lie sera definido formalmente na préxima secdo, no Exemplo 1.12.
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2. V tem tor¢do nula, i.., vale
T =0, (1.238)

ou mais explicitamente, para X,Y € X(M),

[X,Y] = VxY - VyX. (1.239)

Demonstracao: Primeiro, sob a hipotese de que V existe, vamos calcular, para quaisquer trés campos
vetoriais Z,X,Y € X(M), afuncdo g(VzX,Y), pois isso determina, para quaisquer dois campos vetori-
ais Z,X € X(M), o campo vetorial VzX, uma vez que a métrica g é nao-degenerada: Da equacdo (1.237),
segue que

Z-9gX,Y)+X-9g(Z,Y)-Y -g(Z,X)
= 29(VzX,Y)—g(Y,VzX - VxZ)+g(X,VzY - VyZ) + g(Z,VxY - VyX) .

Portanto, a equacao (1.239) implica a formula

29(VzX,Y) = Z-g X, Y)+X-g(Z,Y)-Y -g(Z,X)

que, obviamente, determina g(VzX,Y) por completo, demonstrando a unicidade de V. A mesma
formula pode ser usada para demonstrar a existéncia de V: basta usa-la para definir V. Para tanto,
precisamos mostrar primeiro que ela realmente associa a quaisquer dois campos vetoriais Z, X € X(M)
um novo campo vetorial VzX € X(M), o que segue mostrando que a expressao que consta do lado
direito da equacao (1.240) é §(M)-linear em Y, ou seja, que para toda funcao f € $(M) e todo campo
vetorial Y € X(M), a expressao

Z-gX,fY)+X-g(Z,fY) - (fY)-g(Z,X) -g(Z,[X,fY]D) —g(X,[Z, fY]) + g(fY,[Z,X])
—fZ-gX,Y) - fX-g(Z,Y)+ fY-g(Z,X) - fg(Z,[X,Y]) + fg(X,[Z,Y]) - fg(Y,[Z,X])

se anula. Mas isso é 6bvio, pois ap6s cancelamento dos termos opostos, resta apenas
(Z-£HgX,Y) + (X-f)g(Z,Y) - g(Z,(X-f)Y) —-g(X,(Z-f)Y) = 0.

Segundo, mostra-se da mesma forma que a expressao que consta do lado direito da equacao (1.240) é
£(M)-linear em Z e satisfaz a regra de Leibniz exigida de uma conexdo linear (veja a equacao (1.84)),
i.e., que vale

29(VyzX,Y) -2fg(VzX,Y) = 0,

e
29(Vz(fX),Y)-2fg(VzX,Y)-2(Z-f)g(X,Y) = 0.

Deixaremos os detalhes desta verificacdo para o leitor. O

Em termos de um referencial local {ej,...,e,} para M, as condicdes que caracterizam a conexao de

Levi-Civita sdo que as derivadas covariantes da métrica,

Vidij = 09ij — Fkliglj - Fkljgil’
vV, gl

(1.241)

09" + Fkilglj + ijlgil’
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(veja a equacao (1.231)) se anulam e que
LG —Ti = G, (1.242)

onde _
ler, el = Clre;,s (1.243)

(veja as equacoes (1.159) e (1.160)). Escrevendo

Liw = 970 » Cia = 9:5Cla s (1.244)

1

obtemos o correspondente da equacao (1.240),

1
Tk = 5 (akgli + 01gki — 0igkt — Ci1i — Crki + Ci,kl) , (1.245)
ou ainda, .
L = > gv (akglj +01gkj — 0jgki — Ci1j — Cikj + Cj,kl) : (1.246)
Ha duas situacoes importantes em que essa féormula é substancialmente simplificada: Se usarmos
um referencial local holénomo {01,...,0d, } induzido por um sistema de coordenadas locais x* em M,
temos .
Tuan = 5 (cru + 0 — dudia ) (1.247)
ou ainda,
1
Flf)\ = 2 gt <axg)\v + 0AGkv — 5ngA) ) (1.248)

com a proprieda de simetria I}, xa = Ia«, expressando a propriedade da conexdo de Levi-Civita de ter
torcao nula, enquanto que se usarmos um referencial local ortonormal, temos

1
Liw = 5 <Ci,kl = Cili — Cl,ki) , (1.249)
ou ainda,
. 1 ..
Ly = 599 <Cj,kl — Cr1j — Cl,kj) : (1.250)

com a propriedade de antissimetria Ik = —I ki, expressando a propriedade da conexdo de Levi-Civita
de preservar a métrica.

1.5.3 Tensores de Curvatura de Riemann, Ricci, Einstein e Weyl

Seja M uma variedade pseudo-riemanniana com métrica g e seja V a conexao de Levi-Civita associada
a g. Usando a métrica g, podemos definir varios novos tensores de curvatura, além dos tensores de
Riemann e de Ricci ja introduzidos na Secao 1.4.2 (veja as equacoes (1.140) e (1.142)). Por exemplo,
podemos definir um tensor de (curvatura de) Riemann totalmente covariante, ou seja, de tipo (0,4),
que também denotaremos por R, pondo

R(U,V;X,Y) = g(UR(X,Y) V), (1.251)

onde U,V,X,Y € X(M). Este tensor tem a vantagem de possuir propriedades de simetria simples:
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Antissimetria nos primeiros dois argumentos:

R(U,V;X,Y)+R(V,U;X,Y) = 0. (1.252)
e Antissimetria nos ultimos dois argumentos:
R(U,V;X,Y)+R(U,V;Y,X) = 0. (1.253)
e Simetria sob troca de blocos:
RWU,V;X,Y) = R(X,Y;U,V). (1.254)
e Auséncia da parte totalmente antissimétrica:
> (-1D)R(Xo1), Xo2); Xo3), Xor@)) = 0. (1.255)
OES,
e Ciclicidade em relacdo a quaisquer trés dos argumentos, por exemplo,
RWU,Z;X,Y)+R(WU,X;Y,Z)+R(U,Y;Z,X) = 0. (1.256)

Todas essas propriedades de simetria podem ser resumidas constatando que o tensor de Riemann total-
mente covariante pertence a uma representacao irredutivel do grupo de permutac¢des S4, caracterizada
pelo diagrama de Young

tendo %nz (n? — 1) componentes independentes (niimero igual a dimensdo da representacao corres-
pondente de GL(n, R)).

Demonstracao: A equacao (1.251) segue do fato de que a conexdo de Levi-Civita preserva a métrica.
De fato, aplicando a equacdo (1.237) varias vezes, obtemos, para U,V,X,Y € X(M),
g(U,R(X,Y) V) + g(R(X,Y) - U,V)
= g(U, VvaV — VYVXV — V[Xiy]V) + g(VXVyU — VYVXU - V[X,y]U, V)
X-gWU,VyV) —g(VxU,VyV) =Y - g(U,VxV) + g(VyU,VxV)
+X-g(VyU,V) —g(VyU,VxV) =Y - g(VxU,V) + g(VxU,VyV)
- [XyY] " g(UJv)

X-(Y-gU,V))-Y-(X-gU,V))-[X,Y]-g(U,V)
= 0.

A equacdo (1.252) é trivial. A equacdo (1.255) (que coincide com a equacao (1.167)) segue do fato
de que a conexdo de Levi-Civita tem torcao zero, em conjunto com a identidade de Jacobi para o
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colchete de Lie entre campos vetoriais. De fato, aplicando a equacao (1.239) varias vezes, obtemos,
para X,Y,Z € X(M),

R(X,Y)-Z+R(Y,Z)-X + R(Z,X) - Y
= VxVyZ—VyVxZ+VyVsX = VsVyX + VzVXY = VxV7Y = Vixy1Z — Viv.s1X — VizxY
= Vx[Y,Z]1 + Vy[Z,X] + Vz[X,Y] - Vixv1Z - Viv.z1X — Vizx]Y

(X, [Y,Z]1 +[Y,[Z,X]]1 +[Z,[X,Y]]

- 0.

Finalmente, as condi¢0es de antissimetria (1.251) e (1.252) implicam que a condicdo de ciclici-
dade (1.255) torna-se equivalente ao conjunto das duas condicdes de simetria (1.253) e (1.254).
De fato, (1.251), (1.252) e (1.255) implicam (1.253): basta observar que, para U,V,X,Y € X(M), vale

R(U,V;X,Y)

FR(U,V;X,Y) - R(V,U; X,Y)

= - 3(R(U,X;Y,V) +R(U,Y;V,X)) + 3 (R(V,X;Y,U) + R(V,Y; U, X))
= —3(R(X,U;V,Y) +R(X,V;Y,U)) + 3(R(Y,U;V,X) + R(Y,V; X,U))

= 1R(X,Y;U,V) - 3R(Y, X;U,V)
= R(X,Y;U,V).

Mas entdo também implicam (1.254), pois (1.251), (1.252) e (1.253) garantem que o lado esquerdo
de (1.255) é totalmente antissimétrico em U, Z, X, Y. O mesmo argumento mostra que, reciprocamente,
(1.251), (1.252), (1.253) e (1.254) implicam (1.255). ]

Outra variante é o tensor de (curvatura de) Riemann como endomorfismo de bivetores, ou seja, de
tipo (2, 2), que mais uma vez denotaremos por R, pondo

gUAV,RIXAY)) = g(URKX,Y) V), (1.257)

onde U,V,X,Y € X(M) (sendo que, nesta equacao, a métrica g que consta do lado direito é a métrica
original no fibrado tangente TM, enquanto que a métrica g que consta do lado esquerdo é a métrica
induzida no fibrado dos bivetores /\2 TM). Este tensor é bem definido em funcao das propriedades de
simetria (1.252) e (1.253), enquanto que a propriedade de simetria (1.254) expressa o fato de que para
todo ponto m de M, seu valor R,,, em m constitui uma transformacao linear de /\2 T,nM em /\2 TmM que
¢ simétrica (em relacdo ao produto escalar induzido g,,) e portanto ¢ diagonalizavel: assim, o tensor
de curvatura no ponto m é completamente caracterizado, a menos de transformacoes de coordenadas
ou, mais geralmente, de mudancas de referenciais, pelos seus n(n — 1)/2 autovalores. Em particular,
vale mencionar que é nesta caracterizacao que se basea a classificacao de Bianchi.

Para efetuar calculos, a maneira mais eficiente de trabalhar com os diversos tipos de tensores
de curvatura que aparecem na geometria pseudo-riemanniana é em termos de um referencial local
{e1,...,en} para M. Por exemplo, as definicées do tensor de Riemann de tipo (0,4) e de tipo (2, 2),
equacoes (1.251) e (1.257), tornam-se

Rijki = 9imR™ ju1 (1.258)
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RY, = g¢/™R' ., (1.259)

respectivamente, enquanto que as propriedades de simetria (1.252)-(1.255) e de ciclicidade (1.256) para
0 primeiro assumem a forma

Rimi+Rjw = 0 v Ry +Rijue = 0, Riyjuw = Ryyij » Ryjryg = 0 (1.260)

ijk

Reescrevendo a definicdo do tensor de Ricci, equacao (1.164), em termos do tensor de Riemann total-
mente covariante, obtemos

Ry = 99 Ry (1.262)
mostrando que o tensor de Ricci é simétrico:
Ry, = Ry . (1.263)
Definem-se ainda a curvatura escalar por
R = gMRy,, (1.264)

e, para n > 2, o tensor de (curvatura de) Einstein por
Gy = Ry —39uR, (1.265)
assim como, para n > 3, o tensor de (curvatura de) Weyl por
1
Wikt = Riju = 37— <gikle —9dix Ry —9uRj + 395 Rik)

1
T2

(1.266)
<gikgjl - gilgjk> R.

Note que o tensor de Einstein - exceto no caso especial n=2 onde ele se anula identicamente - nao é
igual a parte do tensor de Ricci sem traco, que seria a expressao

1
R =7 9uR -

De fato, os dois tensores contém a mesma informacao, pois a formula (1.265) pode ser invertida para
expressar o tensor de Ricci em termos do tensor de Einstein: definindo

G = glekl’

obtemos
26 = —-(n-2)R,

e portanto
1
Ry = Gy=3=29uG -

A propriedade especial do tensor de Einstein, que justifica a escolha do fator %, ao invés do fator %,
como coeficiente do segundo termo na definicao (1.265), é que ele é covariantemente conservado, i.e.,
que sua divergéncia covariante se anula:

g*v.G, = 0. (1.267)
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Isso decorre da segunda identidade de Bianchi (1.148), pois essa implica
29% VR, = 2g* viRjkjl = gik viRjkjl — gk VjRjkzi — gk Vsz
= Vi(g*g™™ Rjgmi) — vj(glngmRmkli) + V(g™ Ry,)
= V,(g™g’* Rjpu) — vi(gjkgimRmklj) + ViR
= le .

kij

Quanto ao tensor de Weyl, notamos que ele é definido de modo que, além de satisfazer as mesmas
propriedades de simetria que o tensor de Riemann, enunciadas nas equacoes (1.260) e (1.261), todos os
seus tracos parciais se anulam, i.e., vale gikw; ikt = 0 (os demais tragos parciais se anulam trivialmente).
Em outras palavras, ele pertence a mesma representacao irredutivel do grupo de permutacoes Sy,
caracterizada pelo diagrama de Young

mas tem apenas %nz (n?-1)- % n+1)n = ﬁ (n+2)(n+1)n(n-3) componentes independentes. Em
particular, no caso especial n =3, o tensor de Weyl se anula identicamente, ou seja: o tensor de Riemann
¢ completamente determinado pelo tensor de Ricci. Finalmente, o tensor de Weyl é conformemente
invariante, i.e., invariante sob reescalonamento da métrica, que em coordenadas locais x# assume a
forma

G — expw) gy , 9" — exp(-2w)g"’, (1.268)

onde o denota uma funcao qualquer (diferenciavel) sobre M. De fato, esta lei de transformacao para
o tensor métrico implica as seguintes leis de transformacado: para os simbolos de Christoffel (veja as
equacoes (1.246) e (1.248)),

rty — T8 + (6’; 0,0 + 850,00 — gy g" avw) : (1.269)
para o tensor de Riemann (veja as equacoes (1.161) e (1.166)),
RY = RY, 0 = (8 Vad,0 = 53V, 0,w) + (g, 9" V39,00 = gy g"° V.0, )
+ (6 0w 3, — 843, w 3, w) — (g, 9" Jw d,w — g, g d,wd,w)  (1.270)
— (0% Gry = O3 Gyy) ()2
para o tensor de Ricci (veja as equacoes (1.164) e (1.262)),
Ry, — Ry — M=2)V,0,0 — gy D + (1—2) 0,w 3, — (n—2) g,y (dw)? , (1.271)
para a curvatura escalar (veja a equacao (1.264)),
R — exp(-2w) (R = 2(n-1) Dw - (n-1)(n-2) (Qw)?) . (1.272)
e para o tensor de Weyl (veja a equacao (1.266)),

WIJ

VK

A W (1.273)
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1.5.4 Variedades Riemannianas e Lorentzianas

As areas mais importantes da geometria pseudo-riemanniana sao a geometria riemanniana e a geo-
metria lorentziana. Como vimos acima, existe uma parte inicial da teoria que é compartilhada por
ambas, com varias nocdes importantes ligadas a conexao de Levi-Civita, cuja definicdo nao depende da
assinatura da métrica. Porém, ha também diferencas marcantes, que comecam a aparecer assim que
passamos a considerar a nocao de comprimento de arco. De modo geral, dada uma curva y : I - M
em M, onde I ¢ R é um intervalo aberto, podemos definir seu comprimento de arco entre ; e t»,
onde ti,tp €1 e t; < tp, como a integral

t2
Ly (t,t) = L at [ g, 0,y | (1.274)

Na geometria riemanniana, a métrica no sentido de “tensor métrico” define uma métrica no sentido
de “funcao distancia”: basta definir a distancia entre dois pontos m; e m, de M (mais exatamente, na
mesma componente conexa de M) como sendo o infimo dos comprimentos de arco de todas as curvas

y que ligam m; e mp:10

‘ y:I - M écurvacom ty,tr €I, t) < tz,} . (1.275)

d(m;,mp) = inf{ly(tl’tZ) y(t1) =my e y(t2) =mp

Esta definicdo é ponto de partida de uma teoria rica, culminando no famoso teorema de Hopf-Rinow,
segundo o qual uma variedade riemanniana é completa como espaco métrico se e somente se ela for
geodesicamente completa (em relacdo a conexao de Levi-Civita).

Na geometria lorentziana, a nocao central e a de “estrutura causal”, comecando pela distincao entre
curvas tipo tempo, tipo espaco e tipo luz. Diz-se queuma curva y : I — M em M, onde I C R é um
intervalo aberto, é uma curva tipo luz, uma curva tipo tempo, uma curva tipo espaco ou uma curva
causal se e somente se, em qualquer um dos seus pontos, o seu vetor tangente é, respectivamente, um
vetor tipo luz, tipo tempo, tipo espaco ou causal. Nota-se que, em principio, existem curvas y que nao
sdo de nenhum tipo fixo, pois nada impede que a funcao Gy (¥ (1), y(t)) possa se anular ou mudar
de sinal quando variamos t; porém, isso ndo pode ocorrer quando y for uma geodésica, e de modo
geral, tais curvas sdo descartadas, por serem consideradas patologicas.

Na pratica, as Unicas curvas que aparecem em relatividade geral, pois correspondem a linhas
universo de particulas observadas na natureza, sao (a) curvas tipo tempo (para particulas
com massa de repouso m > 0), que podem ser geodésicas (descrevendo particulas em
queda livre) ou ndo (descrevendo particulas sujeitas a forcas externas nao gravitacionais), e
(b) geodésicas tipo luz (para particulas com massa de repouso m = 0). Em particular, curvas
tipo luz que nao sejam geodésicas nao sao realizadas na natureza, ou em outras palavras:
nao ha como acelerar ou decelerar fotons, sendo que a tinica maneira de alterar a trajetéria
de um foton é aniquila-lo (absorcdo) e criar outro (emissao).

O proximo passo consiste em exigir que a variedade lorentziana sob consideracao seja orientavel, e de
fato orientada, no tempo,!! o que permite distinguir, para curvas causais (em particular, para curvas

10Nesta definicdo, a propriedade do tensor métrico ser (positivo ou negativo) definido é essencial, pois quando nio for,
podem existir curvas com comprimento de arco zero ligando pontos distintos.

1INo ambito da relatividade geral, variedades lorentzianas néo orientaveis no tempo devem ser descartadas como modelos
de um espaco-tempo realistico: sdo substituidas por um recobrimento duplo apropriado, chamado de “recobrimento de
orientacao”.
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tipo tempo ou tipo luz), entre curvas direcionadas ao futuro e curvas direcionadas ao passado. Nova-
mente, essas definicdes sdo ponto de partida de uma teoria rica, culminando no conceito de variedades
lorentzianas globalmente hiperbdlicas, que tém se mostrado a arena adequada tanto para a relatividade
geral como para o estudo da teoria de campos em espacos-tempos Curvos.

1.6 Estruturas Adicionais

A seguir, introduzimos um método geral para descrever estruturas adicionais em fibrados vetoriais e
definimos o conceito de uma conexao linear compativel com tal estrutura.!? Essa construcdo generaliza
a discussao da secdo anterior, pois como no caso de uma métrica pseudo-riemanniana, tal estrutura
adicional em um fibrado vetorial é dada pela escolha de uma secao de um dos seus descendentes, ou
mais geralmente de uma familia finita de secdes de seus descendentes.

1.6.1 Fibrados Vetoriais com Estruturas Adicionais

1.24 Definicdo Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M com projecdao 7 : E — M e fibra
tipica E. Uma estrutura adicional (algébrica ou geométrica) em E é uma familia finita > = {o7y,..., ok}
de secoes o; € F(T(ffE) em conjunto com uma familia finita ¥ = {o7,..., 0%} de tensores o; € T,ff[E
satisfazendo o postulado de trivialidade local: existem um recobrimento aberto (Uy)xeca de M e uma
familia (®«) ea de trivializacdes locais admissiveis &4 : w1 (Uy) — Uy X E de E tais que para qualquer
o € A, qualquer m € Uy e qualquer 1 < i < k, o isomorfismo linear T} (®,),, : TV'E,, — TL'E
induzido pelo isomorfismo linear (®,),,: E,, — E leva oi(m) em o;:

Tq! (®y)y - 0;(m) = 07 parame Uy l<i<k. (1.276)

Trivializacoes locais admissiveis que satisfazem esta condicdo, assim como as correspondentes bases
de secoes locais, sao chamadas de compativeis com a estrutura.

Dado um fibrado vetorial sobre uma variedade M com fibra tipica E munido de uma estrutura
adicional (2, ¥) como na Definicdo 1.24, introduzimos o correspondente grupo estrutural Gy (E) de
todas as transformacodes lineares inversiveis de [E que preservam os tensores o; e a correspondente
algebra estrutural gz (F) de todas as transformacoes lineares de F que preservam os tensores ¢; em
nivel infinitesimal. Explicitamente,

Gy (E) = {A € GL(E) | T,fl."A -0;=0; paral<i<k}, (1.277)
onde
T/A = A®...0 A®A* 1.9 A¥ !, (1.278)
p vezes q vezes
e
gr(E) = {Xe€gl(E) | DI (X)-0;=0 paral<i<k}, (1.279)

12Existe uma davida se as estruturas em questdo deveriam ser chamadas de algébricas ou de geométricas: sdo estruturas
algébricas em cada fibra, mas sdo geométricas no sentido de serem parametrizadas pelos pontos da variedade base.
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onde )
Di(X) = > (l®...8108X®1®...01)8(1®...01)
r=1 a r— lvezes p— V}FIEZES quZeS (1280)
Z 1)e(le..91eX*®le...01).
\ ~ ) %,—J
s=1 qa Vezes s—1 vezes q-—s vezes

Note que para A,B € GL([E),
T/ (AB) = TFAT)B,

enquanto que para X,Y € gl (E),
DE([X,YD = [Dj(X),Dj(Y)],

mostrando que Gy (E) é realmente um subgrupo fechado de GL(E) e que gy (E) é realmente uma sub-
algebra de g( (E). De modo analogo, considerando a fibra E;, de E em cada ponto m de M, podemos
definir

Gs(E,) = {A,, € GL(E,) | Tpl."Am -oi(m) =0iy(m) paral<i<k}, (1.281)

gs(E,) = {X,, €9al(E,,) | DZ} (X)) -oim)=0 paral<i<k}, (1.282)

Entédo é claro que as func¢oes de transicao T«g entre duas trivializacoes locais compativeis ® e &g de E
(veja as equacdes (1.33)-(1.35)) tomam valores no grupo estrutural Gg (E).

Para ilustrar a riqueza e abrangéncia do conceito, apresentamos alguns exemplos.

1.9 Exemplo Seja E um fibrado vetorial real de posto 7 13 e sejak =1, p1 =0, g1 =2, 0 que corresponde
a uma estrutura dada por um unico campo o de tensores covariantes de grau 2:

(a) Se o tensor o for simétrico e ndo-degenerado (e tiver assinatura (p, q), digamos, com p+q = r),'4
com forma padrao o dada pela matriz

— llﬂ 0
r'_<0 _161),

ele define uma métrica nas fibras de E (de assinatura (p, q)); neste caso, escrevemos g ao inveés
de o. Essa situacdo ja foi investigada na secao anterior. O grupo estrutural é o grupo pseudo-
ortogonal O(p,q). Notamos que uma trivializacao local de E compativel com uma métrica g nas
fibras de E, em conjunto com uma base ortonormal da fibra tipica E, corresponde exatamente a
uma base ortonormal de secdes locais de E, em que a métrica g assume a sua forma padrao. Para
uma métrica nas fibras qualquer, a existéncia de tais trivializacdes locais compativeis é garantida
pelo processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt (veja a Proposicado 1.5 ou [AM, Proposition 3.1.2,
pp. 162-164]).

(b) Se o tensor o for antissimétrico e nao-degenerado (o que requer que ¥ seja par), com forma padrao

o dada pela matriz
_ 0 1r/Z
(s )

13Neste exemplo, identificamos a fibra tipica E com R" e o grupo geral linear GL(E) com o grupo de matrizes GL(7, R).
l4Neste exemplo, reaproveitamos as letras p e g, ja que os seus valores no sentido empregado anteriormente, i.e., como
indices de covariancia, estdo fixados como sendo iguais a 0 e 2, respectivamente.
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ele define uma forma simplética nas fibras de E; neste caso, escrevemos w ao invés de o. O grupo
estrutural é o grupo simplético Sp(7, R). Notamos que uma trivializacao local de E compativel com
uma forma simplética w nas fibras de E, em conjunto com uma base candnica da fibra tipica E,
corresponde exatamente a uma base canonica de secdes locais de E, em que a forma simplética w
assume a sua forma padrao. Para uma forma simplética nas fibras qualquer, a existéncia de tais
trivializacdes locais compativeis pode ser garantida por um analogo do processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt (veja [AM, Proposition 3.1.2, pp. 162-164]).

No caso especial em que E = TM, onde w é uma 2-forma, dizemos que w é uma forma quase
simplética sobre M e que é uma forma simplética sobre M se ela for fechada, i.e., se satisfizer a
condico de integrabilidade!'®> dw = 0. O

1.10 Exemplo Seja E um fibrado vetorial real de postor 13 esejak =1, p; =0, g1 =, 0 que corresponde
a uma estrutura dada por um Unico campo o de tensores covariantes de grau r. Se o tensor o for
antissimétrico e ndo-nulo, ele define uma forma de volume nas fibras de E; neste caso, escrevemos
ao invés de . O grupo estrutural é o grupo especial linear SL(7, R). No caso especial em que E = TM,
onde w é uma n-forma, dizemos que w é uma forma de volume sobre M.

1.11 Exemplo Seja F um fibrado vetorial real de postor 13 esejak =1, p; =1, q1 = 1, 0 que corresponde
a uma estrutura dada por um unico campo o de tensores mistos de tipo (1, 1), ou seja, um campo o
de transformacoes lineares (ou de endomorfismos) de E. Neste caso, a questdo é qual sera a equacao
minima satisfeita por o;,, em cada fibra E,, de E, a qual, devido ao postulado de trivialidade local,
independe de m, pois ¢ igual a equacao minima satisfeita pela forma padrdo o na fibra tipica E de E.
Em particular, temos que o0, é semisimples para todo ponto 1 de M se e somente se ¢ for semisimples:
neste caso, dizemos também que o é semisimples.

(a) Se o for uma involucao (e tiver autovalor +1 com multiplicidade p e autovalor —1 com multi-
plicidade g, digamos, com p+q = 7),'% escrevemos I ao invés de o e dizemos que I é uma involucio
nas fibras de E (de assinatura (p, q)), sendo que a forma padrdo o é dada pela mesma matriz n
do exemplo anterior, e a equacdo minima ¢ I> = 1. O grupo estrutural é o produto cartesiano de
dois grupos gerais lineares reais, GL(p, R) X GL(g, R). Uma estrutura deste tipo corresponde a uma
decomposicdo de E em soma direta de dois subfibrados vetoriais E*, de posto p, e E~, de posto ¢,
definidos por E* = {u € E | Iu=+u}:

E =E"®E .

De fato, para uma secdo I suave de L(E) = End(E) = TllE = F* ® E satisfazendo I? = 1,
a existéncia de trivializacoes locais compativeis é equivalente ao requerimento de que E* e E~
sejam subfibrados vetoriais de E.

(b) Se o for uma antiinvolucdo (o que requer que 7 seja par), escrevemos J ao invés de o e dizemos
que J é uma antiinvolucao nas fibras de E, sendo que a forma padrao o é dada pela mesma matriz
J do exemplo anterior, e a equacdo minima é J? = —1. O grupo estrutural é o grupo geral linear
complexo GL(r/2,C). Uma estrutura deste tipo corresponde a uma estrutura de fibrado vetorial
complexo em E e portanto é chamada de estrutura complexa nas fibras de E. Ela ainda induz uma
decomposicdo da complexificacdo E€ de E em soma direta de dois subfibrados vetoriais E (1% e E(0:1)

15Uma abordagem sistematica a questdo da integrabilidade de estruturas adicionais em fibrados tangentes de variedades e,
mais geralmente, de G-estruturas em variedades encontra-se na Secao 4.4 do Capitulo 2.

16Mais uma vez, reaproveitamos as letras p e g, ja que os seus valores no sentido empregado anteriormente, i.e., como
indices de covariancia, estdo fixados como sendo iguais a 1 e 1, respectivamente.
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(9]

de E¢, o subfibrado E1:9 dos vetores holomorfose o subfibrado E®1) dos vetores antiholomorfos,
definidos por E19 = {u € E¢ | Ju = iu} e EOY = {uy € E¢ | J°u = —iu}, onde J¢ denota a
complexificacdo de J:

E¢ = E10 g EOD

De fato, para uma secdo J suave de L(E) = End(E) = T{E = E* ® E satisfazendo J? = -1,
a existéncia de trivializacdes locais compativeis é equivalente ao requerimento de que E admita
trivializacdes locais no sentido de fibrados vetoriais complexos, ou ainda, ao requerimento de que
E1L0) e E(O.D gejam subfibrados vetoriais de E€.

No caso especial em que E = TM, dizemos que J é uma estrutura quase complexa sobre M e que é
uma estrutura complexa sobre M se ela satisfizer a condicdo de integrabilidade!> N(J) = 0, onde
N(J) é o tensor de torcao de Nijenhuis de J (cuja definicao se encontra no proximo item).

Mais geralmente, se o for semisimples, escrevemos R ao invés de o, e a equacdo minima é
(R=A1)...(R=A)((R*+p})...(R*+ i) = 0, (1.283)

onde 0s A; sdo os autovalores reais de R e os +iu; os autovalores imaginarios de R, sendo que estes
ultimos formam pares complex conjugados (para eliminar qualquer ambiguidade, podemos adotar
a convencao de que pj > 0); denotaremos as multiplicidades correspondentes por m;. O grupo
estrutural é um produto cartesiano de grupos gerais lineares reais GL(mj, R) para os autovalores
reais Aj e de grupos gerais lineares complexos GL(m;, C) para os pares de autovalores imaginarios
+iy;. Uma estrutura deste tipo induz uma decomposicao da complexificacdo E¢ de E em soma
direta de subfibrados vetoriais £; e £ de E¢, de posto m ;, definidos por E; = ker(R®—A,1) para os

autovalores reais A ;j e por Ej = ker(R¢Fiu ;1) para os pares de autovalores imaginarios +iu s onde

R¢ denota a complexificacido de R, sendo que no caso dos autovalores reais, E ; ¢é a complexificacdo
EJC de um subfibrado vetorial E; = ker(R — ?\jl) de E, também de posto m;. De fato, para uma
secao R suave de L(E) = End(E) = TIIE = E* ® E satisfazendo a equacdo (1.283), a existéncia de
trivializacoes locais compativeis é equivalente ao requerimento de que as multiplicidades m; dos
autovalores A; e +iu; de R, como funcgoes sobre M, sejam localmente constantes, 0 que por sua vez
é equivalente ao requerimento de que os E . e E¥ sejam subfibrados vetoriais de E¢, ou ainda, para
os autovalores reais, de que os E ; sejam subfibrados vetoriais de E.

No caso especial em que E = TM, podemos associar a R, que é um campo tensorial sobre M de
tipo (1,1), um outro campo tensorial N (R) sobre M, este de tipo (1, 2), definido por

N(R)(X,Y) = [RX,RY]-R[RX,Y] - R[X,RY]+R?[X,Y], (1.284)

onde X,Y € X(M), e chamado de tensor de (torcao de) Nijenhuis associado a R, ou simplesmente
a torcao de Nijenhuis de R. De fato, verifica-se, a partir da definicdo (1.284), que N(R) é §(M)-
bilinear, isto é, para X,Y € X(M) e f,g € §(M), vale

NR)(fX,gY) = fgNR)(X,Y) .

Ademais, é claro que N(R) (X, Y) é antissimétrico em X e Y e portanto N (R) é uma 2-forma sobre M
avalores em TM. Como essa construcao se estende naturalmente a complexificacdo T°M de TM, é
facil verificar que a condicdo de integrabilidade!> N(R) = 0 é equivalente a condicdo de que cada
um dos subfibrados vetoriais E; e Ef de E€, assim como, para os autovalores reais, cada um dos
subfibrados vetoriais E f de E, seja involutivo.
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A notacdo R, no caso (c), refere-se ao fato de que tais estruturas sdo encontradas como “matrizes R
classicas”, no estudo de sistemas integraveis, onde a condicao de integrabilidade N(R) = 0 é conhecida
como “equacao de Yang-Baxter classica”. Para maiores detalhes, veja [CP]. O

1.12 Exemplo Seja E um fibrado vetorial e seja k = 1, p; = 1, g1 = 2, 0 que corresponde a uma
estrutura dada por um tnico campo o de tensores mistos de tipo (1,2), transformando E em um
fibrado de algebras ... sobre M. Dependendo do tipo de algebra (a ser indicado pelos adjetivos a
serem substituidos no lugar dos ...), usamos nomes e notacdes diferentes para o. Por exemplo, no
caso de um fibrado de algebras associativas, substituimos o por - ou por uma simples juxtaposicdo
e dizemos que define um produto ou uma multiplicacdo nas fibras de E, enquanto que no caso de
um fibrado de algebras de Lie, substituimos o por [.,.] e dizemos que define um comutador ou um
colchete nas fibras de E, etc.. Por exemplo, se F for um fibrado vetorial qualquer sobre M, temos que

e QF = 69;,":0 &®" F éum fibrado de algebras associativas sobre M em relacdo ao produto tensorial
® nas fibras, chamado o fibrado dos tensores sobre F;

e \/F = EB;,°=0 V¥ F é um fibrado de algebras associativas comutativas sobre M em relacdo ao
produto simétrico Vv nas fibras, chamado o fibrado dos tensores simétricos sobre F;

e N\F = @, AP F é um fibrado de algebras associativas comutativas graduadas sobre M em
relacdo ao produto exterior A nas fibras, chamado o fibrado dos tensores antissimétricos ou
fibrado exterior ou fibrado de Grassmann sobre F;

e L(F) = End(F) = T{F = F* ® F ¢ um fibrado de algebras associativas sobre M em rela¢io ao
produto nas fibras e, ao mesmo tempo, um fibrado de algebras de Lie em relacdo ao comutador
[.,.] nas fibras.

Em qualquer caso, o grupo estrutural é o grupo dos automorfismos Aut(E). O

Nota-se que em alguns casos, tais como os do Exemplo 1.9, a condicao de trivialidade local é auto-
matica e poderia ter sido omitida da definicdo. Porém, nos casos dos Exemplos 1.10, 1.11 e 1.12, isso
nao é verdade em geral. Em particular, considere o fibrado vetorial trivial E = R x R3 sobre R, munido
de um comutador definido por

[(t,x),(t,¥)] = (t, fF(t)xxy) parat € R, x,y € R3,

onde f € C*(R) étal que f(0)=0 e f(t)+0 para t+0. Entdo cada fibra E; de E é uma algebra de
Lie, que é abeliana quando t =0 e isomorfa a s0(3) quando t #0, de modo que ndo existe trivializacao
local admissivel de E em torno de 0 transformando este comutador em um comutador constante na
fibra tipica R3.

Combinando estruturas adicionais dos tipos descritos nos exemplos anteriores, obtém-se outros
exemplos importantes, tais como uma métrica hermitiana ou métrica pseudo-hermitiana (.|.) nas
fibras de um fibrado vetorial complexo E, de posto ¥: considerando E como fibrado vetorial real, de
posto 2¥, munido de uma estrutura complexa nas fibras J (cuja acao representa multiplicacdo dos
vetores em cada fibra por i), combinamos esta com uma métrica nas fibras g, riemanniana ou pseudo-
riemanniana de assinatura (2p, 2q), e uma forma simplética nas fibras w, definindo g como a parte
real e w como a parte imaginaria de (.|.),

(ulvy = glu,v) +iw(u,v).
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Isso requer que g e w devem ser compativeis com J, conforme
gldu,Jv) = gw,v) , wlJu,Jv) = w(u,v),

e que devem ser relacionadas por
wu,v) = glu,v) , guv) = wu,jv),

para que valha!” (u|Jv) = i{(u|v) = —(Ju|v). Assim, cada um dos trés campos tensoriais J, g, w é
completamente determinado pelos outros dois. O grupo estrutural é o grupo unitario U(+) ou o grupo
pseudounitario U(p,q) com p+q = 7.

No caso especial em que E = TM e se a métrica for (positiva ou negativa) definida, dizemos que (.|.) é
uma meétrica quase kidhleriana sobre M e que é uma métrica kdhleriana sobre M se J e w satisfizerem
as condicoes de integrabilidade!®> N(J) =0 e dw = 0.

1.6.2 Conexoes Lineares Compativeis com Estruturas Adicionais

1.25 Definicdo Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M com projecdao 7 : E — M e fibra
tipica [E, munido de uma estrutura adicional (2, ¥) como na Definicdo 1.24. Uma conexao linear D em E
é chamada compativel com a estrutura adicional (3, X) em E se, para todo campo vetorial X sobre M,
vale

Dyo, = 0 paral<is<k, (1.285)

i.e., se todas as sec¢des o; forem covariantemente constantes em relacao as respectivas conexdes lineares
induzidas por D em Tfi’E (que, conforme convencao mencionada no final da Secdo 1.3.2, também sao
denotadas por D).

Se expandirmos a conexao linear D em E em termos de uma base compativel {ej,...,e,} de secoes
locais e, de E e observarmos que a condicdo de compatibilidade significa que as componentes de cada
uma das secdes o; € I"(T,fi"E ) em relacdo a correspondente base induzida de secdes locais de T(ffE
devem ser funcdes constantes, podemos aplicar as equacdes (1.69) e (1.101), em conjunto com as
definicoes (1.279) e (1.280), para concluir que a conexao linear D é compativel com a estrutura adicional
(Z,X) se e somente se a 1-forma A a valores matriciais constituida pelas suas formas de conexao
locais AY em relacdo a qualquer base compativel de secdes locais toma valores na correspondente
algebra estrutural gx (E). Neste caso, segue da equacdo de estrutura (1.132) que a 2-forma F a valores
matriciais constituida pelas correspondentes formas de curvatura locais F g‘ também toma valores na
correspondente algebra estrutural gy (E).

Independentemente da escolha de bases compativeis, temos

1.7 Proposicao Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M com projecdo 1 : E — M e fibra
tipica/ &, munido de uma estrutura adicional (Z,X) como na Definicdo 1.24 e de uma conexdo linear
compativel D.

1. O tensor de curvatura F de D é uma 2-forma a valores no fibrado de dlgebras de Lie gs(E),'8
i.e., para todo ponto m de M e quaisquer dois campos vetoriais X,Y € X(M), vale

FX,Y)m € gs(Em) . (1.286)

17Seguimos a convencao de que formas sesquilineares sdo antilineares na primeira variavel e lineares na segunda.
180 conceito de um fibrado de algebras de Lie é definido no Exemplo 1.12.
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2. O transporte paralelo em relacdo a D preserva a estrutura, i.e., para toda curva y :1 — M em M,
onde I C R é um intervalo aberto, e para t,t’ € I, 0 operador T5'Uy(t',t) : T} Eyt) — TH Ey)
leva oi(y(t)) em oi(y(t')). Em particular, para todo ponto m de M, o grupo de holonomia
Hol,,, (D) de D em m é um subgrupo do grupo estrutural:

Holy, (D) C Gs(Ewm) . (1.287)
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CAPITULO 2

Fibrados e Conexoes - Teoria Geral

No capitulo anterior, apresentamos os aspectos basicos da teoria de fibrados vetoriais e conexdes
lineares, passando no final a considerar fibrados vetoriais munidos de estruturas adicionais e de
conexoes lineares compativeis com tais estruturas. Contudo, existem situacdes mais gerais, onde nos
nos deparamos com fibrados sem nenhuma estrutura especifica nas fibras, além da de uma variedade
qualquer, ou com alguma estrutura adicional nas fibras que nao ¢ linear. O objetivo do presente capitulo
¢é desenvolver um formalismo geral adequado para lidar com tais situacoes.

Como primeiro passo, vamos formular as definicbes pertinentes no contexto mais amplo possivel:
o de fibrados gerais. No entanto, este ambito é demasiadamente geral. Em seguida, discutiremos
0 mesmo assunto num contexto mais especifico que acaba constituindo um compromisso adequado
entre generalidade suficiente para abranger todas as situacdes interessantes e especificidade suficiente
para chegar a uma teoria rica: o de fibrados com grupo estrutural. Com esta motivacao, veremos que
¢é natural introduzir o conceito de fibrados principais e identificar fibrados com grupo estrutural como
fibrados associados a algum fibrado principal. Para a teoria de fibrados e conexdes em fibrados, esta
abordagem pode ser considerada uma implementacao do programa de Erlangen de Felix Klein, segundo
o qual estruturas geométricas podem ser codificadas nos seus grupos de invariancia.

2.1 Fibrados Gerais

2.1.1 Definicoes e Nocoes Basicas

A definicdo do conceito de um fibrado geral é uma generalizacdo imediata da definicdo de fibrado
vetorial, na forma dada na Definicdo 1.11, substituindo o espaco vetorial E como fibra tipica por uma
variedade Q qualquer e o grupo geral linear GL(E) de E pelo grupo Diff(Q) dos difeomorfismos de Q.
O maior inconveniente desta substituicdo ¢ o fato de que, ao contrario do grupo geral linear de um
espaco vetorial, o grupo de difeomorfismos de uma variedade pode apenas formalmente ser visto como
um grupo de Lie, principalmente porque é de dimensao infinita, sendo que, muitas vezes, ele ndo possui
nenhuma estrutura de variedade razoavel, muito menos de grupo de Lie.! Contudo, em algumas das
definicOes basicas, os problemas que decorrem desta deficiéncia podem ser contornados adotando-se
a seguinte convencao.

1Isso ocorre, em particular, quando a fibra tipica nio é compacta.

85



86 FIBRADOS E CONEXOES - TEORIA GERAL

2.1 Definicao Sejam M, Q1, Q» e Q variedades. Uma aplicacdo
T:M — C%(Q1,Q2)

¢é chamada diferenciavel se a correspondente aplicacdo de avaliacao

MxQ — Q>
(m,q1) — T(mM)(q1)

for diferenciavel. De maneira analoga, uma aplicacao
T:M — Diff(Q)
¢ chamada diferenciavel se as correspondentes aplicacées de avaliacdo

MxQ — Q MxQ — Q
ma) — Tm@ - ma) — T @)

forem diferenciaveis.

2.2 Definicao Um fibrado geral, ou simplesmente fibrado, é uma quadrupla (E, M, 1, Q) composta
de

(i) uma variedade E chamada o espaco total,
(ii) uma variedade M chamada o espaco base,
(iii) uma aplicacao diferenciavel sobrejetora 1 : E — M chamada a projecao,

(iv) uma variedade Q chamada a fibra tipica ou a variedade modelo,

e satisfazendo o postulado de trivialidade local: existem um recobrimento aberto (Uy) xec4 de M e uma
familia (®4) xea de difeomorfismos

Oy N Ux) — U xQ (2.1)

com prjoe®, = 1 para todo & € A, chamados de trivializacdes locais, tais que para quaisquer
&, €A com Uy NUg + &, a aplicacdo

®y 0 @5 1 (Ux NUp) X Q — (UxNUB) X Q (2.2)
¢ um difeomorfismo que pode ser representado por uma funcao diferenciavel
Tag : Ux N Ug — DIff(Q) , (2.3)
chamada a correspondente funcao de transicao, conforme a férmula
(Pyo®g')(m,q) = (m,T,z(m)(q)) parameUxnUp,q€Q. (2.4)

A seguir, especificaremos um fibrado (E, M, 1r, Q) dizendo que E é um fibrado sobre M com projecao 1
e fibra tipica Q. Para todo ponto m de M, E,, = w1 ({m}) é a fibra de E sobre m. Finalmente, uma
familia (Uy, ®«)xeca com as propriedades enunciadas acima também ¢é chamada um atlas de trivia-
lizacoes locais de E, e adotamos a terminologia usual de atlas equivalentes, de atlas maximais e de
trivializacoes locais admissiveis, como no caso de fibrados vetoriais.
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Note que sempre podemos escrever o espaco total de um fibrado geral como a unido disjunta das suas
fibras, o que deixa 0bvio qual é a definicdo da projecdo 7:

E= U Em , m(u) =m para u € Ey, . (2.5)
meM
Esta decomposicdo pode ser vista como uma folheacao regular de E por variedades E;,, mergulhadas
em E como subvariedades e todas difeomorfas a variedade modelo Q, sendo que para todo ponto m
de M, podemos escolher uma trivializacdo admissivel ® : t=1(U) — U x Q de E sobre uma vizinhanca
aberta U de m em M cuja restricdo a fibra E,, proporciona um difeomorfismo

®|p Em — Q. (2.6)

Para calculos explicitos, é util observar que o espaco total E de um fibrado geral, visto como variedade,
possui um tipo particular de cartas, construidas a partir de uma carta do espaco base M, uma carta
da fibra tipica Q e uma trivializacado local de E. Usando a notacdo de coordenadas locais, podemos
formular esta construcao da seguinte forma: combinando um sistema de coordenadas locais x# em M
e um sistema de coordenadas locais g em Q com uma trivializacdo local de E sobre M, obtemos um
sistema de coordenadas locais (x#, q') em E que chamaremos de coordenadas locais adaptadas, onde
“adaptadas” significa “adaptadas a estrutura de E como fibrado sobre M, em relacdo a projecao mr”.
Ademais, combinando uma transformacéao de coordenadas locais x*# ~ x’* em M e uma transformacao
de coordenadas locais g* ~ q’*¥ em Q com uma mudanca de trivializacdo local de E sobre M, obtemos
uma transformacéo de coordenadas locais adaptadas (x*,q!) ~ (x'%,q’%) em E, onde

K= xR e gt = gt ah . (2.7)
Como no caso de fibrados vetoriais, podemos definir a restricdo de um fibrado geral a um subcon-
junto aberto qualquer do seu espaco base: dado qualquer subconjunto aberto N de uma variedade M,
um fibrado geral E sobre M com projecao 1 induz, de forma natural, um fibrado geral E|y sobre N
com projecdo 1y chamado a restri¢do de E a N, definido por E|y = t 1 (N) e 1ty = 1|g). (As trivia-
lizacoes locais admissiveis de E|y sdo obtidas das trivializacoes locais admissiveis de E por restricao.)
Novamente, essa restricao ¢ um caso especial da construcao do “pull-back” de um fibrado geral a ser
apresentada logo adiante. Também como no caso de fibrados vetoriais, o exemplo mais simples de um
fibrado geral sobre uma variedade M ¢ o fibrado trivial padrao definido por

E=MxQ e T = pry . (2.8)

sendo que para um fibrado geral ser chamado de trivial, basta que seja apenas isomorfo a este. Portanto,
precisamos mais uma vez esclarecer quais sdo as aplicacbes compativeis com a estrutura de fibrado:
essa definicdo coincide com a primeira parte da Definicdo 1.10:

2.3 Definicdo Sejam E e F fibrados gerais sobre variedades M e N com projecoes mg : E — M e
1 F — N e fibras tipicas Qf e Qp, respectivamente. Um morfismo ou homomorfismo de fibrados
de E em F é um par (f, f ) de aplicacoes diferenciaveis f : E — F e f : M — N tais que o seguinte
diagrama comuta:

f

E——F
"E\L lﬂp (2.9)

M S N
Também dizemos que f é um morfismo ou homomorfismo de fibrados sobre f ou que f recobre f .

Se M=N e f ¢é a identidade, dizemos que f é um morfismo ou homomorfismo estrito.
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Novamente, esta definicdo simplesmente afirma que um homomorfismo de fibrados é uma aplicacdo
diferenciavel f entre os espacos totais que preserva fibras, i.e., tal que para e;, e» € E, vale

me(e1) = mge(er) = r(f(e1)) = mr(f(e2)) . (2.10)
De fato, neste caso, a aplicacao f :M — N pode ser construida a partir da aplicacdo f : E — F pondo
f(me(e)) = me(f(e)) paraeckE. (2.11)

Também afirma que se f: E — F é um homomorfismo de fibrados sobre f :M — N e se escolhermos
trivializacdes admissiveis & : g1 (U) — U x Qg de Ee ¥ : mz' (V) — V x QF de F sobre abertos U
de M e V de N, respectivamente, tais que f (U) C V (caso contrario, substituimos o aberto U pelo
aberto U n ffl(\/), desde que este ndo seja vazio), a aplicacao

Yofodl: UxQr — VXQf (2.12)
pode ser escrita na forma
(Fofod)(maq = (f(m), Tve(f)(m)(@) parameU, qe Qs (2.13)

com uma aplicacao diferenciavel
Tye(f): U — C*(Qk, QF) . (2.14)

Dessa nocao de morfismo ou homomorfismo, decorre da forma usual a de isomorfismo entre
fibrados (estrito ou ndo) e de automorfismo de um fibrado. No caso nao estrito, podemos concluir
pelo menos que um isomorfismo f : E — F de fibrados induz um difeomorfismo f : M — N das
respectivas variedades base. Em particular, um fibrado geral E sobre M com fibra tipica Q é chamado
trivial se existe um isomorfismo estrito de fibrados f : E — M x Q e, para qualquer subconjunto aberto
N de M, é chamado trivial sobre N se existe um isomorfismo estrito de fibrados fy : E|ly — N X Q,
sendo que qualquer tal isomorfismo estrito de fibrados é chamado uma trivializacao de E no primeiro
caso e uma trivializacdo de E sobre N ou, quando ndo queremos especificar N explicitamente, uma
trivializacao local de E no segundo caso.

Note que sob composicao, os automorfismos de um fibrado geral E sobre uma variedade M formam
um grupo que denotaremos por Aut(E) e os automorfismos estritos formam um subgrupo que denota-
remos por Aut, (E); ademais, a aplicacdo que associa ao automorfismo f de E o difeomorfismo f de M
¢ um homomorfismo de grupos tal que obtemos a seguinte sequéncia exata de grupos:

{1} — Aut,(E) — Aut(E) — Diff(M) — {1}. (2.15)

Se E for trivial, esta sequéncia cinde, i.e., Aut(E) é o produto semidireto de Aut,(E) = C*(M,Diff(Q))
com Diff(M).

Finalmente, o conceito de secdo também é o mesmo que em fibrados vetoriais.

2.4 Definicao Seja E um fibrado geral sobre uma variedade M com projecao 1 : E — M e fibra
tipica Q. Uma secao de E é uma aplicacdo @ : M — E que satisfaz 1T o @ = idy, ou seja,

@p(m) € Ey para m € M . (2.16)

Mais geralmente, uma secao de E sobre um aberto N de M é uma secao de E|y. Quando nao que-
remos especificar N explicitamente, falamos de uma secao local de E ou, se N for vizinhanca de um
determinado ponto m de M, de uma secao local de E em torno de m,.
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Novamente, ndo impomos nenhuma condicido especifica “a priori” sobre como @(m) deve depender
de m. A condicdo mais natural é exigir que @ seja diferenciavel, mas nada impede considerar outras
opcoes, por exemplo secdes que sdo apenas continuas. Como antes, consideraremos aqui apenas
secoes de classe C®, e denotaremos o “espaco” de todas as secdes de classe C* de um fibrado E
sobre M por I'(E) ou, quando queremos enfatizar o grau de diferenciabilidade, por I'°(E). Se N é um
aberto de M, escrevemos I'(N,E) em vez de T'(E|y) ouT'*(N,E) em vez de T (E|y).

Quando E é o fibrado trivial padrdao M x Q, podemos escrever @ (m) = (m, f(m)) e assim estabe-
lecer uma bijecao I'(M X Q) = C*®(M, Q). Portanto, secoes de fibrados generalizam aplicacdes entre
variedades.

Vale enfatizar que, ao contrario de um fibrado vetorial que sempre possui a secdo zero, um fibrado
geral pode ndo admitir secoes globais. Como veremos mais adiante, isso ocorre, por exemplo, no caso
de fibrados principais nao-triviais.

2.1.2 Construcoes com Fibrados

O método mais elementar de construir um novo fibrado a partir de dois fibrados dados ¢ o mesmo que
no caso de variedades: o produto cartesiano.

2.5 Definicao O produto cartesiano de dois fibrados gerais (Ei, M1, 1,Q1) e (E2,M>,T2,Q2) é 0
fibrado geral (E; X Ex, M1 X M, 711 X T2, Q1 X Q2).

A verificacdo de que esta prescri¢do proporciona um fibrado é simples: Se &; : ;7 1(Uy) — Ui X Q1
e ® : 1,1 (U2) — Uz x Q2 sdo trivializagdes admissiveis de E; e de E» sobre abertos U; de M; e Up
de M>, entdo a aplicacao

(®1 X ®p) : (11 X )" H(Uy X Up) — (U x U2) X (Q1 X Q2)

dada por
(@1 X D) (e1,e2) = ((mm1(e1),m2(e2)), (pra(P1(er)),pra(P2(e2))))

é uma trivializacao de E; XE> sobre o aberto U; xU»> de M; X M> ; obviamente, essa construcao respeita
compatibilidade de trivializacoes.

2.1 Exemplo Se M; e M, sdo variedades entdo o fibrado tangente T(M; X M) da variedade pro-
duto M; x M, pode ser naturalmente identificado com o produto cartesiano TM; X TM» dos fibrados
tangentes TM; e TM,: usando as aplicages tangentes as projecdes candnicas pry : M; X My — M;
e prp : M X M — My, identificamos um vetor tangente v € Tu, m,) (M1 X M2) com o par de vetores
tangentes (Tum,,m») Pr1-V, Tomy,my) Pr2-V) € T, M1 X Ty, Mo. O

Quando a base dos dois fibrados é idéntica ha um outro tipo de produto que providencia um novo
fibrado sobre a mesma base, ao invés de um fibrado sobre o produto cartesiano de duas copias da
base.

2.6 Definicao O fibrado produto de dois fibrados gerais (Ei,M,11,Q1) e (E>,M,1,Q2) sobre a
mesma variedade base M é o fibrado (E,M,,Q; X Q») sobre M com espaco total E = E; Xy E»
definido por

EixmEx = {(e1,e2) € E1 X Ex | mi(e1) = ma(e2)}, (2.17)
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e projecao Tt = T, ¢, definida por

Tp, B, (€1,€2) = Ti(e1) = Ta2(ez) . (2.18)

Novamente, é facil verificar que esta prescricdo proporciona um fibrado: Se ®; : 7 1(U) — U x Q;
e &) : 112‘1(U2) — U x Q> sao trivializacdes admissiveis de E; e de E» sobre o mesmo aberto U de M,
entdo a aplicacao
(@1 xu ®2) 11k, 5, (U) — U X (Q1xQ2)

dada por

(P xy P2)(e1,e2) = (mi(er) = ma(e2), (pra(P1(er)), pra(P2(e2))))
é uma trivializacao de E; Xj; E> sobre o mesmo aberto U de M; obviamente, essa construcao respeita
compatibilidade de trivializacdes. Note que se E; e E» sdo fibrados vetoriais sobre M, entdo o fibrado
produto E; X E> nada mais é do que a soma direta ou soma de Whitney E; @ E» de E; e E». Neste
sentido, o fibrado produto constitui uma generalizacdo da soma direta ou soma de Whitney ao caso
nao-linear.

Quanto a técnicas mais sofisticadas para construir novos fibrados a partir de fibrados dados, vere-
mos mais adiante que métodos tais como a passagem de fibrados principais para fibrados associados
e, reciprocamente, a passagem de fibrados vetoriais, possivelmente munidos de alguma estrutura adi-
cional, para os pertinentes fibrados de referenciais proporcionam mecanismos que substituem e até
mesmo generalizam as constru¢des funtoriais para fibrados vetoriais discutidas no Capitulo 1. Como
estas, sdo métodos que agem sobre as fibras e deixam a variedade base inalterada. Por outro lado, a
construcao do “pull-back” de um fibrado, que é o mecanismo padrao para substituir a variedade base
por outra sem afetar as fibras, funciona para qualquer tipo de fibrado, vetorial ou nao.

Brevemente, dados um fibrado geral E sobre uma variedade M com projecdo 1y e uma aplicacao
diferenciavel ¢ : N — M de uma outra variedade N em M, consideremos o conjunto

¢*E = {(n,e) e NXE | p(n)=mg(e)}. (2.19)
Como antes, denotamos a restricao da primeira projecdo pr; : NXE — N a ¢*E por Ty € aTestricao

da segunda projecdo prp,: N XE — E a ¢*E por 43 para obter o seguinte diagrama comutativo:

¢

$*E
%El l - (2.20)
N——M

Novamente, cada trivializacdo admissivel ® : E|y — U X Q de E sobre um aberto U de M induz uma
trivializacao ¢*® : ¢*E|¢,1(U) - ¢ 1 (U)xQ de ¢p*E sobre o aberto ¢~ (U) de N definida da maneira
obvia: se,para m € U e n € ¢p~1(U), &, : E;x — Q denota a restricdo de @ a fibra E,, de E sobre m
e (p*®), : (¢p*E), — Q denota a restricdo de ¢p*® a fibra (¢p*E),, de ¢*E sobre n, entao

(P*E)n = Epmy € (Pp*®)p = Pgn) - (2.21)
Logo, a funcao de transicao TiB t Uy nUp — Diff(Q) entre duas trivializacdes admissiveis &, de E
sobre U, e dy de E sobre Ug determina a funcao de transicao ngE 1 (Uy) N qS‘l(UB) — Diff(Q)
entre as trivializacoes induzidas ¢p*®, de ¢p*E sobre p~1(U,) e ¢* Pz de p*E sobre P! (Ug) conforme

Tht = 1l (2.22)
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Portanto, como TiB e ¢ sao diferenciaveis, a Definicao 2.1 implica que 'r‘fBE também é.

2.7 Definicdo Dados um fibrado geral E sobre uma variedade M com projecao 1z e uma aplicacao
diferenciavel ¢ : N — M de uma outra variedade N em M, o fibrado geral ¢*E sobre N com proje-
cao T4+ aSSIM construido é chamado o pull-back de E para N via ¢, e 0o homomorfismo de fibrados

gerais ¢ sobre ¢ assim construido é chamado o levantamento canénico de ¢ (para E).

Como antes, a maneira mais concisa e intuitiva (se bem que incompleta) de visualizar essa construcao
é notar que as fibras dos dois fibrados sao idénticas: a mudanca da variedade base significa apenas um
reetiquetamento das fibras:

(¢*E)n = Epm) para n € N . (2.23)

As secoes de ¢p*E sdo também chamadas secoes de E ao longo de ¢.

2.2 Exemplo O fibrado produto de dois fibrados (Ei,M,11,Q1) e (E2,M, 12, Q) sobre a mesma
variedade base M é o pull-back do seu produto cartesiano pela aplicacdo diagonal A: M — M X M:

Ei xmEs = A*(E; X E,) . (2.24)

Reciprocamente, o produto cartesiano de dois fibrados (E1, M1, 11,Q1) e (Ez, Mo, 1, Q>) € o fibrado
produto dos seus pull-backs pelas respectivas projecoes pry : My X Mp — My e pro : My X My — M>:

El X E2 = pI"lk (El) XM]XMZ pI‘;j (Ez) . (225)

¢

2.1.3 Fibrado Vertical

O fibrado vertical de um fibrado dado é um subfibrado vetorial do fibrado tangente ao espaco total
que pode ser obtido como o nucleo da aplicacdo tangente a projecao ou, equivalentemente, como o
subfibrado tangente a folheacdo pelas fibras.

2.8 Definicdo Seja E um fibrado geral sobre M com projecao 1t : E — M. Para todo ponto e do espaco
total E, definimos
Vo.E = Kker(T,) . (2.26)

Este subepaco vetorial de T.E, chamado o espaco vertical em e, coincide com o espaco tangente a
fibra Er(.) de E passando por e:
VeE = Te(ETr(e)) - (2.27)

Como é de costume, o fibrado vertical VE é a unido disjunta

VE = |J V.E (2.28)

ecE

de todos os espacos verticais e é um fibrado vetorial sobre E. Na verdade, o fato de que VE é um
subfibrado vetorial do fibrado tangente TE do espaco total E pode ser provado observando que dada
uma trivializacao admissivel ® : E|y — U X Q de E sobre um aberto U de M, a sua aplicacao tangente

T®:TE|g, = T(Ely) — T(UxQ) =pr{(TM|y) ®pr3 (TQ)

FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS FORGER & ANTONELI



92 FIBRADOS E CONEXOES - TEORIA GERAL

¢ um isomorfismo de fibrados vetoriais sobre ® que leva VE |y = V(E|y) para {0} ® pr3 (TQ).

Para calculos explicitos, observamos que um sistema de coordenadas locais adaptadas (x*, gq') de E
induz um sistema de coordenadas locais adaptadas (x*, ¢, 4') de VE e que uma transformacao de co-
ordenadas locais adaptadas (x*,gq') ~ (x’%,q’%) em E (veja a equacdo (2.7)) induz uma transformacao
de coordenadas locais adaptadas (x*, gt,q!) ~ (x'%,q’%,4q’%) em VE, onde

-1k aq’k

at - %L gt (2.29)

2.1.4 Fibrado dos Jatos de Primeira Ordem

A idéia atras da construcao do fibrado dos jatos de primeira ordem de um fibrado dado é que as suas
secoes (mais exatamente suas secoes holonomas em relacio a projecao fonte) descrevem as “derivadas
de primeira ordem” das secdes do fibrado original.

2.9 Definicdo Seja E um fibrado geral sobre M com projecao 1t : E — M. Para todo ponto e do espaco
total E, com m = 1(e) € M, definimos

JeE = {u e L(Ti)yM, TeE) | Termr ou = idr,m} - (2.30)

Este conjunto é um subepaco afim do espaco vetorial L(T,,M, T.E) de todas as aplicacoes lineares de
T:mM para T,E, chamado o espaco dos jatos (de primeira ordem) de E em e. O correspondente espaco
vetorial de diferencas é

JeE = L(TyM,V,E) = {u € L(T;yM,T,E) | Torou =0}, (2.31)

chamado o espaco dos jatos linearizados (de primeira ordem) de E em e.

Como é de costume, o fibrado dos jatos (de primeira ordem) JE é a unido disjunta

JE = |J J.E (2.32)

ecE

de todos os espacos dos jatos (de primeira ordem) e é um fibrado afim sobre E, enquanto que o fibrado
dos jatos linearizados (de primeira ordem) é a unido disjunta

JE = |J J.E (2.33)

ecE

de todos os espacos dos jatos linearizados (de primeira ordem) e ¢ um fibrado vetorial sobre E.
Na verdade, o fato de que JE é um subfibrado afim e JE um subfibrado vetorial do fibrado vetorial

L(m*(TM),TE) = m*(T*M) ® TE (2.34)

sobre E pode ser provado observando que, dada uma trivializacdo admissivel ® : E|y — U X Q de E
sobre um aberto U de M, o produto tensorial do seu levantemento canoénico (para T*M)

T (T*M) |, — Pri(T*M)|y.q = pri (T*M|y)
com a sua aplicacao tangente

T®:TE|p, — T(UxQ)=pr{(TM|y) ®pr; (TQ)
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proporciona um isomorfismo
d® Td: (m*(T*M) ® TE) lg, — pri((T*M e TM)|y) @ (pri (T*M|y) ® pry (TQ))

de fibrados vetoriais sobre ® que leva JE|E‘U para {id} @ (pri(T*M|y) ® pr3 (TQ)) e fE|E‘U para
{0} @ (pry(T*M|y) ® pry (TQ)). Em particular, temos explicitamente

JE = L(m*(TM),VE) = *(T*M) ® VE . (2.35)

Uma propriedade importante do fibrado dos jatos é que admite duas projecoes diferentes, a saber
a projecao alvo (“target projection”)
T:JE—E (2.36)

dada por T(u) = e para u € J.E e a projecao fonte (“source projection”)
o:JE— M (2.37)

que é sua composicao com a projecao original: o = 1 o T. O mesmo vale para o fibrado dos jatos
linearizados JE.2 Como ja vimos, JE é um fibrado afim e JE é um fibrado vetorial sobre E, i.e., com
respeito a projecao alvo, mas ambos sdo apenas fibrados gerais sobre M, i.e., com respeito a projecao
fonte - exceto quando E mesmo tiver alguma estrutura adicional.

Para esclarecer a relacdo entre secoes de JE e derivadas de secdes de E ja mencionada no inicio,
observe que dado qualquer ponto m de M e qualquer secao local @ de E, definida em alguma vizinhanca
aberta U de m, com e = @(m) € E, a aplicacado tangente T, € L(T,,M, T.E) a @ em m pertence ao
subespaco afim J.E de L(T,,M, T.E), pois

Destarte, escrevemos j,,@ € J.E em vez de T,,o € L(T,,M,T.E) e chamamos j,,@ o jato (de
primeira ordem) ou a derivada de @ no ponto m. Deixando m percorrer U, vemos que a aplicacao

jo: U — JEly
m —  jm@

é uma sec¢ao de JE sobre U, em relacao a projecao fonte, que chamamos o jato (de primeira ordem) ou
a derivada de @: realmente, derivadas de secdes (locais) de E sao secdes (locais) de JE.

Reciprocamente, qualquer ponto de JE pode ser representado como o jato j,; @ de alguma secao
local @ de E em torno de m. De fato, seja u € JE,e = T(u) € E e m = o(u) = mm(e) € M; entao
usando uma trivializacdo admissivel ® : w1 (U) — U x Q de E sobre alguma vizinhanca aberta U
de m e sua aplicacdo tangente T® : TE|r-1y) — pri(TM|y) @ pr; (TQ), escrevemos ®(e) = (m,q)
e T,®ou =idr,y®v com q € Q e v € L(T),M,T;Q). Usando o fato de que existe uma aplicacao
diferenciavel f :U — Q tal que f(m) = q e Tinf = v, podemos definir uma secdo @ de E sobre U
por @ = ®d 1o (idy xf) que satisfaz @(m) =e e ju,@ = u.

2A presenca de duas projecdes é uma consequéncia direta de que estamos lidando com fibrados sobre uma variedade base
(E, no caso) que por sua vez é o espaco total de um fibrado sobre outra variedade base (M, no caso): o0 mesmo também vale
para TE e VE.
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Por outro lado, cabe ressaltar que nem toda secao (local) de JE pode ser representado como a
derivada j@ de alguma secdo (local) ¢ de E. De fato, toda secdo (local) ¢ de JE induz uma secao (local)
@ de E, dada por @ = T oy, mas € claro que, em geral, ndo vale ¢ = j@. As secoes (locais) de JE que
sdo da forma j@ para alguma secao (local) @ de E sdao chamadas holénomas.

Na discussao anterior, consideramos secdes (locais) de JE como fibrado sobre M, i.e., em relacao
a projecao fonte. Na proxima secdo, também consideraremos secoes I' de JE como fibrado sobre E,
i.e.,, em relacdo a projecao alvo, e veremos que estas podem ser interpretadas como conexodes em E.
Destarte, podemos resumir os diferentes tipos de projecoes e de secoes no seguinte diagrama:

JE

ru

Jj® E o (2.38)

Para calculos explicitos, observamos que um sistema de coordenadas locais adaptadas (x*, q') de E
induz um sistema de coordenadas locais adaptadas (x*,q',q,) de JE e um sistema de coordena-
das locais adaptadas (x* ,qi,om) de JE e que uma transformacido de coordenadas locais adaptadas
(xH,q') ~ (x'%,q’%) em E, conforme a equacdo (2.7), induz uma transformacao de coordenadas locais
adaptadas (xH,q',q,) ~ (x'%,q'%,q;¥) em JE e uma transformacéo de coordenadas locais adaptadas
(xH,q',G}) ~ (x'%,q’%, %) em JE, onde

x  o0q’® oxv . ogq'* oxH

KT gt o W T G Gxn (2.39)

e gk axH .
ak = aoili e (2.40)

Estas leis de transformacdo comprovam, mais uma vez e de forma explicita, a natureza de JE como
fibrado afim sobre E e a natureza de JE como fibrado vetorial sobre E.

2.2 Conexoes Gerais

Durante toda esta secao, denotaremos por E um fibrado geral sobre uma variedade base M com projecao
1 : E — M e fibra tipica Q.
2.2.1 Fibrado Horizontal, Projecao Vertical, Projecao Horizontal

Inicialmente, observe que o fibrado vertical VE é um subfibrado vetorial de TE canonicamente definido,
mas nao possui nenhum complemento canonico.
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2.10 Definicio Uma conexao geral, ou simplesmente conexao, em E é dada por qualquer um dos
seguintes trés conceitos (que sao equivalentes entre si):

o um fibrado horizontal HE, que é um subfibrado vetorial de TE complementar ao fibrado vertical
VE:
TE = VE® HE; (2.41)

e uma projecao vertical Py, que é um homomorfismo estrito Py : TE — TE de fibrados vetoriais
sobre E com P‘% = Py e imagem VE;

e uma projecao horizontal Py, que é um homomorfismo estrito Py : TE — TE de fibrados vetoriais
sobre E com P3 = Py e nicleo VE.

Obviamente, Py + Py = idrg, sendo que HE ¢é o nucleo de Py e a imagem de Py.

2.3 Exemplo O fibrado trivial padrdo E = M x Q admite uma conexdo natural, chamada a conexao
padrao: tendo em vista que

TIMxQ) = TMXTQ, (2.42)
e
VIMxQ) = prs TQ = MxXTQ, (2.43)
ela é dada por
HMxQ) = prf TM = TM xQ.. (2.44)
o

2.2.2 Forma de Conexao e Levantamento Horizontal
Uma definicao alternativa do conceito de conexao utiliza o conceito de forma de conexao:

2.1 Proposicao Uma conexdo geral em E também é dada pelo conceito da correspondente forma de
conexdo, que é uma 1-forma A sobre E avalores no fibrado vertical VE de E, A € Q' (E, VE), satisfazendo
a seguinte condicdo de verticalidade:

Al = idyg - (2.45)

Na verdade, a forma de conexao é apenas uma maneira de reinterpretar a projecdo vertical: A = Py.
Outra definicdo alternativa do conceito de conexdo usa o fibrado dos jatos (de primeira ordem):

2.2 Proposicao Uma conexdo geral em E também é dada pelo conceito do correspondente levanta-
mento horizontal, que pode ser visto como uma secdo I : E — JE de JE como fibrado sobre E, i.e., em
relacdo a projecdo alvo.

De fato, uma secao I' : E — JE de JE como fibrado sobre E associa a cada ponto ¢ em E com ponto
base m = 1r(e) em M uma aplicacdo linear I'(e) : T,uM — T.E que, por satisfazer T, oT'(e) = idr,,m,
¢é injetora e portanto pode ser interpretada como um mergulho do espaco tangente T;,M no espaco
tangente T,.E que é transversal ao espaco vertical e assim serve para definir um levantamento horizontal
dos vetores tangentes em T,,M para vetores tangentes em T,E. Obviamente, entao,

H.,E = im(I'(e)) para e € E . (2.46)
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Reciprocamente, dado um fibrado horizontal HE em TE, definimos a secdo I' : E — JE por
I'(e) = (Tem|y,p)™! paraeckE. (2.47)

Desta forma, temos
(Pg)e = T(e) o Tomr para e € E. (2.48)

Em coordenadas locais adaptadas (x*, q') de E, tanto a forma de conexdo A como o levantamento
horizontal I' sdo representados por uma matriz retangular de fun¢oes A; de todas essas variaveis,
conforme

;0 0
dq o0 dx ® —a 7 (2.49)
¢ 0 0 0
r(_axu) = oxn g (2.50)

A nocao de levantamento horizontal pode ser aplicada a varios objetos na variedade base:

(i) levantamento horizontal de vetores tangentes: dado e € E com m = mm(e) € M e vy € TyM,
defina ¥, € T,E como sendo o Unico vetor horizontal tal que T,1r - U, = v, OU Seja,

Vo = T'(e) v . (2.51)

(ii) levantamento horizontal de campos vetoriais: Adado X € X¥(M), defina X € X¥(E) como sendo o
unico campo vetorial horizontal tal que T o X = X o 1T, ou Seja,
X(e) = I'(e) - X(m) para e € E com m =1(e) € M . (2.52)

O fato de que HE é um subfibrado vetorial de TE (que ¢é equivalente a condicdo de que Py e Py sdo
homomorfismos de fibrados vetoriais) garante que X sendo diferenciavel, X também é. Ademais,
todo vetor horizontal u, € H,E é da forma u, = X(e) para algum campo vetorial X sobre M tal
que X(m) = T, - U,.

(iii) levantamento horizontal de curvas: dada uma curva y em M passando por um ponto m de M e
dado um ponto e de E tal que 1m(e) = m, existe uma Unica curva horizontal y em E passando
por e que cobre y. Mais exatamente, se I denota o dominio de y e I denota o dominio de y (de
modo que I e [ sdo intervalos abertos em R contendo 0), devemos ter I c I, y(0) = m, y(0) = e,

w(y(t)) = y(t) para tel, (2.53)

y(t) € HyE paratel, (2.54)
onde o simbolo ~ denota a derivada em relacdo ao parametro t.

(iv) levantamento horizontal de fluxos: dado um fluxo F em M, existe um tnico fluxo horizontal F
em E que cobre F. Mais exatamente, se D denota o dominio de F e D denota o dominio de F (de
modo que D é uma vizinhanca aberta de {0} x M em RxM e D é uma vizinhanca aberta de {0} x E
em R x E), devemos ter (idg x 7)(D) c D,

w(F(t,e)) = F(t,m(e)) para (t,e) € D, (2.55)

F(t,e) € HpyoE  para (t,e) €D, (2.56)

onde o simbolo ~ denota a derivada em relacdo ao parametro t.
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Recordamos que um fluxo em uma variedade X é uma aplicacdo diferenciavel F : D — X cujo dominio
D é um aberto de R X X contendo {0} x X satisfazendo a condicao inicial

F(0,x) = x, (2.57)
e a seguinte regra de composicao: para (t,x) € D e s € R, temos
(s,F(t,x)) €D <= (s+t,x)eD,

e neste caso,
F(s,F(t,x)) = F(s+t,x). (2.58)

Fluxos F em X sdo ligados a campos vetoriais Z sobre X pela equacao diferencial
F(t,x) = Z(F(t,x)), (2.59)

onde o simbolo * denota a derivada em relacdo ao parametro t.

A existéncia e a unicidade do levantamento horizontal de curvas e de fluxos é facﬂmente verificada
utilizando coordenadas locais adaptadas (x*, q') de E. Nelas, as componentes y* e y' do levantamento
horizontal y de uma curva y com componentes y* satisfazem a identidade

YR = yH (), (2.60)
em conjunto com o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias:
d . B i d ,
ar (t) = — A (y()) TR (t), (2.61)

e portanto o resultado segue do teorema de existéncia e unicidade de solucdes de sistemas de equacdes
diferenciais ordinarias. Uma afirmacdo analoga vale para o levantamento horizontal de um fluxo.

2.2.3 Derivada Covariante

A escolha de uma conexdo permite introduzir o conceito de derivada covariante D@ de uma secao
@ de E, que é uma secao do fibrado dos jatos linearizados JE de E ao longo de @, enquanto que a
derivada comum d@ é uma secao do fibrado dos jatos JE de E ao longo de @, sendo que a primeira é
obtida da segunda simplesmente por composicdo com a projecdo vertical Py,.. De fato, para ¢ € I'(E),
0p e [(p*JE) e Do € I'(p*JE) sao definidos por

@Op)m) = T, € JpmE para m e M (2.62)
(veja a equacao (2.30)) e
(DP)(m) = (Py) yim) ° Tm® € JpumE  parameM (2.63)

(veja a equacao (2.31)). Note que (p*]]:: é um fibrado afim e @ * JE é um fibrado vetorial sobre M, sendo
que a equacdo (2.35) implica que @*JE = T*M ® @*VE e portanto D € Q' (M, p*VE).

2.11 Definicdo Dadas uma conexao geral em E e uma secdo @ de E, a derivada covariante D de @
¢ a 1-forma a valores em @*VE e, para todo campo vetorial X em M, a derivada covariante Dy @ de
@ ao longo de X ¢é a secdo Dy@ de @*VE obtida por projecdo vertical da derivada comum (aplica¢ao
tangente):

D@)(m) = (Py)gum) o Tn® » (Dx@)(m) = (Py) g - (Tn@ - X(m))  parameM. (2.64)
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Note que para fibrados vetoriais, essa definicdo coincide com a anterior pois se E for um fibrado vetorial
sobre M com projecao 1, entdo o fibrado vertical VE de E é canonicamente isomorfo ao pull-back t*E
do proprio E e portanto, para qualquer secdo @, @*VE = @*m*E = (11 o @)*E = E. Neste caso, 0
fibrado vetorial do qual a derivada covariante é secdo torna-se independente da secdo original .

2.2.4 Curvatura

A nocdo de curvatura aparece quando observamos que, ao contrario do fibrado vertical, o fibrado
horizontal que representa uma determinada conexao nao ¢ necessariamente involutivo. A curvatura
da conexao mede o quanto o fibrado horizontal correspondente deixa de ser involutivo.

2.12 Definicdo Dada uma conexao geral em E, com fibrado horizontal HE, projecao vertical Py,
projecdo horizontal Py e forma de conexdo A € Q!(E,VE), sua curvatura é representada pela corres-
pondente forma de curvatura F € Q2(E,VE), definida por

F(Z1,22) = Py([Pu(Z1),Pu(Z2)]) para Zi,Z> € X¥(E) . (2.65)

Conexdes cuja curvatura se anula identicamente sao chamadas planas.

Obviamente, uma conexao geral é plana se e somente se o seu fibrado horizontal for involutivo.

Observe que enquanto que a forma de conexao ¢é “vertical” no sentido de se anular sobre “vetores
horizontais”, a forma de curvatura é horizontal no sentido de se anular assim que um dos dois vetores
aos quais ela é aplicada for vertical.3

Em coordenadas locais adaptadas (x*, q') de E, a forma de curvatura é representada por um con-
junto de funcoes Fj, de todas essas variaveis, conforme

1 i 0
F = §FZW (dx* AdxY) ® —aqi , (2.66)
onde S S
. 0AL Al At . DAL
i _ v o H H oAJ vV AJ
F,, = (axu I + 30/ Ay 2] Au) . (2.67)

De fato, as equacoes (2.65), (2.49) e (2.50) implicam
;0 0 0 0 0 0 .0 0 i 0
i Y _ v _ v _ _Y Al oA Y
Fu oqt F(axﬂ ’ ax"> F(r<8xu> ’ r<ax" >> F(axﬂ Ay oqt’ oxv Ay 8q1>

0 490 9 JLD
A([ax“ Auggi oy~ N ag

oqk

0AL 8 0AL 5 0AL ;3 aAJv'l.a>a
0q' dqi "M oq

_ k k k v ¥ TR Y —_—F
= - (4t + afaxs, S5 dai  ox¥ oaqi | dai

0A! aAZ aAZ i 0AL i\ 0
= - Y - - Ay — AL = -
oxH oxv 0q/ 0q’ 0qt

3 As aspas indicam o fato de que, ao contrario das nocdes de vetores verticais e de formas horizontais, como formas que
se anulam quando se insere algum vetor vertical, as de “vetores horizontais” e de “formas verticais” ndo possuem nenhum
significado intrinsico, pois dependem justamente da escolha de uma conexdo. Neste sentido, a afirmacao de que a forma de
conexao é “vertical”, i.e., se anula sobre vetores “horizontais”, ndo passa de uma tautologia.
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2.2.1 Observacao Do ponto de vista da interpretacao fisica, conexdes gerais em um fibrado geral E
sobre uma variedade base M, que é interpretada como um modelo do espaco-tempo, sao secoes de um
certo fibrado, mas em relacdo a uma projecdo sobre E e ndo sobre M, como seria necessario para que
elas possam ser interpretadas como campos fisicos. No entanto, quando nés nos restringimos a certas
classes especiais de conexdes - tais como conexoes lineares ou conexdes principais (a serem discutidas
logo adiante) - podemos reescrevé-las como secoes de um fibrado sobre M, o que permite interpreta-las
como campos fisicos e abre o caminho para emprega-las na formulacido de teorias de calibre.

2.3 Fibrados com Grupo Estrutural

Como ja foi mencionado anteriormente, o maior inconveniente dos fibrados gerais é o fato de que
suas funcoées de transicdo assumem valores no grupo de difeomorfismos da fibra tipica, que formal-
mente poderia ser visto como um grupo de Lie de dimenséao infinita mas que, muitas vezes, ndo possui
nenhuma estrutura de variedade razoavel, muito menos de grupo de Lie. Por outro lado, vimos no
Capitulo 1 que, no caso de fibrados vetoriais, as funcoes de transicdo tomam valores no grupo geral
linear ou, no caso de fibrados vetoriais munidos de alguma estrutura adicional, em algum subgrupo
fechado do grupo geral linear, e todos estes sdo grupos de Lie de dimensao finita. Aqui, o maior incon-
veniente é a hipotese, demasiadamente restritiva, de que a fibra tipica seja um espaco vetorial sobre o
qual o grupo pertinente age linearmente.

Estas observacoes sugerem, como compromisso, a seguinte definicao:
2.13 Definicdao Um fibrado com grupo estrutural ¢ uma quintupla (E, M, m, Q, G) composta de

(i) uma variedade E chamada o espaco total,

(ii) uma variedade M chamada o espaco base,
(iii) uma aplicacao diferenciavel sobrejetora 7 : E — M chamada a projecao,
(iv) uma variedade Q chamada a fibra tipica ou a variedade modelo,

(v) um grupo de Lie G chamado o grupo estrutural, em conjunto com uma acao (a esquerda)

GxQ — Q

(2.68)
g,9) — g-q

de G na fibra tipica Q,

e satisfazendo o postulado de trivialidade local: existem um recobrimento aberto (Uy) xc4 de M e uma
familia (®y)xea de difeomorfismos

byt N Uy) — U X Q (2.69)

com pryo®, = 71 para todo & € A, chamados de trivializacoes locais, tais que para quaisquer
&, €A com Uy NnUg + &, a aplicacdo

Py 0 dp! 1 (Ua N Up) X Q — (Ux NUB) X Q (2.70)
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¢ um difeomorfismo que pode ser representado por uma funcao diferenciavel
Tap:UsnUp — G, (2.71)
chamada a correspondente funcao de transicao, conforme a férmula
(B, o d)EI)(m,q) = (m,T,50m)-q) parameUsnUg,qeq. (2.72)

A seguir, especificaremos um fibrado com grupo estrutural (E, M, 1, Q, G) dizendo que E é um fibrado
com grupo estrutural G, ou simplesmente um G-fibrado, sobre M com projecao 7t e fibra tipica Q. Para
todo ponto m de M, E,, = w1({m}) é a fibra de E sobre m. Finalmente, uma familia (Ux, ®P«) xca
com as propriedades enunciadas acima também é chamada um atlas de trivializacoes locais de E,
e adotamos a terminologia usual de atlas equivalentes, de atlas maximais e de trivializacOes locais
admissiveis, como no caso de fibrados vetoriais e de fibrados gerais.

Dada uma acdo de G em Q como na equacao (2.68), definimos
N ={geGlg-q=q paratodo g€ Q}, (2.73)
ou seja, N é a interseccao de todos os subgrupos de estabilidade da acao,

N = () Gq, (2.74)
geai

e observamos que N é um subgrupo normal fechado de G. De fato, N é o nticleo do homomorfismo de
grupos
G — Diff(Q)

(2.75)
g — Ly
que associa a cada elemento g de G a translacao (a esquerda) L, por g:
L,: —
9t @ Q (2.76)

q — Lg(OI):g'q

A acdo é chamada efetivase N = {1}. Neste caso, o homomorfismo (2.75) é injetor e permite considerar
G como subgrupo de Diff(Q) e um fibrado com grupo estrutural G como um fibrado que admite um
atlas de trivializacoes locais cujas funcdes de transicdo tomam valores neste subgrupo. Note que
sempre podemos supor sem perda de generalidade que a acado seja efetiva: caso contrario, basta sub-
stituir G pelo grupo quociente G/N. Porém, em exemplos concretos, tal substituicio nem sempre é
conveniente.

Como foi previsto anteriormente, conforme esta definicdo, fibrados vetoriais com fibra tipica E sdo
fibrados com grupo estrutural GL([E) e fibrados vetoriais com fibra tipica F e munidos de uma estrutura
adicional (2, ¥) como na Definicdo 1.24, sao fibrados com grupo estrutural Gs ([E).

Uma propriedade importante de um G-fibrado cujo grupo estrutural age efetivamente na sua fibra
tipica é que suas funcoes de transicio, em relacdo a algum atlas (Uy, ®«)xca de trivializacoes locais,
satisfazem a condicao de cociclo

TapTpy = Tay  sobre U«NUpnUy, (2.77)

junto com a identidade
Tax = 1 sobre Uy , (2.78)

FORGER & ANTONELI FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS



2.4 FIBRADOS PRINCIPAIS, FIBRADOS ASSOCIADOS, FIBRADOS DE REFERENCIAIS 101

que, juntas, implicam

Tog = Tg sobre Uy N Ug . (2.79)

(64

Reciprocamente, temos o seguinte resultado:

2.1 Teorema (construcao de fibrados por amalgamacao) Sejam (Uy)xeca Um recobrimento de uma
variedade M e (Tag) (x,8)cAxa Uma familia de funcoes diferencidaveis Tapg : Ux N Ug — G a valores em
um grupo de Lie G satisfazendo a condicdo de cociclo (2.77) e a identidade (2.78). Entdo dada uma
variedade Q e uma acgdo de G em Q como na equacdo (2.68), existem um G-fibrado (E,M,1,Q,G), que
é unico a menos de isomorfismo, e um atlas (Uy, Px) xca de trivializacées locais de E tal que as funcoes
Txg SAo as correspondentes fungoes de transicdo.

Demonstracao: Considere primeiro a variedade E4 definida como a unido disjunta das variedades
produto Uy X Q:
Er = | {ed xUsxQ,
xeEA
e defina a aplicacao diferenciavel sobrejetora 14 : E4 — M por
ma(x,m,q) = m paraxe A meM,qgeq.

Em E4, introduzimos a seguinte relacao de equivaléncia:

( | 3 ) my=m=mg € UxNUg

X, My, ~ ,ma, —

o o BqB Tch(m)'qB:qu

Para mostrar que ~ é realmente uma relacdo de equivaléncia, observe que a reflexividade segue da iden-
tidade (2.78), a simetria segue da condicao (2.79) e a transitividade segue da condicao de cociclo (2.77),
em conjunto com o fato de que - representa uma acdo de G em Q. Denotamos a classe de equivaléncia
de («,m,q) por [x,m,q], o conjunto de tais classes de equivaléncia por E e a projecao candnica de
E,4 sobre E por p. Entdo é claro que a projecdo 14 : E4 — M induz uma projecdo 1 : E — M tal que
T4 = TT o p, definida por

m((x,m,q]) = m paraxcA meM,qgeQqQ.

A natureza da relacdo de equivaléncia ~ acima definida implica que, para todo « € A, a restricao
da projecao p ao subconjunto {x} x Uy x Q de E,4, que podemos identificar com Uy X Q, é uma
bijecao sobre o subconjunto w1 (Uy) de E cujo inverso denotaremos por ®,. Obviamente, as funcoes
de transicdo associadas a este atlas de trivializa¢des locais sao as fun¢des T4p originais. Finalmente, a
diferenciabilidade das funcdes T«g implica que podemos usar as bijecoes & para transferir a estrutura
diferenciavel das variedades produto Uy x Q para definir a estrutura diferenciavel de E em termos da
estrutura diferenciavel de suas subvariedades abertas w1 (Uy). O

A construcao descrita nesta demonstracao é chamada de amalgamacao.

2.4 Fibrados Principais, Fibrados Associados,
Fibrados de Referenciais

Entre os fibrados com grupo estrutural, existe uma classe especial, os chamados fibrados principais,
que podem ser caracterizados como aqueles onde Q = G com G agindo sobre si mesmo por translacoes a
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esquerda. Estes ocupam uma posicao central na teoria, pois todos os outros podem ser obtidos a partir
deles usando um processo conhecido como a construcao de fibrados associados. Reciprocamente,
os exemplos mais importantes de fibrados principais sdo construidos a partir de fibrados vetoriais
ou de fibrados vetoriais munidos de alguma estrutura adicional, por um processo conhecido como a
construcao de fibrados de referenciais.

Infelizmente, a simplicidade dessa visdo acaba sendo camuflada pelo tratamento da teoria dos
fibrados encontrada na literatura matematica mais recente sobre a area: costuma-se deixar o conceito
de fibrado com grupo estrutural de lado e proceder diretamente a definicdo do conceito de fibrado
principal, lancando mao de um ingrediente adicional que permanece sem qualquer motivo aparente, a
saber, uma acao livre a direita do grupo estrutural sobre o espaco total cujas orbitas coincidem com as
fibras. No que segue, resgatamos a abordagem original e, a nosso ver, muito mais natural, mostrando
que a existéncia dessa acao, independente da escolha de trivializacdes locais, ja segue naturalmente
dos demais axiomas e portanto nao precisa ser postulada separadamente.

2.4.1 Fibrados Principais

Comecamos com uma definicao de fibrado principal diferente da usual, mas como veremos logo adiante,
equivalente.

2.14 Definicao Um fibrado principal é uma quadrupla (P, M, p, G) tal que (P, M, p, G, G) é um fibrado
com grupo estrutural cuja fibra tipica é idéntica com o grupo estrutural e este age sobre si mesmo por
translacoes a esquerda.

A definicdo usual encontrada na literatura é a seguinte.
2.15 Definicao Um fibrado principal ¢ uma quadrupla (P, M, p, G) composta de

(i) uma variedade P chamada o espaco total,
(ii) uma variedade M chamada o espaco base,
(iii) uma aplicacao diferenciavel sobrejetora p : P — M chamada a projecao,
(iv) um grupo de Lie G que é ao mesmo tempo a fibra tipica e o grupo estrutural,

(v) uma acao (a direita)
PxG — P
(p,g) — p-g

de G no espaco total P que é transitiva e livre nas fibras,

(2.80)

e satisfazendo o postulado de trivialidade local equivariante: existem um recobrimento aberto
(Ux) xea de M e uma familia (®4)xca de difeomorfismos

Py:p ' (Uy) — Ua X G, (2.81)
com pr; cd, = p para todo & € A e que sdo equivariantes no sentido de que

o, l(m,gh) = &' (m,g)-h paramec Uy g,heG, (2.82)
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chamados de trivializacdes locais equivariantes, tais que para quaisquer «, 8 € A com Ux N Ug #+ &,
a aplicacao
Dy 0o ®p! 1 (Uu NUp) X G — (UaNUp) X G (2.83)

¢ um difeomorfismo que pode ser representado por uma funcao diferenciavel
Tap: UsnUp — G, (2.84)
chamada a correspondente funcao de transicao, conforme a férmula
(P, o cpgl)(m,g) = (M, Tp(m)g) parameUxnUp,g€G. (2.85)

A seguir, especificaremos um fibrado principal (P, M, p, G) dizendo que P é um fibrado principal com
grupo estrutural G, ou simplesmente um G-fibrado principal, sobre M com projecdo p. Para todo
ponto m de M, P,, = p~1({m}) é afibra de P sobre m. Finalmente, uma familia (Uy, ®«)xeca CcOM as
propriedades enunciadas acima também é chamada um atlas de trivializacoes locais equivariantes
de P, e adotamos a terminologia usual de atlas equivalentes, de atlas maximais e de trivializacoes
locais equivariantes admissiveis.

Para provar que as duas definicdes sao de fato equivalentes, precisamos apenas mostrar como cons-
truir a acao (2.80) do grupo G sobre o espaco P a partir dos demais dados. Para tanto, suponha que
(P,M,p,G,G) é um fibrado com grupo estrutural cuja fibra tipica é idéntica com o grupo estrutural
e que este age sobre si mesmo por translacoes a esquerda, e escolha um atlas (Uy, ®)xeca de trivi-
alizacoes locais de P no sentido da Definicdo 2.13 (com E substituido por P,m substituido por p e
Q substituido por G). Entdo podemos, para todo & € A, usar a equacao (2.82) para definir uma acao
(a direita)
P|U0( XG — P|U¢x
r,9) — pP-«g

de G em P|y,, explicitamente dada por
Prag = 2o (M gug) se p = &3 (m,gy),

e verificamos que as acoes -4 € -g coincidem em PIUHQUB, pois para p € p~ 1 (Ux N Ug) com m = p(p),
Pa(p) = (M, ga), Pp(p) = (m,gp) e g € G, vale

(m’gtx) = (btx(p) = (‘I’a°q’;§1)(magﬁ) = (mrTD(B(m)gB)
eportanto
Oy (p-pg) = (Pyo®s') (M, ggg) = (M, Tyy(M) ggg) = (M, gug) = 4P a9,

implicando p ‘pg = p -« g; assim, a acao (2.80) esta bem definida, e de modo que as trivializa¢oes
locais ®, sdo todas equivariantes.

Mais uma vez, podemos sempre escrever o espaco total de um fibrado principal como a unido
disjunta das suas fibras, o que deixa 6bvio qual é a definicdo da projecao p:

P = U P , p(p) =m para p € Py, . (2.86)

meM

Esta decomposicdo pode ser vista como uma folheacao regular de P por variedades P,, mergulhadas
em P como subvariedades e todas difeomorfas ao grupo estrutural G, porém ndo sao grupos de Lie pois
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nao ha em nenhuma delas um elemento distinguido que corresponda a unidade de G, sendo que para
todo ponto m de M, podemos escolher uma trivializacdo equivariante admissivel ® : p~™1(U) - U X G
de P sobre uma vizinhanca aberta U de m em M cuja restricdo a fibra P,, fornece um difeomorfismo

®lp Pm — G (2.87)

que é equivariante em relacdo as acoes de G sobre P, a direita e sobre si mesmo por multiplicacao
a direita, mas a pré-imagem de 1 € G sob & | p,, depende da trivializa¢do escolhida e portanto nao
possui significado intrinsico. A situacdo é a mesma que caracteriza a diferenca entre espacos vetoriais
e espacos afins: ao contrario dos primeiros, os ultimos nao possuem nenhum ponto distinguido que
poderia servir de origem.

Uma das propriedades especificas de fibrados principais é que as suas trivializacoes (locais) equi-
variantes correspondem biunivocamente as suas sec¢oes (locais). De fato, se U é um aberto de M, entdo
uma trivializacdo equivariante ® : p~1(U) — U X G de P sobre U proporciona uma se¢do o : U — P
de P sobre U definida por o(m) = ®1(m,1), e reciprocamente, uma secio o : U — P de P
sobre U proporciona uma trivializacdo equivariante ®, : p~1(U) — U x G de P sobre U definida por

o, (m,g) = o(m)-g parameU,geG. (2.88)

Em particular, isso implica uma afirmacao feita anteriormente: fibrados principais constituem uma
classe de fibrados que, geralmente, ndo admitem secdes globais - exceto quando sao triviais.

Para formalizar anocao de trivialidade no caso de fibrados principais, precisamos dos passos usuais:
as definicoes da restricao P|y de um fibrado principal P a um subconjunto aberto N do seu espaco
base M e do fibrado principal trivial padrao, definido por

P =MXG e p = pry, (2.89)

sdo as mesmas que para fibrados gerais, e para um fibrado principal ser chamado de trivial, basta
que seja apenas isomorfo a este, o que requer especificar quais sao as aplicacoes compativeis com a
estrutura de fibrado principal:

2.16 Definicao Sejam P e Q fibrados principais sobre variedades M e N com projecdes pp : P - M
e pgo : Q — N e grupos estruturais G e H, respectivamente. Um morfismo ou homomorfismo de

ﬁbyados principais de P em Q é uma tripla (f, f ) composta de aplicacbes diferenciaveis f: P — Q
e f:M — N e de um homomorfismo de grupos de Lie f: G — H tais que o diagrama
p —f> Q
l Po (2.90)
M

% N
comuta e tais que f é f -equivariante:

flp-9 = fp)-fg9 parapeP,ges. (2.91)

Também dizemos que f é um morfismo ou homomorfismo de fibrados principais sobre f emrelacao a
f ou que f recobre f SeM=Ne f ¢é aidentidade, dizemos que f é um morfismo ou homomorfismo
estrito. Se G = H e f é aidentidade, dizemos que f é um morfismo ou homomorfismo de G-fibrados
principais.
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EXpliCitgmente, esta definicao aﬁ_rma que se f : P — Q é um homomorfismo de fibrados principais
sobre f: M — N emrelacdo a f : G — H, e se escolhermos trivializacoes equivariantes admissiveis
P : pf,l(U) - UXG dePeVY: pél(V) — V X H de Q sobre abertos U de M e V de N, respectivamente,
tais que f(U) C V (caso contrario, substituimos o aberto U pelo aberto U n f‘l(\/), desde que este
nao seja vazio), a aplicacao

Yofod l: UXG — VxXH (2.92)
pode ser escrita na forma
(Yo fod)(mg) = (fFm), Tve(f)(m) f(g) parameU,geG (2.93)
com uma aplicacao diferenciavel
Tyo(f): U — H. (2.94)

Dessa nocao de morfismo ou homomorfismo, decorre da forma usual a de isomorfismo entre
fibrados principais (estrito ou ndo, em relacdo a identidade ou ndo) e de automorfismo de um G-
fibrado principal. No caso geral, podemos Covncluir pelo menos que um isomorfismo f : P — Q de
fibrados principais induz um difeomorfismo f: M — N das respectivas variedades base e um isomor-
fismo f : G — H dos respectivos grupos estruturais. Em particular, um fibrado principal P sobre M
com grupo estrutural G é chamado trivial se existe um isomorfismo estrito de G-fibrados principais
f:P - Mx G e, para qualquer subconjunto aberto N de M, é chamado trivial sobre N se existe um
isomorfismo estrito de G-fibrados principais fy : PIy — N X G, sendo que qualquer tal isomorfismo
estrito de G-fibrados principais é chamado uma trivializacdo de P no primeiro caso e uma trivializacao
de P sobre N ou, quando ndo queremos especificar N explicitamente, uma trivializacado local de P no
segundo caso.*

Note que sob composicao, os automorfismos de um fibrado principal P sobre uma variedade M
formam um grupo que denotaremos por Aut(P) e os automorfismos estritos formam um subgrupo que
denotaremos por Aut,(P); ademais, a aplicacdo que associa ao automorfismo f de P o difeomorfismo
f de M é um homomorfismo de grupos tal que obtemos a seguinte sequéncia exata de grupos:

{1} — Aut,(P) — Aut(P) — Diff(M) — {1}. (2.95)

Se P for trivial, esta sequéncia cinde, i.e., Aut(P) é o produto semidireto de Aut;(P) = C®(M,G)
com Diff(M). Em fisica, o grupo Auts(P) é conhecido como o grupo de (transformacoes de) calibre
associado a P.

Também observamos que as construcdes de novos fibrados a partir de fibrados dados que apresen-
tamos na Secao 2.1.2 acima produzem fibrados principais quando usamos fibrados principais como
ponto de partida. Por exemplo, o produto cartesiano (P; X P>, M1 X M>, p1 X p2,G1 X G2) de dois fibra-
dos principais (P, M1, p1,G1) e (P2, M>, p2,G2) (veja a Definicdo 2.5) é um fibrado principal, e o fibrado
produto (P Xy P2, M, pp,x,,p,, G1 X G2) de dois fibrados principais (P;, M, p1,G1) e (P2, M, p2, G2) sobre
a mesma variedade base M (veja a Definicao 2.6) também é um fibrado principal sobre M; em ambos
0s casos, a acao de G; x G» no o espaco total (P; X P, ou P; Xy P») € definida a partir das acoes de
G1 em P; e de G» em P, de maneira 6bvia. De modo semelhante, o pull-back (¢p*P, N, P4>*p’G) de
um G-fibrado principal sobre M via uma aplicacdo diferenciavel ¢ : N — M ¢é um G-fibrado principal
sobre N; novamente, a acao de G em ¢*P é definida a partir da acdo de G em P de maneira Obvia.

4Em outras palavras, quando falamos de trivializacdes (locais) de fibrados principais, frequentemente suprimimos o adjetivo
“equivariante”.
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Comparando fibrados principais sober a mesma variedade base M > mas com grupos estruturais
diferentes, ha dois casos de importancia especial, que requerem terminologia propria.

2.17 Definicao Sejam P e Q fibrados principais sobre uma variedade M com projecdes pp : P - M
e po:Q — M e grupos estruturais G e H, respectivamente.

1. Dizemos que Q é um subfibrado principal ou uma reducao de grupo estrutural de P, de G
para H,° se Q é uma subvariedade fechada e mergulhada de P e H ¢ um subgrupo fechado
de G tal que as inclusdes igp : Q — P e iy : H — G constituem um homomorfismo estrito
(iq,p,1dm, in,c) de fibrados principais sobre M.

2. Dizemos que Q ¢ um fibrado principal quociente de P ou ainda que P ¢ uma extensao de grupo
estrutural de Q, de H para G,% em relacdo a um homomorfismo estrito (f,idy, f) de fibrados
principais sobre M, se f: G — H é um homomorfismo sobrejetor de grupos de Lie, de modo que
H é um grupo quociente de G, H = G/ker f, e assim G se torna uma extensido de H por ker f,
gerando a seguinte sequéncia exata de grupos de Lie:

{1} — kerf — G — H — {1}. (2.96)

Em particular, dizemos que P é um recobrimento de Q se G é um recobrimento de H, i.e.,, se 0
subgrupo fechado normal ker f é discreto.”

Se P é um fibrado principal sobre uma variedade M com projecao pp : P — M e grupo estrutural G e
H é um subgrupo fechado de G, entdo para que um subconjunto Q de P seja um subfibrado principal
de P com grupo estrutural H, basta que

e pp projeta Q sobre M;
e (Q éinvariante por H,i.e,vale g-h € Q paraqe Q e h € H;

e para todo ponto m de M, existe uma trivializacdo equivariante admissivel &, : p;l (U) — UXG
de P sobre uma vizinhanca aberta U de m tal que ®p( p;l (U)NQ) = UxH, e qualquer trivializacio
local equivariante admissivel de P com esta propriedade é chamada de adaptada a este subfibrado.

Desta forma, podemos definir a projecao p, : Q — M como a restricdo da projecao pp : P - M
(pg = pplg) € a acdo a direita de H sobre Q como a restricdo da acdo a direita de G sobre P, e
observamos que dada uma trivializacéo local equivariante ®, : pp'(U) — U x G de P adaptada a Q,
obtemos uma trivializacdo local equivariante &, : pél(U) — U X H de Q, chamada a trivializacao
local induzida, definindo ¢, como sendo a restricdo de ®p a pél (U) = Q n pp'(U). Assim, Q torna-
se um fibrado principal sobre M com grupo estrutural H e um subfibrado principal de P em relacao
as inclusoes oObvias, de tal modo que se (®p)y € (Pp)g sdo duas trivializacdes locais de P adaptadas
aQe (®g)x e (Pg)p sdo as trivializacdes locais induzidas de Q, entdo as duas tém a mesma funcao
de transicao Txg, que toma valores no subgrupo fechado H de G. Reciprocamente, 0 teorema sobre
construcao de fibrados por amalgamacao (Teorema 2.1) mostra que se P admite um atlas (Uy, ) xca de
trivializacdes locais equivariantes tal que as correspondentes fun¢des de transicdo T4g tomam valores
em um subgrupo fechado H de G, entdo P admite uma reducdo de grupo estrutural Q de G para H.

SPara tratar do caso onde as variedades base também nao sdo as mesmas, usa-se, como ingrediente adicional, a ndcdo de
pull-back.

6 Assim que possivel, omitimos a expressio “de G para H” ou “de H para G”.

7E um resultado geral em teoria de grupos de Lie que, nesta hipotese, ker f é necessariamente contido no centro de G.
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2.4.2 Fibrados Associados

Um dos motivos para o uso do termo “fibrado principal” é o fato de que qualquer fibrado com grupo
estrutural G pode ser obtido a partir de um fibrado principal com grupo estrutural G por um método
direto e global: a construcao do “fibrado associado”.

Seja P um fibrado principal sobre uma variedade M com projecao p: P — M e grupo estrutural G,
e seja Q uma variedade munida de uma acdo de G como na equacao (2.68). Considere a variedade
produto P X Q, munida da acdo de G a direita definida por

PxQ)xG — PxQ
2.97
(pa),9) — Wwa-g9=w-g,9"'a (2-.97)

Denotaremos o espaco das orbitas desta acdo por P X Q, a projecao canbnica de P X Q sobre P X; Q
por pq e a classe de equivaléncia, ou Orbita, de um par (p, q) por [p, q]; assim, vale

[p-9,9'-ql =I[p,ql ou [p-g,49] =1[p,g- 4]

2.
parapeP,qeQ,geCG. (2.98)
Temos entdo o seguinte diagrama comutativo:
PxQ LN P xsQ
prll ln (2.99)
p M
onde as aplicacdes T:PxXgQ — M e pg : P xQ — P X Q sao definidas por
nlp,al = p(p) , po(p,a) = [p,q] parapeP,qeqQ. (2.100)

2.2 Teorema (construcao de fibrado associado) Seja P um fibrado principal sobre uma variedade M
com projecdo p : P — M e grupo estrutural G, e seja Q uma variedade munida de uma agdo de G como
na equacdo (2.68). Definindo P x¢ Q, Tt e pg como acima, temos que

(i) P X¢ Q é uma variedade tal que as aplicaces 1 : P xg Q — M e pg : P xQ — P Xg Q sdo
diferenciaveis;

(ii) As flechas verticais no diagrama (2.99) definem fibrados com grupo estrutural G e fibra tipica Q;
(iii) As flechas horizontais no diagrama (2.99) definem fibrados principais com grupo estrutural G;

(iv) Toda trivializacdo equivariante admissivel ® : p~1(U) — U x G de P sobre um aberto U de M induz
uma trivializacio g : w1 (U) — U x Q de P x¢ Q sobre o mesmo aberto U de M, de modo a
preservar as funcées de transicdo, i.e., a condicdo de compatibilidade

(Pyo®g)(m,g) = (M, Tyg(m)g) parameUyxnUp, g€t
(veja a equacdo (2.85)) implica a condicdo de compatibilidade
(@x)g © (@p)g")(m,q) = (m,T,g(m)-q) para meUxnUpg,q€Q
(veja a equacdo (2.72)).
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(v) Toda trivializacdo equivariante qdmissivel & :p 1 (U) = UXG deP sobre um aberto U de M induz
uma trivializacdo equivariante @ : pél (= 1(U)) - m 1 (U)xG de PxQ sobre o aberto t~1(U) de
P xq G, de modo a preservar as fungoes de transicdo, no sentido que a condicdo de compatibilidade
(@qo®z")(m,g) = (m,T,5(m)g) parameUxnUp, geG
(veja a equacdo (2.85)) implica a condicdo de compatibilidade
(B o ®p)([p,al,g) = ([p,al, Tg(mlp,al) g)  para [p,ql e T (UyNUp),g €G
(veja a equacdo (2.85)).

Demonstracdo: Comecando com os itens (iv) e (v), suponha que ®: p~1(U) — U x G ¢é uma triviali-
zacao local equivariante admissivel de P, e escreva

®(p) = (p(p),®2(p)) parapep ' (U),
observando que equivariancia de ® significa que a aplicacido ®, : p~1(U) — G satisfaz
Pr(p-g) = P20p)g parapepl(U),geG.

Notando ainda que devido a comutatividade do diagrama (2.99), vale p(‘zl(rr‘l(U ) = p 1 (U) x Q,
defina &g : w1 (U) - UxQ e ®:p 1 (U)xQ — m 1(U) xG por

dolp,al = (p(p),P2(p)-q) parapept(U)qeq,

®(p,a) = ([p,al,®2(p)) vparapep'(U),qeq.
Calculando

(pp-9),22(p-9) - @' -a) = (pp), @20p)g) - (@' -aq) = (p(p), P2(p) - q)
para pep(U),qeQ,geG,

concluimos que a aplicacao ¢, € bem definida. De modo semelhante, equivaridncia de & implica
equivariancia de &:

d((p,a)-9) =¥(p-g,97"a)=(p-g,g9 " al, 220p-9) = ([p,a], 2(p)g) =P(p,a)-g
para pept(U),qeQ,geG.

Ademais, ¢ sendo bijetora, ®q e $ também sdo, pois expressando o inverso de ® em termos de uma
secao local o : U — P de P, conforme a equacao (2.88), ou seja,

¢ l(m,g) = om)-g parameU,geiG,
de modo que, em particular, ®>(oc(m)) =1 e
p = o(p(p)-22(p) parapep'(U),
podemos calcular os inversos de & e de &, dados por

@él(m,q) = [o(m),q] parameU,qeqQ,
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d([p,ql,9) = 6lp,al-g parapepl(U),qeQ,gei,

com
glp,al = (p,a) - ®2(p)~! = (o(p(p)),d2(p)-q) parapcp (U),qeq,

sendo que, calculando

(op(p-9),P20p-9) - @ '-q) = (alpp)), P20p) - q)
para pep1(U),qeQ,geG,

concluimos que a aplicacdo & é bem definida. Agora, dado duas trivializacdes locais equivariantes

admissiveis @, : p 1 (Uy) — Uy X G e dy p*I(UB) — Ug X G de P, correspondendo a duas secoes

locais 0y : Uy — P € 04:Ug — P de P, com funcdo de transicao 7,;: Uy N Ug — G, temos
(Pyo®g)(m,g) = (M, Tyg(m)g) parameUynUg, geG.

Aplicando ¢3! e pondo g =1, vem

og(m) = ox(m) - Top(m) para m € Uy N Uy,

e
Dp,(p) = Teg(p(p) ' ®po(p)  parap e p ' (UynUp) .
Portanto,
((Py)g © (fbﬁ)él)(mﬁ) = (Pu)qlog(m),q]l = (@)glog(m) - T,p(m), q]
= (Py)glox(m), Ts(m) - ql = (m, Typ(m) - q)
parameUamUB,qu,
e

(B o ®p")([p,al, 9)

&, ((05(p(p)), D4,(p) - ) - 9)
b ((0u(p(P) - Tog(P(P)), (To5(P(P) 1 05 (p)) - q) - 9)
«(Ta(P(P)), 22 (P) - 4) - To(p(P)) 9)
[p.al, T,53(P(P)) 9)
para p € p 1 (UynUp), g €G.

o
— B

Para provar o item (i), observamos que compondo as trivializacdes locais & de P e (@) de P x¢ Q
com cartas do espaco base M (diminuindo o dominio U, se for necessario) e com cartas das fibras
tipicas G e Q, obtemos cartas de P, de P x Q e de P X; Q que definem uma estrutura de variedade
em P X Q tal que as aplicagdes 11 e po sdo diferenciaveis (e de fato sdo submersoes sobrejetoras, ja
que suas representacoes locais nestas cartas sao projecoes lineares). Com isso, os itens (ii) e (iii) se
tornam consequéncias dos itens (iv) e (v). O

2.18 Definicdao Mantendo-se a notacao do teorema anterior, (P X Q,M, 1, Q, G) é chamado o fibrado
associado ao fibrado principal P, mediante a acdo dada de G sobre sua fibra tipica Q.
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Notamos que essa construcao ¢ extremamente geral, pois qualquer G-fibrado E sobre M cujo grupo
estrutural age efetivamente na sua fibra tipica pode, a menos de um isomorfismo estrito, ser obtido
como fibrado associado a algum G-fibrado principal P sobre M. De fato, basta escolher um atlas
(U, Px)aeca de trivializagoes locais de E, com funcoes de transicdo Tqp : Ux N Up — G, e aplicar o
método de amalgamacao (Teorema 2.1, com Q substituido por G e a acdo (2.68) de G sobre Q substituida
pela acdo de G sobre si mesmo por translacdes a esquerda) para construir um G-fibrado principal P
sobre M; verifica-se entdo que o fibrado P xg Q associado a P mediante a acdo (2.68) de G sobre Q
¢ isomorfo ao fibrado original E. Deixaremos os detalhes desta demonstracdo como exercicio para o
leitor.

Quanto a estruturas adicionais, vale o seguinte principio: qualquer estrutura adicional sobre a fibra
tipica que é invariante sob a acdo do grupo estrutural é “herdada” pelo correspondente fibrado associado,
i.e., induz uma estrutura correspondente em cada uma das suas fibras que depende diferenciavelmente
dos pontos da variedade base. Um exemplo elementar é a seguinte

2.3 Proposicao Seja P um fibrado principal sobre uma variedade M com projecdo p : P — M e
grupo estrutural G, e seja £ um espaco vetorial munido de uma acdo de G por isomorfismos lineares,
correspondendo a uma representacdo

G — GL(EF). (2.101)

Entdo o fibrado associado P X E é um fibrado vetorial sobre M. Ademais, se F for qualquer funtor
diferencidavel covariante na categoria dos espacos vetoriais com isomorfismos e se denotarmos o funtor
induzido na categoria dos fibrados vetoriais sobre M com isomorfismos estritos também por F, como no
Teorema 1.3, temos um isomorfismo canonico

F(PXGE) = P x¢F(E), (2.102)

de fibrados vetoriais sobre M, onde o fibrado associado P X F(E) é formado usando a representacdo
de G sobre F(E) induzida pela representacdo dada de G sobre E. Em particular,

T) (P xgE) = P x¢g TY(E). (2.103)

Demonstracao: Para a primeira afirmacdo, notamos inicialmente que quaisquer dois pontos na
mesma fibra de P X; E podem sempre ser escritos na forma [p,e;] e [p,ex] com p € P e ey,ep» € L,
pois para [p1,e1],[p2,e2] € P Xg E com 1[p1,e1] = [p2,ex], vale p(p1) = p(p2) e portanto existe
(um tnico) g € G tal que p2 = p1 - g, 0 que implica [p2,e2] = [p1, g - e2]. Sendo assim, podemos
definir a estrutura de espaco vetorial em cada fibra de P x; E pela formula

Ailp,er]l + Aa2[p,e2] = [p, Arer + Azex] para p € P,A;,A e RouC, ej,e; €E, (2.104)

observando que o resultado ndo depende do ponto p escolhido na respectiva fibra de P. A segunda
afirmacdo é uma consequéncia direta da construcao do fibrado associado e do funtor induzido. O

De modo semelhante, temos

2.4 Proposicao Seja P um fibrado principal sobre uma variedade M com projecdo p : P — M e grupo
estrutural G, e seja E um espaco vetorial munido de uma familia finita £ = {o,...,0x} de tensores
o € T}Z"[E e munido de uma acdo de G por isomorfismos lineares que preservam todos estes tensores,
correspondendo a uma representacdo

G — Gx(F). (2.105)

Entdo o fibrado associado P x¢ E é um fibrado vetorial sobre M munido de uma estrutura adicional
(2, %) como na Definicdo 1.24.
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Demonstracao: Usando o isomorfismo canénico (2.103) como identificacdo, podemos definir a familia

finita = = {01,..., 0%} de secdes o; € T(T} (P x¢ E)) = T(P x¢ TJ'E) que acompanha a familia finita
¥={oy,...,01} de tensores o; € T(ff[E dada, pela formula

oi(m) = [p,0i] parapeP,m=p(p), (2.106)
observando que o resultado ndo depende do ponto p escolhido na fibra de P sobre o ponto m. O

Notamos que o principio das “estruturas herdadas” formulado acima é mais geral ainda, pois vale
mesmo em situacoes ndo-lineares. Por exemplo, se a fibra tipica for uma variedade pseudo-riemanniana
Q cujo tensor métrico h é G-invariante, de modo que a acao do grupo estrutural G sobre Q é por
isometrias, entdo o fibrado associado P xX; Q é um fibrado pseudo-riemanniano: cada fibra (P X Q)
se torna uma variedade pseudo-riemanniana cujo tensor métrico h,, depende diferenciavelmente de m.
E assim por diante.

Finalmente, podemos usar o conceito de fibrado associado também para formular um critério para
a existéncia de reducoes de grupo estrutural.

2.5 Proposicao Seja P um fibrado principal sobre uma variedade M com projecdo p : P — M e grupo
estrutural G, e seja H um subgrupo fechado de G. Entdo P admite uma reducdo de grupo estrutural Q,
de G para H, se e somente se o quociente P/H de P pela acdo a direita de H, que pode ser identificado
com o fibrado associado P X (G/H) a P mediante a acdo natural a esquerda de G sobre o espaco
homogéneo G/H, admite uma secdo global, e neste caso, as possiveis reducoes de grupo estrutural Q
de P, de G para H, estdo em correspondéncia biunivoca com o conjunto de tais se¢oes globais.

A demonstracao é um simples exercicio que deixaremos para o leitor.

A importancia da Proposicdo 2.5 reside no fato de que ela reduz o problema da existéncia de re-
ducoes de grupo estrutural ao da existéncia de secoes de fibrados, para o qual existe uma teoria bem
desenvolvida em termos de invariantes algébrico-topologicos conhecidos como “classes de obstrucao”.
Em particular, ha uma situacao importante em que é possivel garantir que nao ha obstrucdao nenhuma,
pois segundo um teorema geral, um fibrado com fibra tipica contratil sempre admite secdes globais.
Portanto, vale o seguinte

2.1 Corolario Seja P um fibrado principal sobre uma variedade M com projecdo p : P — M e grupo
estrutural G, e seja H um subgrupo fechado de G tal que o espaco homogéneo G/H é contrdtil. Entdo
P sempre admite alguma redugdo de grupo estrutural Q, de G para H. Em particular, essa conclusdo
é vdlida se G/H = Rk - por exemplo, quando G for um grupo de Lie redutivo e H for seu subgrupo
maximal compacto.

Uma exposicao da teoria geral de obstrucdo encontra-se na Ref. [S].

2.4.3 Fibrados de Referenciais

Tendo em vista que qualquer G-fibrado cujo grupo estrutural age efetivamente na sua fibra tipica -
em particular, qualquer fibrado vetorial - é associado a algum G-fibrado principal, resta a questao
como descrever estruturas geomeétricas em variedades em termos de fibrados principais sobre estas
variedades. Uma das ferramentas mais importantes para isso é o conceito de fibrados de referenciais
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(“frame bundles”, em inglés), cuja construcao remonta a nocao do referencial moével (“moving frame”,
em inglés) da geometria diferencial elementar de curvas em R3, sendo que o grau de generalidade
inerente a essa nocdo ja foi plenamente apreciado na obra de Elie Cartan. Resumidamente, pode-se
dizer que o fibrado de referenciais é o ambiente dentro do qual o referencial mével se move, ou seja:
o referencial moével é simplesmente uma curva no fibrado dos referenciais que recobre uma curva na
variedade base.

Existem varias construcoes de fibrados de referenciais de diferentes tipos, mas comecaremos aqui
pelo mais simples entre eles: o fibrado dos referenciais lineares de um fibrado vetorial.

Suponha que E é um fibrado vetorial sobre uma variedade M com projecdo 1 : E — M e fibra
tipica E. Dado um ponto m de M, um referencial linear de F em m é uma aplicacao linear inversivel
U, da fibra tipica E na fibra E;;, em m . Se fixarmos uma base na fibra tipica E e assim identificarmos
E com R” ou C" (dependendo se E for um fibrado vetorial real ou complexo, e supondo que tenha
posto r), podemos identificar u,, com a base de E,, que é imagem da base escolhida de E sob u,, e
assim concluir que um referencial linear de E em m é simplesmente uma base da fibra E;;, de E em m.
Assim, o conjunto dos referenciais lineares de E em m ¢é

Fr(E) = Iso(E,Ep) = {um € L(E, Ep) | Uy, inversivel } . (2.107)

Note que existe uma acao natural do grupo GL([E) sobre Fr;, (E) por composicao a direita, que é livre e
transitiva,
Fry, (E) X GL(E) — Fry(E)

(2.108)
(um, g) _ um ° g
e podemos mostrar que a unido disjunta
Fr(E) = |J Frm(E) (2.109)

meM

¢é 0 espaco total de um fibrado principal sobre M com grupo estrutural GL(E) chamado o fibrado dos
referenciais lineares de E. Para isso, observamos que toda trivializacdo admissivel ®¢ : E|y — U X E
de E sobre um aberto U de M induz uma trivializacao equivariante ®g(g) : Fr(E)|y — UXGL(E) de Fr(E)
sobre o mesmo aberto U de M: basta definir, para todo ponto m de U, (®gr(g))m : Frm (E) — GL(E) em
termos de (®g)y, : Ey — E:

(Prr(e))m (Um) = (PE)moum  para m € U, Uy, € Frin(E) . (2.110)
Entao é 6bvio que @ (g) : Fr(E)|y — U x GL(E) é uma bijecdo, com bijecao inversa dada por
(PrE)m (9) = (Pp)yl og  para m e U, g € GL(E) , (2.111)

e que $prr) t Fr(E)|y — U X GL(E) é equivariante sob a acdo de GL(E) a direita. Em termos de secoes,
isso significa que (sempre mediante escolha de uma base fixa na fibra tipica ), uma base {ej,...,e;}
de secoes ey de E sobre um aberto U de M corresponde biunivocamente a uma secao de Fr(E) sobre
0 mesmo aberto U de M. Também é claro que essa construcado preserva funcoes de transicao, ou seja:
as funcodes de transicao entre trivializacoes locais de E e entre as correspondentes trivializacoes locais
equivariantes de Fr(E) sao as mesmas.

Quando E é o fibrado tangente TM da variedade base M, com fibra tipica R" (n = dim M), escrevemos
Fr,,, (M, GL(n,R)) ao invés de Fr,,, (TM) e Fr(M,GL(n,R)) ao invés de Fr(TM) e chamamos este fibrado
principal o fibrado dos referenciais lineares de M.
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Essas construcoes podem facilmente ser generalizadas a fibrados vetoriais com alguma estrutura
adicional. De fato, suponha que E é um fibrado vetorial sobre uma variedade M com projecdo 1 : E - M
e fibra tipica E, munido de uma estrutura adicional (2, ¥) como na Definicdo 1.24. Dado um ponto m
de M, um referencial linear de E em m compativel com ou adaptado a essa estrutura adicional é uma
aplicacao linear inversivel u,, da fibra tipica E na fibra E,, em m satisfazendo a condicao

T)iu,, -0i = 0;(m) paral<i<k
(veja a equacdo (1.276)). Assim, o conjunto dos referenciais lineares compativeis ou adaptados de E
em m é

u,, inversivel e

m 0 = o;(m)paral <i<k b (2.112)

Frs (E) = Isos(E,E,) = {u, € L(EE,) | TP

Como antes, existe uma acao natural, desta vez do grupo Gy (E) definido na equacao (1.277), sobre
Fry ,, (E) por composicdo a direita, que € livre e transitiva,

Fry (E) X Gy (E) —  Fry ,, (E)

(2.113)
(Um,9) — Um°g
e podemos mostrar que a unido disjunta
Fre(E) = |J Frsm(E) (2.114)

meM

é o0 espaco total de um fibrado principal sobre M com grupo estrutural Gg (E) chamado o fibrado dos
referenciais (lineares) compativeis ou adaptados de E. Para isso, observamos que, pelas mesmas
formulas que antes (mais precisamente, pelas equacdes (2.110) e (2.111), com Fr(E) substituido
por Frs(E), Fry(E) substituido por Frs,(E) e GL(E) substituido por Gx(E)), toda trivializacao
compativel ®¢ : E|y — U X E de E sobre um aberto U de M induz uma trivializacdo equivariante
Pprypy t Frs(E) |y — U X Gx(E) de Frs(E) sobre o mesmo aberto U de M. Em termos de se¢0es, isso
significa que (sempre mediante escolha de uma base compativel na fibra tipica E), uma base compativel
{ei,...,e;} de secOes ey de E sobre um aberto U de M corresponde biunivocamente a uma secao
de Frs(E) sobre o mesmo aberto U de M. Novamente, ¢ claro que essa construcdo preserva funcoes
de transicao, ou seja: as funcoes de transicao entre trivializacOes locais compativeis de E e entre as
correspondentes trivializacdes locais equivariantes de Fry(E) sdo as mesmas. Finalmente, é claro que
Frs (E) é um subfibrado principal de Fr(E), ou seja, uma reducao de grupo estrutural de Fr(E), de GL(E)
para Gy (E).

Quando E é o fibrado tangente TM da variedade base M, com fibra tipica R" (n = dim M), escrevemos
Fry (M, Gx) ao invés de Frs ,, (TM) e Fr(M, Gx) ao invés de Frs(TM) e chamamos este fibrado principal
o fibrado dos referenciais (lineares) compativeis ou adaptados de M.

2.4 Exemplos Seja E um fibrado vetorial real de posto 7 8 e sejak =1, p; =0, g1 =2, 0 que corresponde
a uma estrutura dada por um unico campo de tensores covariantes de grau 2, como no Exemplo 1.9.

(@) Se o tensor for simétrico e ndo-degenerado, ou seja, uma métrica g nas fibras (e tiver assinatura
(p,q), digamos, com p+q = r), o grupo estrutural Gg(E) é o grupo pseudo-ortogonal O(p, q);
entdo Frs(E) é o fibrado dos referenciais ortonormais de E, e quando E = TM, o fibrado dos
referenciais ortonormais de M, denotado por Fr(M,O(p, q)).

8Como antes, identificamos a fibra tipica E com R” e o grupo geral linear GL(E) com o grupo de matrizes GL(r, R).
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(b) Se o tensor for antissimétrico e nao-degenerado, ou seja, uma forma simplética w nas fibras (o
(ue requer que v seja par), o grupo estrutural Gy (E) é o grupo simplético Sp(r, R); entdo Frs(E)
¢ o fibrado dos referenciais canoénicos ou simpléticos de E, e quando E = TM, o fibrado dos
referenciais canénicos ou simpléticos de M, denotado por Fr(M, Sp(r,R)).

2.5 Exemplos Seja E um fibrado vetorial real de posto 8 e sejak=1, p1 =1, q1 = 1, 0 que corresponde
a uma estrutura dada por um Uinico campo de tensores mistos de tipo (1, 1), ou seja, um campo de
transformacoes lineares (ou de endomorfismos) de E, como no Exemplo 1.11.

(@) Se o for uma involucao I (e tiver autovalor +1 com multiplicidade p e autovalor —1 com multi-
plicidade g, digamos, com p +q = ¥), o grupo estrutural Gz(E) é o produto cartesiano de
dois grupos gerais lineares reais, GL(p,R) x GL(g,R); entdo Frs(E) é o fibrado dos referenciais
adaptados de E, e quando E = TM, o fibrado dos referenciais adaptados de M, denotado por
Fr(M,GL(p,R) x GL(q,R)), onde “adaptados” significa “adaptados a decomposicao direta de E nos
dois subfibrados vetoriais E* e E~ nos quais vale I = +1 e I = —1, respectivamente” (veja o
Exemplo 1.11, (a)).

(b) Se o for uma antiinvolucao J (o que requer que v seja par), o grupo estrutural Gz (E) é o grupo
geral linear complexo GL(¥/2,C); entdo Frs(E) é o fibrado dos referenciais lineares complexos
de E, e quando E = TM, o fibrado dos referenciais lineares complexos de M, denotado por
Fr(M,GL(r/2,C)).

Reciprocamente, E é, a menos de um isomorfismo, o fibrado associado a Fr(E) mediante a representacao
canonica de GL(E) sobre E e também o fibrado associado a Frs (E) mediante a representacao canonica
de Gx (E) sobre [,

Fr(E) Xeup) E = E , Frs(E)Xgy,p) E = E, (2.115)

sendo que o referido isomorfismo é explicitamente dado por

Fr(E) XGL(E) E — E Frs(E) X Gy (E) E T' E
[Um, el —  Um(e)

Segue destas observacoes que dado um fibrado vetorial E sobre uma variedade M com projecao
m: E - M e fibra tipica E, a escolha de uma estrutura adicional (X, ¥) em E como na Definicdo 1.24
corresponde biunivocamente a escolha de uma reducao de grupo estrutural do GL(E)-fibrado principal
Fr(E) dos referenciais lineares de E ao Gy (E)-fibrado principal Frs(E) dos referenciais lineares compa-
tiveis de E. Esse ponto de vista pode ser generalizado para subgrupos fechados quaisquer de GL(E) e,
em um segundo passo, até para grupos de Lie quaisquer, mediante fixacdo de uma representacao na
fibra tipica que pode até ter um nicleo ndo-trivial, o que nos leva a adotar a seguinte

2.19 Definicdo Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M com projecdo 1 : E — M e fibra
tipica F, e seja G um grupo de Lie com uma representacao

G — GL(E) . (2.116)

Uma G-estrutura em E é um G-fibrado principal P sobre M em conjunto como um homomorfismo
estrito
f:P — Fr(E) (2.117)
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de fibrados principais em relacdo ao homomorphismo (2.116). Claramente, nesta hipoétese, o fibrado
vetorial E é canonicamente isomorfo ao fibrado vetorial associado P x¢ E:

E = PXxgE. (2.118)

Uma G-estrutura em M é uma G-estrutura no fibrado tangente TM de M.

Note que se G for um subgrupo fechado de GL([E), o G-fibrado principal P sera umareducao de grupo
estrutural do GL(E)-fibrado principal Fr(E) dos referenciais lineares de E . Em particular, isso inclui
as estruturas adicionais no sentido da Definicdao 1.24: sao simplesmente Gy ([E)-estruturas no sentido
da Definicdao 2.19. Porém, mesmo quando se impode a restricao de que G seja um subgrupo fechado
de GL([E), o conceito de G-estrutura introduzido na Definicao 2.19 é mais geral, pois ele também abrange
casos em que o grupo estrutural G ¢ um subgrupo fechado de GL(E) que ndo é algébrico, ou seja, que
nao pode ser obtido como grupo de estabilidade de um conjunto apropriado de tensores sobre E. Como
exemplos, apresentamos as nocoes de orientacdo e de estrutura conforme:

2.6 Exemplo Seja E um fibrado vetorial real de posto r.8 Uma orientacdo nas fibras de E ¢ uma classe
de equivaléncia [w] de secoes w de A" E*, onde w’ é equivalente a w se e somente se existe uma funcio
fesM) talque f >0 e w’ = fw. No caso especial em que E = TM, onde w é uma forma de volume,
dizemos que [w] é uma orientacdao de M. O grupo estrutural, neste caso, é G = GLy(7,R), que ¢é a
componente conexa de 1 de GL(7,R).? Com esta escolha de G, o correspondente G-fibrado principal
P cC Fr(E) é chamado o fibrado dos referenciais orientados de E, e quando E = TM, o fibrado dos
referenciais orientados de M, denotado por Fr(M, GLy (7, R)), pois um referencial linear u,, € Fry, (E),
visto como aplicacdo linear inversivel u,, : R" — E,,, pertence a P,,;, se e somente se o isomorfismo
linear induzido A" uj}, : A" E} — A"(R")* levar qualquer forma w (m) representando a orientacio
da fibra E;;, em um multiplo positivo da forma volume padrao de R".

2.7 Exemplo Seja E um fibrado vetorial real de posto .8 Uma estrutura conforme nas fibras de E (de
assinatura (p,q)) é uma classe de equivaléncia [g] de métricas nas fibras de E (de assinatura (p, q)),
onde g’ é equivalente a g se e somente se existe uma funcao f € (M) talque f >0 e g = fg.
No caso especial em que E = TM, onde g é uma métrica, dizemos que [g] é uma estrutura conforme
em M. O grupo estrutural, neste caso, é o produto cartesiano G = R* x O(p,q), onde o fator R*
representa as dilatacoes, ou seja, multiplicacdo com escalares > 0 nas fibras (as quais comutam com
qualquer outra transformacao linear). Com esta escolha de G, o correspondente G-fibrado principal
P C Fr(E) é chamado o fibrado dos referenciais ortonormais conformes de E, e quando E = TM, o
fibrado dos referenciais ortonormais conformes de M, denotado por Fr(M,R* x O(p,q)), pois um
referencial linear u,, € Fr,, (E), visto como aplicacdo linear inversivel u,, : R — E,,, pertence a P, se
e somente se o isomorfismo linear induzido \/2 uk \/2 EX — \/Z(RT)* levar qualquer tensor g(m)
representando a estrutura conforme da fibra E;, em um multiplo positivo do tensor padrado n de R".

Observe que em ambos 0s casos, o grupo estrutural ainda é definido como um subgrupo de estabilidade
do grupo geral linear, mas nao em relacdo a uma acao linear em algum espaco vetorial (representacao)
e sim a uma acao ndo-linear em um certo espaco projetivo, pois o que é preservado sob a acdo do grupo
estrutural ndo sdo tensores e sim as classes de certos tensores no seu respectivo espaco projetivo.

Quanto a existéncia de G-estruturas, temos a seguinte afirmacao, que é apenas um caso especial da
Proposicao 2.5.

90 grupo geral linear (real) tem exatamente duas componentes conexas, distinguidas pelo sinal do determinante.
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2.6 Proposicao Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M com projecdo 1 : E — M e fibra
tipica E, e seja G um subgrupo fechado do grupo geral linear GL(E). Entdo E admite uma G-estrutura
P C Fr(E) seesomente se o quociente Fr(E) /G deFr(E) pela acdo a direita de G, que pode ser identificado
com o fibrado associado Fr(E) Xcr) (GL(E)/G) a Fr(E) mediante a acdo natural a esquerda de GL(E)
sobre o espaco homogéneo GL(E) /G, admite uma secdo global, e neste caso, as possiveis G-estruturas
P C Fr(E) estdo em correspondéncia biunivoca com o conjunto de tais secoes globais.

Finalmente, cabe ressaltar uma outra vantagem do conceito de G-estrutura introduzido na Defini-
cdo 2.19: ele admite a opcao de G nao ser um subgrupo fechado de GL(E) e sim um recobrimento de
um subgrupo fechado de GL(E) ou mesmo uma extensdao de um subgrupo fechado de GL(E) por um
outro grupo de Lie, ndo necessariamente discreto. Como exemplo importante, isso permite incluir a
nocao de estruturas spin e estruturas spin estendidas - um tema de grande importancia em geometra
pseudo-riemanniana e que sera abordado na ultima secao deste capitulo. Neste caso, porém, o critério
da Proposicao 2.6 para a existéncia de G-estruturas nao se aplica.

2.4.4 Estruturas Geométricas em Variedades

Estruturas geométricas em variedades sdao G-estruturas no sentido da Definicdo 2.19. Este caso é
especial porque surge a questao de integrabilidade, ou seja, da existéncia de secdes locais holénomas.

2.20 Definicdo Seja M uma variedade n-dimensional e Fr(M, GL(n,R)) o seu fibrado de referenciais
lineares. Dizemos que uma secao o de Fr(M,GL(n, R)) sobre um aberto U de M é holonoma se existe
uma carta admissivel (U, x,U) de M com dominio U tal que

om) = (Tmx)™' parameU, (2.119)

e que uma secdo local o de Fr(M,GL(n,R)) é holonoma se cada ponto do seu dominio possui uma
vizinhanca aberta nele contida sobre a qual ela é holonoma. Dada uma G-estrutura em M como na
Definicdo 2.19, dizemos que uma secdo o de P sobre um aberto U de M ou uma secdo local de P é
holénoma se sua composicdo com o homomorfismo f, i.e., a secdo f oo de Fr(M,GL(n,R)), o for.
Neste caso, um sistema de coordenadas locais dado por uma carta (U, x,U) de M com dominio U tal
que a aplicacao tangente Tx a x propociona uma secao holébnoma de P sobre U é chamado admissivel
para a G-estrutura P. Finalmente, a referida G-estrutura é chamada integravel se todo ponto m de M
possui uma vizinhanca aberta sobre a qual P admite uma secao holénoma.

Como ja foi mencionado (para o caso mais geral do fibrado Fr(E) dos referenciais lineares de um fibrado
vetorial E qualquer), uma secao de Fr(M,GL(n,R)) sobre um aberto U de M corresponde biunivoca-
mente a uma base {ey,...,e,} de campos vetoriais sobre U. Entdo é claro que a referida secao sera
holénoma se e somente se essa base for a base coordenada {01, ...,0,} correspondente a algum sistema
de coordenadas x* sobre U. Assim, secoes locais de Fr(M,GL(n,R)) correspondem biunivocamente
a referenciais locais para M, e secoes locais holonomas a referenciais locais holonomos; veja a dis-
cussao na parte final da Secdo 2.2 do Capitulo 1 e, em particular, a Proposicdo 1.2. Em particular, o
fibrado Fr(M, GL(n, R)) sempre possui secdes locais holonomas, em torno de qualquer ponto de M: ele
é sempre (trivialmente) integravel. No entanto, para G-estruturas em geral (mesmo com G C GL(n, R)),
isso esta longe de ser verdade, como ja pode ser percebido a partir da observacao que secdes holo-
nomas sdo dadas por sistemas de coordenadas admissiveis e que a matriz jacobiana dx’%/ox* datrans-
formacao entre dois sistemas de coordenadas admissiveis x# e x'* deve tomar valores em G. Alguns
dos mais importantes teoremas da geometria diferencial proporcionam critérios de integrabilidade para
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estruturas geométricas, entre eles os teoremas de Frobenius, de Darboux e de Newlander-Nirenberg,
mas apesar de tais critérios sempre constituirem algum tipo de sistema de equacdes diferenciais par-
ciais de primeira ordem (geralmente ndo-lineares) que pode ser interpretado como afirmando que um
certo “tipo de curvatura” se anula, a forma concreta varia muito. E através da terminologia de G-
estruturas que encontramos uma abordagem unificada ao conceito de integrabilidade de estruturas
geomeétricas, mesmo se alguns dos detalhes continuam dependendo fortemente da escolha do grupo G.

Antes de passar a exemplos, queremos introduzir a nocao de automorfismo e de automorfismo
infinitesimal de uma G-estrutura.

Em primeiro lugar, notamos que uma aplicacdo diferenciavel ¢¢ : M — N entre variedades n-
dimensionais induz um homomorfismo Fr(¢,GL(n,R)) : Fr(M,GL(n,R)) — Fr(N,GL(n,R)) de fibra-
dos principais sobre ¢ : M — N, definido por composicao com a aplicacido tangente:

Fry, (¢, GL(1n,R)) (Uy) = Tind o Uy para m € M, u,, € Fr,,(M,GL(n,R)) . (2.120)

Novamente, vale a regra da cadeia: dadas aplicacoes diferenciaveis ¢ : M — N e ¢ : N — P entre
variedades n-dimensionais, temos

Fr(y o ¢,GL(n,R)) = Fr(y,GL(n,R)) o Fr(¢,GL(n,R)) . (2.121)

Esta propriedade, em conjunto com o fato de que Fr(idy,GL(n,R)) = idgr(m.cLn,R)), Significa que
Fr(.,GL(n,R)) é um funtor covariante da categoria das variedades n-dimensionais para a categoria
dos fibrados principais com grupo estrutural GL(n, R), o funtor dos referenciais lineares. Portanto,
Fr(.,GL(n,R)) leva difeomorfismos entre variedades n-dimensionais em isomorfismos dos corres-
pondentes fibrados de referenciais e difeomorfismos de uma variedade n-dimensional fixa em auto-
morfismos do correspondente fibrado de referenciais, proporcionando um homomorfismo canénico
de grupos
Diff(M) — Aut(Fr(M,GL(n,R)))

10 — Fr(¢,GL(n,R)) (2.122)

que define uma cisdo da sequéncia exata de grupos (2.95) (com P substituido por Fr(M, GL(n, R))).
Também é claro, a partir das definicoes e pela regra da cadeia, que se ¢ : M — N é um difeomorfismo,
entdo composicdo com Fr(¢,GL(n,R)) : Fr(M,GL(n,R)) — Fr(N,GL(n,R)) a esquerda e com
¢~1: N — M adireita, que leva secoes (locais) de Fr(M, GL(n, R)) em secdes (locais) de Fr(N, GL(n, R)),
leva secoes (locais) holobnomas em secoOes (locais) holonomas.

Posto isso, considere duas G-estruturas P e Q em variedades n-dimensionais M e N, respectiva-
mente, P C Fr(M,GL(n,R)) e Q C Fr(N,GL(n,R)); entdo um difeomorfismo ¢ : M — N é chamado
um isomorfismo entre as duas G-estruturas se Fr(¢,GL(n,R))(P) = Q, de modo que Fr(¢,GL(n,R)) :
Fr(M,GL(n,R)) — Fr(N,GL(n,R)) induz um isomorfismo de G-fibrados principais entre elas.
Se N=M e Q = P, dizemos que ¢ é um automorfismo da G-estrutura. Finalmente, um campo
vetorial X sobre M é chamado um automorfismo infinitesimal da G-estrutura P se X gera um grupo
local a um parametro de automorfismos de P. Claramente, o conjunto de automorfismos de uma G-
estrutura P é um subgrupo de Diff (M), implicando que o conjunto dos automorfismos infinitesimais
de uma G-estrutura P é uma subalgebra de Lie da algebra de Lie X(M) de todos os campos vetoriais
sobre M. Dependendo do tipo de estrutura, este subgrupo de Diff(M) e esta subalgebra de X (M) po-
dem ter dimensao finita (e, neste caso, o grupo de automorfismos se torna um grupo de Lie e a algebra
dos automorfismos infinitesimais se torna sua algebra de Lie), mas também ha casos em que ambos
continuam tendo dimensao infinita.
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Novamente, uma grande classe de exemplos é obtida considerando variedades com alguma estrutura
adicional no seu fibrado tangente. De fato, suponha que M é uma variedade M munida de uma estrutura
adicional (2, ¥) no seu fibrado tangente, como na Definicdo 1.24, e como antes, seja Fr(M, Gx) o fibrado
dos referenciais lineares compativeis de M, agora visto como uma Gx-estrutura em M. Entdo a definicao
do “pull-back” de campos tensoriais sob difeomorfismos da variedade subjacente e a definicao da
derivada de Lie de campos tensoriais implicam que

e um difeomorfismo ¢ de M é um automorfismo de Fr(M, Gx) se e somente se ¢ deixa 0s campos
tensoriais o; € 'CZ} (M) invariantes, i.e.,

d*oi = oy para 1<i<k, (2.123)

e um campo vetorial X sobre M é um automorfismo infinitesimal de Fr(M, Gx) se e somente se a
derivada de Lie dos campos tensoriais o; € 'CZj (M) ao longo de X se anula, i.e.,

Lxo; = 0 para 1 <i<k. (2.124)

Concluimos esta secdo apresentando uma série de exemplos classicos de G-estruturas, para
reforcar o ponto de vista que todas as estruturas geométricas em variedades estudadas na geometria
diferencial sdo G-estruturas. Nestes exemplos, ainda temos que o grupo de Lie G é um subgrupo
fechado de GL(n, R) e sua algebra de Lie g é uma subalgebra de gl (n, R): exemplos onde isso deixa de
ser verdade serao discutidos na Secao 2.6 deste capitulo. Conforme a Proposicdo 2.6, um ingrediente
importante para descrever tais estruturas de forma mais explicita é expressar o espaco homogéneo
GL(n,R)/G em termos de objetos mais familiares.

2.8 Exemplo G = GL(n,R), g = gl (n,R). Obviamente, toda variedade admite uma tnica G-estrutura
deste tipo, que ¢é o proprio fibrado dos referenciais lineares Fr(M, GL(n, R)), e obviamente esta é sempre
integravel. Os automorfismos desta estrutura sao todos os difeomorfismos de M e os automorfismos
infinitesimais sdo todos os campos vetoriais sobre M. o

2.9 Exemplo Trataremos de dois casos em paralelo:

(@) G =SL(n,R), g =sl(n,R), onde

SL(n,R) = {Ae€GL(n,R) | detA=1}, (2.125)
sf{(n,R) = {Xegl(n,R) | rXx=0}. (2.126)

(Veja o Exemplo 1.10.) Temos que
GL(n,R)/SL(n,R) = A™R™)*\ {0}, (2.127)
pois considerando a representacdo do grupo GL(n,R) no espaco A" (R™)* induzida por sua
representacdo canonica em R™, e notando que essa proporciona uma ac¢ao transitiva de GL(n, R)
no conjunto A"(R™)* \ {0} das formas de volume sobre R", concluimos que o subgrupo SL(n, R)

¢é exatamente o grupo de estabilidade de qualquer uma destas formas. Assim, a escolha de uma
SL(n, R)-estrutura em M corresponde exatamente a escolha de uma forma de volume w sobre M.
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(b) G =GLy(n,R), g =gl (n,R), onde GLy(n, R) denota a componente conexa de 1 de GL(n, R),
GLy(n,R) = {AeGL(n,R) | detA>0} = R* xSL(n,R), (2.128)

gl(n,R) = Resl(n,R). (2.129)
(Veja o Exemplo 2.6). Segue diretamente da equacao (2.127) que 1©

GL(n,R)/GLo(n,R) = P+</\”([R§")*) ~ 7, , (2.130)

pois, neste caso, o espaco vetorial subjacente é unidimensional. Assim, a escolha de uma GLy(n, R)-
estrutura em M corresponde a escolha de uma orientacao de M: ela pode ser vista como uma
classe de equivaléncia [w] de formas de volume w sobre M onde duas tais formas sdo consideradas
equivalentes se cada uma delas pode ser obtida da outra por multiplicacdo com uma funcao positiva
sobre M. Uma variedade M que admite uma orientacao (e entao, se for conexa, admite exatamente
duas orientacdes opostas) ¢ chamada uma variedade orientavel, e a escolha de uma orientacao a
torna uma variedade orientada.

Existéncia: Uma variedade M admite uma G-estrutura, de qualquer um destes dois tipos, se e somente
se a sua primeira classe de Stiefel-Whitney, w; (M) € H'(M,Z,), for igual a 0. (Veja, por exemplo,
[HUS, Chapter 16, Theorem 12.1, p. 246].)!!

Integrabilidade: Qualquer G-estrutura de qualquer um destes dois tipos é sempre integravel.

Para estabelecer que a definicdo de orientabilidade dada aqui coincide com a definicdo usual
em termos da existéncia de um atlas com funcoes de transicio de determinante > 0 e,
ao mesmo tempo, provar as afirmacdes de integrabilidade automatica, considere um sis-
tema de coordenadas locais x# em torno de um ponto qualquer de M, correspondendo a
uma carta (U, x,U) tal que U seja um hipercubo em R" (produto de n intervalos abertos)
em torno da origem. Para esta carta ser compativel com uma dada GLy(n, R)-estrutura
ou SL(n,R)-estrutura, a primeira representada por uma classe de equivaléncia [w] de
formas de volume w e a segunda por uma forma de volume especifica w, a base coordenada
correspondente {01,...,0,} deve satisfazer w(d/0x!,...,0/0x™) > 0, com qualquer repre-
sentante w de [w], para a primeira, e w(3/0x1!,...,0/0x™) = 1, para a segunda: caso
contrario, devemos efetuar uma transformacéao de coordenadas locais x* ~ x'* adequada.
No caso de uma GLg(n, R)-estrutura, isto é trivial: se a funcdo w(d/0x!,...,9/0x™) for ne-
gativa no referido ponto de M, ela serd negativa no dominio U inteiro (ja que U e portanto U
sdo conexos), e assim basta trocar x! e x2. No caso de uma SL(n, R)-estrutura, introduzimos

a funcdo f sobre U definida por f = w(d/0x%,...,0/0x") o x~1 e pomos
Xl
x'l = dat f(t,x% ...,x" , x> =x%, ..., x"=x"
0

para obter um novo sistema de coordenadas locais x’% que satisfaz
ox'®
) = f +0

oxH
10pado um espaco vetorial real V e um cone C em V (i.e., um subconjunto C de V tal que v € C = Av € C para todo
A € RY,com Rt = {A € R|A > 0}), denotamos por P™(C) o quociente de C pela acdo de R* (multiplicacdo por escalares
positivos), i.e., P*(C) = C/R*. Para C = V \ {0}, é uma variedade difeomorfa a esfera unitaria de V (em relacao a qualquer
produto escalar positivo definido) e um recobrimento duplo do espaco projetivo P(V) = (V \ {0})/(R \ {0}).
1A afirmacdo de que as condicdes topologicas para garantir a existéncia dos dois tipos de G-estrutura sdo as mesmas é
uma consequéncia do Corolario 2.1, pois GLo(n,R)/SL(n,R) = R* é contratil.

det(
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e portanto w(d/0x’!,...,0/0x’") = 1. Em ambos o0s casos, obtemos assim uma secio lo-
cal holonoma da respectiva G-estrutura. Segue, em particular, que uma GLy(n, R)-estrutura
sempre admite uma reducao de grupo estrutural de GLy(n, R) para SL(n, R), de modo que
a condicado de existéncia de ambas é necessariamente a mesma. Reciprocamente, dado um
atlas (Uy, X«)xca de M tais que todas as funcdes de transicdo entre as cartas tenham ma-
trizes jacobianas de determinante > O, basta usar, para todo « € A e todo ponto m de Uy,
o pull-back pelo isomorfismo linear Ty, X : T:,uM — R™ para transferir a forma de volume
padrao de R" para T,,M e assim definir uma forma de volume w , sobre Uy; entdo supondo
sem perda de generalidade que o recobrimento aberto (Uy)xca de M seja localmente finito
e usando uma particdo da unidade (xy)xeca a ele subordinada, podemos colar todas essas
formas de volume locais para definir uma forma de volume global,

w = ZX!X(UO(,

xeEA

que representa a orientacdo dada.

Automorfismos: Um automorfismo de uma GLy (7, R)-estrutura é um difeomorfismo de M que preserva
a orientacdo (estes formam um subgrupo Diffy(M) de Diff (M) que é exatamente sua componente
conexa de 1), enquanto que um automorfismo infinitesimal ainda é qualquer campo vetorial sobre M,
sem restricdo alguma. Um automorfismo de uma SL(n, R)-estrutura é um difeomorfismo ¢ de M que
preserva a forma de volume w, i.e., que satisfaz

P*w = w,
enquanto que um automorfismo infinitesimal é um campo vetorial X sobre M que satisfaz

Lembrando que a divergéncia de um campo vetorial X sobre uma variedade M em relacao a uma forma
de volume w sobre M é definida como sendo a funcao div(X) sobre M satisfazendo

Lyw = diviX) w,
concluimos que os automorfismos infinitesimais sdo os campos vetoriais sobre M de divergéncia zero.
Mencionamos que para estes tipos de G-estrutura, o grupo dos automorfismos (= grupo de difeomor-

fismos preservando uma orientacdo ou mesmo uma forma de volume) e a correspondente algebra dos
automorfismos infinitesimais ainda sdo “grandes”: tém dimensao infinita. o

2.10 Exemplo Novamente, trataremos de dois casos em paralelo:
(@ G =0(p,q),9 =s0(p,q), com n = p+q, onde, conforme as equacoes (1.224) e (1.225),
O(p,q) = {AeGL(n,R) |ATnA=n}, (2.131)

so(p,q) = {Xeglm,R) | X'n+nX=0}. (2.132)

(Veja os Exemplos 1.9 e 2.4.) Temos que

GL(n,R)/O(p,q) = {g € V*(R™)* | § ndo-degenerada de assinatura (p,q)} , (2.133)
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pois considerando a representacao do grupo GL(n,R) no espaco \/Z(R”)* induzida por sua
representacao candnica em R" e, notando que, como resultado do processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt (veja o Lema 1.1 ou [AM, Proposition 3.1.2, pp. 162-164]), essa representacao pro-
porciona uma acao transitiva de GL(n,R) em cada conjunto de formas bilineares simétricas nao-
degeneradas de uma determinada assinatura (p,q) sobre R™,'2 concluimos que (a menos de con-
jugacao) o subgrupo O(p, q) é exatamente o grupo de estabilidade de qualquer uma destas formas.
Assim, a escolha de uma O(p, q)-estrutura em M corresponde exatamente a escolha de uma
métrica pseudo-riemanniana g de assinatura (p, q) sobre M, tornando M (ou melhor, (M, g)) uma
variedade pseudo-riemanniana.

(b) G =CO(p,q) = R*x0(p,q),8 =co(p,q) = Reo(p,q),com n = p+q, onde consideramos CO(p, q)
como subgrupo de GL(n, R) e co(p, q) como subalgebra de gl (n, R) através da identificacido

CO(p,q) = {AeGL(n,R) | ATnA =exp(204)n com o4 €R}, (2.134)

c(p,q) = {Xegl(n,R) | X'n+nX=20x1 com ox € R}. (2.135)
(Veja o Exemplo 2.7.) Segue diretamente da equacdo (2.133) que !!

GL(n,R)/CO(p,q) = P*({g € V3(R™)* | § ndo-degenerada de assinatura (p,q)}) . (2.136)

Assim, a escolha de uma CO(p, q)-estrutura em M corresponde a escolha de uma estrutura con-
forme de assinatura (p, q) sobre M: ela pode ser vista como uma classe de equivaléncia [g] de
métricas pseudo-riemannianas g de assinatura (p,q) sobre M onde duas tais métricas sao consi-
deradas equivalentes, e ditas conformemente equivalentes, se cada uma delas pode ser obtida da
outra por multiplicacdo com uma funcao positiva sobre M.

Existéncia: No caso riemanniano (p =0 ou g =0), uma variedade M sempre admite uma G-estrutura,
de qualquer um destes dois tipos, enquanto que no caso pseudo-riemanniano, tal exigéncia impoe con-
dicoes topologicas nao-triviais:'3 por exemplo, sabe-se que no caso lorentziano (p =1 ou g =1), uma
variedade M admite uma G-estrutura deste tipo se e somente se ela satisfaz uma das duas seguintes
condicoes: (a) ela ndo é compacta ou (b) ela é compacta com caracteristica de Euler igual a zero.

Integrabilidade: Uma O(p, q)-estrutura é integravel se e somente se o tensor de Riemann R associ-
ado a métrica g correspondente se anula, e de modo semelhante, uma CO(p, q)-estrutura é integravel
se e somente se o tensor de Weyl W associado a estrutura conforme [g] correspondente se anula.
De fato, para que um sistema de coordenadas locais x* em torno de um ponto qualquer de M seja
compativel com uma dada O(p, q)-estrutura ou CO(p, g)-estrutura, a primeira representada por uma
métrica pseudo-riemanniana g de assinatura (p, q) e a segunda por uma classe de equivaléncia [g] de
métricas pseudo-riemannianas g de assinatura (p, q), as componentes g,, de g emrela¢ao a base coor-
denada correspondente {01,...,0,} devem satisfazer g,, = nuv, paraa primeira, e g,y = exp(20) Nuv
com uma funcao o, para a segunda (onde g é qualquer representante da sua classe): porém, neste caso,
podemos passar a um outro representante g’ da mesma classe tal que g,,, = nyy. Assim, fica evidente
que as componentes R, do tensor de Riemann e WH, y = W'H, «x do tensor de Weyl em relacao a

12Este fato é conhecido como o teorema de inércia de Sylvester.

13 A afirmacdo de que as condicoes topologicas para garantir a existéncia dos dois tipos de G-estrutura sdo as mesmas, assim
como a afirmacao de existéncia geral no caso riemanniano, sdo consequéncias do Corolario 2.1, pois CO(p,q)/O(p,q) = R*
é contratil, e como O(n) ¢é subgrupo maximal compacto de GL(n,R), o espaco homogéneo GL(n,R)/O(n) é difeomorfo a
R™(n+1)/2 & portanto também é contratil. Porém, o fato de que qualquer variedade admite uma métrica riemanniana também
pode ser provado por construcao direta, usando particdes da unidade para colar métricas riemannianas definidas localmente,
em dominios de cartas; obviamente, este argumento falha no caso pseudo-riemanniano.
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este sistema de coordenadas locais se anulam. Reciprocamente, se o tensor de Riemann R associado
a uma métrica pseudo-riemanniana g se anula, podemos aplicar (uma versao local) da Proposicao 1.3
para construir coordenadas locais que sao ortonormais. Um argumento analogo pode ser usado para
mostrar que se o tensor de Weyl W associado a uma estrutura conforme [g] se anula, entdo é possivel
construir coordenadas locais que sao ortonormais a menos de um fator escalar, mas a demonstracao
detalhada desta afirmacao esta longe de ser trivial e sera deixado como desafio para o leitor. Portanto,
a escolha de uma O(p, q)-estrutura integravel em M corresponde exatamente a escolha de uma métrica
pseudo-riemanniana g de assinatura (p,q) plana sobre M, tornando M (ou melhor, (M, g)) uma
variedade pseudo-riemanniana plana. De modo analogo, a escolha de uma CO(p, q)-estrutura integra-
vel em M corresponde a escolha de uma estrutura conforme de assinatura (p, q) plana sobre M: ela
pode ser representada por uma métrica pseudo-riemanniana g de assinatura (p, q) conformemente
plana sobre M, tornando M (ou melhor, (M, g)) uma variedade pseudo-riemanniana conformemente
plana.

Automorfismos: Um automorfismo de uma O(p, q)-estrutura é um difeomorfismo ¢ de M que preserva
o tensor métrico g, i.e., que satisfaz

$*g =g,
e é chamado uma isometria de M, enquanto que um automorfismo infinitesimal é um campo vetorial X
sobre M que satisfaz

Lxg = 0,

e é chamado um campo de Killing sobre M. De modo analogo, um automorfismo de uma CO(p, q)-
estrutura, representada por uma métrica pseudo-riemanniana g de assinatura (p,q), é um difeo-
morfismo ¢ de M que preserva o tensor métrico g a menos de um fator escalar, i.e., que satisfaz

P*g = exp(2oy)g ,

para alguma funcao oy €5(M), e ¢ chamado uma transformacao conforme de M, enquanto que um
automorfismo infinitesimal é um campo vetorial X sobre M que satisfaz

Lyg = 20x9,

para alguma func¢do oy € §(M), e é chamado um campo de Killing conforme sobre M. Mencionamos
que para estes tipos de G-estrutura, o grupo dos automorfismos (= grupo de isometrias ou de trans-
formacoes conformes) e a correspondente algebra dos automorfismos infinitesimais, com uma excecao,
tém dimensao finita. Mais exatamente, dada uma variedade M de dimensao n qualquer munida de uma
tal G-estrutura, o grupo de isometrias e a algebra de campos de Killing tém dimensao < %n(n -1),
enquanto que o grupo de transformacdes conformes e a algebra de campos de Killing conformes tém
dimensao < %(n +2)(n + 1), sendo que essas cotas sdo atingidas se e somente se M for um espaco de
curvatura constante,

Observagdo: Estruturas conformes em dimensao baixa (n = 2 ou 3) apresentam varias peculiaridades.
A primeira é que sdo sempre integraveis, pois para n = 3, o tensor de Weyl se anula identicamente,
enquanto que para n=2, ele ndo é nem bem definido, mas podemos considera-lo como identicamente
nulo também neste caso. Na verdade, para n = 2, os tensores de Ricci e de Riemann sdao completa-
mente determinados por uma Unica funcao, que é a curvatura escalar, e a integrabilidade de qualquer
estrutura conforme (de tipo riemanniano ou lorentziano) é consequéncia de uma construcao direta de
coordenadas locais em que a métrica representante g (riemanniana ou lorentziana) assume a forma
9uv = exp(20) nuv, chamadas de coordenadas locais isotérmicas. Outra peculiaridade ¢ que para
n =2, ocorre a excecdo mencionada no paragrafo anterior: neste caso, e somente neste caso, 0 grupo
de transformacodes conformes e a algebra de campos de Killing conformes tém dimensao infinita, o que
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confere a geometria conforme em duas dimensodes um carater significativamente diferente da geometria
conforme em dimensoes superiores. ¢

2.11 Exemplo G = Sp(n,R), g = sp(n,R), com n par, digamos n=2m, onde
Sp(n,R) = {AeGL(n,R) |ATJA=]}, (2.137)

sp(n,R) = {Xegl(m,R) | X" J+]JX=0}. (2.138)

(Veja os Exemplos 1.9 e 2.4.) Temos que
GL(n,R)/Sp(n,R) = {w € A% (R™)* | @ ndo-degenerada} , (2.139)

pois considerando a representacdo do grupo GL(n, R) no espaco /\Z(R”)* induzida por sua represen-
tacdo canoénica em R" e, notando que, como resultado de um processo analogo ao de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt (veja [AM, Proposition 3.1.2, pp.162-164]), essa representacao proporciona uma acao
transitiva de GL(7n, R) no conjunto das formas bilineares antissimétricas ndo-degeneradas sobre R",
concluimos que (a menos de conjugacao) o subgrupo Sp(n, R) é exatamente o grupo de estabilidade
de qualquer uma destas formas. Assim, a escolha de uma Sp(n, R)-estrutura em M corresponde exa-
tamente a escolha de uma forma quase simplética w sobre M, tornando M (ou melhor, (M, w)) uma
variedade quase simplética.

Existéncia: Mencionamos apenas que a exigéncia de que uma variedade M admita uma G-estrutura
deste tipo impoe condicdes topoldgicas ndo-triviais, que nao discutiremos aqui.

Integrabilidade: Uma Sp(n, R)-estrutura é integravel se e somente se a derivada exterior dw da forma w
se anula. De fato, para que um sistema de coordenadas locais x# em torno de um ponto qualquer de M
seja compativel com uma dada Sp(n, R)-estrutura, representada por uma forma quase simplética w, as
componentes wy, de w em relacdo a base coordenada correspondente {0i,...,0,} devem satisfazer
wyy = Juv. Assim, fica evidente que as componentes 0wy + 0y Wy + 0y Wy, da derivada exterior
de w em relacdo a este sistema de coordenadas locais se anulam. Reciprocamente, se a derivada exte-
rior dw de uma forma quase simplética w se anula, um teorema importante da geometria diferencial,
conhecido como o teorema de Darboux [AM, Theorem 3.2.2, p. 175], garante que é possivel construir
coordenadas locais, em torno de cada ponto de M, em relacdo as quais as componentes de w sdo con-
stantes (e iguais as de J). Portanto, a escolha de uma Sp(n, R)-estrutura integravel em M corresponde
exatamente a escolha de uma forma simplética w sobre M, tornando M (ou melhor, (M, w)) uma
variedade simplética.

Automorfismos: Um automorfismo de uma Sp(n, R)-estrutura é um difeomorfismo ¢ de M que pre-
serva a forma quase simplética w, i.e., que satisfaz

e é chamado um simplectomorfismo ou uma transformacao canénica de M, enquanto que um auto-
morfismo infinitesimal é um campo vetorial X sobre M que satisfaz

wa = 0 5
e é chamado um campo localmente hamiltoniano sobre M. Mencionamos que para este tipo de G-

estrutura, o grupo dos automorfismos (= grupo de simplectomorfismos) e a correspondente algebra
dos automorfismos infinitesimais ainda sdo “grandes”: tém dimenséao infinita. o
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2.12 Exemplo G = GL(p,R) xGL(q,R), g =dl(p,R) ®gl(q,R), com n = p+4q, onde

GL(p,R) x GL(q,R)

{A€GL(n,R) | An =nA}

2.140
{(ﬁ 2) | BeGL(p,R), CGL(@, R}, (2.140)
al (p,R) @ gl (4,R) = {X €al(n,R) | Xn=nX}
Y (2.141)
- {(o g) | Yedl(p,R), Zegl(q,R)} .
(Veja os Exemplos 1.11 e 2.5.) Temos que
GL(n,R)/(GL(p,R) x GL(q,R)) = {I € L(R™) | I? =1 com dimker(I - 1) = Py (2.142)

dimker(l + 1) = q

pois considerando a representacao do grupo GL(7n, R) no espaco L(R™) induzida por sua representa-
cdo canodnica em R", e notando que, devido ao fato de que uma involucao em R™ é sempre diagona-
lizavel, essa representacdo proporciona uma ac¢ao transitiva de GL(n, R) no conjunto das involucdes
em R" com uma determinada multiplicidade dos seus autovalores (p para +1 e g para —1), concluimos
que (a menos de conjugacao) o subgrupo GL(p,R) X GL(g,R) é exatamente o grupo de estabilidade
de qualquer uma destas involucdes. Assim, a escolha de uma (GL(p,R) X GL(q, R))-estrutura em M
corresponde exatamente a escolha de uma involucao I de assinatura (p, q) no seu fibrado tangente,
ou ainda, a uma decomposicdo direta do seu fibrado tangente na soma direta de duas distribuicoes
transversais de dimensodes p e g, que sao as suas autodistribuicoes.

Existéncia: Mencionamos apenas que a exigéncia de que uma variedade M admita uma G-estrutura
deste tipo impoe condicbes topolodgicas nao-triviais, que nao discutiremos aqui.

Integrabilidade: Uma (GL(p,R) x GL(q, R))-estrutura é integravel se e somente se o tensor de Nijen-
huis N(I) da involucao I se anula, ou ainda, se e somente se as suas autodistribuicdes sdo involutivas.
De fato, para que um sistema de coordenadas locais x* em torno de um ponto qualquer de M seja
compativel com uma dada (GL(p,R) x GL(q, R))-estrutura, representada por uma involucao I de
assinatura (p, q), as componentes I, de I em relacdo a base coordenada correspondente {01,...,0n}
devem satisfazer I, = nu,. Assim, a definicdo (1.284) do tensor de Nijenhuis (com R substituido por I
e usando que I? = 1) mostra que as componentes N (I )’;A do tensor de Nijenhuis em relacdo a este
sistema de coordenadas locais se anulam. Reciprocamente, se o tensor de Nijenhuis N (I) associado a
uma involucao I se anula, um teorema importante da geometria diferencial, conhecido como o teorema
de Frobenius, garante que é possivel construir coordenadas locais, em torno de cada ponto de M, em
relacdo as quais as componentes de I sdo constantes (e iguais as de n). Portanto, a escolha de uma
(GL(p,R) xGL(g, R))-estrutura integravel em M corresponde exatamente a escolha de duas folheacoes
transversais de M, decompondo M (localmente) no produto cartesiano de duas subvariedades.

Automorfismos: Um automorfismo de uma (GL(p, R) X GL(q, R))-estrutura é um difeomorfismo ¢ de M
que preserva a involucao I, i.e., que satisfaz

P*I =1,

0 que, no caso integravel, equivale a condicao de que ele preserva as folheacdes integrais de I, enquanto
que um automorfismo infinitesimal é um campo vetorial X sobre M que satisfaz

LxI = 0,
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0 que, no caso integravel, equivale a condicao de que seu fluxo preserva as folheacbes integrais de I.
Mencionamos que para este tipo de G-estrutura, o grupo dos automorfismos (= grupo de difeomorfis-
mos preservando duas folheacées transversais) e a correspondente algebra dos automorfismos infini-
tesimais ainda sdo “grandes”: tém dimensao infinita. o

Um problema que, talvez surpreendentemente, se mostra bem mais dificil é analisar a G-estrutura que
descreve apenas uma distribuicdo, ou no caso integravel, uma folheacao, e ndo duas transversais. Neste
caso, 0 grupo e a algebra pertinentes consistem de matrizes triangulares em bloco, do tipo

* ok
0 x)°
Deixaremos a elaboracado deste caso como exercicio para o leitor.

2.13 Exemplo G = GL(m,C), g = ¢l (m,C), com n par e n = 2m, onde consideramos GL(m, C) como
subgrupo de GL(n,R) e gl (m,C) como subalgebra de gl (n, R) através da identificacdo

GL(m,C) = {AeGL(n,R)|A)=JA}

. B C (2.143)
B+iC — (—C B) ,
gfl(m,C) = {Xegln,R)| XJ=JX}
2.144
ez — (% 9). @148
(Veja os Exemplos 1.11 e 2.5.) Temos que
GL(n,R)/GL(m,C) = {JeL(R") | j>°=-1}, (2.145)

pois considerando a representacdo do grupo GL(n, R) no espaco L(R™) induzida por sua representacao
canonica em R", e notando que, devido ao fato de que uma antiinvolucao em R" é sempre diagonalizavel
sobre C, com autovalores +i e —i que tém a mesma multiplicidade m, essa representacao proporciona
uma acao transitiva de GL(n, R) no conjunto das antiinvolucoes em R", concluimos que (a menos de
conjugacao) o subgrupo GL(m, C) é exatamente o grupo de estabilidade de qualquer uma destas anti-
involucoes. Assim, a escolha de uma GL(m, C)-estrutura em M corresponde exatamente a escolha de
uma antiinvolucao J no seu fibrado tangente, ou ainda, a uma estrutura quase complexa sobre M,
tornando M (ou melhor, (M, J)) uma variedade quase complexa.

Existéncia: Mencionamos aapenas que a exigéncia de que uma variedade M admita uma G-estrutura
deste tipo impoe condicdes topologicas ndo-triviais, que nao discutiremos aqui.
Integrabilidade: Uma GL(m, C)-estrutura é integravel se e somente se o tensor de Nijenhuis N(J) da

antiinvolucdo J se anula. De fato, para que um sistema de coordenadas locais x# em torno de um
ponto qualquer de M seja compativel com uma dada GL(m, C)-estrutura, representada por uma antiin-

volucao J, as componentes J,, de J em relacdo a base coordenada correspondente {01,...,0,} devem
satisfazer J,, = Juv. Assim, a definicao (1.284) do tensor de Nijenhuis (com R substituido por J e
usando que J2 = —1) mostra que as componentes N (J )’;A do tensor de Nijenhuis em relacdo a este

sistema de coordenadas locais se anulam. Reciprocamente, se o tensor de Nijenhuis N (J) associado
a uma antiinvolucao J se anula, um teorema importante da geometria diferencial, conhecido como o
teorema de Newlander-Nirenberg, garante que é possivel construir coordenadas locais, em torno de
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cada ponto de M, em relacdo as quais as componentes de J sdo constantes (e iguais as de J). Portanto,
a escolha de uma GL(m, C)-estrutura integravel sobre M corresponde exatamente a escolha de uma
estrutura complexa sobre M, tornando M (ou melhor, (M, J)) uma variedade complexa.

Automorfismos: Um automorfismo de uma GL(m, C)-estrutura é um difeomorfismo ¢ de M que pre-
serva a involucao J, i.e., que satisfaz

¢*J =7,
0 que, no caso integravel, equivale a condicao de que ele seja biholomorfo, enquanto que um automor-
fismo infinitesimal é um campo vetorial X sobre M que satisfaz

LyJ = 0,

0 que, no caso integravel, equivale a condicdo de que seu fluxo seja por transformacdes biholomorfas
de M.

Para estabelecer que esta definicdo de variedade complexa coincide com a definicdo usual
em termos de cartas e coordenadas locais complexas e de funcées de transicao holomorfas,
identificamos R" com C™ e agrupamos sistemas de coordenadas locais reais x* (1 < u < n)
de M em sistemas de coordenadas locais complexas z! (1 < i < m) de M, pondo
zl =x'+iy! com y!'=x™*t | ..., zZm=xM+iy™ com y™ =x>™,

Entdo quando reescrevemos uma transformacio de coordenadas locais reais x# -~ x'%
como transformacdo de coordenadas locais complexas z! ~ z’k ¢ facil verificar que as
equacoes de Cauchy-Riemann,

ox'k oyt . ox’k . oy'’k
oxi oyt oyt oxi

=0 para 1 <i,k<m,

que expressam a propriedade de que as coordenadas z’* sdo funcdes holomorfas das coor-
denadas z!, sdo exatamente equivalentes a condicdo de que a matriz jacobiana dx’¥/dxH
comuta com a matriz J. Desta forma, coordenadas locais reais x* tais que a base coordenada
{0/0x1,...,0/0x"} proporciona uma secdo local holébnoma da referida GL(m, C)-estrutura
correspondem exatamente a coordenadas locais complexas z' de M como variedade com-
plexa no sentido tradicional. Para maiores detalhes, veja, por exemplo, [KN2, Chapter 9,
pp. 114-185].

Mencionamos que para este tipo de G-estrutura, o grupo dos automorfismos (= grupo de transforma-
¢oes biholomorfas) e a correspondente algebra dos automorfismos infinitesimais ainda sao “grandes”:
tém dimensao infinita. o

Existem ainda algumas superposicoes e combinacoes interessantes entre as varias G-estruturas discu-
tidas nos exemplos anteriores. Por exemplo, para n =2, uma estrutura conforme de assinatura (p, q)
de tipo riemanniano (i.e., com p =0 ou g = 0), em conjunto com uma orienta¢ao, equivale a uma
estrutura complexa, pois temos CO(p, q) N GLy(2,R) = GL(1,C). Ou seja: em duas dimensdes, geome-
tria conforme (com métrica riemanniana) e geometria complexa sdo a mesma coisa - um fato que se
manifesta com muita clareza na teoria das superficies de Riemann. Mais geralmente, podemos citar,
como analogo complexo da geometria riemanniana, a geometria kdhleriana, baseada em G-estruturas
com G =U(m),g =u(m), com n par e n = 2m: uma U(m)-estrutura ou estrutura quase hermitiana
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sobre M é dada por uma estrutura quase complexa J sobre M em conjunto com uma métrica hermiti-
ana (.|.) no fibrado tangente TM de M (veja a discussao no final da Secao 6.1 do Capitulo 1) e, devido
as intersecoes
U(m) = GL(m,C) nO(2m) ,
U(m) = GL(m,C) nSp(2m,R), (2.146)
U(m) = 0(2m) nSp(2m,R) ,

pode ser considerada como a intersecao entre quaisquer duas das seguintes trés estruturas: uma
GL(m, C)-estrutura representada pela antiinvolucao J, uma O(n)-estrutura representada pela métrica
riemanniana g que é a parte real de (.|.) e uma Sp(2m, R)-estrutura representada pela forma quase
simplética w que é a parte imaginaria de (.|.),!* tornando M (ou melhor, (M, J,{.|.)) ou (M, ], g, w))
uma variedade quase hermitiana. Quanto a integrabilidade, M é chamada uma variedade kdahleriana /
variedade de Kihler se J for uma estrutura complexa e w for uma forma simplética, ou seja, se

N({J) =0 e dw =0, (2.147)

i.e., mas ndo se exige integrabilidade da estrutura riemanniana (pois isso implicaria que M teria que
ser plana, o que certamente seria demasiadamente restritivo).

Finalmente, temos o caso de uma estrutura trivial:

2.14 Exemplo G = {1}, g = {0}. Obviamente, uma variedade admite uma G-estrutura deste tipo
se e somente se o seu fibrado dos referenciais lineares Fr(M, GL(n, R)) admitir uma secao global, ou
seja, se e somente se o seu fibrado tangente TM for trivial: lembramos que uma variedade com esta
propriedade é chamada de paralelizavel. Além disso, uma G-estrutura deste tipo sera integravel se e
somente se a referida secao for holénoma, ou seja, se e somente se a variedade admitir um sistema de
coordenadas global, o que significa que ela deve ser difeomorfa a um aberto de R™: uma variedade com
esta propriedade é frequentemente chamada de trivial. Exemplos de variedades que sao paralelizaveis
mas, tipicamente, ndo sao triviais sdao os grupos de Lie. ¢

14valem as inclusées GL(m, C) c GLo(2m, R) e Sp(2m, R) c GLo(2m, R), o que significa que uma estrutura quase complexa
e uma estrutura quase simplética sempre induz uma orientacao.
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2.5 Conexoes em Fibrados Principais e Associados

Existe um niimero consideravel de definicdes do conceito de conexao principal em um fibrado principal,
ou simplesmente, conexao principal, que sdo equivalentes. E mais ou menos uma questao de gosto onde
comecar e onde terminar.

2.5.1 Conexoes em Fibrados Principais

2.21 Definicao Seja P um fibrado principal sobre M com projecao p e grupo estrutural G. Uma conexdo
principal sobre P é um subfibrado horozontal HP em TP que é invariante sob a acdo do grupo G sobre
TP induzida pela acdo de G sobre P.

O subfibrado vertical VP em TP sempre é invariante sob a acdo de G sobre TP. Ademais, ele é um
fibrado vetorial trivial sobre P, munido da trivializacdo G-equivariante candnica

Pxg — VP

d
(p,X) =~ av-exp(tx) o

Escrevemos a acdo de G sobre P na forma

PxG — P
(p,g) - pr-g
e temos
(p-g)-h =p-(gh)
e

p-1=p
sem pontos fixos: p - g = p = g = 1. Escrevemos a acdo induzida de G sobre TP na forma

TPxG — TP
v,g) =~ wv-g

entao d d
(El/’(t) tz()) g = El/’(t)'g o
e temos
(v-g)-h =v-(gh)
e

v-l =wv
Entdo v € VP significa que T,p(v) = 0. Tais vetores podem ser escritos como tangentes

d
v o= av(t) o p0) =p

a curvas verticais em P:
pp(t)) = p(p)
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Podem até ser escritos na forma

d
v o= av-g(t) o , g0) =1

onde t — g(t) é uma curva em G passando por 1. De fato, se ® : P|y — U X G é uma trivializacao
equivariante de P em torno de x = p(p) tal que, sem perda de generalidade, ®(p) = (x, 1), temos

e(p(t)) = (x(t),g(t))
a condicdo p(p(t)) = x significa x(t) = x. Entdo
p-g = o'x,1)-g
= 7' ((x,1) - g(1)

= & (x,g())
= p().

Pondo X = %g(t) |t=0 € ¢ obtemos

d

v o= ap(t) ’tzO

d
= a(v-g(t))‘tzo
. (tX))'
o dt p P t=0

Pois,
d

FACArIG) 't:o - Tng(%g(t)|t=o> - T,L, (% eXp(tX)'t:o>

ondeL,(g)=p -g.

2.22 Definicao Seja P um fibrado principal, com projecdo p e grupo estrutural G. Uma forma de
conexdo sobre P é uma 1-forma A sobre P a valores em g, que ¢é equivariante sob a acao de G:

Ap.g(u-g) = Ad(g™ 1) (Ap(u))

paratodo g € G, p € P, u € T,P e normalizada pela condicao

) - x
t=0

d
Ap (E p - exp(tX)

paratodo X ege p € P.

2.7 Proposicao Seja P um fibrado principal, com projecdo p e grupo estrutural G. As conexdes principais
sobre P estdo em correpondencia biunivoca com as formas de conexdo sobre P, pondo

para todo p € P, quando consideramos A, como aplicacdo linear de T,P em g.
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Demonstracdo: Seja A uma forma de conexao sobre P e H,P = ker(A,), para todo p € P. A condicdo
de normalizacdo para A implica que H,P N V,P = {0}. Compondo A, com o isomorfismo canénico
g — V,P definido anteriormente, obtemos uma aplicacdo linear A, : T,P — V,,P tal que A, |v,p = idy,p
e H,P = ker(4,). Portanto

T,P = V,P ® H,P

e Ap € o operador de projecao sobre o espaco vertical V, P ao longo do espaco horizontal Hy P. E 6bvio
que a equivariancia de A implica a equivariancia de A que implica invariancia de H. O

2.5.2 Conexoes em Fibrados Associados

Ha duas maneiras diferentes de abordar este tema.

Seja P um fibrado principal sobre uma variedade M com projecao p e grupo estrutural G. Seja Q
uma variedade munida de uma acdo G X Q — Q. Seja P X Q o fibrado associado sobre M com projecao
T e fibra tipica Q. Dada uma conexao principal em P, na forma de um subfibrado horizontal HP que é
G-invariante, construimos uma conexao geral em P X; Q, na forma de um fibrado horizontal H(P x5 Q),
chamada a conexdo associada.

Para sua construc¢do, consideramos novamente o diagrama comutativo

PxQ L% Px:Q

-l

p M

e a aplicacdo tangente a projecdo pg nos pontos (p,q) € P x Q, isto é1°
Tpapo:TpP e TyQ — Tipa1(P Xc Q),
que é sobrejetora. Entao temos
Tp.apo(VpP & T;Q) = Vipq1(P Xc Q).

De fato, parau € V,P, w € T;Q com

d
w = E(’”'g(“)’t:o L w o= dtq(t)]

temos

d
Tip.a1T (Tip.a Po (0, W) Tip.arm (dt[r’ a(t), q(t)])

d
= Snlp-g(), q(t)]'

d
= epgt) ’t:o
0.

15Lembrando o isomorfismo candénico T(p,q) (P x Q) = TpP @ T4Q.
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Por outro lado, para u € T,P, w € T;Q com

d d
u = Ep(t) o , W = aq(t) o’
temos
d
Tpaim (Tpapo@w) = Tpqm (5 p0,a0)])
- a"["’(”'q“”’t:
d
= ap(v(t)) o
= 0.
Portanto, definimos
Top.qpo(HpP) = Hipq(P xXc Q). (2.148)

Este ¢ um subespaco bem definido de T, 41(P X¢ Q) devido a G-invariancia do subfibrado horizontal
em P. Escrevemos H,P para o subespaco horizontal de T,P e H(, 4)P para o mesmo subespaco mas
como subespaco de T,P & T,Q, isto é, H(, )P = pr{ (H,P). Temos que

Hyp.gg91.9P = HpgP 0g

onde ©g denota a acdo de G sobre T(P X Q) = TP x TQ induzida pela acdo de G sobre P x Q ja

considerada antes
(PXQ)XG — PxQ

(p.a),g) ~ (p-9.9"'-a.
Entdo a definicdo (2.148) seria melhor escrita como

TpawpoHpgP) = Hipq(PXcQ). (2.149)

e faz sentido pois

Tp-gg9t-aPoHp.ggraP) = Tp.ggt-aproHpaqP)
= TrypPo(TpaRg(HpagP))
= Tpa(pa°Rg)HpgP)
= TpaoroHpaP),

onde R, : P x Q — P x Q é atranslacdo a direita por g: (p,q) — (p - 9,97 ' - q).

Se a variedade Q possuir alguma estrutura invariante sob a acdo de G, sabemos que todos as fibras
do fibrado associado P X Q herdam esta estrutura. Ademais, esta estrutura nas fibras de P x; Q sera
invariante em relacdo a qualquer conexao associada a uma conexao principal sobre P.

Seja P um fibrado principal sobre M com projecao p e grupo estrutural G. Seja [ um espaco vetorial
munido de uma representacdo de G e E = P X [ o fibrado vetorial associado, com projecdo 1t e fibra
tipica [.

Primeiro observamos que existe uma propriedade dos fibrados vetoriais e dos fibrados principais
que os diferenciam dos fibrados gerais (ou até mesmo de fibrados com grupo estrutural) e permite
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traduzir a nocdo geral de conexdo para uma outra formulacdo, muito util: a estrutura especial do
fibrado vertical.

Para fibrados principais P, VP = P x g. Isto permite traduzir conexdes dadas através de um sub-
fibrado horizontal para formas de conexao.

Para fibrados vetoriais E, VE = 1t*E. Isto permite traduzir conexdes dadas através de um subfibrado
horizontal para derivadas covariantes. Se s é uma secao de E definimos uma nova secdo Ds de T*M ® E
como sendo a composicao

(Ds)(m) = Vsan) o TS

onde V, : T,E — Er(e) € a composicdo da projecdo vertical T,E — T.E (que é 1 sobre V,E e 0 sobre H,E)
com o isomorfimo canénico V.E = Ex(e), para todo e € E.

Problema: Identifique a condicdo sobre o fibrado horizontal HE C TE que garante que D é
linear.

Existe um isomorfismo canénico entre o espaco das secdes de E e o espaco das funcbes f sobre P a
valores em [ que sdo G-equivariantes, ou seja, satisfazem

fp-g) = g'-f(p) paratodo peP,geG.

Este isomorfismo
Cg(P,E) =T(E) (2.150)

é dado por
stm) = [p,f(p)]
para p € P tal que p(p) = m.

2.23 Definicao Seja P um fibrado principal sobre M com projecdo p e grupo estrutural G. Seja E um
espaco vetorial munido de uma representacdo de G e E = P X [E o fibrado vetorial associado, com
projecao 1t e fibra tipica E. Uma r-forma w € Q" (P, ) é dita

(i) equivariante se e somente se
Wp.g(Uy - GyeoiyUy) = g1 wp(U,...,uy)
paratodog € G,p € P e uy,...,ur € TpP.

(ii) horizontal se e somente se
wp(Uy,...,uy) =0

paratodop € P e uy,...,ur € TpP se pelo menos um dos vetores u; for vertical.
O conjunto das formas equivariantes horizontais é denotado por
Qry(P,E) = {w € Q" (P,E) | w é G-equivariante e horizontal} .
2.8 Proposicao Existe um isomorfismo linear natural
Q" (M,E) = Qpy(P,E) . (2.151)
Em particular, o isomorfismo Q" (M) = Qpy (P) é dado pelo “pull-back”:
Q"M) — Qpy(P)

w -~  p*w.
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Demonstracdo: De fato, o isomorfismo desejado consiste em associar a forma w € Qpy (P, E) uma
forma @ € Q" (M, E) pondo

d)ﬂ(P)(Tpp 'ula---;Tpp 'u‘l") = [piwp(uli---’u‘l’)] .

Este @ é bem definido, pois se escolhemos u;, u) € T,P taisque Tpp-u| = Tpp-uj,entdou;—u; € V,P
e portanto
wp(ulliuZ’---’uT) = w(u1,u21---!u1") .

Ademais, se escolhemos p,p’ € P tais que p(p) =m = p(p’),entdo p’ = p - g com um unico g € G e
para todo ui,...,ur € TyPeuy-g,...,ur - g € Tp.4P satisfazendo

Tp.gp - (ui-g) = Typ-u; paratodo i=1,...,r

tem-se que
[p - 9, Wp.g(U1-G,..., Uy - gl = Ip- g’g—l : wp(ul,---,ur)]
= [p,wp(uy,...,uy)].
A verificacdo de esta aplicacdo é um isomorfismo é simples e fica a cargo do leitor. O

Uma forma de conexdo A para uma conexao principal em P é uma 1-forma A sobre P a valores em
g que é equivariante mas nao é horizontal: A € Qé(P,g), mas A, (up) = u, para todo vetor vertical
Up € VpP = g.

2.24 Definicao Seja P um fibrado principal com projecao p e grupo estrutural G. Seja E um espaco de
representacdo de G. Dada uma forma de conexao A € Q};(P, g), utilizando as identificacdes anteriores
(2.150) e (2.151), definimos a conexdo linear associada D no fibrado vetorial associado E = P X [ por

Df = df+A-f

para todo f € C¢ (P, ).
Esta definicdo requer verificar duas afirmacdes:

(a) Df é equivariante,

(b) Df é horizontal.

Comec¢amos com a equivariancia. Parag € G,p € P eup € T,P com u, = %p(t) |+_o, temos

(Df)p-g(up - 9) (df)p-g(up - 9) +Ap-g(up -9)-f(p-9)

- Srew g | Ad@ T Ay ) - (g o)
£=0

d
g = F ) 't=o T a7l (Apuy) - F(p))
gt (Df)p(up) .
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Agora verificamos a horizontalidade: Parap € P, X € ge u, = % p - exp(tX)|,_o € VpP, temos

(Df)p “Up = (df)p “Up + Ap(up) - f(p)

= %f(p-exp(tX))‘ +X- f(p)
t=0
d
_ E(exp(—tX)'f(P))'t
= -X-f(p+X-f(p)
0.

+X- f(p)
0

Uma outra forma de escrever o operador de derivada covariante é a seguinte. Dados

com
Pj =Py, , P =Py, e Py +Py, = idrg
tais que
im(Py,) = Vp,P , Kker(Py,) = HpP
e
im(Py,) = HpP , ker(Py,) = V,P.
Entao

(Df)pup = (df)p - (Hpuyp)

2.25 Definicao A forma de curvatura de uma conexao principal sobre um fibrado principal P, dada por
um subfibrado horizontal HP (ou por uma das projecoes Py ou Pg) com forma de conexao A € Q}g (P,9),

¢ a 2-forma F € Q% (P, g) definida por
F = dA+3[A) Al
Explicitamente, para todo X,Y € X(P)

F(X,Y) = dA(X,Y) + %([A(X),A(Y)] - [A(Y), A(X)])

Para justificar esta definicdo, precisamos verificar que F é equivariante e horizontal.

(i) F ¢é equivariante: para g € G denotamos por R, o difeomorfismo R, : P — P definido por R, (p) =
p - g. A equivaridncia de uma r-forma w sobre P a valores em E significa que Rj w = g ' w.Em
particular, para formas a valores em g significa que Rj w = Ad(g)~!- w. Entdo RFA = Ad(g)~1-A

implica que

R}F

FORGER & ANTONELI

R3(dA) + SR3IA 4 A]

d(R;A) + 3 [R3A 7 R Al

d(Ad(9) ™"+ A) + 2[Ad(9) - A3 Ad(9) - A]
Ad(g) ! - ([dAS1A} A])

Ad(g)~!-F.
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(ii) F é horizontal: exercicio.

Para conexodes principais, temos a seguinte propriedade do subfibrado horizontal em relacao ao
subfibrado vertical, ou mais exatamente, em relacdo aos campos fundamentais Xp associados aos ge-
radores X € g de G, definidos por

Xp(p) = % p - exp(tX) 't:o'

2.1 Lema Para todo campo vetorial Y € X(P) temos que [Y, Xp] é horizontal para todo X € g.

Demonstracdo: Para g € G seja Ry o difeomorfismo de P dado por R, (p) = p - g; entdo

d *
[Xp,Y] = Lx, Y = aRexp(tX)Y o
0 que € horizontal pois R} leva campos horizontais em campos horizontais. O

2.9 Proposicao Para quaisquer dois campos veotriais X,Y € X(P) vale

F(X,Y) = (dA+%[A’,\A](X,Y) = dA(HX,HY).

Demonstracao: Como todo campo vetorial sobre P pode ser decomposto em parte vertical e parte
horizontal, basta calcular F(Z;, Z>) nos seguintes trés casos:

(@) Z1,Z» verticais: como dA + 3[A 4 A] é uma forma diferencial sobre P, é suficiente mostrar que esta
se anula sobre Z; e Z> quando Z; = Xp e Z» = Yp sdo campos fundamentais associados a X,Y € g.
Dai

(dA + 1[A ) AD) (Xp, Yp) Xp - A(Yp) — Yp - A(Xp) — A([Xp, Yp]) + [A(Xp), A(Yp)]
-A([X,Y]p) + [X,Y]

= 0.

(b) Z; vertical e Z, horizontal: novamente ¢é suficiente que dA + %[A 2 A] se anule quando Z; = Xp
com X € g. Neste caso usamos que Z» e [Xp, Z>] sdo horizontais. Dai

(dA + 3[A ) AD)(Xp, Z2)

Xp - A(Zp) — Z> - A(Xp) — A([Xp, Z2]) + [A(Xp), A(Z2)]
0.

(¢) Z1,Z> horizontais: neste caso HZ; = Z, e HZ»> = Z». Dai

dA(Z1, Z2) + [A(Z1), A(Z2) ]
d(HZ\,HZ,).

(dA + 3[A 4 A1) (Z1, Z2)

Isto conclui a demonstracao. O

FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS FORGER & ANTONELI



136 FIBRADOS E CONEXOES - TEORIA GERAL

2.5.3 Derivada Exterior Covariante

De forma geral, podemos definir uma derivada exterior covariante d4 que leva formas diferenciais de
grau + sobre P a valores em algum espaco [E de representacao de G para formas diferenciais horizontais
de grau v + 1 sobre P a valores em [ pondo

(daw)(Xo,...,Xy) = dw(HXp,...,HX})

para w € Q" (P,E) e Xo,..., Xy € X(M).

Quando restringimos w a ser horizontal também, e usamos os isomorfismos Qf; (P, E) = Q” (M, E),
comp =rep=vr+1eE =P X[ introduzidos anteriormente, recuperamos a derivada exterior
covariante induzida pela conexao linear associada D4 em E = P X E.

Sabendo que qualquer vetor tangente u € T, P pode ser escrito

(i) na forma d
u = Xp(p) = a(v-exp(tX)) B

com X € g se u for vertical,

(i) na forma u = X(p) com X € ¥(M), se u for horizontal.
A seguinte proposicao sobre colchetes de Lie ¢ util.

2.10 Proposicao Seja P um fibrado principal sobre um variedade M. Identificando Xy (P) = C*(P,g)
temos que

(i) [Xp,Yp] =[X,Y]p paratodo X,Y € g,
(i) [Xp,Y]=0 paratodo X €g,Y € X(M),
(iii) H[X,Y] = [X, Y] para todo X,Y € ¥(M),
(iv) VIX,Y] = F(X,Y) para todo X,Y € X(M).
Demonstracdao: Vamos mostrar o item (iv).
dA(X,Y)
— LzA(Y) - LyAX) - A([X,Y])
= —AV[X,Y]).

F(X,Y)

Isto significa que, geometricamente, a curvatura é a obstrucao a integrabilidade do fibrado horizontal
ao qual ela é associada. O

Uma outra observacao é a seguinte. Suponha primeiro que D seja alguma conexao linear no fibrado
associado E = P x¢ E e que o grupo de estrutura de P seja GL(E) e g = g( (E). Isto é o caso se P = Fr(E).
Usando os isomorfismos I'(E) = C5’ (P, E) e Q' (M,E) = Q}; (P, E), podemos definir A como segue.

Dados um ponto p € P, um vetor u € T,P e um vetor w € E escolhemos um campo vetorial X
sobre M, um campo vetorial Z sobre P equivariante sob G e uma funcao equivariante f, tais que

X(m) = Typ-u , Zp)=u e f(p) = w.

FORGER & ANTONELI FIBRADOS, CONEXOES E CLASSES CARACTERISTICAS



2.5 CONEXOES EM FIBRADOS PRINCIPAIS E ASSOCIADOS 137

Considerando Dy como operador em Cg’ (P, E) ao invés de I'(E), pomos
Ap(u) - w = (Dxf-Z2Z-f)(p)

Observamos que

(a) olado direito nao depende da escolha da funcao f que representa o vetor w,

(b) olado direito ndo depende da escolha dos campos Z e X que representam os vetores u e T,p - U.
Mostra-se que a forma A € Q! (P, gl (E)) assim definida é equivariante e normalizada.

2.3 Teorema (Identidade de Bianchi) d,F = 0.
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2.6 Estruturas Espinoriais e Operadores Tipo Dirac

Nesta secdo, discutiremos o conceito de estruturas espinoriais (estendidas) em variedades pseudo-
riemannianas e a construcado de operadores tipo Dirac.

Preliminarmente, precisamos resumir alguns fatos sobre os grupos pseudo-ortogonais e 0s grupos
espinoriais. Seja R4 o espaco pseudo-euclideano R", onde n = p +q, munido do produto interno
padrao de assinatura (p, q), representado pela matriz simétrica e nao-degenerada n introduzida na
equacdo (1.203), e seja O(p,q) o grupo pseudo-ortogonal, definido na equacdo (1.224). Este é um
grupo de Lie, mas ele ndo é conexo: tem duas componentes conexas se p # 1 e g = 1, mas tem quatro
componentes conexas se p =1 ou g = 1. O fato de que ele deve ter pelo menos duas componentes
conexas segue usando a equacdo (1.224) para deduzir que para A € O(p,q), vale (detA)? = 1.
Portanto, define-se

SO(p,q) = {A€0(p,q) | detA=1}. (2.152)

No caso lorentziano (p = 1 ou q = 1), isso ainda ndo é suficiente, pois ai mesmo as transformacoes
pseudo-ortogonais de determinante 1 ainda se dividem em duas classes, dependendo de se preservam
ou revertem a orientacao do cone de luz (i.e., o sinal da componente temporal de um vetor causal,
ja que o quadrado deste deve ser > a soma dos quadrados de todas as suas componentes espaciais).
Portanto, para p #1 e g # 1, podemos por SO¢(p,q) = SO(p, q), mas quando p =1 ou g =1, definimos

SOp(p,q) = {A €SO(p,q) | A preserva orientacao temporal } . (2.153)
Assim, obtemos que SO (p, q) é a componente conexa de 1 do grupo pseudo-ortogonal. A algebra de
Lie so(p, q) de todos eles é dada pela equacdo (1.225).

O proximo passo é construir o grupo de recobrimento universal de SOg(p, q), que sera denotado
por Spin(p, q),'° e cuja algebra de Lie é denotada por spin(p, q); é claro que ela é isomorfa a algebra de
Lie so(p, q). Como SOq(p, q) tem grupo fundamental Z,, o recobrimento universal é duplo, i.e., temos
um homomorfismo de recobrimento canénico

At Spin(p,q) — SOo(p,q) (2.154)
com nucleo Z,, proporcionando a seguinte sequéncia exata de grupos de Lie:
{1} — Z» — Spin(p,q) — SOo(p,q) — {1}. (2.155)

Os detalhes da construcdo explicita do grupo Spin(p, q) e do homomorfismo A, que usa a algebra de
Clifford Cliff (p, q) de R(?? ndo serdo relevantes no presente contexto e portanto podem ser omitidos.
Veja, por exemplo, [?, ?, ?].

Mais geralmente, podemos considerar um grupo de Lie G qualquer que contenha um subgrupo do
tipo Z» no seu centro, e definir

Spin®(p,q) = Spin(p,q) xz, G, (2.156)

ou seja, Spin® (p, q) é o quociente do produto direto Spin(p,q) x G pelo subgrupo {(1,1), (-1,-1)},
onde —1 denota o elemento nao-trivial do subgrupo central Z,, tanto em Spin(p, q) como em G; entao
obtemos um homomorfismo

A% : Spin®(p,q) — SO0 (p,q) (2.157)

16Note que o grupo SOg(p,q) sendo conexo, o grupo Spin(p,q) é unicamente determinado a menos de isomorfismo, en-
quanto que o grupo O(p, q) tem varios grupos de recobrimento (genericamente denotados por Pin(p, q)) que podem nao ser
isomorfos - um fenémento cujo analogo na teoria dos grupos finitos é bem conhecido sob a palavra chave “isoclinismo”.
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com nucleo G, definido por A“[A, g] = A(A), proporcionando a seguinte sequéncia exata de grupos
de Lie:
{1} — G — Spin“(p,q) — SOu(p,q) — {1} . (2.158)

Passando de grupos estruturais a fibrados principais, suponha agora que M é uma variedade pseudo-
riemanniana n-dimensional com tensor métrico g de assinatura (p,q), onde n = p+q, e que M ainda
seja orientada e, no caso lorentziano (p = 1 ou q = 1), também orientada no tempo. Como antes,
denotamos por Fr(M, GL(n, R)) o fibrado dos referenciais lineares de M e por Fr(M, O(p, q)) o fibrado
dos referenciais ortonormais de M (emrelacio a g), obtido do anterior por reducao do grupo estrutural,
de GL(n,R) para O(p, q). Como a variedade M ¢ orientada, podemos efetuar outra reducao de grupo
estrutural, de O(p, q) para SO(p, q), e assim definir o fibrado dos referenciais ortonormais orientados
de M (em relacdo a g e a orientacdo dada de M), denotado por Fr(M,SO(p, q)). E finalmente, no caso
lorentziano (p =1 ou g = 1), usamos a hip6tese adicional de que M também seja orientada no tempo
para efetuar mais uma reducao de grupo estrutural, de SO(p, q) para SO¢ (p, q), € assim definir o fibrado
dos referenciais ortonormais (p, q)-orientados de M (em relacdo a g e as orientacdes dadas - totais e
no tempo - de M), denotado por Fr(M, SOy (p, q)). Explicitamente, lembrando que dado um ponto m
de M, um referencial linear de M em m é um isomorfismo linear u,, : R"® - T,,M enquanto que um
referencial ortonormal de M em m é uma isometria u,, : R" — T;,,,M em relacdo aos produtos internos
n em R" e g, em T;,,M, temos que u,, ¢ um referencial ortonormal orientado/(p, q)-orientado de M
em m Sse preserva ndo apenas os produtos internos mas também as orientacdes/(p, q)-orientacoes,
levando a(s) respectiva(s) estrutura(s) padrao de R"™ na(s) correspondente(s) de T,, M.

2.26 Definicido Com a notacdo anterior, uma estrutura espinorial, ou estrutura Spin, em M ¢é uma
extensdo de grupo estrutural Fr(M, Spin(p,q)) de Fr(M,SOq(p,q)), de SOq(p,q) para Spin(p,q)
(veja a Definicao 2.17), providenciando uma Spin(p, g)-estrutura sobre M (veja a Definicdao 2.19).
Mais geralmente, dado um grupo de Lie G qualquer que contenha um subgrupo do tipo Z»> no seu
centro, uma estrutura espinorial estendida, ou mais precisamente, estrutura Spin®, em M é uma
extensdo de grupo estrutural Fr(M, Spin® (p,q)) de Fr(M,SOq(p,q)), de SOq(p,q) para Spin®(p, q)
(veja a Definicdo 2.17), providenciando uma Spin® (p, q)-estrutura sobre M (veja a Definicao 2.19).

Em outros termos, podemos dizer que uma estrutura Spin define um recobrimento duplo
Ay Fr(M,Spin(p,q)) — Fr(M,SO¢(p,q)) (2.159)

tal que o diagrama

Fr(M, Spin(p, q)) 4>Fr(M SOo(p,q))

\ / (2.160)

comuta e que é equivariante em relacdo ao recobrimento duplo (2.154), ou seja, o diagrama
Fr(M, Spin(p, q)) X Spin(p, q) — Fr(M, Spin(p, q))
AMxAl lAM (2.161)
Fr(M,S00(p,q)) x SOo(p,q) ——Fr(M,SOo(p, q))
também comuta. De forma analoga, uma estrutura Spin® por G define um homomorfismo

A§; i Fr(M, Spin® (p,q)) — Fr(M,SOo(p,q)) (2.162)
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tal que o diagrama
G

Fr(M, Spin® (p, q)) ———~ Fr(M, SO0 (p, d))

\ / (2.163)

comuta e que é equivariante em relacdo ao homomorfismo (2.157), ou seja, o diagrama

Fr(M, Spin® (p,q)) x Spin® (p,q) — Fr(M, Spin® (p,q))
A,(\;/,XAGl lA,‘f/, (2.164)

Fr(M,SOo(p,q)) x SOo(p,q) Fr(M,SOo(p,q))

também comuta.

A questdo da existéncia e o grau de unicidade de estruturas espinoriais e de estruturas espinoriais
estendidas em variedades acaba sendo um problema puramente topologico, independente de qual
métrica pseudo-riemanniana, qual orientacdo e, no caso lorentziano, qual orientacdo no tempo sao
empregadas: a Unica condicao é que tais estruturas existam. Por exemplo, isso sempre requer que M
seja orientavel. No caso riemanniano, essa é a Unica condicdo que precisa ser imposta, enquanto que
no caso lorentziano, M deve ter caracteristica de Euler igual a zero se for compacta.l” Entdo temos

2.4 Teorema Seja M uma variedade n-dimensional orientdvel que admite métricas pseudo-
riemannianas de assinatura (p,q) e, no caso lorentziano, ndo é compacta ou, se for compacta, tem
caracteristica de Euler igual a zero. Entdo para qualquer SOg(p, q)-estrutura sobre M, existe uma
estrutura espinorial sobre M que a estende se e somente se a segunda classe de Stiefel-Whitney de M,
denotada por w»>(M) € H2(M, Z>), for igual a zero. Neste caso, as estruturas espinoriais inequivalentes
sobre M que estendem uma determinada SOq(p, q)-estrutura sobre M sdo classificadas pelo grupo de
cohomologia HY (M, Z>).

Um teorema analogo vale para estruturas espinoriais estendidas, mas com condi¢6es mais brandas
para a existéncia de tais estruturas e com outro grupo de cohomologia para a classificacao; os detalhes
dependem da escolha de G. O exemplo mais conhecido sdo as estruturas Spin®, que correspondem a
G = U(1): neste caso, a condicdo de existéncia é que a segunda classe de Stiefel-Whitney de M precisa
apenas ser a reducdo mod 2 de alguma classe de cohomologia que pertence a H2(M,Z), o que acaba
valendo para qualquer variedade complexa: o exemplo classico de uma variedade 4-dimensional que
nio admite estrutura Spin mas admite uma estrutura Spin® é o espaco complexo projetivo CP?.

FALTA: A CONSTRUCAO DA CONEXAO DE LEVI-CIVITA
Precisamos dela como conexdo principal em Fr(M,Spin(p,q). Para construir uma conexao em
Fr(M, Spin® (p, q), precisamos também de uma conexdo G-principal, ou seja, de um campo de calibre
associado a simetria interna sob G.

O outro ingrediente essencial para a construcao de operadores tipo Dirac, além de estruturas espi-
noriais, é a escolha de um espaco vetorial complexo S munido das seguintes estruturas:

17E um teorema conhecido da geometria lorentziana que uma variedade admite alguma métrica lorentziana, em relacio a
qual ela ainda é orientavel no tempo, se e somente se ela satisfaz uma das duas seguintes condicdes: (a) ela ndo é compacta
ou (b) ela é compacta e tem caracteristica de Euler igual a zero. Isso segue do fato que essas sdo exatamente as condicées sob
as quais existe na variedade algum campo vetorial que ndo se anula em nenhum ponto.
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e uUma representacao
3 : Spin(p,q) — GL(S) (2.165)

do grupo Spin(p, q);

e uma aplicacao linear
y:R" — L(S) (2.166)

chamada de aplicacdao simbolo (por motivos a serem esclarecidos posteriormente), equivariante
sob a acdo do grupo Spin(p, q), ou seja, tal que

Y(A(A)v) = Z(A) y(v)Z(A) ! para A € Spin(p,q), v € R"; (2.167)

o um produto interno sesquilinear 18 hermitiano
SxsS — C
(b,y) — Jy

ndo-degenerado mas ndo necessariamente positivo definido,!? invariante sob a acdo do
grupo Spin(p,q) (.e., tal que a representacao (2.165) é pseudo-unitaria) e tal que a aplicacao
simbolo (2.166) é pseudo-hermitiana, i.e., vale

(2.168)

S(A)p Ay = ¢y  para A € Spin(p,q), b, Y €S, (2.169)
e S -
yweoy = ¢py(w)y paraveR", p,PpeS; (2.170)
e uma involucao antilinear
S S (2.171)
Y — ye '

chamada de conjugacao de carga (por motivos a serem esclarecidos posteriormente), equivariante
sob a acdo do grupo Spin(p, q) (i.e., tal que a representacao (2.165) é real), tal que a aplicacao
simbolo (2.166) também é real e ainda pseudo-antiunitaria, i.e., vale

AP = Z(A) Y para A € Spin(p,q), ¢ € S, (2.172)
(y(v)y) = y(v)yp* parav eR", gy es, (2.173)

e ainda L
Pyt = Yo parag, Py €S. (2.174)

A escolha destas estruturas define o modelo concreto em que o operador tipo Dirac pertinente agira.
Para ver como, formamos primeiro o fibrado associado

SM = Fr(M,Spin(p,q)) XSpin(p,q) S, (2.175)

que é um fibrado vetorial complexo sobre M chamado o fibrado de espinores-tensores, enquanto S é
chamado o espaco de espinores-tensores, do modelo em questao. Conforme o principio de “estruturas
herdadas” formulado no final da Secado 4.2 deste capitulo, as trés estruturas adicionais sobre o espaco
S listadas acima, devido a sua equivariancia ou invariancia, induzem estrutura analogas nas fibras do
fibrado vetorial SM. Assim, obtemos

18Repetimos que na nossa convencio, formas sesquilineares sio antilineares na primeira variavel e lineares na segunda.
9Devido a condicdo de invariancia (2.169) e em funcao do fato que o grupo Spin(p, q) é compacto apenas no caso rieman-
niano (p =0 ou q =0), concluimos que o produto escalar (2.168) também sera positivo definido apenas no caso riemanniano.
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e um homomorfismo estrito
y:T*M — L(SM) (2.176)

de fibrados vetoriais sobre M, chamado de homomorfismo simbolo (por motivos a serem escla-
recidos ainda);

e um produto interno sesquilinear, hermitiano e ndo-degenerado nas fibras de SM que, para todo
ponto m de M, continuamos a escrever na forma

SmM X SwM — C

- (2.177)
(b, @) — Py
tal que )
yweoy = ¢y(w)y parav eT;M,p, @ €SuM; (2.178)
¢ um automorfismo estrito involutivo
L:SM — SM (2.179)

de SM como fibrado vetorial real sobre M, mas antilinear em relacdo a estrutura de SM como
fibrado vetorial complexo sobre M, chamado de conjugacao de carga (por motivos a serem es-
clarecidos ainda), tal que

(y(v)y)© = y(v)yp° para v € TAM, ¢ € SyuM (2.180)

e ainda L
Pyt = g para ¢, Y € SyM . (2.181)

Para explicar a terminologia “espinores-tensores”, note que o operador =(—1) em S comuta com
todos os operadores 2(A), A € Spin(p, q), e sendo involutivo, deve ser igual a +id o a —id em cada
subespaco irredutivel de S, segundo o lema de Schur. Dizemos que um subespaco irredutivel de S é
tensorial ou bosonico se 3(—1) é igual a +id nele e que é espinorial ou fermionico se >(—1) é igual a
—id nele. Quando 3(—1) = +id, dizemos que SM é o fibrado de tensores e S é o espaco de tensores
do modelo em questdo, enquanto que quando X(—1) = —id, dizemos que SM ¢é o fibrado de espinores
e S é o espaco de espinores do modelo em questao.

Para definir o operador tipo Dirac em SM, como operador diferencial
D:T(SM) —T(SM) (2.182)

de primeira ordem

2.15 Exemplo (Campos de espinores de Dirac)

Para construir o operador de Dirac no sentido estrito, original, escolhemos S como sendo o espaco
de espinores de Dirac, denotado aqui por Spir e caracterizado, a menos de um isomorfismo linear,
como sendo espaco vetorial complexo Spir em que age a representacao irredutivel

Cliff(n,C) — L(Spir) (2.183)

da algebra de Clifford Cliff(p, q) de R4, ou melhor, da sua complexificacdo Cliff (1, C) (que depende
apenas da dimensao total n = p+q e nao da assinatura (p, q)); essa representacao e Unica, a menos
de um isomorfismo linear, e tem dimensao 27, onde r

em termos da teoria de representacdes da algebra de Clifford Cliff(p,q) ou da sua parte par
Cliffo(p, q), ou melhor, das suas respectivas complexificacoes Cliff(n, C) e Cliff’(n, C) (que dependem
apenas da dimensao total n = p+q e nao da assinatura (p, q)).
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e Para n par, n = 2r, a representacao de Cliff (p, q) é irredutivel e estabelece um isomorfismo de
algebras complexas associativas
Cliff(n,C) — L(Spir) (2.184)

com Spir = CN onde N = 27.

e Paran impar, n = 2 +1, arepresentacao de Cliffo(p, q) éirredutivel e estabelece um isomorfismo
de algebras complexas associativas

Cliff’(n,C) — L(Spir) (2.185)

com Spir = CN onde N =27,

onde a acdo de Spin(p, q) sobre CV ¢é induzida pela unica acdo irredutivel da algebra de Clifford
Clp.q € portanto N = 2["/21 Ag secdes de SM sdo chamadas de campos espinoriais.

Podemos também definir o fibrado de Clifford Cl, ;(M) sobre M, onde
(Clpg)mM = Clpy(TM).
A portanto existe uma acao natural
Clyqa(M)xSM — SM
(Um, ¥m) =~ Um - Ym
Como T*M c Clp 4(M) temos também uma acao

y: T*MxSM — SM
(Um, ¥Ym)  —  y(um)¥m

onde y# = y(dxH).
Seja V a conexdo de Levi-Civita associada a métrica g pode ser transfereida para SM. De fato,
se I' é a sua forma de conexdo sobre Fr(M,SOy(p,q)), esta induz uma forma de conexdo I' sobre

Fr(M, Spin(p, q)) que, por sua vez proviencia uma conexao lineaer associada em SM também chamada
de conexao de Levi-Civita.

O operador de Dirac é o operador diferencial ) :T(SM) — I'(SM) definido por
DY = yHV, Y.

Lembrando que Q' (M,SM) =T (T*M ® SM), Ip é invariantemente definido com a composicdo de apli-
cacoes

r(SM) -~ T(T*MeSM) X T(SM)
¥ - vy ~  y(VY)

O quadrado do operador de Dirac se relaciona com o operador de Laplace-Beltrami A pela formula
de Weitzenbdock:
D*Y = AY + termos de curvatura.
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CAPITULO 3

Classes Caracteristicas

Classes caracteristicas de um fibrado sado classes de cohomologia na sua variedade base.

Isso é meio vago, mas dar uma definicao precisa ¢ uma tarefa complicada, devido a grande diversidade
entre as varias abordagens possiveis.

Essa diversidade comeca pela questdo: classes de cohomologia em que sentido? Pois existe uma mul-
tiddo de teorias de cohomologia: cohomologia singular, cohomologia de Cech, ... . N6 contexto do
presente livro, em que trabalhamos quase que exclusivamente no ambito diferenciavel (categoria C*) e
nio no ambito puramente topologico (categoria C°), uma escolha natural é a cohomologia de de Rham,
baseada em formas diferenciais. Mas alertamos desde ja que existem classes caracteristicas que nao
se enquadram neste contexto; as mais bem conhecidas entre elas sdo as classes de Stiefel-Whitney.
Com tal abordagem de topologia diferencial, ao invés de topologia algébrica, o método mais natural e ao
mesmo tempo elegante de introduzir classes caracteristicas de fibrados - mais exatamente, de fibrados
com grupo estrutural, ou equivalentemente, de fibrados principais - é pelo homomorfismo de Chern-
Weil. Essa construcao é baseada na teoria de conexdes em fibrados principais, como desenvolvida no
capitulo anterior.

Isso requer dois passos preliminares, que nos trataremos nas primeiras trés secoes deste capitulo:
(a) uma discussao de polindémios invariantes sob uma representacao de um grupo de Lie G, e em par-
ticular, de polinémios invariantes sob a representacdo adjunta de um grupo de Lie, como funcdes
sobre a sua algebra de Lie g, (b) uma breve apresentacao de alguns conceitos fundamentais de algebra
homologica para explicar a terminologia universalmente adotada quando se fala em cohomologia (de
qualquer tipo), e (c) uma discussao da cohomologia de algebras de Lie, tanto como exemplo concreto
dos conceitos introduzidos anteriormente como por causa da estreita relacao entre este tipo especifico
de cohomologia, baseada em formas multilineares antissimétricas invariantes sobre g, e polinémios
invariantes sobre ¢, que correspondem a formas multilineares simétricas invariantes sobre g. Esta-
belecer essa relacdo, conhecida como transgressdo, ¢ o passo decisivo para entender a construcao do
homomorfismo de Chern-Weil.

3.1 Polinomios Invariantes

Seja E um espaco vetorial de dimensao finita com corpo base R ou C. A seguir, linearidade, multilinea-
ridade e a construcao de produtos ou poténcias tensoriais (inclusive as simétricas ou antissimétricas)
sera sempre em relacdo a este corpo base fixo.

145



146 CLASSES CARACTERISTICAS

Denotando por E* o espaco dual de E, como sempre, por \/" E sua 7-ésima poténcia simétrica e
por \" E sua r-ésima poténcia antissimétrica, ou exterior. Recordamos que E* é o espaco das funcdes
lineares sobre E e que \/" E* pode ser identificado com o espaco dos polindmios homogéneos de grau
sobre [, sendo que uma forma multilinear simétrica o« de grau v sobre E proporciona um polinémio
homogéneo P, de grau v sobre [ por restricao a diagonal,

Py(x) = a(x,...,x) para x € E
e, reciprocamente, pode ser recuperada deste polindmio por um processo chamado de polarizacdo,
O((Xl, - ,Xy) = Po((xa—l(l) + XJ777

A seguir, identificaremos &« com Py, isto ¢, mediante a escolha de uma base de E com base dual de E*,
interpretamos uma »-forma totalmente simétrica sobre E como um polindmio “em n variaveis comuta-
tivas”, onde n = dim E. Por analogia, uma 7-forma totalmente antissimétrica sobre [ ¢é frequentemente
interpretada como um polinémio “em n variaveis anticomutativas”; porém, essa interpretacao é pura-
mente formal, uma vez que no caso antissimétrico, a restricdo a diagonal se anula identicamente.

Considere agora um grupo de Lie G com algebra de Lie g e suponha que E vem munido de uma
representacdo 71 : G — GL(E) de G com representacdo induzida 77 : g — ¢( (E), definida por

w(X) = %n(exth) o

Essas representacdes induzem representacdes correspondentes de G e de g sobre E* e sobre todas
suas poténcias tensoriais (inclusive as simétricas ou antissimétricas), e assim a nocao de uma » forma
invariante - em particular, de um polinémio invariante - esta bem definida. Explicitamente, uma 7-
forma « e um polinémio P sdo G-invariantes se

x((g)(x1),...,m(g)(xy)) = &x(x1,...,X¢) para g € G, x1,...,xy €,

P(mr(g)x) = P(x) para ge G, x e,

e sao g-invariantes se

oK(x1, .o, (X)) (X5), .00, %)) = 0 para X € ¢, x1,...,xy € E,

B

i=1

P(x)-t(X)(x) =0 para X eg,x €[,

onde P’ denota a derivada (o gradiente) de P. Obviamente, G-invariancia implica g-invariancia, e a
afirmacéao reciproca também é verdadeira se G for conexo.

3.2 Flementos de Algebra Homologica: Homologia e Cohomologia
3.3 Cohomologia de Algebras de Lie, Transgressao

3.4 Homomorfismo de Chern-Weil
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CAPITULO 4

Construcoes Universais

Todo fibrado principal é pull-back de um fibrado universal, e toda conexdo nele é pull-back de uma
conexao universal. A base do fibrado universal se chama espaco classificatério. Desta forma, podemos
reinterpretar classes caracteristicas como sendo os pull-backs de classes de cohomologia do espaco
classificatorio.

4.1 Espacos Homogeéneos e Fibrados Principais

Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado. Considere o espaco homogéneo G/H. Entdao G é o
espaco total e G/H é a variedade base de um fibrado principal, com projecao

G — G/H
e grupo estrutural H.

Denotando por g a algebra de Lie de G e por h a algebra de Lie de H, como subalgebra de g, consi-
deramos a representacdao de H em ¢ obtida a partir da representacao adjunta de G por restricao,

Adgly : H — Aut(g)

e a representacio induzida de f em g,
adglg: h — Oder(g)

Obviamente, como subespaco de g, fj é invariante sob essas acoes, e as restricoes dessas representacoes
a h sdo, respectivamente, a representacao adjunta Ady de H e a representacdo adjunta adg de h em bh.
Dizemos que h é uma subalgebra redutiva de g se existe um subespaco m de g que é H-invariante e
complementar a h, de modo que obtemos uma decomposicio direta e H-invariante

g=hem.

Note que, obviamente, H-invaridncia implica h-invariancia, e a afirmacéo reciproca também é verdadeira
se H for conexo.

4.2 Fibrados Universais e Espacos Classificatorios
Invariancia de classe de isomorfismo de um fibrado obtido por pull-back sob homotopia.
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orientada, 119
orientavel, 119
paralelizavel, 59, 127
pseudo-riemanniana, 69, 121
conformemente plana, 122
plana, 122
quase complexa, 125
quase hermitiana, 127
quase simplética, 123
riemanniana, ou de Riemann, 69
simplética, 123

vetor

causal, 63

tipo espaco, 63
tipo luz, 63
tipo tempo, 63

vetor tangente

como classe de equivaléncia de curvas, 10
como derivada direcional de funcodes, 12
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