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. Seja A um anel tal que x
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2 = g para todo z € A. Prove que A é um anel comutativo (Um anel com

esta propriedade é chamado de anel de Boole).

. Seja A um anel. Considerando A como grupo abeliano sabemos o que significa na, onde n € Z e

a € A. Prove que (na)(mb) = (nm)(ab), para todo a,b € A en,m € Z.

Um anel de integridade D é dito de caracteristica zero se a relacdo ma = 0, onde 0 # a € D e
m € Z, vale apenas se m = 0, D é dito de caracteristica finita se para algum a # 0 em D e algum
inteiro m # 0, ma = 0. A caracteristica de D é definida como sedo p = min{n € Z | n > 0,na =

0 para algum a € D,a # 0}. Prove que:

(a) Se D é de caracteristica p, entdo pz = 0 para todo x € D;

(b) A caracteristica de um anel de integridade ou é zero ou um nimero primo.

. Principio da Casa do Pombo Se n objetos sao distribuidos em m lugares e se n > m, entao

alguns lugares recebem pelo menos dois objetos.

Usando o Principio da Casa do Pombo, prove que se m e n sao inteiros primos entre si e a e b sdo

inteiros quaisquer, entao existe um inteiro z tal que x = a(modm) e x = b(modn).

Sugestao: Considerar os restos das divisoes de a,a +m,a + 2m,...,a + (n — 1)m por n.

. Sejam A um anel com elemento unidade e I um ideal de A. Se 1 € I, mostre que I = A.

Se F' é um corpo, mostrar que os tnicos ideais de F' sao {0} e F.

Sejam A um anel e [, J ideais de A. Mostre que INJeI+J={i+j€ A|ie€ e je€ J} saoideais
de A. Mostre também que I U J é um ideal de A se e somente se [ C J ou J C I.

Sejam F um corpo, A um anel e ¢: F — A um homomorfismo de aneis. Mostre que ¢ é monomor-

fismo ou ¢ = 0.

Seja R um anel com elemento unidade 1 e 1) um homomorfismo de R em um anel de integridade R’
tal que ker(1)) # R. Mostre que ¢ (1) é o elemento unidade de R'.

Sejam p um nimero primo e (p) o ideal de Z gerado por p. Mostre que:

(

o

) Z/(p) é isomorfo a Z,, o anel dos inteiros médulo p;

=
N~—

Z/(p) é um corpo.
Sejam A um anel comutativo e a € A. Mostre que:

(a) aA={ar € A|r € A} é um ideal de A;
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(b) Mostre por meio de um exemplo que isto pode ser falso se A nao é comutativo.

Seja A um anel comutativo com elemento unidade. Se os tnicos ideais de A sao {0} e A, mostre que

A é um corpo.

Mostre que os unicos ideais do anel M(R) sao {0} e M3(R), onde M3(R) é o anel das matrizes 2 x 2

com coeficientes em R.

Sejam A um anel e I, J ideais de A. Indiquemos por IJ o conjunto de todos os elementos de A que
podem ser escritos como somas finitas de elementos da forma ij onde ¢ € I e j € J. Mostre que I.J
é um ideal de Aeque IJ C INJ.

Se A é um anel com elemento unidade e ¢ é um homomorfismo de aneis de A em um anel de

integridade A’, mostre que ¢ = 0 ou (1) é o elemento unidade de A’'.

Seja A um anel com elemento unidade, tal que os unicos ideais a direita de A sdao {0} e A. Mostre

que A é um anel com divisao.

Seja A um anel de integridade e F' o corpo de fragoes de A. Se K é um corpo que contém A, mostre

que K contém um subcorpo isomorfo a A. (Neste sentido, F' é o menor corpo que contém A).

Sejam A um anel de integridade, a,b € A. Suponhamos que existam inteiros positivos m,n primos

entre si tais ¢ = b e a™ = b", mostre que a = b.
Prove que o unico automorfismo do anel Z é o automorfismo idéntico.

Sejam A um anel e I um ideal & esquerda de A. Chama-se anulador de I ao conjunto Anl(J) = {x €
A|xzm =0,Ym € I}. Prove que Anl(/) é um ideal bilateral de A.

Seja p um ndmero primo. Prove que:
(a) Se A é um anel de integridade finito de caracteristica p, entao a aplicacao ¢: A — A dada por

¢(a) = aP é um automorfismo de A;

(b) O tnico automorfismo de Z, é o automorfismo idéntico. Deduzir que a”? = a(mod p) para todo

a € A;
(c) Prove o Teorema de Fermat, isto é, se p ndo divide a, entdo a?~! = 1(mod p).
Dizemos que I é um ideal maximal do anel A se para todo ideal J de A tal que I C J C A, temos

que J =1 ou J = A. Seja A =CJ0,1] o anel das fungoes reais continuas definidas no intervalo [0, 1].
Prove que I = {f € A| f (3) = 0} é um ideal maximal de A.

Sejam F' um corpo e F[X,Y] o anel dos polindmios em duas indeterminadas com coeficientes em F'.

Prove que F[X,Y] ndo é um anel principal.

Sugestao: considerar o ideal gerado pelo conjunto {X,Y }.
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Determinar todos os polindmios invertiveis do anel Z4[X].
Determinar todos os polindémios de grau 4, do anel Z4[X], que sao divisores de zero em Z4[X].

Sejam p um nimero primo, Zy,(X) o corpo de fracoes do anel de integridade Z,[X]| e ¢: Z,(X) —

Zp(X) dada por ¢(z) = a2P. Mostre que ¢ é um momorfismo de anéis, mas nao é automorfismo.
Seja A um anel comutativo com elemento unidade e suponhamos que A seja finito com ¢ elementos.

(a) Determinar nimero de fungoes de A em A;

(b) Se A = Zj6, determinar uma fungao de A em A que nao seja uma fungao polinomial.

Determinar um polinémio f € Zs[X], f #0e df < 3,tal que f(1) =0, f(2) =1, f(3) =2e f(4) = 3.



