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MATO0231 - Algebra II para Licenciatura
22 lista de exercicios

. Seja A um anel de integridade e F' o corpo de fragoes de A. Se K é um corpo que contém A, mostre

que K contém um subcorpo isomorfo a A. (Neste sentido, F' é o menor corpo que contém A).

. Dizemos que I é um ideal maximal do anel A se para todo ideal J de A tal que I C J C A, temos

que J =1 ou J = A. Seja A =CJ[0,1] o anel das fungdes reais continuas definidas no intervalo [0, 1].
Prove que I = {f cAl|f (%) = O} é um ideal maximal de A.

Sejam F' um corpo e F[X,Y] o anel dos polindmios em duas indeterminadas com coeficientes em F'.

Prove que F[X,Y] nao é um anel principal.

Sugestao: considerar o ideal gerado pelo conjunto {X,Y}.

Determinar todos os polinémios invertiveis do anel Z4[X].

. Determinar todos os polinémios de grau 4, do anel Z4[X], que sao divisores de zero em Z4[X].

Sejam p um ndimero primo, Zy,(X) o corpo de fracoes do anel de integridade Z,[X]| e ¢: Z,(X) —

Zp(X) dada por ¢(z) = a2P. Mostre que ¢ é um momorfismo de anéis, mas nao é automorfismo.
Seja A um anel comutativo com elemento unidade e suponhamos que A seja finito com ¢ elementos.

(a) Determinar nimero de fungoes de A em A;

(b) Se A = Zy6, determinar uma fungao de A em A que nao seja uma funcdo polinomial.
Determinar um polinémio f € Zs[X], f # 0 e grau(f) < 3, tal que f(1) =0,f(2) =1,f(3) =2 e
f(4)=3.

Sejam F' um corpo e F[X,Y] o anel dos polinémios em duas indeterminadas com coeficientes em F'.
Prove que F[X,Y] nao é um anel principal.
Sugestao: considerar o ideal gerado pelo conjunto {X,Y }.

Sejam K uma extensao do corpo F' e a € K. Mostre que a aplicagdo ¢: F[X] — F(a) dada por

o(f) = f(a) é um homomorfismo.

Sejam F um corpo e g € F[X] de grau n > 1. Mostre que o F[X]/(g) é um espago vetorial de

dimensao n sobre F'.

Sejam K uma extensao do corpo F' e L o conjunto dos elementos de K que sao algébricos sobre F.

Mostre que L é um subcorpo de K e uma extensao de F'.

(a) Seja R o corpo dos niimeros reais e Q o corpo dos ntimeros racionais. Em R, v/2 e v/3 sdo
algébricos sobre Q. Determinar um polindémio de grau 4 sobre Q satisfeito por v/2 + v/3, isto é,
V2 + /3 é raiz deste polinémio.
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(b) Qual é o grau de V2 + /3 sobre Q? Demonstrar a sua resposta.
(c) Qual é o grau de /2 /3 sobre Q?

Se a,b € K sao algébricos sobre F' de graus m e n respectivamente e se m e n sao primos entre si,

mostre que F'(a,b) é de grau mn sobre F.
Suponhamos que F' é um corpo finito com ¢ elementos. Mostre que:

F tem caracteristica finita, p > 0 onde p é um inteiro primo;
q = p" para algum inteiro n;

Se a € F, entao a? = a;
S

e K é uma extensdo de F e b € K ¢ algébrico sobre F, entdo b9 = b para algum m > 0.

Um nidmero algébrico é dito um inteiro algébrico se ele satisfaz um polinémio monico de Z[X]. Se a

¢ um numero algébrico mostrar que existe um inteiro positivo m tal que ma é um inteiro algébrico.
Seja f = X* + X2 4+ 1 € Q[X]. Mostre que E = Q (%) é o corpo de raizes de f.

Determinar os graus dos corpos de raizes dos seguintes polinomios sobre Q:

(a) X*+1; (b) X0+ 1; (¢) X*—2; (d) X°—1; (e) X?+ X3+ 1.
Se p é um inteiro primo, mostre que o corpo de raizes sobre Q do polinémio X? —1 é de grau p — 1.
Seja p um inteiro primo. Mostre que:

(a) Existe um polinémio irredutivel de grau 2 sobre Zy;

(b) Usar este polinomio para construir um corpo com p? elementos.
Monstre que Q(+/2) ndo tem automorfismos além da identidade.

Sejam E uma extensao de F, f € F[X] e ¢ um automorfismo de E que deixa todos os elementos de

F fixo. Demonstrar que se a € E é uma raiz de f, entdo ¢(a) € E é uma raiz de f.
Usando o resultado do exercicio anterior, mostre que:

(a) Se a € C é uma raiz de f € R[X], entao & € C é uma raiz de f.

(b) Se m é um inteiro que nao é quadrado perfeito e se o + 5y/m (« e (8 racionais) é uma raiz de

um polinémio p com coeficientes racionais, entao a — 34/m também é uma raiz de p.
Mostre que se « e 3 sdo construtiveis, entdao a + 3, a8 e a/3 se f # 0 s@o construtiveis.

Mostre que uma reta em F' tem uma equacgao da forma ax + by + ¢ = 0 com a,b,c € F, onde F é

um subcorpo dos nimeros reais.



26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Mostre que uma circunferéncia em F tem uma equacdo da forma z? + y% + az + by + ¢ = 0, com

a,b,c € F, onde F' é um subcorpo dos niimeros reais.

Mostre que uma reta em F' e uma circunferéncia em F' que se interceptam no plano real, interceptam
num ponto no plano de F' ou no plano de F(,/7), onde v é um nimero positivo em F' e F' é um

subcorpo dos ntimeros reais.

Se v € F ¢ positivo, mostre que /7 pode ser contruido como uma interseccao de retas e circun-

feréncias em F', onde F' é um subcorpo dos niimeros reais.

Mostre que os seguintes polinémios sao irredutiveis sobre o corpo dos niimeros racionais:

(a) 8X3 —6X —1; (b) X3—-2; (c) X2+ X2 -2X —1.

Mostre que 2 cos (27”) satisfaz X3 + X2 —2X — 1.

Sugestao: Usar que 2 cos (27”) = e

Mostre que o pentdgono regular é contrutivel.

Mostre que o hexagono regular é contrutivel.

Mostre que o pentadecigono regular é contrutivel.

Mostre que é possivel trisseccionar 72°.

Mostre que um enedgono regular nao e construtivel.

Mostre que um heptadecdgono regular é contrutivel. (exercicio dificil)

Se F' é de caracteristica zero e f € F[X] é tal que f' =0, mostre que f =a € F

Se F é de caracteristica p # 0 e f € F[X] é tal que f’ = 0, mostre que f(X) = g(XP) para algum
polinémio g € F[X].

Mostre que (f +g) = f'+ ¢ e que (af) = af’, para f,g € F[X]ea € F.



