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Álgebra linear

1. Seja V = {(x, y) | x, y ∈ R}. Mostre que V com a adição e multiplicação por escalares
definidas por:

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 − y2); a(x, y) = (ax, ay),

não é um espaço vetorial sobre R dizendo quais dos 8 axiomas não se verificam.

2. Seja S = {(x, y, z) ∈ R
3 | x − y + 2z = 0, x + 2y − z = 0}. Prove que S é um subespaço

vetorial do R
3.

3. Seja Mn(C) o espaço vetorial das matrizes complexas n × n e sl(n,C) = {A ∈ Mn(C) |
traço(A) = 0}. Prove que sl(n,C) é um subespaço de Mn(C).

4. Verdadeiro ou Falso. Justifique sua resposta.

a) Se V = R
3 e S é o conjunto dos pontos (x, y, z) de um plano π, então S é um subespaço

vetorial de R
3 se e somente se o plano π passa pela origem;

b) Dados a, b ∈ R. O conjunto S = {(x, y) ∈ R
2 | y = ax + b} é um subespaço vetorial do

R
2.

5. Quais dos seguintes conjuntos W são subespaços vetoriais do R
3? justifique a sua resposta.

(a) W = {(x, y, z) ∈ R
3 | x = 1};

(b) W = {(x, y, z) ∈ R
3 | x = 0};

(c) W = {(x, y, z) ∈ R
3 | x ∈ Z};

(d) W = {(x, y, z) ∈ R
3 | x2 + y + z = 0};

(e) W = {(x, y, z) ∈ R
3 | x ≤ y ≤ z};

6. Sejam U, V e W os seguintes subespaços vetoriais do R
3:

U = {(x, y, z) ∈ R
3 | x = z}, V = {(x, y, z) ∈ R

3 | x = y = 0}, W = {(x, y, z) ∈ R
3 | x+y+z = 0}.

Mostre que U + V = R
3, U +W = R

3 e V +W = R
3. Em algum dos casos a soma é direta?

7. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita, U e W subespaços de V e B e C bases de U
e de W respectivamente. Mostre que V = U ⊕W se e somente se B ∪ C é uma base de V .

8. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita, U e W subespaços de V . Mostre que

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).

9. Sendo U e W subespaços do R
4 de dimensão 3, que dimensões pode ter U +W se (1, 2, 1, 0),

(−1, 1, 0, 1), (1, 5, 2, 1) é um sistema de geradores de U ∩W?

10. No espaço vetorial R3 consideremos os seguintes subespaços:

U = {(x, y, z) | x = 0}, V = {(x, y, z) | y − 2z = 0} e W = [(1, 1, 0), (0, 0, 2)]

Determinar uma base e a dimensão de cada um dos seguintes subespaços: U, V,W,U∩V, V +W

e U + V +W .



11. Determinar uma base e a dimensão do subespaço de Mn(R) das matrizes simétricas e das
matrizes anti-simétricas.

12. Determinar uma base e a dimensão do espaço solução de cada um dos seguintes sistemas
lineares homogêneos:

a)







x − y = 0
2x − 3y = 0
3x + 1

2
y = 0

b)







x + y + z = 0
2x − y − 2z = 0
x + 4y + 5z = 0

c)







x − y − z − t = 0
3x − y + 2z − 4t = 0

2y + 5z + t = 0

13. Determine uma base do R
4 que contenha os vetores (1, 1, 1, 0), (1, 1, 2, 1).

14. Encontre 3 vetores LD em R
3, tais que cada par deles seja LI.

15. Quais das seguintes aplicações de R
3 em R

3 são operadores lineares?

(a) F1(x, y, z) = (x− y, x+ y, 0);

(b) F2(x, y, z) = (x, x, x);

(c) F3(x, y, z) = (2x2 + 3y, x, z);

16. Seja F : U −→ V uma transformação linear tal que, para alguma base {u1, . . . , un} de U ,
temos que {F (u1), . . . , F (un)} é L.I. Mostre que F é injetora.

17. Para cada uma das transformações lineares abaixo determinar uma base e a dimensão do
núcleo e da imagem:

(a) F : R3 −→ R dada por F (x, y, z) = x+ y − z;

(b) F : R3 −→ R
4 dada por F (x, y, z) = (x− y − z, x+ y + z, 2x− y + z,−y);

18. Determine um operador linear F : R3 −→ R
3 cuja imagem é gerada por (2, 1, 1) e (1,−1, 2).

19. Seja F : R3 −→ R
3 definida por F (1, 1, 1) = (1, 1, 0), F (1, 0, 1) = (2, 0, 1) e F (0, 1, 1) =

(1,−1, 1). Determine uma base e a dimensão dos seguintes subespaços de R3, ker(F ), Im(F ), ker(F )∩
Im(F ) e ker(F ) + Im(F ).

20. Mostrar que cada um dos operadores lineares do R
3 a seguir é invert́ıvel e determine o iso-

morfismo inverso:

(a) F : R3 −→ R
3 dada por F (x, y, z) = (x− 3y − 2z, y − 4z, z);

(b) F : R3 −→ R
3 dada por F (x, y, z) = (x, x− y, 2x+ y − z).

21. Seja T : R3 −→ R
2 a transformação linear cuja matriz em relação as bases canônicas do R

3 e
do R

2 é
[

1 2 0
3 −1 2

]

Sendo B = {(1, 2, 1), (0, 1,−2), (1, 1, 1)} e C = {(1, 2), (1, 1)}:

(a) Mostre que B e C são bases;

(b) Determine (T )B,C ;

(c) Usando a fórmula [T (u)]C = (T )B,C [u]B, determine T (x, y, z).



22. Seja T : R3 −→ R
3 o operador linear tal que

(T )B,C =





1 −1 0
0 −2 0
0 −1 1



 ,

onde B = {(1, 2, 1), (0, 1,−2), (1, 1, 1)} e C = {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 0)}. Mostre que T é
invert́ıvel e determine (T−1)C,B e T−1(x, y, z).

23. Sejam T ∈ L(R3,R2) e F,G ∈ L(R2,R4) tais que:

(T )B,C =

[

1 2 0
3 −1 1

]

, (F )C,D =









1 2
3 −1
1 −1
1 0









e (G)C,D =









−1 1
0 1

−1 1
0 1









,

onde B é uma base do R
3, C é uma base do R

2 e D é uma base do R
4. Determine

(

(F −

G)T
)

B,D
.

24. Sejam U um espaço vetorial sobre R de dimensão finita e T um operador linear de U . Mostre
que, se todas as ráızes de pT são reais e simples, então T é diagonalizável.

25. Seja T o operador linear do R
4 dado por:

T (x, y, z, w) = (x+ y + z − w, 2x+ y − z, y + 3z − 2w, 2x− 4z + 2w).

T é diagonalizável? Justifique a sua resposta.

26. (a) Estudar quanto à possibilidade de diagonalização as matrizes:

(i)A =





1 2 −2
2 1 −2
2 2 −3



 ; (ii)A =





1 0 0
m 2 0
n 2 0



; (iii)A =









−1 −4 −2 −2
−4 −1 −2 −2
2 2 1 4
2 2 4 1









;

(iv) A =









1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1









.

(b) Dentre aquelas do ı́tem (a) que são diagonalizáveis, determinar uma matriz invert́ıvel M
tal que M−1AM seja uma matriz diagonal.

27. Calcular A100, onde A =





0 7 −6
−1 4 0
0 2 −2



 .

28. Seja o operador linear T do R
3 tal que

[T ]can =





−9 4 4
−8 3 4
−16 8 7



 .

Prove que T é diagonalizável e ache uma base de R
3 formada por autovetores de T.



29. Seja

A =





6 −3 −2
4 −1 −2
10 −5 −3



 ∈ M3(R).

A é diagonalizável?

30. Seja o operador linear T do R
4 tal que

[T ]can =









0 0 0 0
a 0 0 0
0 b 0 0
0 0 c 0









.

Determine condições em a, b e c para que T seja diagonalizável.

31. Seja A =

[

1 2
4 3

]

. Calcule A2024.


