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Resumo

DELGADO, A. Curvas Elipticas com Multiplicacao Complexa. ano. 76 p. Monografia — Bacha-
relado em Matematica — Instituto de Matemadtica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sdo
Paulo, 2° Semestre de 2021.

O tema central deste texto é curvas elipticas. A primeira parte, composta pelos Capitulos 1 e
2, trata da teoria de superficies de Riemann e curvas algébricas que servirdo como base para

o Capitulo 3 que apresenta as duas perspectivas que podemos ter sobre as curvas elipticas. E
por fim, no Capitulo 4, apresentamos algumas propriedades e resultados sobre curvas elipticas
com multiplicacdo complexa. Em especial, a partir do j-invariante e de seus pontos de torgédo,
obtemos extensdes abelianas especiais de corpos quadraticos imagindrios.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros, Superficies de Riemann, Curvas Algébricas, Curvas Elipticas.
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Abstract

DELGADO, A. Elliptic Curves with Complex Multiplication. ano. 76 p. Monografia — Bachare-
lado em Matemaética — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sado
Paulo, 2° Semestre de 2021.

The central theme of this text is elliptic curves. The first part, composed by the Chapters 1 and
2, deals with the theory of Riemann surfaces and algebraic curves which will be used in the
Chapter 3 to show two perspectives about elliptic curves. And finally, in Chapter 4, we present
some properties and results about elliptic curves with complex multiplication. In particular, we
can construct special abelian extensions of imaginary quadratic fields from the j-invariant and
torsion points of such curves.

Keywords: Number Theory, Riemann Surfaces, Algebraic Curves, Elliptic Curves
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Introducao

Um dos objetivos da chamada teoria dos corpos de classe é fornecer uma descrigdo (as vezes,
explicita) das extensdes abelianas de um certo corpo de ntimeros. Quando o corpo base é o
corpo Q dos ndmeros racionais, o teorema de Kronecker-Weber diz que toda extensdo abeliana
finita estd contida em uma extensdo ciclotdmica. Ou seja, ao adicionarmos certos valores da
exponencial 2™, conseguimos ”cobrir” todas as extensdes abelianas.

O 12° problema de Hilbert pergunta se isto ocorre para um corpo de niimeros qualquer. Ou
seja, se com o auxilio de fungdes analiticas, conseguimos uma classe de extensdes abelianas que
cobrem as demais. Antes do problema ser formulado, Kronecker obteve progresso no caso de
corpos quadréticos imaginarios, com o auxilio de funcdes elipticas e o seu sonho (Kronecker’s
Jugendtraum) consistia em mostrar que toda extensdo abeliana finita estd contida em uma que é
construida dessa forma.

Com este objetivo em mente, o presente texto apresenta um estudo sistemético de curvas
elipticas. Assim, os dois primeiros capitulos nos ddo os pré-requisitos necessédrios. No Capitulo
1, tratamos das superficies de Riemann na dire¢do do Teorema de Riemann-Roch. No Capitulo
2, isto é feito no caso de curvas algébricas. Ao longo destes capitulos, buscamos destacar as
semelhancas que este dois objetos possuem. Dai, no Capitulo 3 abordamos as curvas elipticas
tendo como base os dois capitulos anteriores, destacando os seus aspectos analiticos e algébricos.
E por fim, no Capitulo 4, enunciamos as propriedades especiais das chamadas curvas elipticas
com multiplicagio complexa. E este tipo de curva eliptica que nos permitira construir extensdes
abelianas de um corpo de ntimeros quadratico imaginario.
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Capitulo 1

Superficies de Riemann

Neste capitulo, comeg¢amos tratando das chamadas superficies de Riemann. Elas sdo certos tipos
de espagos que se assemelham localmente com abertos de C. Assim, podemos utilizar e estender
resultados de anélise complexa (de uma varidvel) para estes tipos de espagos. Além disso, fare-
mos uso de uma ferramenta que serd bastante ttil, a cohomologia de feixes. A partir dela, obtemos
resultados importantes como o Teorema de Riemann-Roch, essencial para o prosseguimento do
texto. Como o foco do texto é curvas elipticas e suas propriedades aritméticas, certos resultados
nao serdo provados com todo o rigor, mas serdo fornecidas referéncias para o leitor interessado.
Este capitulo teve [For81] como referéncia principal.

1.1 Definic¢oes e Teoria Local

Comecamos com algumas defini¢des preliminares.

Defini¢ao 1.1.1. Seja X um espacgo topolégico. Um atlas euclidiano (de dimensédo 1) sobre X
é uma colecdo A = {(U;, ¢;) }icr de pares (U;, ¢;), chamados cartas, de abertos U; e mapas
continuos ¢; : U; — R" tais que

* Uit Ui = X.
* ¢; é um homeomorfismo de U; para um aberto de R".

Defini¢ao 1.1.2. Um espaco localmente euclidiano é um espago Hausdorff e 2° contdvel X no
qual existe um atlas euclidiano {(U;.¢;) }ic; de dimensdo n para algum n > 1.

A partir destas, definimos o objeto de estudo deste capitulo.

Defini¢ao 1.1.3. Uma superficie de Riemann é um espago Hausdorff, conexo e 2° contdvel X
munido com um atlas euclidiano {(U;.9;) }ic; de dimenséo 2 tais que para quaisquer i, j € I com
U;NU; # 2, a fungéo de transigao

gij = @iog; " (U NU;) — @i(Ui N L)
é uma funcdo holomorfa, ap6s a identificacdo em C pelo mapa natural (x,y) — x + yi.

Observacao 1.1.4. A definigdo acima pode ser resumida dizendo que uma superficie de Riemann
é uma variedade complexa e conexa de dimensdo um.

Se X admite dois atlas euclidianos {(U;, ¢;)} e {(V}, ;) } cujas fungdes de transi¢do sao ho-
lomorfas, dizemos que eles sdo equivalentes se 0 mesmo ocorre com a unido destes dois atlas.
Isto define uma relagdo de equivaléncia e chamamos cada classe de equivaléncia de estrutura
complexa.
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Em uma superficie de Riemann, o que importa é a sua estrutura complexa. Assim, podemos
tomar um atlas maximal que induz a mesma estrutura complexa. Basta adicionarmos “cartas
compativeis” ao atlas inicial. Em particular, as restricdes das cartas antigas em abertos menores
estdo incluidos neste atlas maximal. E o que faremos daqui em diante.

Exemplo 1.1.5. O exemplo mais trivial de superficie de Riemann é o préprio C. Podemos tomar
como atlas o mapa identidade. O mesmo ocorre com abertos de C.

Exemplo 1.1.6. Se X é uma superficie de Riemann e U C X é aberto conexo, entdo U é uma
superficie de Riemann cuja estrutura complexa é a induzida por X. Ou seja, tomamos as cartas
cujo dominio esta contido em U.

Exemplo 1.1.7. A esfera 2-dimensional S? admite a seguinte estrutura complexa. Tome as duas
projegdes 711 : S2\{(0,0,1)} — R?e r1p : S?\{(0,0,—1)} — RR?, cujas férmulas sao dadas abaixo.

x X
(% y,2) = (1—2’1zz> ¢ mluyz) = <1—|—z’_1—y|—z>'

Entdo, a funcdo de transigdo de 71y para 7 €

(maom ) w,0) = (2 )

u? + 02" u?+v?

que se identifica com a fungéo 1/z que é holomorfa no dominio de definicio R? # {(0,0)}.
De maneira andloga, a fungdo de transi¢do de 7, para 711 é holomorfa. Portanto, 52 com esta
estrutura complexa é uma superficie de Riemann, a chamada esfera de Riemann. O polo norte
(0,0,1) costuma ser chamado de ponto no infinito e denotado por co.

Exemplo 1.1.8. Seja CIP! o conjunto das classe de equivaléncia dos pontos de C2\{(0,0)} onde a
relacdo de equivaléncia ~ é dada por

(z1,22) ~ (w1, wp) <= IA€C" z;=Aw;, i=1,2.

Tal conjunto é chamado de reta projetiva complexa. Munido com a topologia quociente, CIP!
admite duas cartas

o1 : C — CP! or: C — CP!
z+— [(z,1)] z+— [(1,2)]

cuja fungdo de transigao o, ! 0 q : C* — C* é dada por z 1 que ¢ holomorfa.

A partir da estrutura complexa, podemos dizer quando uma fungdo continua f : X — C é
holomorfa.

Defini¢do 1.1.9. Seja X uma superficie de Riemann e seja f : X — C uma fungdo continua.
Dizemos que f é uma fung¢io holomorfa se em cada ponto x € X, para toda carta (U, ¢ : U — C)
com dominio em x, a fungdo f o ¢~ : ¢(U) — C é holomorfa em ¢(x).

Se Y é outra superficie de Riemann e F : X — Y é uma continua, F é dita uma aplica¢ao
holomorfa se para todo x € X e cartas (U, ¢) e (V,9) de X e Y respectivamente, a ”interpretacdo
local” de F, dada por ¢ o F o ¢! é holomorfa onde é definida.

Na verdade, basta verificar para apenas uma carta em torno de x, j4 que as fung¢des de
transi¢do sdo holomorfas. Para U C X aberto, denotamos por Ox(U) o conjunto das fungdes
holomorfas f : U — C, no qual U tem a estrutura de superficie de Riemann induzida por X. O
motivo para esta notacdo serd dado na secdo seguinte (ver Exemplo 1.2.7).

Os exemplos mais faceis de fun¢des holomorfas sao as fungdes constantes. Pode ocorrer que
estas sejam as tnicas fun¢des holomorfas em todo o espago. Este é o caso das superficies de
Riemann compactas.
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Proposigdo 1.1.10. Se X é uma superficie de Riemann compacta. Entio, Ox(X) = C.

Assim, se quisermos estudar este tipo de superficie, devemos permitir que as fun¢des consi-
deradas sejam ”quase-holomorfas”, admitindo singularidades. Isto nos leva a defini¢do seguinte

Defini¢ao 1.1.11. Seja X uma superficie de Riemann. Uma fun¢ao meromorfa em X é uma
funcdo holomorfa f : X\S — C que satisfaz as seguintes condi¢des

¢ S é um subconjunto discreto de X.
e Paras € S, temos lim,_, |f(z)| = +co. Dizemos que s é um polo de f.

Denotamos por M (U) o conjunto das fun¢des meromorfas em um aberto U C X. E claro
que as fungdes holomorfas (em particular, as constantes) estdo neste conjunto. Ou seja, temos
Ox(U) € M(U).

Se X é uma superficie de Riemann compacta e f € M (X) é ndo-constante, em cada ponto
x € X, definimos a ordem de anulamento de f no ponto x da seguinte forma. Tomando uma
carta (U, ¢) em torno de x, f é interpretada como uma fun¢do holomorfa em uma vizinhanga
(perfurada) de zero. Assim, definimos

0 se f é holomorfa em x e ndo se anula em x,
ve(f) =<k se f é holomorfa em x tem um zero de ordem k em x,
—k se f tem um polo de ordem k em x.

Em outras palavras, vx(f) = m se em torno de x, f se escreve como f = z"h com h holomorfa
em x e que ndo se anula em x.

As fungdes meromorfas globais admitem uma outra caracterizagdo, fornecida pela proposigao
abaixo.

Proposigdo 1.1.12. Seja X uma superficie de Riemann e f € M(X) uma fungiio meromorfa. Defina
f:X — CP! por

flx) =

A co:=(1:0) sefadmite um polo em x
(f(x):1) caso contrdrio.

Entdo, f é uma aplicaciio holomorfa. Reciprocamente, se F : X — CIP é uma aplicacdo holomorfa nio
constante igual a 0o, entdo a sua restricio a X\F~1(c0) é uma funcdo meromorfa f em X tal que f = F.

Demonstracdo. Ver Teorema 1.15 em [For81]. O

Agora, queremos saber se no caso X compacto, temos fun¢des meromorfas globais que ndo
sdo constantes. A resposta é positiva e isto seguira das ferramentas de cohomologia de feixes,
que serdo abordados na préxima segao.

Dadas X e Y superficies de Riemann e uma aplicagdo holomorfa f : X — Y, em cada ponto
de x, a aplicagdo f pode ser expressa localmente de um certo tipo.

Proposicao 1.1.13. Seja f : X — Y uma aplicagdo holomorfa nido-constante entre superficies de Riemann
XeY. Sex € X, entdo existem cartas ¢ : U — C, ¢ : V. — Ccomx € Ue f(x) € V tais que
(Yofoe ) (x)=x% comd>1.

Dizemos que d é o grau de ramificagdo (ou multiplicidade) de f em x. Ele serd denotado
por ex(f). O motivo do nome “multiplicidade” é que para certas vizinhangas V, W de x e f(x),
temos que f~1(y) NV tem k pontos, paray € W diferente de f(x).
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1.2 Feixes e Cohomologia

Nesta se¢do, vamos introduzir um conceito importante para o estudo de superficies de Riemann,
principalmente as compactas. Vamos definir os grupos de cohomologia de feixes sobre espagos
topoldgicos a fim de enunciar e demonstrar o teorema de Riemann-Roch.

Defini¢do 1.2.1. Seja X um espago topolégico. Um feixe (de grupos abelianos) F sobre X consiste
de

e Um grupo abeliano F(U) para cada aberto U de X. Seus elementos sdo as se¢des de F
sobre U.

e Um homomorfismo de grupos py,v : F(U) — F(V) para um par de abertos U,V de X
com V C U. Tais homomorfismos sdo também chamados de restri¢des.

que satisfaz pyw = pv,w © pu,v para quaisquer W C V C U abertos de X.
Além disso, F deve satisfazer mais duas condi¢oes adicionais

e (Identidade) Sejam U C X aberto e {U,};c; uma cobertura de U por abertos de U. Se
f,g € F(U) sdo tais que py,u,(f) = puu,(g) paratodoi € I, entdo f = g. Ou seja, segdes
sobre um aberto sdo determinadas por suas restri¢des.

e (Colagem) Sejam U e {U;};c; como no item acima. Se para cada i € I, escolhemos f; €
F(U;) de modo que pu,u;nu;(fi) = pu,unu;(fj) para quaisquer i,j € I, entdo existe f €
F(U) tal que py,u,(f) = fi- Podemos pensar em f como sendo a “colagem” das segdes f;.

Para ndo sobrecarregar a notagdo, vamos denotar py,v (f) por f|, e dizer que é a restrigdo de
f de U para V. Note que as condigdes de feixe implicam que F (&) = 0.

Observacgdo 1.2.2. Se F satisfaz apenas as duas primeiras condi¢des da defini¢do acima, dizemos
que F é um pré-feixe sobre X. Na linguagem de categorias, F ser um pré-feixe € o mesmo que
ser um funtor contravariante Op(X) — Ab, onde Op(X) é a categoria dos abertos de X (os
morfismos sdo as inclusdes) e Ab é a categoria dos grupos abelianos.

Exemplo 1.2.3. Vamos dar um exemplo de um pré-feixe que ndo é feixe. Seja X a unido de
dois discos disjuntos D; e D; em IR? com a topologia induzida pela euclideana. Definimos Z o
seguinte pré-feixe

{f:U— Z: f constante} U # @

ZU) =
() {0 e
Entdo, tomando f1 = 0 € Z(D;) e f, = 1 € Z(D»), segue que f e f, sdo iguais na interse¢do
(que é vazia) mas ndo existe f € Z(X) tal que f|p, = fie flp, = fo.

Observacgao 1.2.4. Apesar da defini¢do acima tratar apenas de feixes de grupos abelianos, pode-
se definir de maneira similar feixes de anéis, k-espagos vetoriais ou k-algebras, onde k é um corpo
qualquer.

Os exemplos abaixo mostram que feixes aparecem naturalmente e, de certa forma, expressa
a natureza local de alguns conceitos analiticos.

Exemplo 1.2.5. Para X um espago topolégico, temos o feixe C das fungdes continuas com valores
reais. Neste caso, C(U) = {f : U — R: f continua} e os homomorfismos de restri¢do sdo
precisamente as restrigdes usuais. Note que C é um feixe de R-dlgebras.

Exemplo 1.2.6. Seja U um aberto de R". Entdo, temos o feixe C* das fung¢des suaves com valores
reais. Os grupos abelinos e homomorfismos sdo dados de maneira similar ao exemplo anterior.
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CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN 1.2. FEIXES E COHOMOLOGIA

Exemplo 1.2.7. Se X é uma superficie de Riemann, temos o feixe das fun¢des holomorfas, deno-
tado por Ox. Ou seja, para U C X aberto

Ox(U) ={f:U— C: f éholomorfa}

e as restri¢des sdo as restri¢des usuais. Note que Ox é um subfeixe do feixe C* e também que Ox
é um feixe de C-algebras. Se na defini¢do acima, pedimos que f nunca se anule, entdo obtemos
o feixe O%.

Exemplo 1.2.8. Se M é uma variedade suave, além do feixe C* das fung¢des suaves, podem-se
obter outros feixes a partir de certas variedades que ”se projetam” sobre X, os chamados fibra-
dos diferencidveis. Como exemplo, temos o feixe OF das k-formas diferenciais com coeficientes
suaves.

Ao longo deste capitulo, serdo apresentados outros feixes que serdo importantes posterior-
mente.

A préxima defini¢do diz sobre como as se¢des de um feixe se comportam “ao redor” de um
ponto.

Defini¢ao 1.2.9. Sejam X um espaco topoldgico e F um feixe de grupos abelianos. O talo de F
em um ponto x € X, denotado por F; é definido como o seguinte colimite

F = lim F(U).

xel

Além do grupo abeliano, temos homomorfismos py;, : F(U) — Fy para cada aberto U que
contém x tais que para U O V abertos que contém x, o seguinte diagrama comuta:

FUu) 2 F vy

ou,x lPV,x

Fx

A nogédo de colimite vem da teoria das categorias e satisfaz uma certa propriedade univer-
sal. Assim, dois colimites sdo isomorfos por um tnico isomorfismo (para mais detalhes, veja
o Apéndice 3.A de [BT15] ou o Apéndice 3.3 de [Ten08], onde ela é abordada por meio dos
chamados sistemas diretos). No caso da defini¢do acima, a propriedade universal é descrita expli-
citamente a seguir.

Sejam A um grupo abeliano e para cada aberto U que contém x, um homomorfismo a; :
F(U) — A. Suponha ainda que estes homomorfismos satisfazem ay o p; vy = &y para quaisquer
abertos U e V que contém x e tais que V C U:

Entéo, existe um 7inico homomorfismo a : A — F, tal que ayy = pyx o a:

A—"— Fx

\ J(Pu,x
au

F(U)

A seguinte proposi¢do exibe uma construcdo deste colimite, o que mostra que a definigdo
anterior faz sentido.
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Proposigao 1.2.10. Sejam X, F e x como na definigdo anterior. Definimos Fy como a seguinte unido
disjunta
Fo= | | F(U).

xel

Definimos a seguinte relagio entre os elementos de Fx: se f € F(U) e g € F(V), dizemos que
f ~ g <= 3Waberto que contém x, W C U,V e tal que f|,, = gl -

Entdo, ~ é uma relagdo de equivaléncia e existe uma estrutura de grupo abeliano no quociente Fy/~
induzida pelos F (Uj;). E mais, se definimos oy : F(U) — Fy/~ como sendo a composicio da inclusio
F(U) — Fy com a projegio candnica, segue que Fy/~ junto com estes homomorfismos satisfazem a
propriedade universal de colimite.

Esta construgdo nos diz que podemos pensar nos elementos de F, como sendo se¢des de F
sobre abertos que contém x levando em conta que identificamos se¢des que se tornam iguais em
abertos menores.

Exemplo 1.2.11. Sejam X uma superficie de Riemann e x um ponto de X. O talo de Ox no ponto
x serd denotado por Ox .. Entdo, ele serad isomorfo a C-algebra das séries de poténcias com raio
de convergeéncia positiva, pois duas fun¢des holomorfas em volta de x sdo iguais se (em alguma
carta coordenada) e s6 se admitem a mesma expansdo em série de Taylor.

Exemplo 1.2.12. Sejam U um aberto de R"” e x € U. Entdo, para cada v € IR" existe um homo-
morfismo bem definido de R-espagos vetoriais dado pela derivada direcional

.
%-Cx %]R
of

=),

De fato, se f e g sdo representantes de um mesmo elemento de CZ°, entdo suas derivadas direci-
onais serdo iguais, pois ela depende apenas dos valores em uma vizinhanga de x. Note que este
homomorfismo ainda satisfaz a regra de Leibiniz

2 (£) = S () (8) + (X))

Tais homomorfismos C3° — R sdo ditos derivagcoes em x. O espago destas derivagdes costuma ser
usado como defini¢do de espaco tangente no contexto de variedades suaves.

Prosseguindo com os feixes, definimos abaixo mapas entre eles.

Defini¢ao 1.2.13. Sejam X um espago topolégico e F, G feixes sobre X. Um morfismo de feixes
¢ : F — G consiste de uma cole¢do de homomorfismos {¢y : F(U) — F(U)}, um para cada
aberto U de X tal que para quaisquer V' C U abertos, temos a seguinte condi¢do de compatibili-
dade, expressa no diagrama abaixo

FUu) -2 g

ou,v ou,v

F(v) -2 g(v)

Observacao 1.2.14. Na linguagem de categorias, a defini¢do acima é o equivalente a dizer que ¢
é uma transformacédo natural entre (os funtores) F e G.
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Se a : F — G é um morfismo de feixes e x € X, entdo temos um homomorfismo induzido
entre os talos

ay : Fx — Gy
[f] = lau(f)]

onde U é algum aberto que contém x e f € F(U).
A seguinte defini¢do nos permite para mostrar a importancia dos grupos de cohomologia,
como pode ser visto no Teorema 1.2.26:

Defini¢do 1.2.15. Sejam X um espago topolégico e F, G, H feixes sobre X. Sejam a : F — G e
B : G — H morfismos. Dizemos que

OJ-"“gﬁHO

é uma sequéncia exata (curta) se para cada ponto x de X, temos a seguinte sequéncia exata de
grupos abelianos
Bx

Xx

0 Fx

gx Hx 0 .

Observacgao 1.2.16. Usualmente, a definicdo de sequéncia exata curta ndo é feita como acima.
Primeiro, se define o que seriam (os feixes) ntcleo e imagem de um morfismo de feixes. En-
quanto que no caso do ntcleo a defini¢do natural funciona, isto ndo ocorre com a imagem. Esta
ultima necessita de uma etapa adicional, dada pelo processo de feixificagio de um pré-feixe.

A ideia da feixificagdo é adicionar todas as colagens de se¢des em coberturas, de modo que
seja satisfeita a propriedade de colagem. Assim, a propriedade que define estas segdes se torna
mais “local”. Por exemplo, a feixificacdo do feixe Z do Exemplo 1.2.3, denotada por Z é dada

por

{f:U— Z: flocalmente constante} U # &
Z(U) =1, Uz o

Pode-se verificar que Z, = Z para todo x € X.
Ap6s definirmos o feixe ntcleo e imagem, dizemos que

p

0 F—L25G H 0

é uma sequéncia exata curta se « € injetor,  é sobrejetor e im w = ker  (como feixes!).

Exemplo 1.2.17. Seja X uma superficie de Riemann. Como Z é um subfeixe de Ox, temos um
morfismo de inclusdo Z — Ox. Agora, a fun¢do exponencial nos permite definir um morfismo
exp : Ox — O% dado por

exp,; : Ox(U) — O%(X)
fil—C s (x s 2T,

Tomando talos no ponto x, obtemos

exp,.

0 z Ox x Ok x 0

e verificamos que é uma sequéncia exata. Isto se deve aos seguintes fatos de andlise complexa
em uma varidvel
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(i) Toda fungdoholomorfa f : U — Cem U C C simplesmente conexo (por exemplo, um disco
aberto) que ndo se anula pode ser expressa como e$ para alguma g : U — C holomorfa (veja
o Teorema 6.2 de [SS03]).

2711z

(i) Um ntmero complexo z é tal que e™* = 1seesdsez € Z.

Assim, concluimos que
exp

0——Z—Ox 0% 0

é uma sequéncia exata, chamada sequéncia exata exponencial.

O que faremos a seguir é atribuir a um feixe F sobre um espago topolégico X (o nosso caso
de interesse é quando X é uma superficie de Riemann), certos grupos abelianos. Para isso, intro-
duzimos a seguinte defini¢do

Definigio 1.2.18. Um complexo (de cocadeias) é uma colegdo de grupos abelianos C* e homo-
morfismos d* : C, — Ciyq representado abaixo

Ao

tais que d**! o d* = 0 para todo k. Costuma-se denotar por C*. A partir de um complexo C*,
definimos o k-ésimo grupo de cohomologia de C* como

ker d*

Hk(CO) = m.

Costuma-se dizer que kerd* C CF é o grupo dos k-cociclos e que imd*~! C C¥ é o grupo dos
k-cobordos.

Comegamos construindo complexos de cocadeias para cada cobertura aberta de X. Se % =
{U;}ie; € uma cobertura aberta e ¢ > 0 dizemos que um g-simplexo é uma (g + 1)-upla de indices
del. Seco = (ip,...,i5+1) € um g-simplexo, denotamos Uy N - - - N U4 por |o|.

A partir dai, definimos o grupo abeliano das g-cocadeias de % (com coeficientes em F), de-
notado por C7(%, F), como o conjunto das fungdes f cujo dominio é o conjunto dos g-simplexos
e tal que f(0) € F(|o]). Ou seja, é o seguinte produto direto

Clw,F)= T F(al).

o g-simplexo

E imediato que C7(%, F) tem uma estrutura natural de grupo, induzida pelos F(|c|).
Estes serdo os grupos abelianos que irdo compor o nosso complexo. Para os indices negativos,
fazemos C1(%,F) = 0. O homomorfismo d' é definido como

d - CM(w, F) - Y w, F)
q+1

f — dkf' (iOI' o /iq+1) — Z(_l)] f(uiol' °e /uij,lluij+1/' o /uiq+1)

j:() uiﬂm..'muqurl

Fazendo as contas se verifica que d**1 o d* para todo k > 0 (para mais detalhes, veja a Proposigdo
8.3 do [BT95] para um resultado similar). Assim, a partir do complexo

0— %, F) s\, F) s 2w, F) £

tomamos os grupos de cohomologia, que denotamos por H7(%,F). Apesar de que estejam
definidos para g < 0, s6 nos interessam os grupos com g > 0.

10
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Para que possamos obter grupos de cohomologia independentes da cobertura aberta, toma-
mos coberturas cada vez mais finas. Se 7" = {V}}c; € uma outra cobertura aberta de X, dizemos
que ¥ € um refinamento de % via v : | — I'se V; C U(;) para todo j € . Assim, temos um
mapa induzido

th:CYu,F) — CU (¥, F)
£ B10F) = Gor e sdga) = f(xGio) ==, TGge )y, ey,

J +1
quando g > 0 e para g < 0, fazemos t7 = 0. Pode-se verificar que os mapas t7 se encaixam no
seguinte diagrama comutativo:

thrl

A co- Wy, FY U e, FY 2 el B

tqll tql tLH»ll

A oy, F) S ooy, F) 2 ool (v, ) A

du]+1

Entdo, dizemos que os mapas t7 definem um morfismo ¢* entre os complexos C*(%, F) e C* (¥, F).
Dai, cada t7 leva cociclo em cociclo e cobordo em cobordo. Portanto, 7 induz um homomorfismo
¥ :HY(%,F)— HI(¥,F) entre os grupos de cohomologia.

Se temos outro mapa de refinamento v/ : | — I, ele induz um outro morfismo # * entre
C*(%,F) e C*(¥,F) que por sua vez induz homomorfismos #7 : H1(%,F) — H1(¥,F). Na
verdade, estes homomorfismos sdo os mesmos que foram obtidos a partir dos mapas #'. Isto é
consequéncia da seguinte proposicao

Proposicao 1.2.19. Sejam ¥ e % duas coberturas abertas de X e suponha que ¥ é mais fina que % . Se
T, 7' : | — I sdo dois mapas de refinamento que induzem morfismos t* e t'* entre C* (%, F) e C* (¥, F),
entdo existem mapas h : C1(%,F) — Ci=Y (¥, F), tais que

Witlodl a9 tont =11 — 1,
Demonstragao: Para q <0, faca h7 = 0. Se g > 1, definimos h7 como

W Clwu,F)— CI Y (¥, F)

q—1

fr hi(f) o= (oo ojg1) = g(—l)k F& G, T Gie)r (i) - T(g=1)) | o

E se verifica que cada 17 satisfaz a condi¢do do enunciado (ver a demonstracdo do Lema 5 da
Secgdo 3 de [Gun66] para detalhes). O

Observagdo 1.2.20. O que a proposigdo anterior esta dizendo é precisamente que os mapas h’
formam uma homotopia entre os morfismos t* e t° e eles sdo ditos homotdpicos. Morfismos ho-
motdpicos induzem os mesmos homomorfimos nos grupos de cohomologia.

De fato, se f1 e f» sdo dois g-cociclos cuja diferenga é um g-cobordo, entdo existe g tal que

f1 —f2 = dqflg. Dai

(7 =) (fr = fo) = TN (fL = fo)) +d" (W (fL = fo))
= h((d7 o dT1)g) +d7 (W1 (f1 — f))

=dT (W(f1 — f2))-
e segue que F1([f1]) = #7([f2]).

11
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Portanto, se 7" é uma cobertura mais fina que %, temos homomorfismos bem-definidos
th 4 HY (%, F)— H/(V,F) q>0.
Se % é uma cobertura mais fina que 7, entdo temos a relagdo
q _ q
tyaw =ty yotyq Vq20.

Assim, temos um sistema direto de grupos abelianos e homomorfismos, pois dados duas cober-
turas abertas, pode-se tomar uma mais fina que elas. E 0 mesmo que vimos quando definimos
o talo de um feixe. Dai, tomando o colimite nés finalmente obtemos os grupos de cohomologia
desejados.

Definigao 1.2.21. Seja X um espago topolégico e F um feixe de grupos abelianos sobre X. Entdo,
os grupos de cohomologia de X (com coeficientes em F) sdo definimos por

HI(X, F) = lim H(X, %).
%

Uma construgdo explicita pode ser fornecida seguindo a Proposigdo 1.2.10

Observacgao 1.2.22. Os grupos de cohomologia definidos acima sdo também chamados os grupos
de cohomologia de Cech. Na verdade estd é uma descri¢do mais explicita dos grupos de cohomolo-
gia definidos de maneira mais abstrata. Tais grupos sdo definidos da seguinte maneira:

¢ Comegamos fornecendo uma resolugdo injetiva de 7, ou seja, uma sequéncia exata do tipo:

0 F Go G

com cada G; um objeto injetivo na categoria Sh(X) dos feixes de grupos abelianos sobre X.
Isto é sempre possivel neste caso, pois Sh(X) é dito que possui injetivos suficientes (veja a
discussao inicial da Sec¢ao 4.3 de [Voi03]).

e Dai, aplicamos o funtor I' : F — F(X) das se¢des globais e obtemos o complexo de grupos
abelianos
0——Go(X) — G1(X) —— Go(X) —— . ..

* Sobre este complexo, tomamos os grupos de cohomologia e estes serdo os grupos de coho-
mologia do feixe F. A principio, tais grupos dependem da resolugéo injetiva, mas pode-se
mostrar que obtemos grupos abelianos isomorfos. E mais, se uma resolugdo injetiva é fi-
xada para cada feixe, obtemos um funtor bem-definido RT" : Sh(X) — Ab que costuma ser
definido como o i-ésimo grupo de cohomologia.

Para mais detalhes sobre esta construgao, veja o Capitulo 2 de [Wei%4], em especial as se¢des 2.3
e 2.5, no contexto de categorias abelianas.

Comecamos tratando do H°. Se % = {U }c; é uma cobertura aberta de X, entdoem C°(%, F)
ndo temos cobordos, mas os cociclos sdo justamente as escolhas de se¢des (f;); que sdo com-
pativeis nas intersegdes. Como JF é um feixe, isto significa que H’(%, F) é isomorfo ao grupo
abeliano F(X) das secoes globais sobre X. Assim, podemos dizer que H%(X, F) é F(X).

No caso do H!, temos o seguinte lema

Lema 1.2.23. Sejam %,V coberturas de X com ¥ mais fina que % . Entdo, o homomorfismo
ty o H(%,F) — H'(V,F)
é injetor.

12



CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN 1.2. FEIXES E COHOMOLOGIA

Demonstragido. Ver Lema 12.4 de [For81]. O
Dai, segue da definigdo (explicita) de H!(X, F) que o homomorfismo
ty t HY(%,F) — H' (X, F)

que vem junto com o colimite é injetor. Portanto, Hl(X, F ) = 0 se, e somente se, para toda
cobertura aberta % de X, temos H' (%, F) = 0.

No caso de superficies de Riemann, s6 vamos nos interessar nos grupos H’ e H'. De fato,
pode-se mostrar que neste caso, os grupos H*(X, F) com k > 2 se anulam para todo F feixe de
grupos abelianos mas isto ndo seréa tratado aqui (veja a Segdo 5.12 do Capitulo II do [God58]).

Por fim, finalizamos com dois resultados que serdo importante para o célculo dos grupos
de cohomologia de feixes. Tais resultados ndo estdo enunciados em suas versdes gerais e estdo
adaptados para tratar apenas dos grupos H’ e H'.

O primeiro é o teorema de Leray, que diz que uma cobertura aberta adequada é suficiente
para calcular os grupos de cohomologia.

Teorema 1.2.24 (Leray). Seja F um feixe de grupos abelianos sobre um espago topolégico X. Suponha
que % = {U;};c1 é uma cobertura aberta de X tal que H' (U;, F) = 0 para todo i € 1. Entdo

HY (X, F) = H (%, F).
Dizemos que % ¢é uma cobertura de Leray (de primeira ordem) para o feixe F.
Demonstragido. Ver Teorema 12.8 de [For81]. O

Observacgao 1.2.25. Este resultado pode ser generalizado para coberturas de Leray de ordens
superiores nos quais sobre as multi-interse¢des de até k abertos, o feixe tem cohomologia trivial
(para um enunciado preciso, ver Teorema 4.41 de [V0i03] ou o Teorema 5 da Secdo 3 de [Gun66]).
A ideia principal é que para estas coberturas, a cohomologia de F é calculada com estas cober-
turas.

O segundo resultado envolve sequéncias exatas curtas de feixes. Notamos que dada uma
sequéncia exata
« B
0 F g
de feixes de grupos abelianos sobre X, entdo temos uma sequéncia exata induzida de grupos
abelianos

H 0

0— s F(X) 2 g(x) L H(x) .

Nem sempre o mapa Bx é sobrejetor. Porém, podemos “estender” esta sequéncia exata com os
grupos de cohomologia.

Teorema 1.2.26. Sejam X um espago topolégico e

p

0 F-25G H 0

uma sequéncia exata de grupos abelianos. Entio, existem homomorfismos 5, al e B! tais que

0— F(X) g (x) 2

H(X) 2 HY(X, F) - HY(X,G) —“ s HY(X, H)

¢ uma sequéncia exata de grupos abelianos, onde «° = ax e B = Bx.

Demonstragido. Ver Teorema 15.12 de [For81]. O

13
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Observagao 1.2.27. Voltando aos grupos de cohomologia abstratos, eles satisfazem uma generalizagao

do Teorema 1.2.26: Se
B

0 F-25¢G H 0

é uma sequéncia exata de feixes de grupos abelianos sobre X, entdo temos uma sequéncia exata
longa

0 T(F) r(G) I'(H) —— RTY(F) —— RTY(G) —— RTY(H) —2— . ..

Finalizamos enunciando alguns resultados sobre grupos de cohomologia de certos espagos
topoldgicos. A seguir, X denota uma superficie de Riemann.

Proposicao 1.2.28. Valem os seguintes resultados
(i) H'(X,C*®) = 0, onde C™ é o feixe das fungdes suaves com valores reais (ou complexos).
(ii) Se X é simplesmente conexo, entdo H'(X,C) = H (X, Z) = 0.

(iii) Se X = Xg = {z € C: |z] < R} com 0 < R < 0, entido H' (X, Ox) = 0.

(iv) HY (P!, Op1) = 0.

Demonstragdo. Os itens sdo respectivamente os Teoremas 12.6,12.7,13.4 e 13.5 de [For81]. O

1.3 Superficies de Riemann Compactas

O objetivo desta se¢do serd aplicar os resultados de cohomologia de feixes para obter resultados
sobre superficies de Riemann compactos. Comecamos enunciando alguns resultados prelimina-
res. As demonstragdes serdo apenas esbogadas com referéncias para mais detalhes.

Seja X uma superficie de Riemann compacta. Como ela é também uma 2-variedade suave,
temos os feixes !, )2 de formas diferenciais sobre X. Elas podem ser descritas como funcdes
X = wy, x € X tais que wy € /\k(TxX)* (k =1 ou 2) e que localmente sdo dadas por

wy = f(x)dx + g(x)dy ou wy = h(x)dx A dy

onde f, g e h sdo fungdes suaves com valores reais. Também consideramos as suas complexificagdes
Of e OZ onde localmente temos as expressdes acima com f, ¢ e h fungdes suaves com valores
complexos.

Vamos analisar o caso das 1-formas diferenciais complexas: No espago tangente complexifi-
cado (T X) ® C no ponto x € X, temos uma C-base

9 ]
CRE Al
induzida pelas coordenadas locais ¢ : p — (x(p),y(p)). Se elas sdo as partes real e imagindaria
de uma coordenada local holomorfa ¢ : p — z(p), pode-se mostrar que

O 2e1-2ai), 2ot (Le1+ Lai
9z = 2 \ox Ay "9z 7 2 \ox Ay
também é uma C-base de (TxX) ® C e que tal base independe da coordenada local holomorfa.
Dai, temos a base dual em (T X)* ® C dada por

{dz =dx®14+dy®i,dz:=dx®1—dy®i}.

14
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Assim, temos uma decomposicao (TyX)* = T'? & T onde T'? = Cdz e T"! = Cdz. Isto nos
d4 uma decomposigao O = Q0 @ O%! no nivel das formas diferenciais.

O mapa de diferencial exterior d : Q°(X) — Q!(X) de formas diferenciais nos d4 um mapa
d : OL(X) — OL(X) entre as formas complexificadas. Ela é dada localmente (nas duas bases
discutidas acima) por

_of 98 of . of
df—ax(dx@)l)—i—ax(dy@l) P dz—l—a_d

e L LL-) o L-L(L),

oz 2\ox oy az 2 \ox oy

Entédo, temos uma decomposi¢do d = d + 0, onde 0 e 0 sdo dados localmente por
_9f sp_ Of
of = gdz e of = e ——dz.

Dentre as 1-formas diferenciais em X com valores complexos, temos o subespago das for-
mas diferenciais holomorfas. Eles sdo dados localmente por w = fdz, com f holomorfa. Tais
subespagos nos fornecem um subfeixe Qx de Q.

Observacao 1.3.1. Em uma superficie de Riemann X temos a seguinte sequéncia exata curta de
feixes

0 C (o) LI, 0,

onde L é o subfeixe de O} dado por £L(U) = ker(d : Qf(U) — QZ(U)). O motivo do mapa d
ser sobrejetor nos talos segue essencialmente do lema de Poincaré (ver Corolério 4.1.1 de [BT95]),
que tem como consequéncia o fato de que toda forma fechada é localmente uma forma exata.

A partir desta sequéncia exata curta obtemos a sequéncia exata longa

0—— C(X) — QLX) —4— £(X) — HY(X,C) — HY(X,00) — HY(X, L) .

Pela Proposigdo 1.2.28.i, H!(X,02) = 0 e segue que

H'(X,C) = L(X)  ker(d: Qgg(x) - 0%(X))

7 im(d : O2(X) —» QL(X)) ~ im(d : 00(X) — OL(X)) = Hap(X).

De fato, o teorema de Cech-De Rham (ver Teorema 8.9 em [BT95] para o caso do feixe R com
o auxilio da Obsevacado 1.2.25) diz que os grupos de cohomologia de De Rham de X usando as
formas diferenciais complexas coincidem com os grupos de cohomologia do feixe constante C.

O resultado cohomolégico principal é o

Teorema 1.3.2. Seja X uma superficie de Riemann compacta. Sejam U C V abertos de X com U C V.
Entdo, o mapa natural
HY(V,0x) — HY(U, Ox)

tem imagem de dimensdo finita.

Demonstra¢ao: Esta é a versdo para X compacto do Teorema 14.9 do [For81]. Ela depende
de vérios resultados técnicos da Secdo 14 que envolvem técnicas de andlise e portanto, sua
demonstracdo nao serd feita aqui. O

A partir do teorema acima, temos o seguinte corolario

Corolério 1.3.3. Se X é uma superficie de Riemann compacta, entio H (X, Ox) tem dimensio finita.

15
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Os dois proximos corolarios envolvem a existéncia de certas fun¢des meromorfas ndo-constantes.
Corolario 1.3.4. Seja X uma superficie de Riemann compacta. Entio

(a) Para U C X aberto e p € U, existe uma fungio meromorfa f que possui um polo em p e é holomorfa

em U\{p}.

(b) Dados p1, ..., pn pontos distintos de X e aq, ..., a, € C existe uma funcio meromorfa f em X tal
que f(p;) =wajparai=1,...,n.

Demonstracido: Ver os Teorema 14.12 e Corolario 14.13 do [For81], respectivamente. O

Assim, definimos o primeiro invariante de superficies de Riemann compactas. Ele fard parte
do Teorema de Riemann-Roch que serd abordado na préxima segéo.

Defini¢ido 1.3.5. O género (aritmético) de uma superficie de Riemann compacta é a dimensao de
H'(X, Ox) sobre C. Denota-se por gx.

Pela Proposicio 1.2.28.iv, segue que IP! tem género zero.

Em relagdo as formas diferenciais, temos um outro feixe além de Qx, que é o feixe das formas
diferenciais meromorfas, denotado por (Q)x. Elas essencialmente sio dadas localmente por fdz,
com f meromorfa. Mais especificamente, define-se da seguinte maneira

* Primeiro, definimos o polo de uma forma diferencial holomorfa em volta de ponto. Seja
U C Xabertoex € U. Sew € Qx(U\{x}), entdo em volta de x é dado por fdz. Tomando
a expansdo em série de Laurent de f em volta de x, caso existam finitos coeficientes ndo-
nulos de ordem negativa, dizemos que w tem um polo em x.

e Assim, para U C X aberto, definimos Qx(U) como sendo as formas diferenciais holomor-
fas em U\S tais que S é discreto e que tém um polo em cada ponto de S.

Se w € Ox(X) e x € X, pode-se definir uma ordem de anulamento de w em x por meio da
representacdo local w = fdz e usando a ordem de anulamento de fun¢des meromorfas. Ela é
denotada por v, (w). No caso de X compacto, os conjuntos de zeros e polos sdo finitos.

Encerramos esta sec¢do fazendo alguns comentarios sobre aplicagdes holomorfas. Sejam X, Y
superficies de Riemann compactas e f : X — Y uma aplicagdo holomorfa. Vamos assumir que f
ndo é um mapa constante. Comecamos com uma afirmacao topolégica.

Proposicao 1.3.6. Uma aplicagio holomorfa f : X — Y ndo constante é um mapa aberto, fechado e
proprio com fibras discretas.

Demonstra¢ao: Dividimos em quatro partes, uma para cada propriedade a ser verificada:

* f é aberto: O fato de que f é aberto é uma afirmacdo local. Dai, o resultado segue da
Proposigio 1.1.13 pois o0 mapa z + z¢ leva uma vizinhanga aberta de zero em uma outra
vizinhanca aberta de zero.

e f é propria: Se K C Y é compacto, entdo f~1(K) C X é um fechado de um compacto e
portanto, é um compacto.

e f possui fibras discretas: Note que se o conjunto f~!(y) C X ndo é discreto, entio ele ad-
mite um ponto de acumulagdo em X. Dai, pelo teorema da identidade para aplicagdes holo-
morfas (ver Teorema 1.11 de [For81]) f seria constante igual a y e obtemos uma contradigdo.

¢ f é fechado: Seja F C X fechado. Como Y é localmente compacto, é suficiente mostrar
que f(F) N K é compacto para todo K C Y compacto. Como f é prépria, K = f~1(K) é
compacto e F N K é compacto. Portanto, f(F) N K = f(F N K) é um compacto de Y.
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O

Logo, f(X) serd aberto e fechado no conexo Y e obtemos

Corolario 1.3.7. Toda aplicagdo holomorfa f : X — Y entre superficies de Riemann compactas é cons-
tante ou sobrejetora.

Agora, denotamos por S o conjunto dos pontos de X no qual f se ramifica. Ouseja S := {x €
X: ex(f) > 1}. Sua imagem f(S) é o chamado conjunto dos valores criticos de f. Notamos que
S é um conjunto discreto e portanto, finito, pois X é compacto. Assim, f(S) é um conjunto finito
de pontos de Y. Além disso, S é justamente o conjunto dois pontos de X nos quais a restrigao de
f auma vizinhanga do ponto nunca é injetora.

O préximo lema diz que a restri¢do de f a X\S é uma aplicacdo bem comportada. De fato,
costuma-se dizer que f é um recobrimento ramificado.

Proposi¢do 1.3.8. Seja f : X — Y uma aplicagdo holomorfa ndo-constante entre superficies de Riemann
compactas e seja S C X definida como acima. Entdo, f == fly\g :+ X\S — Y\f(S) é um mapa de
recobrimento préprio. Em particular, é um recobrimento de grau finito.

Demonstragdo: Comecamos mostrando que f é um homeomorfismo local. Isto segue essenci-
almente da proposigdo anterior, j4 que em uma vizinhanga de cada ponto f é (em coordenadas
locais adequadas) a funcdo identidade e portanto, f é injetora. Como f também é aberta, temos
um homeomorfismo com a imagem.

Entdo, f é um homeomorfismo local que ainda ¢ um mapa préprio. Segue do Teorema 4.22
do [For81] que f é um mapa de recobrimento préprio. Dai, para y € Y\f(S) a fibra é um
compacto discreto de X e logo finito. Assim, f~! consiste de d pontos. Como Y\ f(S) é conexo
por caminhos, toda fibra de f é finita com d pontos. O

Assim, todas as fibras de f sobre valores que ndo sdo criticos tem o mesmo ntimero de pontos.
Para tratarmos os valores criticos, precisamos levar em conta o indice de ramificagdo. A seguinte
proposicdo nos permite unificar as duas situagdes de uma vez.

Proposicao 1.3.9. Seja f : X — Y uma aplicagio holomorfa nido-constante entre superficies de Riemann
compactas. Entdo, a quantidade
n= Y es(x)

flx)=y

independe do pontoy € Y e dizemos que n é o grau de f.

Demonstragio. Seja n o grau do recobrimento f : X\S — Y\ f(S). Entdo, sabemos que ¥ ¢()—, =
nsey & f(S). Agora, suponha que y € f(S) eseja f~1(y) = {p1,..., p}. Se fazemos vs(p;) =
mj, entdo segue da defini¢do que existem vizinhangas U; de p;j e V; de y tais que f~!(y) N U; tem
m; pontos com U;’s disjuntos dois a dois.

Como f é um mapa fechado, F = f(X\(U; U - -- U Uy)) também é fechado. Assim, V = Y\ F
¢ uma vizinhanga de y com f~1(V) C Uy U--- U Uy. Assim, pode-se tomar V C ViN---NV;
vizinhanga de y tal que f~}(V) C Uj U - - U Uy. Mas, sey’ € V é diferente de y, entdo f~!(y) =
fYy") eafibra f~(y') consiste de n pontos. Isto implica que

k k
n=#f"1y) = X;#(f‘l(y’) nu;) = Z;m]
— j=

]

Uma aplicagdo interessante é
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Proposigao 1.3.10 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinémio de grau n, n > 1 com coefi-
cientes complexos possui n zeros contando multiplicidades.

Demonstragido. Todo polindmio nos d4 uma funcdo holomorfa P : € — C. E mais, fazendo
P(c0) = o, ela pode ser estendida a uma aplicagio holomorfa CIP' — CIP! que também denota-
mos por P. Pode-se verificar que ep(c0) = 1 e logo, P tem grau n. Assim, se Z C C é o conjunto
dos zeros de P, temos )7 ep(x) = n. O resultado segue pois se x é zero de P, ep(x) serd igual
a multiplicidade da raiz x em P. O

1.4 Teorema de Riemann-Roch

Vimos na segdo anterior que em uma superficie de Riemann compacta, existem func¢des me-
romorfas ndo-constantes. Agora, estamos interessados em saber se existem e quantas fung¢des
meromorfas satisfazem certas condi¢des sobre zeros e polos. Por exemplo, se p,q € X sdo pon-
tos distintos, uma possivel pergunta é saber se existem fun¢des meromorfas que tem um zero
em p de ordem pelo menos 2 e um polo em g de ordem no maximo 3.

Para expressar este tipo de condigdo, usamos os chamados divisores.

Defini¢do 1.4.1. Seja X uma superficie de Riemann compacta. O grupo dos divores de X, deno-
tado por Div(X), é o grupo abeliano livre gerado pelos pontos de X. Ou seja, os elementos D de
x sd0 combinagdes Z-linares de pontos

D= Zax-x, ay € Z

xeX
tais que finitos a, sdo diferentes de zero.

O grau de um divisor D é definido como a soma de seus coeficientes a,. Entdo, obtemos um
homomorfismo deg : Div(X) — Z e temos o subgrupo Div’(X) dos divisores de grau 0.
A partir da ordem de anulamento, podemos associar divisores a fun¢des meromorfas.

Defini¢do 1.4.2. Seja X uma superficie de Riemann compacta e f € M(X)\{0}. Definimos o
divisor associado a f como

div(f) = ¥ oi(f) - x.

xeX

Um divisor é dito principal se ele é da forma div(f). Se D e D’ sdo divisores, eles sdo ditos
linearmente equivalentes se D — D’ é principal. Denotamos isto por D ~ D’. E simples verificar
que os divisores principais formam um subgrupo de Div(X). O grupo quociente Pic(X) é o
chamado grupo de classes de divisores ou grupo de Picard de X.

Uma propriedade que os divisores principais satisfazem é que

Proposigao 1.4.3. Todo divisor principal tem grau zero.

Demonstragio. Seja f # 0 uma fun¢do meromorfa sejam Z e P os conjuntos de zeros e polos de
f, respectivamente. Entdo, temos

div(f) = va(f)-x—i— va(f) - X.

xXeZ xeP

Mas, se f : X — CIP! é a aplicacio meromorfa associada a f, pode-se mostrar que

ex(f):{vx(f) sex € Z

—0y(f) sexeP
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Dai, segue do Teorema 1.3.9 que

deg(div(f)) = (Z vx(f)> + (va(f)> = ex(f) | - ex(f) | =0.
x€Z xeP fx)=0 fx) =0

SeD =Y cxax-x,D' =Y cxbyx € Div(X), dizemos que D > D' se a, > b, para todo
x € X. E por meio desta relacdo de ordem parcial que podemos expressar condicdes sobre zeros
e polos de fungdes meromorfas. Uma discussdo mais detalhada estda na Observagdo 2.4.2.

De maneira andloga, podemos associar divisores a formas diferenciais meromorfas.

Definigdo 1.4.4. Seja X uma superficie de Riemann compacta e w € Qx(X) uma forma diferen-
cial meromorfa em X. O divisor associado a w é definido por

div(w) = ) vx(w) - x.

xeX

Assim, se f # 0 é uma fun¢do meromorfa ndo-constante, temos div(fw) = div(f) + div(w).
Assim, se wy, wy € (X)) sdo diferentes de zero, entdo existe f # 0 meromorfa tal que wy = fwy.
Dai, div(w;) ~ div(wy) e temos a seguinte definigao.

Definicao 1.4.5. A classe candnica de uma superficie de Riemann compacta, denotada por Kx
é a classe de um divisor associado a uma forma diferencial meromorfa w ndo-nula. Um divisor
candnica é um divisor D com [D]| = Kx € Pic(X).

Agora vamos definir para cada divisor, feixes de fung¢des e formas diferenciais meromorfas
sobre X.

Defini¢do 1.4.6. Sejam X uma superficie de Riemann compacta e D € Div(X). Definimos os
feixes Op e QO como

Op(U) ={0}U{f:U — C: f # 0 meromorfa com div(f) > —D}

Op(U) = {w € Ox(U): div(f) > —D}.

Esclarecemos que nas desigualdades div(f)(resp. div(w)) > —D, D € Div(X), queremos dizer
que ex(f)(resp. ex(w)) é maior ou igual a —a, para todo x € U.

Para D = 0, a defini¢do acima nos da os feixes Ox e Q)x respectivamente. Se D, D" € Div(X)
sdo linearmente equivalentes, os feixes Op e Op sdo isomorfos. De fato, se ¢ # 0 meromorfa é
tal que div(¢) = D — D’, entdo temos um isomorfismo « : Op — Op dado por

oy OD(U) — OD/(U)
frfo.

De maneira andloga, temos um isomorfismo entre O De 9} D-
Se w € Ox(X)\{0} e K = div(w), entdo para todo D € Div(X) temos um isomorfismo
B : Opix — Qp dado por

Bu : Opk(U) = Op(U)
f— fw.

Em particular, temos Ok = Q). Para a préxima proposigdo, definimos o seguinte feixe.
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Definigado 1.4.7. Seja X uma superficie de Riemann compacta. Para P € X, definimos o feixe
arranha-céu, denotado por Cp, por

C sePclU

o) = {o seP ¢ U

e 0s mapas de restri¢ao sdo o mapa trivial ou a identidade. E simples verificar que (Cp)y = 0 a
menos que x = P e neste caso temos (Cp)p = C.

Ele tem cohomologia trivial no seguinte sentido

Proposigdo 1.4.8. Se X é uma superficie de Riemann compacta, temos H*(X,Cp) = Ce H'(X,Cp) =0
para todo P € X.

Demonstragdo. Ver Secao 16.7 de [For81]. O
A proposicdo abaixo serd importante para a demonstragdo do Riemann-Roch

Proposigdo 1.4.9. Para X superficie de Riemann compacta, D € Div(X) e P € X, temos a sequéncia
exata de feixes

0——Op *>(’)D+pL>Cp*>O
no qual o primeiro mapa é o mapa de inclusido Op(U) C Op,p(U).
Demonstragao: Primeiro, vamos descrever o mapa . Para U C X aberto:
* Se P ¢ U, tome By 0 mapa trivial.

e SePeU,ef e Op;ip(U), fixamos uma coordenada local z em volta de P tal que z(P) = 0.
Entdo em torno de P, f admite uma série de Laurent da forma

n=—k—1

onde k = np é o coeficiente de P em D. Assim, fazemos B(f) = c¢_x_1. Assim, B(U) serd
um homomorfismo de grupos abelianos.

Pode-se verificar que B é um homomorfismo Op,p — Cp. E finalmente, a sequéncia serd exata
pelas seguintes observagdes

¢ Todo mapa de inclusdo é injetor nos talos. E mais, para x ¢ P temos um isomorfismo

(Op)x = (Op+p)x-

* Se f € (Opyp)p étal que B(f) = 0, entdo a ordem de anulamento de f em P é no minimo
—k. Logo, f estd em (Op)p. A reciproca é claramente verdadeira.

* Paratodoa € C, existe f € (Op4p)p com B(f) = a. Isto é claro se existe f com B(f) # 0.
Se néo for o caso, temos (Op)p = (Op+p)p € temos Bp = 0.

O
E finalmente, enunciamos o importantissimo

Teorema 1.4.10 (Riemann-Roch). Seja X uma superficie de Riemann compacta. Entdo, para todo D €
Div(X), os grupos de cohomologia H°(X, Op) e H(X, Op) tém dimensio finita sobre C. Além disso,
vale a sequinte formula

dim H(X, Op) — dim H'(X,Op) = 1 — gx + deg D.
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Demonstragdo: Antes de comegar, destacamos que como os feixes mencionados sdo também
feixes de C-espacos vetoriais, os grupos cohomologia tém uma estrutura de C-espago vetorial.
Dividimos a demonstragdo em duas partes:

* Primeiro, notamos que o teorema é valido para D = 0. Isto segue da Proposi¢do 1.1.10 e do
Corolério 1.3.3.

* Depois, fixamos P € X. Vamos mostrar que o teorema vale para D se e somente se vale
para D + P. A partir da Proposicdo 1.4.9, temos a sequéncia exata longa

0 —— HY(X,Op) —— H*(X, Op4p) L H°(X,Cp) .

...~ HY(X,0p) —— HY(Op4p) — H'(X,Cp)

Como H'(X,Cp) = 0, temos a sequéncia acima se quebra em duas

0 —— HY(X,Op) — H(X, Op,p) X L im Bx ——0

HO(X,C 5
0 pad HY(X,Op) — H(Op4p) —0
HO(X,Cp)

imﬁx
e H'(X,Op) tém dimensao finita se e somente se H(X,Op.p) e H(X,Op.p) tém di-
mensao finita. Neste caso, a partir das identidades

Como H°(X,Cp) = C, temos que im Bx e tém dimensao finita. Logo, H(X, Op)

dim H' (X, Op,p) = dim H*(X, Op) + dimim Bx
dim H'(X, Op) = (1 — dimim Bx) + dim H'(Opp)
obtemos dim H%(X, Op) — dim H'(X, Op) +1 = dim H*(X, Op,p) — dim H'(X, Op.p) e
concluimos que a férmula vale para D se e somente se para D + P.

Assim, o teorema estd demonstrado pois a partir de 0 chegamos a qualquer divisor D so-
mando ou subtraindo uma quantidade finita de pontos. O

Algumas consequéncias diretas deste teorema sdo

Corolario 1.4.11. Se D € Div(X) é tal que deg D < 0, temos H*(X,Op) = 0 e dim HY (X, Op) =
1—gx+degD.

Demonstragdo. Primeiro, provamos que H%(X, Op) = 0. Isto segue a partir da contradigdo que se
obtém ao tomar o grau da desigualdade div(f) > —D para uma suposta f # 0 em H°(X, Op).
Assim, a férmula para dim H' (X, Op) segue do Teorema de Riemann-Roch. O

Corolario 1.4.12. Se X é uma superficie de Riemann compacta, entdo existe uma aplicagcdo holomorfa
nio-constante X — CIP* com grau no maximo gx + 1.

Demonstragido. Tomamos o divisor D = (gx + 1) - P com P € X qualquer. Entdo, segue do
Teorema de Riemann-Roch que

dim H*(X,0p) >1—gx+degD=1—gx+ (gx +1) =2.

Ou seja, existe f # 0 meromorfa ndo-constante que é holomorfa fora de P e que P é um polo de
ordem no maximo gx + 1. Assim, a aplicagdo induzida f : X — CP! é ndo-constante e tem grau
no maximo gx + 1. O
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Corolério 1.4.13. Toda superficie de Riemann de género zero é isomorfa a CPL.

Demonstragio. Pelo corolério anterior, existe ¢ : X — CIP! holomorfa ndo-constante de grau no
maximo 1. Entdo, ¢ tem grau exatamente um. Isto mostra que ¢ ndo se ramifica e é um recobri-
mento de grau 1. Em particular ¢ é uma bijegdo e serd um isomorfismo pois em cada ponto de X,
e tomando cartas como na Proposi¢do 1.1.13, f é a funcdo z — z que é um biholomorfismo. [

Entdo, o coroldrio acima nos diz que existe (a menos de isomorfismo) apenas uma superficie
de Riemann de género zero. Registramos abaixo o seguinte fato que foi demonstrado acima.

Proposicao 1.4.14. Seja F : X — Y uma aplicagio holomorfa nido-constante entre superficies de Riemann
compactas. Se F tem grau um, entdo F é um isomorfismo.

Uma maneira alternativa de enunciar a férmula do teorema de Riemann-Roch é por meio da
dualidade de Serre. Vamos ser bem breves aqui e apenas enunciaremos o resultado.

Teorema 1.4.15 (Dualidade de Serre). Seja X uma supeficie de Riemann compacta. Entdo para todo
D € Div(X), existe um pareamento C-bilinear perfeito

(-,)p : H'(X,Q_p) x H'(X,Op) — C.
Em particular, temos um isomorfismo H°(X,Q_p) = H' (X, Op)*.

Demonstragdo. Este é o resultado da Segdo 17.9 do [For81]. Para ver a demonstragdo completa,
veja os resultados da Secdo 17. O

Obtemos imediatamente que HO(X, Qx) tem dimensdo g¢x. Costuma-se chamar esta di-
mensdo de género (geométrico) de X. Entdo, a dualidade de Serre nos diz que os géneros
aritmético e geométrico coincidem.

Observagao 1.4.16. De um ponto de vista topoldgico, uma superficie de Riemann compacta X é
uma superficie orientada e fechada. Entdo, pelo teorema da classificagdo das superficies, segue
que X é homeomorfa a um g-toro, i.e., uma soma conexa de g toros. Assim, pode-se dizer que X
tem ¢ buracos e dizemos que g é o género (topolégico) de X, que vamos denoté-lo por gx.

Esta quantidade esta presente na cohomologia singular de X pois temos H!(X,Z) = Z%x.
Logo, conclui-se que by := dim¢ H};(X) = 2gx. Vamos dar uma ideia de como provar que
gx = §Xx-

Primeiro, usamos que X é projetivo, ou seja, existe um mergulho holomorfo X — CIP” para
algum 7 (o resultado-chave para mostrar isto é o Teorema 17.22 de [For81]). Logo, X satisfaz a
chamada decomposicio de Hodge (ver Corolario 3.2.12 de [Huy04]):

Hir(X) = HY(X) & H*'(X)

onde os grupos H'?(X) e H*!(X) sdo grupos de cohomologia de certos complexos de cocadeias
(os chamados grupos de cohomologia de Dolbeault). Por exemplo:

HYW(X) = ker(d: Q& (X) — Qg1 (X)) = H(X, Qx).

Mas, os grupos H?(X) e H*!(X) tém a mesma dimensao sobre C (veja o Coroldrio j& mencio-
nado). Portanto, tomando dimensdes, obtemos 2gx = 2¢x e concluimos o que queriamos.

A partir da dualidade de Serre, temos uma férmula alternativa do Teorema de Riemann-
Roch. E desta maneira que serd enunciada a versdo para curvas algébricas. No enunciado, (D)
denota a dimensio de H’(X, Op) para D € Div(X).
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Proposicdo 1.4.17. Seja X uma superficie de Riemann compacta. Entdo, para D € Div(X) vale a seginte
formula
I(D)—I(K—D)=1-gx+degD,

onde K é um divisor candnico de X.

Demonstra¢dao: Sabemos que temos um isomorfismo Ox_p = Q)_p. Entdo, junto com a duali-
dade de Serre obtemos

(D) — (K — D) = dim H*(X, Op) — dim H*(X, Ox_p)
= dim H%(X, Op) — dim HY(X,Q_p)
= dim H°(X, Op) — dim H'(X, Op)
e o resultado segue do Teorema de Riemann-Roch. O
Corolario 1.4.18. Em uma superficie de Riemann compacta X, todo divisor candnico tem grau 2gx — 2.
Demonstracido. Tomando D = K na férmula acima obtemos
degK = gx — 1+ 1(K) —1(0)
= gx — 1+dim H'(X, Ox) — H*(X, Ox)
= gy — 1 +dim H (X, Qx) — dim H°(X, Ox)
=2gy — 2.
O

Coroldério 1.4.19. Seja X uma superficie de Riemann compacta. Se D € Div(X) é tal que degD >
2gx — 2, entdo H'(X, Op) = 0.

* o

Demonstragido. De fato, se K é um divisor candnico, temos pela dualidade de Serre H! (X, Op)* =
H°(X,0_p). Como Q_p = Ok_p, temos também H?(X,Q_p) = H°(X, Ox_p). Pelo corolério
anterior, temos deg(K — D) < 0 e o resultado segue do Coroldrio 1.4.11. O

Além do grau de uma aplicagdo holomorfa, definimos o seguinte.

Defini¢do 1.4.20. Sejam X, Y supeficies de Riemann compactas e f : X — Y aplicacdo holomorfa
ndo-constante. Definimos a ramificagdo total de f, denotado por by como a soma

by =) (ex(f) = 1).

xeX

Esta soma estd bem-definida pois sabemos que o conjunto S = {x € X: ex(f) > 0} é finito.
Assim, f é ndo-ramificada se e somente se b r = 0. Assim, concluimos o capitulo enunciando o

Teorema 1.4.21 (Riemann-Hurwitz). Seja f : X — Y uma aplicagio holomorfa nido-constante entre
superficies de Riemann compactas. Temos a seguinte férmula

Xx =n-xy—bs
onde xx =2 —2gx, Xy = 2 — 28y sio as caracteristicas de Euler de X e Y, respectivamente.'

Demonstragdo. Ver o teorema da Se¢ao 17.14 de [For81]. O

IPela Observacéo 1.4.16, estas quantidades sao de fato, as caracteristicas de Euler no sentido topolégico.
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Capitulo 2

Curvas Algébricas

Neste capitulo, faremos um estudo introdutério de curvas algébricas. Os resultados aqui obti-
dos serdo utilizados quando estudarmos a descrigdo algébrica de curvas elipticas. Vérias das
defini¢des e conceitos apresentados sdo motivados pela teoria de superficies de Riemann. As-
sim como no capitulo anterior, alguns dos resultados serdo apenas enunciados mas citamos re-
feréncias para o leitor interessado.

2.1 Defini¢cdes Preliminares

Comegamos revisando o conceito cldssico de variedade algébrica afim. A partir desta segdo,
faremos a seguinte convengao.

k denota um corpo que serd algebricamente fechado!

Definigao 2.1.1. O espaco afim n-dimensional sobre k, denotado por A}l ou A" (caso o corpo k
esteja implicito), consiste no conjunto das n-uplas (a1, .. .,a,), onde cada a; esta em k.

Defini¢do 2.1.2. Um conjunto algébrico afim é um subconjunto de um espaco afim A" dado por
uma colegdo S de polindmios em k[X7, ..., X,]. Tal conjunto serd denotado por V(S).

Exemplo 2.1.3. Se f € k[Xj,..., X, é ndo-constante, entdo X = V(f) é um conjunto algébrico
afim. Se n = 1, entdo X é um conjunto finito de pontos. Porém, se n > 2, usando o fato de que k
é infinito, pode-se mostrar que X é um conjunto infinito.

Se I é o ideal gerado pelo conjunto S, entdo temos V(S) = V(I). Assim, podemos supor que
S é um ideal. E mais, como o anel de polindmios k[Xj, . .., X;,] € um anel noetheriano, o conjunto
algébrico V(I) pode ser definido por uma quantidade finita de polindmios.

Observacgao 2.1.4. O conjunto A", ao contrdrio de k", ndo terd uma estrutura de k-espaco vetorial,
apesar de ter os mesmos elementos. Assim, ndo temos uma definigdo precisa de dimensio neste
contexto. Mas veremos adiante uma maneira de atribuir uma dimensdo a um dado conjunto
algébrico afim. Com esta defini¢do, A" terd, de fato, dimensao n.

Neste capitulo iremos estudar estes objetos, s6 que de um ponto de vista geométrico. E como
todo espago que merece o nome de geométrico, precisamos definir uma certa topologia sobre ele.
Para isso, basta definir para os espagos afins A".

Proposicao 2.1.5. Os conjuntos algébricos afins, formam os fechados de uma topologia em A", chamada
de topologia de Zariski.

25



2.1. DEFINICOES PRELIMINARES CAPITULO 2. CURVAS ALGEBRICAS

Demonstragdo: Basta mostrar que os conjuntos da forma V(I), com I ideal satisfazem as propri-
edades dos fechados. Por exemplo, se (I;), é uma familia de ideais, entdo se verifica facilmente
que

OV(LX) =V (; 1a> :
0

Assim, para cada conjunto algébrico afim, atribuimos a topologia de subespago induzida
pelo espaco afim ambiente.

Exemplo 2.1.6. Considere o conjunto algébrico afim X = V(Y — X2) C A? que pode ser inter-
pretado como uma “pardbola”. Entdo, como o ponto (—1,1) € X é um fechado de A?, segue
que U = X\{(—1,1)} é um aberto de X. Em geral, os abertos de um conjunto algébrico afim
costumam ser muito grandes. Isto abre possibilidade para os chamados espacos irredutiveis como
serd visto adiante.

No contexto de superficies de Riemann, além dos espagos, estudamos fung¢des cujo dominio
é (um aberto do) espago. Neste caso, as nossas funcdes serdo definidas por polindmios

Definig¢do 2.1.7. Seja X = V(I) C A" um conjunto algébrico afim. Uma funcao regular (global)
sobre X é uma funcdo f : X — k que coincide com uma fung¢do polindmial. Ou seja, existe
p € k[Xy,...,X,] tal que f(ay,...,a,) = p(x1,...,%,) para todo (a3, ...,a,) € X. Denotamos o
conjunto de tais fung¢des por k[X].

Notamos que este polindmio nem sempre é unicamente determinado. Considere por exem-
plo, a pardbola X = V(Y — X?). Entéo, os polindmios Y e X? definem a mesma funcdo regular
f : X — k. Assim, a partir do mapa natural

k[Xl, .. -/Xk] - k[X]
obtemos o seguinte resultado.

Proposicdo 2.1.8. Dado um conjunto algébrico afim X C A", temos o seguinte isomorfismo de k-
dlgebras.
k[X1,..., X

I(x) -

onde 1(X) é o ideal dos polindmios que se anulam identicamente em X, também chamado ideal de X.

k[X] =

Dizemos que k[X] é o anel das coordenadas de X. O nome se deve ao fato de que ele é gerado
como k-dlgebra pelas fun¢des coordenadas x, ..., x,. A seguinte proposi¢do nos diz que o anel
de coordenadas k[X] é reduzido.

Proposigdo 2.1.9. Se f € k[X] é tal que existe n > 1 tal que f" = 0, entdo f = 0.

Demonstragio: Isto segue simplesmente do fato de que como k ndo possui divisores de zero,
f(x)" = 0se e somente se f(x) = 0. O

Isto implica que o ideal I(X) é sempre um ideal radical. Além disso, é facil verificar que
V(I(X)) = X. Assim, X = V(I) = V(I(X)), o que mostra que podemos ter dois ideais que
definem um mesmo conjunto algébrico. Porém, quando k é algebricamente fechado, uma das
consequéncias do Nullstellensatz (ver Teorema 9.3.4 de [BT15]) é que existe um tnico ideal I tal
que [ é radical e V(I) = X, que sera precisamente I(X).

Observagao 2.1.10. Se o corpo base k ndo fosse algebricamente fechado, entao tal resultado nao
seria verdadeiro. Por exemplo, para k = Q, os ideais radicais (de fato, primos) (x> +y> + 1) e
(x* + y* 4 1) geram o conjunto vazio como conjunto algébrico.
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De agora em diante, vamos assumir que o ideal I(X) é primo. Faremos isso por dois motivos:
um é que o anel de coordenadas k[X] serd um dominio de integridade, no qual podemos tomar o
corpo de fragdes e também por conta de X consistir apenas de um “pedago” como diz a seguinte

Proposigdo 2.1.11. Seja X C A" um conjunto algébrico afim. Entdo 1(X) é primo se e somente se X
é irredutivel, ou seja, ndo pode ser escrito como X = X1 U Xp, onde X1 e X; sdo conjuntos algébricos
propriamente contidos em X.

Demonstragdo: Ver Proposi¢do 2.3.18 de [BT15]. O

Em um conjunto algébrico afim irredutivel X, todo aberto é denso. De fato, se U, V C X sdo
abertos ndo-vazios, entdo ndo podemos ter (X\U) U (X\V) = X. Dai, tomando complementares,
concluimos que U NV # @. Assim, os abertos de um conjunto algébrico afim, que sabemos que
sdo grandes, tém a possibilidade de serem densos.

Exemplo 2.1.12. Seja X = V(XY) C A? o conjunto algébrico formado pelos eixos. Entdo, X nio
é irredutivel, pois temos os fechados proprios V(X) e V(Y) cuja unido é todo o X. Isto também
é visto no anel de coordenadas, pois como I(X) = (XY), segue do Teorema Chinés dos Restos
(ver Teorema 1.5.1 do [BT15]) que

Nk[X,Y]_k[X,Y] k[X,Y]
=5y T W)

I

k[X] x K[X]

que ndo é dominio.
Com isso, introduzimos mais uma defini¢ao

Defini¢ao 2.1.13. Uma variedade algébrica afim é um conjunto algébrico afim X C A" irre-
dutivel, ou equivalentemente, tal que I(X) é um ideal primo.

Além do anel de coordenadas k[X], em uma variedade algébrica afim temos o seu corpo
de fungdes, que definimos como sendo o corpo de fra¢des de k[X]. Ele é denotado por k(X).
Podemos interpretd-los como fung¢des da seguinte forma: seja f um elemento ndo-nulo de k(X)
e seja xo um ponto de X. Se existem p,q € k[X] tais que f = g e q(xp) # 0, entdo dizemos f

p(xo)
q(xo)

é regular em x( e definimos f(xp) como sendo . Isto independe da fracdo escolhida, desde

que o denominador ndo se anule em xj.

Exemplo 2.1.14. Como k[X] C k(X), toda fungdo polinomial X — k esta no corpo de fungdes e é
regular em todo ponto de X.

Exemplo 2.1.15. Sobre a reta afim V = A!, temos k(V) = k(X), o corpo das fungdes racionais
em uma varidvel X, e temos os seguintes exemplos:

¢ O elemento 4 nos d4 uma fungao regular sobre o aberto A\{0}.

¢ O elemento e 1 nos dd uma funcdo regular sobre o aberto A'\{1,2}.

1)(X=2)
Observagio 2.1.16. Assim, podemos ver cada f € k(X) como uma fun¢do U — k, onde U é um
aberto de X. Nem sempre a fungéo f é regular em todo o X. Além disso, se f € k(X) é regular
em todos os pontos de um aberto U de X, isto ndo significa que temos uma fracdo “global” de
modo que f = g com g(xp) # 0 para todo xp € U como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.17. Seja X = V(XY — ZW) C A* e considere o elemento fy = . Entdo fp = £ e
segue que fp define uma fungdo regular sobre o aberto U = X\V(Y, W) mas que admite duas
representagoes.
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Para definir a dimensdo de uma variedade algébrica afim, utilizamos o conceito de grau de
transcendéncia de uma extensdo de corpos K/k.

Definicdo 2.1.18. Seja X uma variedade algébrica afim. Entdo, a dimensdo de X, denotada por
dim X, é definida como o grau de transcendéncia da extensao k(X)/k.

Observagdo 2.1.19. Existe uma definicdo mais geral de dimensdo para espagos topolédgicos. Ela
é definida como o tamanho maximo de uma cadeia de fechados irredutiveis:

dimX :=sup{n >0:3Xy C X; C --- € X, € X com X; fechado irredutivel}.

Também temos o conceito de dimensdo para anéis (comutativos), a chamada dimensao de Krull.
Ela é dada por

dimR :==sup{n >0:3po T p1 C - - C pp € R com p; ideal primo}.

No caso de X ser uma conjunto algébrico afim, pelo Nullstellenstaz e pela Proposigdo 2.1.11,
concluimos que dim X = dimk[X]. E mais, caso X seja uma variedade afim, segue do Teorema
9.2.1 de [BT15] que dim k[X] é o grau de transcendéncia de Frac k[X] = k(X) sobre k.

Exemplo 2.1.20. Se X = A", temos k(X) = k(X,..., X,) e segue que X tem dimenséao #.

Exemplo 2.1.21. Pode-se mostrar que X C A" é uma variedade afim de dimensdo n — 1 se e
somente se X = V(f) para f irredutivel e ndo-constante. Para mais detalhes, veja a Proposicdo
1.1.13 do [Har77].

A seguir, definimos o conceito de ponto singular. Intuitivamente, é esperado que um ponto
seja suave se seu espaco tangente tem a mesma dimensdo da variedade. Assim, o ponto (0,0)
da variedade afim C : y> = x + x? ndo seria suave, pois ele possui duas retas tangentes, a saber
y=xey= —x.

Primeiro, definimos o anel local de um ponto.

Definicao 2.1.22. Seja X C A" uma variedade afim. Entdo, o anel local de X em x, denotado
por Ox » é definido como

Oxx ={f € k(X): f éregular em x}.

Pode-se mostrar que Oy é a localizagdo de k[X] em relagdo ao ideal maximal m, das fungdes
que se anulam em x e também que dim Ox, = dim X (veja o Teorema 3.2.c do Capitulo I de
[Har77]). Assim, Ox . é de fato um anel local, cujo corpo de fragoes é k(X).

Definic¢ao 2.1.23. O espaco tangente a x de uma variedade afim X C A" é definido como o dual
do k-espaco vetorial m,/ mJZC. Ele é denotado por T, X.

Assim, x é dito nado-singular ou liso se dimy T,y X = dim X. Isto é o mesmo que dizer que
Ox  é um anel local regular’.

Exemplo 2.1.24. Considere as seguintes variedades afins
X=V(Y*-X*-X) e Y=V(Y*-X’-X?

Pelo Exemplo 2.1.21, ambas tém dimensdo um. Seja P = (0,0). Dai, temos que para X e Y, o
ideal maximal mp é gerado por X e Y. Assim, m3 é gerado por X2, XY e Y. No caso do X, temos
X =Y?*-X3=0 (mod m3), o que implica que mp/m3 = (Y). Portanto, P é um ponto liso de
X. Porém, no caso de Y, sua equagdo ndo nos dd uma relagdo entre X e Y modulo m%. Assim,
mp/m3 é gerado por X e Y e segue que dim TpY = 2. Neste caso, P é um ponto singular de Y.

IDizemos que um anel local (A, m, k) é regular se dim A = dimj m/m?.
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Existe uma outra caracterizagdo, mais concreta, dos pontos nao-singulares. Ela é motivada
pelo critério jacobiano utilizado para decidir se um ponto de um conjunto de zeros de fung¢des
suaves é regular.

Proposicdo 2.1.25. Sejam X C A" uma variedade afim, x um ponto de X e fi,..., fn geradores de
I(X). Entdo, x é ndo-singular se e somente se a "matriz jacobiana”

0x; 1<i<m
1<j<n

tem posto n — dim X.
Demonstra¢dao: Ver Teorema 5.1 do Capitulo I de [Har77]. O

Exemplo 2.1.26. Seja X = V(f) C A", onde f € k[Xj,...,X,] é um polindmio irredutivel
ndo-constante. Entdo, pelo Exemplo 2.1.21, X tem dimensdo n — 1. Dai, para P € X, segue da
proposicdo acima que P é um ponto liso se e somente se o seu “vetor gradiente”

() L) o P

é ndo-nulo. Podemos aplicar isto as variedades do Exemplo 2.1.24 para concluir novamente
que P = (0,0) é um ponto liso de X = V(Y? — X3 — X) e P é um ponto singular de Y =
V(Y2 - X3 - X2).

2.2 Variedades Projetivas

Agora, introduzimos outra classe de espago ambiente para as variedades algébricas

Definigdo 2.2.1. O espago projetivo n-dimensional sobre k, denotado por P} ou IP”, consiste no
conjunto das (n + 1)-uplas (ay,...,a,) com a; € k, diferentes de (0,...,0), onde identificamos
duas delas quando elas sdo multiplas uma da outra por um elemento ndo-nulo de k. Assim,

Py = (K"N\{0})/ ~,

ondea ~b <= a = Ab, A € k*. A classe de equivaléncia de (ao,...,a,) é denotada por
(ag s -+t ay).

Se queremos definir subconjuntos de IP¥ dados por zeros de polindmios, vamos considerar
apenas polindmios homogéneos.

Defini¢ao 2.2.2. Um conjunto algébrico projetivo é um subconjunto de um espago projetivo
P" dado por uma cole¢do S de polindmios homogéneos em k[Xy, ..., X,]. Tal conjunto sera
denotado por Z(S).

Pode-se mostrar de maneira similar ao caso afim que os conjuntos algébricos projetivos de
P" formam os fechados de uma topologia, também chamada topologia de Zariski. Assim, cada
conjunto algébrico projetivo possui a topologia de subespaco de IP".

Se I é o ideal gerado por S, entdo I é o que é chamado de ideal homogéneo. Além disso, se
definirmos para | ideal homogéneo

znh= Nz,

f€] homogéneo

entdo temos Z(S) = Z(I) e logo, podemos assumir que S é um ideal homogéneo. E novamente,
usando o fato de que k[Xy, ..., X,| é noetheriano, temos que Z(]) pode ser definido por uma
quantidade finita de polindmios homogéneos.
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Definimos o ideal de X, denotado por I(X), como sendo o ideal homogéneo gerado pelos
polindmios homogéneos f € k[Xy, ..., X,] tais que f se anula identicamente em X. Ele é um
ideal radical de I(X) com X = Z(I(X)). Logo, todo conjunto algébrico projetivo é definido por
um ideal radical.

Imitando a Proposigao 2.1.8, definimos o anel de coordenadas de X como sendo a seguinte
k-algebra
k[Xo, ..., Xu]

I[(X)

Ao contrério do caso afim, esta dlgebra ndo possui uma interpretacdo como fungdes X — k.

K[X] =

Observagdo 2.2.3. Destacamos que o espaco projetivo IP” pode ser visto como a colagem de n +1
espagos afins. De fato, para cada 0 < i < 1, temos a seguinte bijegdo

(pi:An — U
(ag,...,a0) — (ay:---:a;1:1:a;:---:ay)
onde U; = {(ag: -+ :a,) € P":a; # 0} e temos P" = Uy U - - - U U,. Isto acaba passando para

os conjuntos algébricos projetivos, de modo que podemos pensar que o conjunto X = Z(I), para
I ideal homogéneo, é uma colagem de 7 + 1 conjuntos algébricos afins.
Por exemplo, seja X = Z(zy — x2) C IP2. Entdo, temos bijecdes

@o:V(zy—1) = XNUy, ¢1:V(z—x*) = XNUy, @2:V(y—x*) = XNU,.

E mais, como cada U; é um aberto de P?, podemos dizer que cada X N U; é um “aberto afim”
de X. Isto também ocorre em geral e é razodvel pensar em estender conceitos de variedades afins
para projetivas tomando “vizinhangas afins”.

Aqui temos uma defini¢do andloga de variedade afim

Definig¢do 2.2.4. Um conjunto algébrico X C IP" é dito uma variedade projetiva se ela é irre-
dutivel.

Existe um resultado andlogo a Proposicdo 2.1.11, ou seja, que X é irredutivel se e somente se
ideal homogéneo I(X) é primo (veja o Exercicio 2.4.b do [Har77]).

Exemplo 2.2.5. Vamos chamar de reta um conjunto algébrico X definido por uma equagado F = 0,
onde F € k[X, ..., X,] é ndo-constante e da forma apXo + - -+ + a,X,. Se p € k[Xo,..., Xu] se
anula em X, entdo por uma versdo projetiva do Nullstellensatz, temos que p esta no radical do
ideal (F). Como F é irredutivel, (F) é primo e portanto, radical. Logo, p € (F) e segue que
I(X) = (F). Assim, X é uma variedade projetiva.

Exemplo 2.2.6. Usando o mesmo raciocinio, se F € k[X, ..., X,| € um polindbmio homogéneo e
irredutivel, Z(F) é uma variedade projetiva chamada de hipersuperficie.

Seja X C A" uma variedade afim. Podemos injetd-lo em IP" por algum dos mapas ¢;. Por
conveniéncia, escolhemos o mapa ¢g. Definimos o fecho projetivo de X, denotado por X, como
sendo o conjunto algébrico X = Z(S), onde

§={fu: fe1(X)}
e pj € a homogenizagdo do polindmio p € k[Xj, ..., X,] em relagdo a uma nova varidvel Xj.
Observagao 2.2.7. Se tivéssemos escolhido outro ¢; precisariamos renumerar as varidveis como
(Xl, .. .,Xn) — (Xo, e rXi—1/Xi+1/- . .,Xn).

Dai, homogenizamos em relacdo a uma nova varidvel X;.
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A proposicdo abaixo diz algumas de suas propriedades.

Proposi¢do 2.2.8. Se X C A" é uma variedade afim, entdo X é uma variedade projetiva e é o fecho de
¢i(X) na topologia de Zariski. Além disso, se Y C P" é uma variedade projetiva e 0 < i < n é tal que
Y NU; # @, entdoY N U; é uma variedade afim com fecho projetivo Y.

Demonstra¢do: Para a primeira afirmacdo, isto segue do Exercicio 2.9 do [Har77]. Para a se-
gunda afirmagdo, basta provar que as bije¢des ¢; : A" — U; na Observacédo 2.2.3 sao homeomor-
fismos (para uma demonstragdo veja a Proposi¢do 2.2 do Capitulo I de [Har77]). Dai, o resultado
segue do fato que um aberto ndo-vazio de um irredutivel Y é irredutivel e denso em Y. ]

Costuma-se dizer, para X C P" variedade projetiva, que os pontos de X N {Xy = 0} sdo
chamados pontos no infinito de X.

Exemplo 2.2.9. No caso de conicas, isto ¢, variedades projetivas contidas em IP? definidas por po-
lindbmios homogeéneos de grau dois, os pontos no infinito podem ser interpretados como dire¢des
assintoticas:

e Para a pardbola afim V(Y — X?), o seu fecho projetivo é dado por V(YZ — X?) e tem como
unico ponto no infinito o ponto (0 : 1 : 0). Tal ponto corresponde ao vetor (0, 1) que nos da
a reta vertical X = 0.

* Para a hipérbole afim V(XY — 1), o seu fecho projetivo é dado por V(XY — Z2). Neste caso,
temos dois pontos no infinito, que sdo (0:1:0) e (1:0: 0). Tais pontos correspondem aos
vetores (0,1) e (1,0), quenos ddoasretasY — X =0eY + X = 0.

Para estender as defini¢des dadas na segdo anterior, somos guiados pela Observagdo 2.2.3 e
pela proposicdo acima.

Definic¢do 2.2.10. Seja X C IP” uma variedade projetiva. A dimensao de X, denotada por dim X,
é definida como sendo a dimensao de algum X N U;.

Defini¢do 2.2.11. O corpo de fungdes de uma variedade projetiva X C IP" é o corpo de fungdes
de algum X N U;. Ele serd denotado por k(X).

Defini¢ao 2.2.12. Seja X C IP" uma variedade projetiva e seja xop € X. Dizemos que xp é um
ponto liso de X se ele é ponto liso de X N U; para algum 0 <i < n.

Defini¢do 2.2.13. Seja X C IP" uma variedade projetiva e seja xo um ponto de X. O anel local de
X em x(, denotado por Ox ,,, é o anel local de X N U; em x para algum i.

Mais adiante, forneceremos outras descri¢des de alguns dos objetos definidos acima.

Observagao 2.2.14. Se k é um corpo perfeito, é possivel que uma variedade algébrica (afim ou
projetiva) X é tal que I(X) é gerado por polindmios com coeficientes em k. Neste caso, dize-
mos que X é definido sobre k e denotamos isto por X/k. No caso afim, temos outro anel de

coordenadas
K[X1, ..., X

(X) Nk[X1, .., Xn]

k[X] = 7

que serd um dominio, cujo corpo de fragdes denotamos por k(X).

Como k é perfeito, a extensdo infinita k/k é galoisiana, pois k coincide com o fecho separéavel,
com grupo de Galois Gi. Assim, para X/k, o grupo G; age em k[X] e k(X) e pode-se mostrar
que os conjuntos dos Gy-invariantes sdo identificados com k[X] e k(X), respectivamente. Estas
afirmagdes também se estendem para variedades projetivas pois sdo definidos a partir de varie-
dades afins.
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2.3 Curvas e seus Morfismos

Nesta se¢do, vamos focar em uma classe de variedades projetivas, que sdo as curvas. Desta vez,
k ird denotar um corpo perfeito®. Recordamos que uma variedade projetiva X C IP? é definida
sobre k se o ideal I(X) pode ser gerado por polindmios homogéneos com coeficientes em k.

Definicdo 2.3.1. Uma curva (projetiva) é uma variedade projetiva X C P} de dimensdo um.
Em um ponto liso de X, o anel local de X neste ponto é bem comportado no seguinte sentido.

Proposicdo 2.3.2. Sejam X uma curva e x € X um ponto liso. Entdo, Ox , é um anel de valorizagio
discreta.

Demonstragio: Segue das hip6teses do enunciado que Ox , é um anel local regular de dimensao
um. Dai, segue da Proposi¢do 9.2 de [AM18] que Ox , é um anel de valorizagao discreta. ]

Assim, para cada f € k(X) regular em xo, ou seja, um elemento de Ox ,, podemos atribuir
um “peso”, dado pela valorizagdo de Ox

vyt Oxx\{0} = Z>¢
frmax{j >1: f € m}.
Recordamos que por ser uma valorizagdo, ela satisfaz as seguintes propriedades:
* 0x(fg) = vx(f) + vx(g) para quaisquer f, g € Oxy.
« 0.(f +g) > min{oy(f),0s(g)} para quaisquer f,g € Ox1.

Aqui, fazemos v,(0) = oo e 00 > g para todo a € Z>(. Segue da segunda propriedade que

ox(f +g) = min{v, (), vx(g)} se va(f) # 0 (g). ]

Tal valorizagdo se estende naturalmente aos elementos ndo-nulos do corpo de fragdes k(X).
Um elemento t € Ox,\{0} é dito um uniformizador para X em x se vy(f) = 1. Ele pode ser
interpretado como o analogo da coordenada local z em uma superficie de Riemann. O uniformi-
zador satisfaz a seguinte propriedade

Proposicdo 2.3.3. Seja X/k uma curva, e seja t € k(X) um uniformizador em algum ponto liso x €
X (k). Entdo, k(X) é uma extensio finita e separdvel de k(t).

Demonstragdo: Ver Proposicao I1.1.4 de [Sil09]. O
A partir da valorizagdo em um ponto liso, temos a seguinte defini¢ao.

Defini¢do 2.3.4. Sejam X uma curva, x € X (k) um ponto liso e f € k(X). Dizemos que
e x é um zero de ordem d de f se v,(f) > d,comd > 1.
e x éum polo de ordem d de f se —d < v,(f) < 0comd > 1.

Assim, temos algo semelhante com superficies de Riemann, onde cada fun¢do meromorfa
f € M(X) possui uma “ordem de anulamento” em cada ponto de X, podendo ser negativa.

Exemplo 2.3.5. Considere a curva X = V(Y? — X* — X). Entdo, sabemos pelo Exemplo 2.1.24
que P = (0,0) é um ponto liso de X e que mp = (X,Y), com mp/m3 = (Y). A partir dessas
informagdes, obtemos os seguintes exemplos:

* AfungdoY € Ox p tem ordem de anulamento igual a 1, pois Y ¢ m%.

2Se o leitor desejar, k denota um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito.
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* A fungdo X € Oxp pertence a m3 pois X = Y? — X = 0 (mod m3) e temos vp(X) > 2.
Como X satisfaz X3 + X = Y? ao tomarmos a ordem de anulamento, segue que

20p(Y) = vp(Y?) = vp(X® + X) = min{vp(X>),vp(X)} = vp(X).
Assim, segue do item anterior que vp(X) = 2.
Também temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.3.6. Sejam X uma curva lisa e f € k(X) ndo-nulo. Entdo, f possui finitos zeros e polos
em X. E mais, se f nio possui polos, entdo f € k*.

Demonstragdo: O fato de que v,(f) é diferente de zero em finitos x € X pode ser visto ou na
pégina 149 do [Shal3] ou no Lema 1.6.5 do [Har77] no contexto de curvas abstratas.

Se f ndo possui polos em X, entdo ela é uma funcdo regular em todo o X. Assim, o resultado
segue ou do Teorema 1.3.4.a do [Har77] ou do Coroldrio 1.1 na Se¢ao 1.5.2 do [Shal3] onde f é
interpretado como um mapa X — PL. O

Agora, vamos tratar de morfismos entre curvas. Primeiro, definimos morfismos entre varie-
dades projetivas.

Defini¢do 2.3.7. Sejam X C P" e Y C IP™ variedades projetivas. Um mapa racional ¢ : X — Y é
dado por

¢(x) = (fo(x) s -+ f(x))

para certos fo, ..., fm € k(X), de modo que se os f;’s sdo regulares e nem todos se anulam em
algum x € X(k), temos ¢(x) € Y (k).

Pode ser o caso que troquemos cada f; por ¢f;, para um certo ¢ € k(X)*. Note que isto ndo
altera os valores de ¢. Se x € X(k) é tal que exista ¢ € k(X)* de modo que cada f; é regular em x
e nem todos os f;’s se anulam em x, dizemos que ¢ é regular ou bem definida em x. Um mapa
racional é dito um morfismo se ele é regular em todos os pontos de X (k).

Se X/keY/k, ¢ é dito definido sobre k se (a menos de uma multiplicagdo por um elemento

de k(X)) fo, -+, f € K(X).

Observacao 2.3.8. Uma maneira alternativa de descrever mapas racionais é por polindmios ho-
mogéneos. De fato, pelo Teorema 1.3.4.c do [Har77], temos o seguinte isomorfismo

k(X)

1

k[X](0)) = {i; := f,¢ € k|X] homogeéneos de mesmo grau, ¢ # 0} C Frack[X].

Entdo, apds “limparmos os denominadores”, um mapa racional pode ser descrito como ¢ =
[po, .., pn] tais que

* Cada p; € k[Xy, ..., Xs] ¢ homogeneo, todos de mesmo grau e nem todos em I(X).
e Paratodo f € I(Y), f(po,...,pn) € I(X).

e dizemos que ¢ é regular em x € X(k) se existem ¢y, ..., ¥, € k[Xo, ..., X,] homogéneos de
mesmo grau tais que ¢;{; = ¢;; em k[X] para todos 0 < i,j < ne¢p; # 0 em k[X] para algum i.

Exemplo 2.3.9. O mapa racional

¢ : P> — P2
2 2)

(x:y:z)— (x":xy:z
é regular em todo ponto de IP?, exceto em (0: 1: 0).
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Uma caracteristica interessante de curvas lisas é que um mapa racional é regular em todo
ponto. Isto é consequéncia da seguinte proposigao

Proposicdo 2.3.10. Sejam X uma curva, Y C P" uma variedade projetiva e x € X(k) um ponto liso.
Se ¢ : X — Y é um mapa racional, entdo ¢ é reqular em x. Em particular, se X é lisa, entdo ¢ é um
morfismo.

Demonstra¢do: Suponha que ¢ é dada por ¢ = (fo : -+ - : fu). Entdo, se t € k(X) é um unifor-
mizador para X em x, multiplicando cada f; por t", com r = min vy (f;), segue que ¢ sera regular
em x. O

Exemplo 2.3.11. Se chark # 2, temos que X = V(X? + Y? — Z2) C IP? ¢ isomorfo a P!. De fato,
como X e P! sdo curvas lisas, temos os seguintes mapas racionais que sdo morfismos

¢:X — P! PPl X
(a:b:c)— (a+c:D) (s:t) > (s —t2: 25t : 52 + )
e se verifica que ¢ e ¢ sdo inversos um do outro.

seguinte teorema nos diz que mapas entre curvas lisas tém um carater “mais rigido”. Com-
O te t d t 1 t ter ” do”. C
pare com a Proposicao 1.3.7.

Teorema 2.3.12. Seja ¢ : X — Y um morfismo entre curvas lisas. Entdo, ¢ é constante ou sobrejetor.
Demonstragido: Suponha que ¢ nao seja constante. Entdo, podemos concluir de duas maneiras

¢ Provar que ¢ é um mapa finito, usando o Teorema 1.16 na Segdo 1.5.3 de [Shal3] e usar o
Teorema 1.12 na Secdo 1.5.3 do [Shal3] que diz que todo mapa finito é sobrejetor.

* Mostrar que ¢(X) é um fechado irredutivel de X e portanto, as tnicas possibilidades sdo
um ponto ou todo o X. E o que é feito na Proposicao 11.6.8 do [Har77].

U
Seja X /k uma curva lisa e seja f € k(X). Entdo, o mapa racional

¢r: X — P!
x— (f(x):1)

é um morfismo pela Proposigdo 2.3.10, que é definido sobre k. De fato, temos

(1:0) caso contrério.

) = {<f<x> 1) sevy(f) 20

Reciprocamente, se ¢ : X — P! é um morfismo definido sobre k, entdo se ¢ é dado por (f : g),
temos duas possibilidades.

e ¢ = 0. Isto implica que ¢ = (1 : 0), ou seja, ¢ é constante igual a (1 : 0), que denotamos
por co.

* ¢ # 0. Dai, temos ¢ = ¢/, com f/g € k(X).

Assim, temos uma bijegdo entre morfismos ¢ : X — P! (diferentes de o) definidos sobre k e
elementos de k(X). Um resultado anédlogo vale para k = k.
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Agora, sejam X/k e Y/k curvas lisas e ¢ : X — Y um mapa racional ndo-constante que é
definido sobre k. Entdo, temos um homomorfismo induzido entre os corpos de funcdes

¢ k(YY) = k(X)
frfog.
Note que estamos identificando cada f € k(Y) com um morfismo Y — P! por conta da bijegao
que descrevemos acima. Como ¢* é uma mapa entre corpos, ele é injetor e além disso, ele fixa o
corpo base k.
Também temos uma mapa ¢, : k(X) — k(Y) que é dado essencialmente tomando o mapa de
norma associado a extensdo k(X)/¢*k(Y):
Ps 1 k(X) = k(Y)
£ (0 (N sokn) ()
O seguinte teorema nos diz que estudar curvas suaves definidas sobre k é o mesmo que

estudar mapas entre os seus corpos de fungdes. O mesmo teorema serd valido se consideramos
curvas lisas quaisquer, trocando k por k.

Teorema 2.3.13. Sejam X e Y curvas lisas definidas sobre k.

(a) Seja ¢ : X — Y um morfismo ndo constante definido sobre k. Entdo, k(X) é uma extensdo finita de

¢*(k(Y)).

(b) Seja 1 : k(Y) — k(X) um homomorfismo de k-dlgebras. Entdo, existe um iinico morfismo nio
constante ¢ : X — Y definido sobre k tal que ¢* = 1.

(c) Seja K um corpo tal que k C K C k(X) com k(X)/K de grau finito. Entdo, existe uma curva lisa
X/k, tinica a menos de k-isomorfismo, e existe ¢ : X — X ndo-constante e definido sobre k tal que
¢*k(X) =K.

Demonstra¢ao: (a) Ver o Teorema I1.6.8 do [Har77]. O resultado essencialmente segue do fato
de que k(X) e k(Y) sdo corpos finitamente gerados com grau de transcendéncia um sobre k.

(b) Vamos assumir que Y C P" e Y Z {Xo = 0}. Entdo, em Y temos as fun¢des coordenadas

_ i
Dai, ¢ : X — Y dadopor¢p = (1 :4(g1) : -+ : 1(gn)) € tal que ¢* = 1 e ¢ é ndo-constante.
Além disso, se = (1o : - - - : Py,) é outro mapa racional com §* = 1, entdo para cada i

Ji e — dr o — i(or
fo—¢g1 ¢ gi = i(gi)-

Logo, P = ¢.

(c) Primeiro, tratamos o caso em que k é algebricamente fechado. A ideia é construir a partir do
corpo K uma “curva singular abstrata”. Dai, o Teorema 1.6.9 do [Har77] diz que tal curva se
identifica com uma curva projetiva lisa. E por meio desta linguagem que se prova o Corolario
1.6.12 do [Har77] que afirma que existe uma equivaléncia entre as categorias

* corpos finitamente gerados K com grau de transcendéncia um sobre k e mapas de k-
algebras.

¢ curvas projetivas lisas e mapas dominantes (que serd 0 mesmo que ndo-constantes).
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Para o caso geral, se obtém a partir do caso algebricamente fechado tomando Gy-invariantes.
O

A partir do item (a) do teorema acima, temos a seguinte definigdo

Definigao 2.3.14. Seja ¢ : X — Y um mapa entre curvas lisas e definidas sobre k. Definimos o
grau de ¢, denotado por deg ¢, da seguinte maneira:

* Se ¢ é constante, definimos deg ¢ = 0.

e Caso contrério, ¢ é dito finito e definimos deg ¢ = [k(X) : ¢*(k(Y))]. Dependendo de como
é a extensao finita k(X)/¢*k(Y) dizemos que ¢ é separdvel, insepardvel ou puramente
inseparavel.

No caso geral, definimos o grau de ¢ como sendo [k(X) : ¢*(k(Y))]. No caso de X,Y e ¢
serem definidos sobre k, os dois graus coincidem.

Observacgao 2.3.15. Em uma extensdo finita L/K de corpos, se definem os chamados grau se-
pardvel e grau inseparavel como sendo [L : K’ e [K' : K] respectivamente, onde K’ é o fecho
separdvel de K em L. Passamos estas defini¢des para mapas ndo-constantes ¢ : X — Y assim
como fizemos na definicdo acima e serdo denotados por deg, ¢ e deg; ¢ respectivamente.

Temos o seguinte resultado similar a Proposi¢do 1.4.14 no caso de superficies de Riemann
compactas.

Corolario 2.3.16. Sejam X e Y curvas suaves e seja ¢ : X — Y um morfismo de grau um. Entdo, ¢ é um
isomorfismo.

Demonstragdo: Ver Corolério 11.2.4.1 do [Sil09]. O

A préxima defini¢do busca interpretar o comportamento de um mapa entre curvas lisas na
"“vizinhanga” de um ponto, da mesma forma que vimos no caso de superficies de Riemann.

Defini¢do 2.3.17. Seja ¢ : X — Y um mapa ndo constante entre curvas lisas e seja x € X(k).
O indice de ramificagdo de ¢ em x, denotado por e,(x), é dado por ey(x) = vy(¢*(t)), onde
t € k(Y) é um uniformizador em ¢(x).

Dizemos que ¢ é nido ramificado em x se e4(x) = 1 e que ¢ é nido-ramificado se ele é nio
ramificado em todo ponto de X. A préxima proposicao exibe algumas propriedades dos indices
de ramificagdo.

Proposigdo 2.3.18. Seja ¢ : X — Y um mapa nio constante de curvas lisas. Entdo:

(a) Paratodoy € Y (k)

Z ep(x) = deg¢.
P(x)=y

(b) Para todo ponto y € Y (k), exceto finitos, temos #¢p~1 (y) = deg, ¢ (0 grau separdvel de ).

(c) Se :Y — Z é outro mapa nio constante de curvas lisas, entdo para todo x € X (k)
eyop(x) = ep(x) - ep(d(x)).

Demonstragdo: (a) Existem duas maneiras de demonstrar este fato

* Deduzir a partir de um fato sobre pullback de divisores que estd enunciado como a
Proposigao I1.6.9 do [Har77] ou o Teorema 3.5 na Sec¢do 3.2.1 do [Shal3]. Também iremos
ver tal resultado como o item (a) da Proposigado 2.4.9.
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¢ Interpretamos como um resultado sobre a ramificagdo de ideais primos em extensdes
de dominios de Dedekind. Isto é feito a partir da Proposicdo 1.8.2 do [Neu99] ou a
Proposigao 10 do Capitulo I de [Ser79].

(b) Facamos o caso em que ¢ é separdvel. Entdo, considerando a extensdo de dominios de De-
dekind ¢*k[Y] C k[X] a partir da Proposigdo 1.8.4 do [Neu99], concluimos que finitos pontos

de X tém indice de ramificagdo maior que um. Assim, o resultado segue.

(c) Sejam t € k(Y),s € k(Z) uniformizadores em ¢(x) e (¢ (x)), respectivamente. Entdo, por
definicao t+(¢(*) ¢ P*s tem 0 mesmo vg(). Logo

ep(p(x)) - ep(x) = vx(9"(tV))) = v2((Y 0 9)"5) = eyog ().

O]

Corolario 2.3.19. Um mapa ¢ : X — Y é nio-ramificado se e somente se #p~1(y) = deg¢ para todo
y € Y(k).

Demonstragdo: De fato, dado y € Y(k), temos pelo item (a) da proposigao anterior que

degp= Y ep(x)>#p~'(y).
P(x)=y

Assim, ey(f) = 1 para todo x € X (k) na fibra sobre y se e somente se #¢p~!(y) = deg ¢. O

Observacao 2.3.20. Faremos alguns comentarios rdpidos sobre curvas X/k com chark = p > 0.
Neste caso, para g = p/, definimos a curva X7 como sendo tal que

(X)) = ({f9 = f e I(X)Nk[Xy, ..., X,] homogéneo})

onde para f € k[Xy,...,Xy], f{7 é obtido a partir de f elevando todos os coeficientes de f a
poténcia g. Assim, obtemos outra curva X(7) /k e temos um mapa natural

F1:X — X
q

(ag: -+ :an) > (ab:---:al),

chamado morfismo de Frobenius (de ordem ¢q). Algumas propriedades que este mapa satisfaz
sao

o (F1)K(XD) = k(X)T = {f7: f € K(X)}.
¢ F1¢é um mapa puramente separavel.
¢ degF7=q.
Para uma prova destas trés afirmagdes, veja a Proposigdo I1.2.11 de [Sil09]. E por conta do Teo-

rema 2.3.13, pode-se concluir que para X/k, Y /k curvas lisas e ¢ : X — Y definida sobre k, entdo
1§ se decompde como

xFoxa 2,y

com q = deg; ¢ e ¢ separavel (ver Corolario I1.2.12 de [Sil09]).
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2.4 Teorema de Riemann-Roch

Um teorema importante sobre curvas algébricas é o teorema de Riemann-Roch. Ele estd relaci-
onado ao conceito de género de uma curva algébrica. Antes de enuncia-lo, vamos desenvolver
alguns conceitos preliminares.

Comecamos com a defini¢do de divisor. agora no contexto de curvas algébricas.

Defini¢do 2.4.1. O grupo de divisores de uma curva X, denotado por Div(X), é o grupo abeliano

gerado pelos pontos x € X(k).

Assim, um divisor D € Div(X) é uma soma formal finita de pontos com coeficientes inteiros.

D=) ax-x ay€Z

xeX

O grau de um divisor D € Div(X) é definido como a soma de seus coeficientes a,. Logo, os
divisores de grau zero formam um subgrupo denotado por Div’(X).
No grupo dos divisores, definimos a seguinte relacdo de ordem. Para D1 = )} ,cxax-x e
Dz = erX bx R
D1 >Dy <— a,>b, VxecX.

Em particular, quando D; = 0 dizemos que D; ¢ efetivo.
Se X é uma curva lisa e f € k(X)*, entdo podemos atribuir a f um divisor div(f) dado por

div(f) = Y vx(f) - x.

xeX

Segue da Proposicdo 2.3.6 que isto estd bem definido. Como cada vy é um homomorfismo, segue
que temos um homomorfismo de grupos

div : k(X)* — Div(X).

Observacgdo 2.4.2. Assim como no caso de superficies de Riemann, nés podemos expressar
condigdes sobre zeros e polos de fungdes regulares usando divisores. Mais especificamente,
sejam f € k(X)* e x1,...,Xm, Y1, -, Yn pontos distintos de X. Entéo, se ay,...,am, b1, ..., by sdo
inteiros positivos, temos que

m n
div(f) = Y aj-x;— ) by
j=1 j=1
se e somente se
* f tem um zero em x; de ordem pelo menos a;, 1 <i < m.
* f tem (no maximo) um polo em y; de ordem no maximo b;, 1 <j < n.

Por exemplo, podemos expressar o fato de que uma funcgdo f € k(X)* apenas se anula em
x € X com ordem pelo menos 2, escrevendo div(f) > 2 - x. Note que f ndo possui polos em X.

Defini¢do 2.4.3. Dizemos que D € Div(X) é um divisor principal se ele é da forma div(f) para
algum f € k(X)*. Dois divisores D; e D; sdo ditos linearmente equivalentes se D; — D, é
principal. Denotamos isto por D1 ~ Ds.

Note que os divisores principais formam um subgrupo de Div(X), pois temos
o div(f) =0se f € k*.
e div(f) — div(g) = div(fg~!) para quaisquer f, g € k(X)*.
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Assim, podemos tomar o grupo quociente, o chamado grupo de classes de divisores ou grupo
de Picard de X. Ele é denotado por Pic(X).
A Proposicédo 1.4.3 no capitulo anterior também é valida para curvas algébricas.

Proposigdo 2.4.4. Seja X uma curova lisa e seja f € k(X)*. Entdo:
(a) div(f) = 0 se e somente se f € k*.

(b) deg(div(f)) =0.

Demonstragdo: (a) Como div(f) = 0, em particular, f é regular em X o que implica, pela
Proposigdo 2.3.6, que f € k*. A reciproca é claramente verdadeira.

(b) Isto novamente segue da Proposi¢do 11.6.9 do [Har77] ou do Teorema 3.5 da Segdo 3.2.1 do
[Shal3]. Tal resultado serd visto como o item (a) da Proposigdo 2.4.9.
O

Exemplo 2.4.5. Em P!, todo divisor de grau zero é principal. De fato, se D = Y ny - x com
Y n, =0, temos

D = div ( [T (B<X— axY)"X> ,
x€P!

onde para x € P!, ay, By € k sdo tais que x = (ay : By). Notamos que como Y1, = 0,
[Tiep (BxX — axY)"™ serd um quociente de dois polindmios homogéneos de mesmo grau. Assim,
o mapa deg : Div(IP!) — Z nos da um isomorfismo Pic(IP!) = Z.

Exemplo 2.4.6. Suponha que chark # 2 e sejam a1, ap, a3 € k distintos. Considere a curva dada
pelo fecho projetivo de

X:y? = (x —ap)(x —ap)(x — a3).
Entdo, segue do Exemplo 2.1.26 que X é uma curva lisae O = (0 : 1 : 0) é o tnico ponto no
infinito. Se definimos P; := (a; : 0: 1) parai = 1,2,3, temos

div(x—uc,-):2-Pi—2'O e diV(y):1'P1+1-P2+1-P3—3~O,
ondex = £,y =% € k(X).

Pela proposigdo anterior, o subgrupo dos divisores principais esta contido em Div’(X). O
grupo quociente serd denotado por Pic’(X). Ele sera importante para a Segdo 3.2, quando tratar-
mos da lei de grupo sobre os pontos de uma curva eliptica.

Observacgdo 2.4.7. Algo interessante que destacamos aqui é que temos a seguinte sequéncia exata
1— sk ——k(X)* % Div0(X) —— Pic®(X) ——0

que se assemelha bastante com uma que se obtém na teoria algébrica dos nimeros

1 Ox K* ideais fraciondrios de K —— grupo de classe de ideais —— 1.

Aqui, K/Q é um corpo de ntiimeros e Ok é o seu anel de inteiros.

Seja ¢ : X — Y um mapa ndo-constante entre curvas lisas. Como vimos, ¢ induz os seguintes
mapas entre os corpos de fungdes

O R(Y) = k(X)) dy R(X) — k(Y).

De maneira anédloga, definimos os seguintes mapas entre os grupos de divisores

¢* : Div(Y) — Div(X) ¢+ : Div(X) — Div(Y)
Y (Z): ep(x) - x x = ¢(x).
o(x)=y
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Exemplo 2.4.8. Reinterpretando a ordem de anulamento de f € k(X)*\k* através do indice de
ramificagdo do morfismo néo-constante ¢ : X — P! associado, segue que

div(f) = }(1-(0: 1) —1-(1:0)).
A seguinte proposi¢do enuncia algumas propriedades destes dois mapas
Proposicdo 2.4.9. Seja ¢ : X — Y um mapa nio-constante entre curvas lisas. Entdo:
(a) deg¢p*(D) = (deg¢) - (degD) VD € Div(Y).
(b) ¢*(div(f)) =div(¢p*f) Vf € k(Y)*
(c) degp«(D) =degD VD € Div(X).
@) ¢ (div(f)) = div(p.f) Vf € K(X)".
(e) ¢p«o¢* : Div(Y) — Div(Y) é a multiplicagio por deg ¢.
(f) Sey :Y — Z éoutro mapa ndo-constante entre curvas lisas, temos
(Pog) =g op" e (Pod).=p.op.
Demonstragdo: Ver a Proposigdo I1.3.6 do [Sil09]. O

Uma consequéncia da proposi¢do acima é uma outra demonstragdo do item b) da Proposicdo
2.4.4. Para X curva lisa e f € k(X)* ndo-constante, segue do Exemplo 2.4.8 que

deg(div(f)) = deg(cp}?(l -(0:1)=1-(1:0))) = deg ¢ - deg(1 - (0:1)—=1-(1:0)) =0.

Observagdo 2.4.10. Segue dos itens (a)-(d) da proposigdo acima que os mapas ¢* e ¢, levam
divisores de grau zero (resp. principais) em divisores de grau zero (resp. principais). Assim,
obtemos mapas

¢* : Pic’(Y) — Pic®(X) e ¢.:Pic®(X) = Pic’(Y).

Tais mapas serdo importantes para a Se¢do 3.2 quando tratarmos de isogenias entre curvas elip-
ticas e da definigdo de isogenia dual.

O préximo conceito relacionado ao teorema de Riemann-Roch é o de forma diferencial. Pri-
meiro, definimos o que sdo derivagoes.

Defini¢do 2.4.11. Sejam F um corpo, A uma F-algebra e M um A-médulo. Uma F-derivagdo de
A para M é um mapa F-linear d : A — M que satisfaz a regra de Leibniz

d(alaz) = ald(az) + ﬂZd(ﬂl).

Uma consequéncia disso é que d(a) = 0se a € F, ou seja, os elementos de F sdo considerados
”constantes”.

Exemplo 2.4.12. Sejam A = M = F[x,y]. Entdo, a derivada parcial (formal) em relagdo a x,
dx : F[x,y] — F[x,y| é uma F-derivagao.

Exemplo 2.4.13. Seja X uma superficie de Riemann e tome F = C. Dai, considere A = Ox(X) o
anel das fungdes holomorfas e M = Q! (X) o Ox(X)-médulo das formas diferenciais holomorfas
sobre X. Entdo, a diferencial

d: Ox(X) — QYX)
f— ?;dz

é um exemplo de uma C-derivagéo.
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A seguinte defini¢do nos dd4 uma maneira de interpretar derivagdes como mapas lineares.

Definicao 2.4.14. Seja F um corpo e A uma F-adlgebra. O médulo das formas diferenciais de A
sobre F consiste de:

¢ Um A-médulo denotado por QO /E-
¢ Uma ”F-derivagdo universal” d : A — Q}L‘ JE-
tal que o par (O} /p,4) satisfaz a seguinte propriedade universal:

Toda F-derivagdo d : A — M se fatora como o d para um tnico ¢ : Q4 ;r— M
homomorfismo de A-médulos.

A4

P
dl //
oY
1
QA/F

Denotamos a imagem de a € A sob d por da.

Assim, este objeto é definido por uma propriedade universal e portanto, se existe ele é tnico
a menos de um (tinico) isomorfismo compativel de A-médulos.
Para que a defini¢do acima faga sentido, temos a seguinte construgdo

Proposicao 2.4.15. Para F corpo e A uma F-dlgebra, o A-médulo Q) definido abaixo satisfaz as condigoes
da definicdo acima.

e Considere o A-médulo livre T gerado pelo conjunto {da: a € A}.

e Seja I 0 A-submddulo gerado por da paraa € F,d(a+ b) — da — db para qualquer (a,b) € A x A
e por elementos da forma d(ab) — ad(b) — bd(a) para qualquer (a,b) € A x A.

® Faca Q) = T/ I e considere a F-derivagio d : A — Q) dada por d(a) = da + L.
Demonstragdo. Ver a Proposicdo 6.1.3 do [Liu06] O

Agora, aplicamos esta definicio para curvas e temos um anélogo de Qx (X) (para X superficie
de Riemann).

Defini¢ao 2.4.16. Seja X uma curva. O espago das formas diferenciais (meromorfas) sobre X,
denotado por Q)x é definido como sendo Q}(( x)/& © k(X)-espaco vetorial das formas diferenciais

de k(X) sobre k.

Seja ¢ : X — Y uma mapa ndo-constante entre curvas. Entdo, o mapa entre os corpos de
fungoes ¢* : k(Y) — k(X) induz uma k-derivacdo

fr=d(ef).

onde Qx é um k(Y)-espago vetorial via 0 mapa ¢*. Assim, temos um mapa k(Y)-linear, o pull-
back de formas diferenciais

(P* 1Oy — Qx
fdg = (@7 f)d(¢7g)-

Este mapa nos da um critério ttil para determinar quando ¢ é um mapa separavel
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Proposigao 2.4.17. Seja X uma curva lisa. Entdo:
(a) Qx éum k(X)-espaco vetorial de dimensio um.
(b) Seja f € k(X). Se k(X)/k(f) é uma extensio finita e separdvel, entdo df é uma k(X)-base de Q.

(c) Seja ¢ : X — Y um mapa ndo-constante entre curvas lisas. Entdo, ¢ é separdvel se e s6 se o mapa
¢* : Qy — Qx é injetor.

Demonstragio: (a) Veja o Teorema 3.19 na Secdo 3.5.4 do [Shal3] no contexto mais geral de p-
formas diferenciais racionais/meromorfas. Uma prova mais algébrica é obtida a partir do
Teorema 59.iii) da Segdo 27.B do [Mat80], onde usamos o fato de que k(X)/k(t) é finita e
separdvel quando ¢ é um uniformizador em algum ponto de X.

(b) Veja o Teorema 59.iii) da Se¢do 27.B do [Mat80].

(c) Ver oitem (c) da Proposicdo I1.4.2 do [Sil09].
O

A préxima proposicao exibe mais algumas propriedades do espago (2x. Destacamos que
assim como fizemos para fungdes regulares f € k(X), a partir desta proposi¢do, também defini-
remos em cada ponto de x, uma valorizac¢do v, (-) no espago das formas diferenciais.

Proposicdo 2.4.18. Sejam X uma curva, x € X (k) um ponto liso e t € k(X) um uniformizador em x.
Entdo:

(a) Para cada w € Qx existe uma vinica fungio ¢ € k(X), que depende de w e t que satisfaz
w = gdt.
Denotamos g por w/dt.
(b) Seja f € k(X) regqular em x. Entdo df /dt também é reqular em x.

(c) Seja w € Qx nio-nulo. A quantidade vy (w/dt) depende apenas de w e x e independe do uniformi-
zador t. Esta quantidade é a chamada ordem de w em P e denotamos por vy (w).

(d) Se X é uma curva lisa e w € Qx é ndo-nulo, entdo vy(w) = 0 para todos os pontos x € X, exceto
finitos.

Demonstragdo: Ver Proposicao I1.4.3 do [Sil09]. O

Dizemos que w € Qx\{0} é regular se temos ord,(w) > 0 para todo x € X(k). De maneira
similar, dizemos que w ndo se anula em X se temos ordy(w) < 0 para todo x € X(k).
Com essa defini¢do de ordem de anulamento, fica natural definirmos divisores associados a

formas diferenciais.

Defini¢do 2.4.19. Seja X uma curva lisa e w € Qx ndo-nulo. O divisor associado a w é dado por

div(w) = ) ove(w)-x

xeX(k)

Sejam w; e w; dois elementos ndo-nulos de Q. Entdo, como Qx é um k(X)-espaco vetorial
de dimensdo um (item (a) da Proposigdo 2.4.17), existe f € k(X)* tal que wy; = fw,. Dai, para
t € k(X) um uniformizador, temos

w1 =gdt e wy=fgdt

para algum ¢ € k(X)*. Assim, segue da defini¢do de ordem que div(w;) = div(f) + div(wa).
Ou seja, [div(w)] € Pic(X) independe de w. Com isso, temos a seguinte defini¢do
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Definigao 2.4.20. A classe (de divisores) canonica de uma curva lisa X é dada pela imagem em
Pic(X) de algum w € Qx ndo-nulo. Qualquer divisor na mesma classe é chamado de divisor
candnico.

Agora que todos os conceitos preliminares foram apresentados e discutidos, partimos para
o resultado principal. O teorema de Riemann-Roch é um resultado relacionado a certos espagos
de fungdes que serdo definidos a seguir.

Defini¢do 2.4.21. Seja X uma curva lisa e D € Div(X). Definimos o seguinte k-subespaco de
k(X):
L(D) = {f € k(X)*: div(f) > —D} U{0}.

Denotamos a dimenséo deste espago por /(D). Notamos que se D; < D, temos £(D1) C £(D>).
Algumas propriedades destes espagos estdo enunciadas abaixo

Proposicdo 2.4.22. Seja X uma curva lisa e D € Div(X). Entdo:

(a) SedegD < 0, entio L(D) = {0} e portanto {(D) = 0.

(b) L(D) tem dimensdo finita sobre k.

(c) Se D' ~ D, entio L(D') é isomorfo a L(D) e portanto {(D’) = ¢(D).
Demonstracio: (a) E a mesma ideia na prova da Proposicdo 1.4.11.

(b) Isto é obtido a partir da Proposigdo 11.5.19 do [Har77] que diz que em certas condicdes, o
espago das secOes globais de certos feixes sobre um esquema X/A é um A-moédulo finita-
mente gerado.

(c) O mesmo raciocinio usado no caso de superficies de Riemann (ver discussdo ap6s a Definigdo
1.4.6).
]

Observacao 2.4.23. Para uma curva lisa X, seja Kx € Div(X) um divisor can6nico. Ou seja,
Kx = div(w) para algum w € Qx ndo-nulo. Entdo, se f € £L(Kx) é ndo-nulo, temos div(f) >
—div(w). Dai, temos div(fw) > 0 e concluimos que fw é regular. Reciprocamente, se « € Qx é
regular e ndo-nulo, entdo & = gw com ¢ € k(X)* tal que div(g) > — div(w). Assim, temos um
isomorfismo

L(Kx) = Q(X)
f— fw.

onde Q(X) é o k-subespaco de Qx das formas diferencias regulares.

Motivado pela teoria das superficies de Riemann, definimos o género de uma curva lisa X
como sendo a dimenséo sobre k de Q(X). Ele serd denotado por gx ou g se a curva X estiver
implicita.

Exemplo 2.4.24. Vamos mostrar que Q(IP!) = 0, o que nos permite concluir que gp1 = 0, assim
como no caso analitico. Seja t € k(IP!) a coordenada % Entdo, temos

div(dt) = =2 - oo.
onde co = (1:0). De fato, no ponto P, = (a : 1), & € k, a fungdo t — a é um uniformizador e
vp, (dt) = vp (d(t —a)) = 0.
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E no ponto oo, a fungdo % é um uniformizador e

Voo (dE) = Voo <—t2d <1)> = -2

Logo, dt ¢ Q(P!). E mais, se w € Qp1 é ndo-nulo, entdo w = fdt e
deg(div(w)) = deg(div(f)) + deg(div(dt)) = —2.

E portanto, w ¢ Q(P!).
Exemplo 2.4.25. Vamos usar a nota¢do do Exemplo 2.4.6. Entdo, temos

div(dx) =1-Pp+1-P,+1-P3—3-0
e segue que div (d?x) = 0. Dai, d?x € O(X)\{0}. Depois, veremos que X tem género um, o que
implica que %" gera Q(X).

E finalmente, enunciamos abaixo o

Teorema 2.4.26 (Riemann-Roch). Seja X uma curva lisa e seja Kx € Div(X) um divisor candnico.
Entdo, para todo D € Div(X), temos

¢(D) — £(Kx — D) = deg D — g + 1.

Demonstra¢do: Uma demonstragio sofisticada deste teorema é dada no Teorema IV.1.3 do [Har77].
Ela usa um andlogo da dualidade de Serre para mostrar que o teorema equivale a

x(£(D)) = dim H*(X, £(D)) — dim H'(X, £L(D)) = 1 — g + deg D,

onde £(D) é o andlogo algébrico do feixe Op na Defini¢do 1.4.6. Assim, o resultado segue
essencialmente pelos mesmos passos da demonstragdo do Teorema 1.4.10.

Uma alternativa é ver os resultados do Capitulo I do [Lan82] no qual se trabalha sobre o
corpo de fungdes k(X). O

Corolario 2.4.27. Para X curva lisa, temos

(a) {(Kx)=g.

(b) degKx =2g—2.

(c) SedegD > 2g—2,entio {(D) = degD — g+ 1.
Demonstra¢do: (a) Faca D = 0 no teorema acima.
(b) Faca D = Kx e use o item anterior.

(c) Se deg D > 2¢ — 2, pelo item anterior e o item (a) da Proposi¢do 2.4.22, {(Kx — D) = 0. Dai,
o resultado segue.
U

Exemplo 2.4.28. J4 vimos no Exemplo 2.4.24 que Q(IP!) = 0, o que implica que /(Kp1) = gp1 = 0.
Dai, por Riemann-Roch
(D) —¢(Kp1 — D) =degD + 1.

Como Kp1 = —2- O, segue que para deg D > —1, temos deg(Kpi — D) =0e ¢(D) = degD + 1.
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Exemplo 2.4.29. Continuando o Exemplo 2.4.25, como div (d?x) = 0, segue que 0 é um divisor
candnico. Dai, gx = ¢(Kx) = ¢(0) = 1. Portanto, /(D) = deg D se deg D > 1 e também que d?" é
um gerador de Q(X).

Também temos no caso das curvas algébricas um anédlogo do Teorema 1.4.21:

Teorema 2.4.30 (Riemann-Hurwitz). Seja ¢ : X — Y uma mapa separdvel nio-constante entre curvas
lisas. Entdo

xx < (degp)xy — b

onde xx = 2 — 2gx (andlogo para Y) e b = ¥ ,c x(r) (e (x) — 1) é a ramificagiio total de ¢. Além disso, a
igualdade vale se e somente se

e chark =0ou
 chark =p > 0epteg(x) para todo x € X (k).
Demonstra¢do: Ver Teorema I1.5.9 do [Sil09]. O

Observagio 2.4.31. No caso X/k, o grupo Gy age em Div(X) de maneira natural. O conjunto dos
G-invariantes é denotado por Divi(X). Isto ndo necessariamente é igual ao subgrupo Div(X/k)
dos divisores que sdo somas formais de pontos k-racionais. Para tais divisores, pode-se mostrar
que £(D) admite uma k-base formado por elementos de k(X) (ver Proposigao I1.5.8 do [Sil09]).
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Capitulo 3

Curvas Elipticas

3.1 Perspectiva Analitica

Nesta segdo, iniciamos o estudo de curvas elipticas comegando do ponto vista analitico. Nesta
abordagem, nossos objetos sdo os toros complexos e vamos estudé-los usando as ferramentas
desenvolvidas no Capitulo 1.

3.1.1 Definic¢des Iniciais

Defini¢ao 3.1.1. Um reticulado em C é um grupo abeliano livre A C C de posto 2 que gera C
sobre IR, ou seja, tal que A ®7z R = C. Um paralelogramo fundamental para A é um subconjunto
I' C C da forma

I = {060+S/\1+t/\2 =0<s,t< 1}

onde ay € C e (A1, A2) é uma Z-base de A.

Exemplo 3.1.2. Alguns exemplos de reticulados sdo
Zlil={a+VbilabeZ} e Zw ={a+bw|abecZ},

2 P . . 4 . e . ozt
onde w = e3 . Em geral, anéis de inteiros algébricos Ok de corpos quadraticos imaginarios K/Q
nos fornecem exemplos de reticulados.

Definic¢do 3.1.3. Um toro complexo (1-dimensional) é um quociente C/A por um reticulado A.
A definicdo de curva eliptica que vamos utilizar serd a seguinte

Defini¢ao 3.1.4. Uma curva eliptica é um toro complexo 1-dimensional E = C/A. Denotamos
por O a classe de equivaléncia do zero.

Observacao 3.1.5. Notamos que toda curva eliptica E = C/ A possui as seguintes propriedades:

¢ Existe uma estrutura de grupo abeliano natural em E, induzida por C. Mais explicitamente,
temos a operagdo
z+AN)+(w+A)=(z+w)+A

e o0 elemento neutro deste grupo é Of.

¢ Com a topologia quociente, E é um espago topolégico conexo e compacto. Mais ainda,
vamos ver que ele é uma superficie de Riemann, ou seja, é como se fosse uma curva complexa.

Estas duas observagdes serdo a “esséncia” do que seria uma curva eliptica. Isto se repetira
quando definirmos curvas elipticas como curvas algébricas.
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3.1.2 Fung¢des Duplamente Periédicas

Agora, estamos interessados em estudar fung¢des cujo dominio é uma curva eliptica C/A. Assim,
propomos a seguinte definigdo

Defini¢do 3.1.6. Seja A C C um reticulado. Uma fung¢do holomorfa/meromorfa f : C — C é dita
A-periédicase f(z+ A) = f(z) paratodo (z,A) € C x A.

Observagao 3.1.7. Costuma-se também dar o nome de fun¢do duplamente periédica. A razdo é
que ao tomarmos uma Z-base (&, ) de A, temos que f é A-periddica se, e somente se f(z +a) =
f(z+ B) = f(z) paratodo z € C. Assim, f possui dois periodos, que sdo dados por a e f.

Poderiamos comegar nosso estudo de fung¢des A-periddicas comegando pelas fung¢des holo-
morfas. Este caso é bastante simples, por conta dos seguinte resultado

Proposicdo 3.1.8. Se f : C — C é holomorfa e A-periddica, entdo f é constante.

Demonstragdo: SeI' C C é um paralelogramo fundamental para A, entdo como f é A-periddica,
os valores de f sdo os mesmos de sua restri¢do f|.. Por conta de I ser compacto, segue que f é
limitada e, portanto, pelo teorema de Liouville, é constante. O

Assim, se estamos procurando por fun¢des A-periddicas interessantes, devemos permitir sin-
gularidades. A proposigdo abaixo coleta algumas propriedades deste tipo de funcdo no caso
meromorfo

Proposicao 3.1.9. Seja f : C — C uma fungio meromorfa e A-periddica. Entio
) Tace/a Res:(f) =0.

i) Coec/n 0rd:(f) = 0.

iii) Y ,cc/n0rdz(f) -z € A

Aqui, 0 somatorio ) , ¢  significa que a soma é tomada sobre um paralelogramo fundamental. Tais somas
serdo finitas por conta de C /A ser compacta.

Demonstracao: Os itens i) e ii) sdo essencialmente aplicacdes adequadas do teorema do residuo
para fungdes de uma variavel complexa. O item iii) além do teorema do residuo, usa-se o fato de
que para g : U\{0} — C holomorfa, a integral

1
7o [yg(z) dz

ao longo de uma curva fechada y : [0,1] — U\{0} é um inteiro. Para mais detalhes, ver o
Teorema VI1.2.2 do [Sil09]. O

Seja f : C — C uma fun¢do meromorfa e A-periédica. Entdo, pela Proposi¢do 1.1.12 podemos
vé-la como um mapa holomorfo f : C — PP!. Veremos mais tarde que isto induz um mapa
holomorfo f : C/A — PL. Pelo item i) da proposigado anterior, segue que se f possui um tinico
polo em C/ A, entdo ele é de ordem pelo menos 2.

Agora, vamos mostrar de maneira explicita que existem fun¢des A-periédicas ndo-constantes.
Comecamos com a defini¢do abaixo

Definicdo 3.1.10. Seja A um reticulado. Definimos a func¢io ¢ de Weierstrafs por

en=be T (e b)

AEA\{0}

Quando o reticulado A é implicito, costuma-se denotar também por A.
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Proposigdo 3.1.11. Se A é um reticulado, entiio a série que define ©(z, \) define uma fungio meromorfa
em C que serd N-periddica. Ela satisfaz as sequintes propriedades:

(i) p(z,A) épar.
(ii) p(z, \) admite um polo em cada ponto de A com residuo zero.

Demonstra¢dao: Vamos mostrar que a série que define p é absolutamente convergente e nos dé
uma fun¢do holomorfa em C\A.
Fixe r > 0. Se z € C\A com |z| < r, para |A| > 2r, temos pela desigualdade triangular

1
(z—A)Z A2

z(2A = z)
A2(z—A)2

lz|(2[A + |z]) _ 10Jz] _ 10r
T ARPOA = [z T AR T AP

Entdo, como |A| < 2r para finitos A € A, se K é um compacto de C\{0} contido no disco |z| < 1,
temos que

1
lp(z,A)| < C+ Z W;
A\ {0}

para alguma constante C. Mas, a série }_)ca\ (0} # converge (ver Lema II1.2.3 do [Mil06]). As-
sim, segue do teste de Weiestra8 que p(z, A) converge absolutamente e uniformemente em K.
Portanto, p(z, A) define uma func¢do holomorfa em C\A. Assim, o item i) é imediato ao substi-
tuirmos z por —z.

Para o item ii), tome A € A. Vemos a partir da série que define A que

0(2, ) = =7 + 802

com g holomorfa em uma vizinhanca de A. Logo, p(z, A) é meromorfa em C com um polo de
ordem dois e residuo zero e cada ponto de A.

Para mostrar que p(z, A) é A-periddica, temos duas possibilidades:
¢ Trocar z porz + A, A € A, e mostrar que a série ndo se altera, ou
* Provar que ¢'(z, A) é dada pela série

-2

AE\ (z—A)%

No segundo caso, a série converge absolutamente e uniformemente em compactos de C\A se-

guindo um raciocinio similar ao que fizemos acima. Dai, como a série ) ). ﬁ é obtida

derivando termo a termo a série que define p(z, A), o resultado segue.
Se para A € A, definimos F(z) = p(z+ A, A) — p(z,A), obtemos F'(z) = p/'(z+ A) — ¢(2).
Como ¢'(z, A) é claramente A-periddica, segue que F/(z) = 0 e segue que p(z, A) é A-periddica.
O

Esta fun¢do A-periddica serd ttil quando mostrarmos que toda curva eliptica pode ser dada
por uma equagdo cubica (ver Proposi¢do 3.1.18). Além disso, pode-se mostrar que p e ©' geram
todas as fungdes A-periddicas (ver Teorema VI1.3.2 do [Sil09]).
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3.1.3 Curvas Elipticas como Superficies de Riemann

Comegamos enunciando de maneira mais precisa a afirmagao que fizemos na Observagao 3.1.5

Proposicao 3.1.12. Seja A C C um reticulado. Entdo, a curva eliptica E = C/ A admite uma estrutura
natural de superficie de Riemann, que serd induzida por C, de modo que

* O mapa de projegio 7t : C — E é holomorfo.

* Um mapa continuo f : E — Y é holomorfo se e somente se f o 1t é holomorfo, onde Y é outra
superficie de Riemann.

Demonstragao: O fato de E ser Hausdorff segue do seguinte fato de Topologia Geral

* Se ~ é uma relagdo de equivaléncia em X de modo que o mapa de projecdo candnica X —
X/ ~éabertoe R = {(x1,x2) € X x X: x1 ~ xp} é fechado em X x X, entdo X/ ~, com a
topologia quociente, é Hausdorff.

Como podemos tomar uma base enumerével de C por abertos U tais que 7t|;; € injetor, pode-
se mostrar que as imagens destes abertos por 7t formam uma base enumerével de E. A conexi-
dade de E segue da conexidade de C.

Resta mostrar que existe um atlas euclidiano com fung¢des de transi¢do holomorfas.

Para cada ponto p € E, tome um aberto de E da forma V, = 7r(U,), onde U, C C é uma
vizinhanga aberta de g (com 7t(q) = p) suficientemente pequena de modo que 7T|up é injetor.
Assim, temos um homeomorfismo dado pela “inversa local” ¢, : V, — U, e obtemos um atlas
euclidiano {(V,, ;) } e E simples verificar que as fungdes de transicao serdo translagdes o que
implica que sdo holomorfas.

As duas afirmagdes listadas seguem da construcdo da estrutura complexa sobre E. O

Assim, concluimos que para cada reticulado A C C, a curva eliptica EA := C/A é uma
superficie de Riemann que também é compacta. Dai, as fun¢des A-periddicas p(z, A) e p'(z, A)
obtidas na Proposigdo 3.1.11 definem fun¢des meromorfas em Ex que denotamos por o, e oy,
omitindo o indice A quando o reticulado estiver implicito.

Outra propriedade que curvas elipticas complexas possuem é que todas tem o mesmo género:

Proposicao 3.1.13. Para todo reticulado A C C, a curva eliptica complexa Ex é uma superficie de
Riemann compacta de género um.

Demonstragido: De acordo com a discussdo acima, basta mostrar que X = E5 tém género um.
Uma possibilidade, que pode ser feita de imediato, é usar que Ep é homeomorfa a um toro que
possui género topolégico um. Porém, usamos aqui a equivaléncia entre os géneros topolégico e
geométrico feita na Observagdo 1.4.16, que utiliza fatos sofisticados de Geometria Complexa.

Assim, mostramos de outra maneira utilizando o teorema de Riemann-Hurwitz. A funcao
©(z, A) é uma funcdo meromorfa em C. Logo, temos uma aplicacdo holomorfa o : C — P
Mas a partir da Proposicdo 3.1.13, p induz uma aplicagio holomorfa E, — P! que também
denotamos por .

Agora, como o tnico “polo” de p em Ep é 0+ A e tem ordem dois, segue que o grau de p
é dois e que p se ramifica neste ponto. Os outros pontos de ramificagdo serdo dados por z + A,
z ¢ A, onde g’ (z, A) = 0, pois neste pontos, ndo temos uma vizinhanga no qual p é injetor (ver
Proposigdo 1.1.13 do [Huy04]).

Na demonstragdo da Proposigdo 3.1.11, vimos como é a série que define p'(z, A). A partir
dela, concluimos que 0 + A é o tnico “polo” de p’ em E5 com ordem trés. Mas, pelo item ii) da
Proposic¢do 3.1.9 (ou mesmo a Proposigdo 1.4.3), o’ possui, contando multiplicidades, trés zeros
em EA.
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Como p(z, A) é par, segue que ¢’ (z, A) é impar. Dai, se « € C é tal que 2a € A, temos
O (a0, A) = o' (20 —a, A) = o' (-, A) = —p'(a, A) = () = 0.
Assim, se (A1, A;) é uma Z-base de A, concluimos que

M A2 A+ A

junto com 0 + A sdo os pontos de ramificagdo de g, todos com indice de ramificagdo dois. Por-
tanto, pelo Teorema 1.4.21, segue que

2—-29p, =2—-2gp —4(2-1)=-2=gf, =1
O

Concluimos que toda curva eliptica complexa é uma superficie de Riemann compacta de
género um com um ponto destacado. Vamos ver que vale a reciproca: a ideia é definir o seguinte
“mapa” de integracao:

p
p— | w
px

onde w € HY(X,Qx) é um gerador (veja a Segdo 1.10 do [For81] para a defini¢do de integragéo
de formas diferenciais). O problema é que ele depende de uma escolha de um caminho de px
a p e logo, ndo estd bem-definido. Mas, para duas escolhas diferentes de caminhos, as inte-
grais diferem por um quantidade do tipo | a onde y é um caminho fechado em X. Assim, se
mostrarmos que o conjunto

P = { / w: vy caminho fechado} ccC
v

é um reticulado, obtemos um mapa bem-definido X — C/P. Dali, restaria mostrar que tal mapa
é um isomorfismo.

Como estamos tratando de caminhos fechados em X, vamos considerar o grupo de homolo-
gia H1(X,Z). Nele, pode-se definir um mapa de integracgdo

M%Am

Dessa forma, o conjunto P pode ser reescrito como

P= {/660: 6] € Hl(X,Z)}.

que pode ser interpretado como os periodos de w. Registramos abaixo a
Proposicdo 3.1.14. O conjunto P é um reticulado de C.
Demonstra¢do: Ver Teorema 21.4 do [For81] no caso geral. ]
Assim, definimos o mapa de Abel-Jacobi como
j: X—=C/P

14
p— | w (mod P).
px

e dizemos que C/P é a jacobiana de X. Queremos mostrar que j é um isomorfismo. Por Z-
linearidade, j se estende a Div(X), que também denotamos por j. Sobre este mapa, temos o
seguinte teorema
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Teorema 3.1.15 (Abel). Se D € Div’(X), entdo j(D) =0 (mod P) se e somente se D é principal.
Demonstracgao: Isto segue do Teorema 20.7 do [For81]. O
Assim, concluimos com o

Teorema 3.1.16. Seja X uma superficie de Riemann compacta de género um com um ponto destacado px.
Entdo, existe um reticulado A C C tal que X = C/ A onde o isomorfismo pode ser tomado de modo que
px € levado para 0 + A.

Demonstragdo: Como X tem género um, tome w € Qx(X) uma forma diferencial holomorfa
que gera H%(X, Qx). Considere o mapa de Abel-Jacobi

j:X—>C/P

P
p— | w (mod P).
pPx

Primeiro, vamos mostrar que j é uma aplicacao holomorfa. Se p € X e (U, z) é uma carta holo-
morfa com z(p) = 0, segue que j é descrito localmente por

i) = [ (modP).

onde w é localmente dado por w = 17 dz em volta de p.

Em seguida, vamos provar que j é injetor. Suponha que p,q € X sdo distintos tais que
j(p) = j(q). Entdo, D =1-p —1-q € Div’(X) é tal que j(D) = 0 (mod P). Pelo Teorema 3.1.15,
existe f € M(X) com div(f) = D. Assim, a aplica¢do

f:X—p!

obtida pela Proposicdo 1.1.12 é tal que f~'(c0) = {g} e e;(q) = 1. Logo, pela Proposigao 1.3.9, f
tem grau um e portanto, um isomorfismo. Mas isto ndo pode ocorrer pois os géneros de X e P!
sdo distintos.

Dai, j serd uma aplicacdo holomorfa de grau um entre X e C/P que sdo superficies de Rie-

mann compactas. Assim, tomando A = P, j serd um isomorfismo X — C/A que leva px em
0+ A. O

3.1.4 Algebrizacao

A principio, curvas elipticas complexas sdo superficies de Riemann compactas. Ou seja, sdo
objetos de carater analitico. Nesta se¢do, vamos mostrar que estes objetos podem ser vistos
como curvas algébricas projetivas.

Em primeiro lugar, recordamos que dado um reticulado A C C, construimos uma fungdo
meromorfa A-periédica especial, a fungdo p de Weierstraf3, definida como

1 1 1
p(z) = 2 +AGAZ\:{O} <(Z —A)2 - )L2> :

Pela Proposi¢do 3.1.11, p define uma fun¢do meromorfa na superficie de Riemann E5, = C/A.
Em torno de z = 0 + A, a expansdo em série de Laurent pode ser obtida da seguinte maneira:
O termo geral no somatoério pode ser reescrito como

1 1 1 1
(z—A)Z_)@:Az<(1—z/A)2_1>'
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Recordamos que para |w| < 1, vale que

1
(1—w)?

Assim, para |z| suficientemente pequeno, para todo A € A\{0} vale que

ek ) () ) - E

Portanto, a expansdo de p em torno de z = 0 é dada por

=142w+3uw?+...

p(z Z (2k + 1) Gops 02
onde Gy é a série de Eisenstein (de peso 2k), dada por

Gak(A) =
AeA{0}

Assim, derivando termo a termo, obtemos a expansdo em série de Laurent de ' em torno de
z=0+A:

2 e}
o (z,\) = —3 + Y 2k(2k + 1)Gopypz%~
k=1
A partir destas expressdes, podemos obter uma relagéo algébrica entre p e .

Proposigdo 3.1.17. Dado um reticulado A C C, as fungdes g e ¢’ sio algebricamente dependentes. Mais
precisamente,
0 (2)? = 4p(2)® — 60G4(A)p(z) — 140Gs(A).

Demonstragao: Perto de z = 0+ A, temos as seguintes expansdes em série de Laurent

2
¢ (2)* = (—23 + 6Gyz +20Gez> — .. )

4 24G
Swm WG
1 3
0(z)® = <22 + 3Gz +5Gez* .. )
1  9G

=5+ 22 415G + ..

Entdo, ¢'(z)? — 4p(z) ndo tem o termo com = e a sua expansdo em série de Laurent em torno

de0+Aé
6OG4

0 (2)? —4p(z)® = — 140G¢ + .

Assim, p'(z)? — 4p(z)® +60G4(A) p(z) + 140G¢(A) é uma fungdo holomorfa em E, que se anula
em 0 + A. Portanto, ela é identicamente nula e o resultado segue. O

A partir desta relagdo algébrica, obtemos uma maneira de reinterpretar E, como uma curva
algébrica projetiva complexa. Isto estd mais detalhado abaixo. Aqui, denotamos 60G4(A) e 140G4(A)
por ga(A) e g6(A) respectivamente.

Proposigao 3.1.18. Seja A C C um reticulado. Entdo:
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(i) O polindmio f(x) = 4x3 — g4(A)x — g6(A) possui raizes distintas.
(i) O polindmio homogéneo
F(X,Y,Z) = Y*Z — 4X% + g4(A)XZ? + g6(N) Z°
define um conjunto de zeros € em CIP? que admite uma estrutura natural de superficie de Riemann.
(iii) Se definimos ¥ 5 : EA — CIP? como

(p(z) 1 9'(2):1) sez & A

Fa(z+A) = :
al ) { 0:0:1 caso contrdrio.

Entdo, ¥ A define um isomorfismo (de superficies de Riemann) entre Ex e Ex.

Demonstragdo: (i) Vimos na demonstragdo da Proposicdo 3.1.13 que se (A1, Ap) é uma Z-base

de A, entdo
ﬁ N _& N Mt A
2/ 2 — 2/ 3 — >

sdo raizes de ©'(z, A). Logo, p (a1, A), o (a2, A), p (a3, A) sdo raizes de f. Resta mostrar
que os valores acima sdo distintos.

N =

Vamos mostrar que p : Ex — C assume o valor p (a1, A) apenas uma vez (para os outros
valores, temos um raciocinio andlogo). Considere a fungdo

8(z) = p(z,A) — p (a1, A).

Entdo, a1 é um zero de g, com ordem pelo menos dois, pois ¢’'(x1) = (a1, A) = 0. Mas,
se considerarmos a fungdao meromorfa induzida ¢ : Ex — C, temos v,(0 +A) = —2e
vg(a1 + A) > 2. Como 0 + A é o tinico polo de g, segue do item ii) da Proposigao 3.1.9 que
«1 + A é 0 tnico zero de g e provamos o que queriamos.

Assim, como os pontos a; + A € Ep, i = 1,2,3 sdo distintos, concluimos que a1, ap, a3 sdo
distintos.

(ii) Isto segue essencialmente do item anterior e do critério das derivadas parciais.

(iii) Ver Proposicao 3.7 do [Mil06].

3.1.5 Isogenias e Torcao

Nesta secdo, vamos tratar da nogdo de isogenia. De maneira vaga, isto seria o andlogo correto de
morfismos entre curvas elipticas. Segue abaixo a defini¢do no caso complexo

Definig¢do 3.1.19. Sejam E e E’ curvas elipticas complexas. Uma isogenia é uma aplicagdo holo-
morfa ndo-constante ¢ : E — E’ tal que ¢(0g) = 0p. Denotamos o conjunto de tais mapas, junto
com 0 mapa constante igual a Og/, por Hom(E, E').

Temos a seguinte caracterizacao:

Proposigao 3.1.20. Toda isogenia entre curvas elipticas complexas é um homomorfismo de grupos. Mais
especificamente, sejam A, A’ C C reticulados. Entdo, ¢ : Enx — Exr € Hom(E, E') se e somente se é da
forma ¢p(z + A) = az+ A coma € C tal que a A C N

Demonstragao: Ver Proposicdo 3.3 do [Mil06]. O
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Segue da proposi¢do acima que toda isogenia ndo-constante é ndo-ramificada, ou seja, o
indice de ramificacdo de ¢ em todo ponto é igual a 1. Assim, pela Proposi¢do 1.3.8 tal mapa
é um mapa de recobrimento finito. Dai, dizemos que o grau da isogenia ¢ é o ntiimero de pon-
tos em uma fibra qualquer de ¢, ou seja, o grau da aplicagdo holomorfa. No caso da isogenia
constante ¢ = O/, dizemos por convengdo que o grau é zero.

Se E é uma curva eliptica complexa, as isogenias de E nela mesma sdo ditos endomorfismos
e 0 seu conjunto é denotado por End(E). Assim, temos as seguintes interpretagdes.

Hom(Ep, Ex) = {a € C: aA C A} e End(Ex) = End(A) i= {a € C: aA C A}.
Corolario 3.1.21. Duas curvas elipticas Ex e E s sdo isomorfas se e somente se existe « € C* tal que
aA =N

Segue que temos uma bijecao

classes de homotetia de classes de isomorfismo de
reticulados A C C curvas elipticas complexas
A +— Ep
Dada uma curva eliptica complexa E,, uma classe importante de isogenias é fornecida pela
multiplicagdo por m, com m € Z e denotada por [m]. Isto nos dd um homomorfismo injetor
Z — End(E). Mas para certos reticulados A, tal homomorfismo ndo é sobrejetor e temos mais

endomorfismos que, como vimos, sdo induzidos pela multiplicagdo por um complexo. Neste
caso, dizemos que E,, ou A, admite multiplicagio complexa.

Exemplo 3.1.22. Um exemplo de reticulado com multiplica¢do complexa é A = Z + TZ com
T ¢ R inteiro algébrico de grau dois. De fato, como 7 satisfaz uma equagédo do tipo

?4+at+b=0,

coma,b € Z,segue que T- A = T(Z+1Z) C Z + TZ e concluimos que T € End(E). Em
particular, os reticulados do Exemplo 3.1.2 admitem multiplicagdo complexa.

Os pontos do nucleo de [n], n > 1, denotado por E[n], sdo chamados de pontos de n-tor¢ao
de E. Sobre este conjunto, temos.

Proposic¢do 3.1.23. Para m > 1 e E curva eliptica complexa, temos E[m| = Z/mZ x Z/mZ como

grupos abelianos. Em particular, temos que [m] tem grau m?.

Demonstragio. Se E = Ep, com A C C reticulado. Entdo, é simples verificar que para (A1, A2)
uma Z-base de A, temos

E[m]:{(i-M+j~/\2>+A:O§i,j<n}.
n n

3.2 Perspectiva Algébrica

Desta vez, vamos estudar as curvas elipticas como curvas algébricas. A seguinte defini¢do imita
alguns aspectos do caso complexo

Defini¢do 3.2.1. Seja k um corpo perfeito. Uma curva eliptica sobre k é uma curva algébrica
projetiva definida sobre k que é lisa de género um. Ela também serd munida de um ponto k-
racional, que serd denotado por 0. Quando o corpo base ndo for mencionado, assume-se que
esta definido sobre o seu fecho algébrico k.
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3.2.1 Equacao de Weierstrafs

Nosso objetivo é obter uma descri¢do mais simples de curvas elipticas. Veremos que toda curva
eliptica sobre um corpo k é isomorfa a uma curva projetiva plana dada por uma equacao ctbica
de um certo tipo. Tal equacdo é chamada equagido de Weierstrafs.

Teorema 3.2.2. Seja X /k uma curva eliptica. Entdo, existem ay,az, a3, as,a¢ € k tais que X é isomorfa a
curva projetiva E definida pela equagio

Y?Z + a1 XYZ 4+ a3YZ? = X3+ 0, X2 Z + ay XZ? + ae Z°.
E mais, podemos escolher um isomorfismo que leva Og ao ponto [0,1,0].
Tal teorema é consequéncia direta da seguinte
Proposigao 3.2.3. Seja X /k uma curva eliptica com ponto base Ox. Entdo:
(i) Existem x,y € k(X) tais que o morfismo
¢: X — P?
dado por ¢ = (x : y : 1) nos dd um k-isomorfismo entre X e uma curva em P? dada por
E:T?+aST +a3T = S® + a5S% + a4S + aq, (*)

com ay,ap,a3,as,d6 € ke $(Ox) = (0 : 1 :0). Tais fungdes x e y sio ditas coordenadas de
Weierstraf$ para X.

(ii) Se duas equagoes de Weierstraf$ sio obtidas como acima, entdo uma é obtida a partir da outra por
uma mudanga de varidvel do tipo

S=u?S +r
T =u3T +su®S +t
comu € k*er,s,t €k.

(iii) Se E C P? ¢ dado por uma equagio do tipo (x), entdo E /k é uma curva eliptica, onde o ponto base
pode ser tomado como sendo o ponto (0:1:0).

Demonstragio. (i) Como X tem género um, pelo item (c) do Coroldrio 2.4.27, {(D) = deg D se
deg D > 0. Em particular, ¢(n - Ox) = n paran > 0.
Em L(1-Oy) temos as fungdes constantes e segue que nao existe f € k(X)* com um polo de
ordem um em Ox. Em £(2 - Ox), além das fungdes constantes, existe x € k(X)* que possui
um polo de ordem dois em Oy. Assim, (1, x) é uma k-base de £(2 - Ox). Por um raciocinio
similar, existe y € k(X)* com polo de ordem trés em Ox tal que (1,x,y) é uma k-base de
L(3-Ox). A partir da Observagao 2.4.31, pode-se obter uma k-base (1,x,y) de £(3 - Ox)
com x,y € k(X).
Com isso, temos que vp, (x2) = —4, vo, (xy) = —5 e segue que (1, x,y, x%, xy) é uma k-base
de L(5- Ox). Porém, em L(6 - Ox) também temos y? e x°, completando o conjunto

W={1,xy, X2, Xy, yZ, x3}

de sete fungdes em L£(6 - Ox) que é linearmente dependente sobre k. Mas, por conta da
igualdade dim; span,W = dimg span;W, segue que W também é linearmente dependente
sobre k. Assim, existem a1, ...,y € k tais que

a1 + X + agy + zx4x2 + asxy + 066]/2 + uc7x3 =0.
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(ii)

Temos que ag, a7 # 0 pois caso contrario, terfamos uma contradi¢do em relagdo a ordem do
polo em Ox ou ao fato de que (1, x,y, x2, xy) é linearmente independente sobre k.

Assim, através da substituigdo (x,y) — (—aearx, 0(60(%]/), os coeficientes de x? e y® serdo
iguais a um. Dai, para tais x e y, o morfismo

¢: X —1P?

dado por ¢ = (x : y : 1) tem imagem em uma curva E dada por uma equagédo do tipo (*) e
satisfaz ¢(Ox) = (0:1:0) por conta das ordem de anulamento de x e y em Ox.

Resta mostrar que ¢ induz um isomorfismo entre curvas lisas. Comegamos provando que
¢ é um mapa racional de grau um, ou seja, que [k(X) : ¢*k(E)] = 1. Como k(E) = k(s, ),
ondes = X/Z et =Y/Z, segue que ¢*k(E) = k(x,y). Assim, queremos mostrar que
k(E) = k(x,y)-

A partir dos mapas

¢y X — P! ¢y : X — P!
p(x(p):1) pr(y(p):1)

e do item (a) da Proposicdo 2.3.18 concluimos que
degpr = [k(X) :k(x)] =2 e deg¢y = [k(X) : k(y)] =3,

e concluimos que k(X) = k(x,y).

Agora, vamos provar que E é de fato lisa. Se E fosse singular, pela Proposicdo X, existiria
um mapa racional ¢ : E — P! de grau um, Dai, p o ¢ : X — P! seria um mapa entre curvas
lisa de grau um e, portanto, um isomorfismo. Mas isto contradiz o fato de que gx = 1 e

gp1 = 0.
Juntando as conclusdes acima, concluimos que ¢ : X — E é um (k-)isomorfismo entre
curvas lisas.

Se (x,y) e (¥/,y") sdo coordenadas de Weierstraf3, entdo através dos isomorfismos ¢, as
fungdes x, x’ correspondem a s = X/Z, enquanto que y, ' correspondem a t = Y/Z. Apos
algumas contas, vemos que para P = (0:1:0) € E, vp(s) = —2 e vp(t) = —3. Assim,
concluimos que vo, (x) = v, (¥') = =2 e vo,(y) = vo,(y') = —3 e segue que (1,x,y) e
(1,x,y") sdo k-bases de L(3 - Ox) Nk(X).

Entdo, levando em contas as ordens de anulamento em Oy, temos a seguinte identidade

1 r t
1T xy=0%Yy)| a B
X2

para ay, ap € k* e By, 1, t € k. Substituindo as expressdes de x e i’ na equagido de Weierstraf3
obtida a partir de (x’,y’), conclui-se que devemos ter a3 = a3. Usando a parametrizacdo
u — (u?,u%) da ctspide y?> = x3, segue que existe u € k* tal que a1 = u? e ay = u’. Assim,

fazendo s = B,/ u?, obtemos

1 r t
1 xy)=0 «y) u? su?
B

e o resultado segue.
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(iii) Seja E C IP? lisa, dada por uma equagado de Weierstraf3
T? + a1ST + a3T = S® + 4,5 + a4S + a,.

Note que (0: 1: 0) é um ponto k-racional de E. Assim, resta mostrar que E tem género um.
Temos duas maneiras

e Verificar que a forma diferencial

1

w=———dx Q)
2y +a1x +as E

satisfaz div(w) = 0 (ver Proposigdo III.1.5 do [Sil09]). Assim, K = 0 e sgue do item
(b) do Corolario 2.4.27 que gg = 1.

¢ Usar o Teorema de Riemann-Hurwitz 2.4.30 para deduzir o seguinte resultado (ver
Exercicio 2.7 do [Sil09]):

Se X C IP? ¢ uma curva lisa definida por um polindmio homogéneo de grau d, entdo
_(@d=-1)(d-2)
O

Assim, toda curva eliptica pode ser “mergulhada” no plano projetivo e a equacdo que a define
pode ser escolhida como sendo a do tipo descrito no teorema acima. Portanto, na maior parte das
vezes, definimos curvas elipticas como curvas planas definidas por polindmios (homogéneos) de
grau 3. Em muitos casos, damos apenas uma equagado afim (em duas varidveis) que define uma
curva afim em A? mas na verdade, nos referimos ao fecho projetivo (ver Definigao 2.2.8).

Prosseguimos discutindo um pouco mais sobre curvas cabicas planas definidas por uma
equacao do tipo

E:Y?’Z+mXYZ+a3YZ% = X2+ 0y X?Z + a4 XZ?% + 073

com ai,dp,as, ds, dg € k. Vamos nos referir a elas como (curvas) cibicas de Weierstrafl. Destaca-
mos que elas ndo necessariamente definem curvas lisas.

Em uma cubica de Weierstrafl E, temos sempre o ponto O = (0 : 1 : 0) e, de fato, é o tnico
ponto na reta no infinito Z = 0. Em volta deste ponto, ou seja, no aberto afim EN{Y # 0}, Z é o
ponto (0,0) da curva afim

zZ+a1xz + a322 =x3+ azxzz + a4x22 + a6z3.

Expandindo o polindmio ¢(x,y) = z + a1xz + azz% — x> — apx%z — ayxz* — agz® em volta de (0, 0),
P P sy
obtemos

g(x,z) = z 4 (a1xz + a32%) — (&> + axx?z + ayxz* + ag2’)

e segue que z = 0, que corresponde a reta Z = 0 em IP? ¢ a reta tangente a E no ponto O.
E mais, substituindo z = 0 na equagio acima obtemos x* = 0 e concluimos que O é um ponto
de inflexdo de E, ou seja, cuja reta tangente intersecta E com multiplicidade pelo menos 3 (veja o
Problema 3.12 do [Ful08]).
A menos do ponto O, toda ctbica de Weierstrafy pode ser considerada como o aberto afim
Ea.fim : y2 +a1xy +asy = O+ a2x2 + agx + ag.

O motivo da numeragéo dos coeficientes a; ¢ que através da mudanca de varidvel (x,y) —
(u?x',u3y"), obtemos a; = u'a;parai=1,2,3,4,6.
Se char k # 2,3 podemos simplificar a equacdo que define E para uma da forma

y?> = x>+ Ax + B.

Neste caso, definimos as seguintes quantidades
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e coeficiente ¢4, = —48A
e discriminante: A = —16(4A% + 27B2)

* j-invariante: j = —1728%

Elas também podem ser definidas para uma ctibica de Weiestrafd qualquer cujas expressdes estao
na Secdo II1.1 do [Sil09].

As tnicas mudangas de varidvel descritas no item (ii) da Proposigdo 3.2.3 que preservam a
forma simplificada sdo da forma

x = u?x’

_ 3
y=uy
com u € k*. Ap6s uma tal substituigdo, temos as férmulas de transformacao

A
:EI

B ., A

A B = — = —.
16’ ul2

e segue que j' = j.

Sobre os possiveis pontos singulares, comegamos com
Proposicdo 3.2.4. Para toda ctibica de Weierstraf3, o ponto O = (0 : 1 : 0) é sempre um ponto liso.

Demonstragio. Segue do critério das derivadas parciais na curva afim E N U;, onde U; C P2 éo0
aberto afim dos pontos (x : vy : z) com y # 0. O

Assim, suponha que (« : B : 1) é um ponto singular de uma ctibica de Weierstrafl E. Entéo,
(a, B) sera um ponto singular de E,g,, € segue que

of

d
e (a, B) = a]yc(a,ﬁ) =0, onde f=1y*+ajxy+azy — x> — axx® — azx — ag.

Assim, expandindo f(x,y) em volta de («, B), segue que

2 2 2
Flo ) = 355 0 B) =0 + 5w B 5= )y = )+ 3 5 By — B+ —(x— )’
~————

=1

O termo quadrético pode ser fatorado em k em dois termos lineares em x — a e y — B, resultando
em

fly)=(y—B) —Alx—a)((y—p) =V (x—a)) = (x — )’
para certos A, A’ € k. Estes dois fatores lineares podem ser interpretados com as retas tangentes

a E,fim no ponto (&, B) (veja a Se¢do 3.1 do [Ful08]).
Entéo, existem dois tipos de pontos singulares

* né: quando A # A/, ou seja, quando existem duas retas tangentes em (&, ). Um exemplo

classico é a ctbica y? = x3 + x2.

e caspide: quando A = A/, ou seja, temos uma reta tangente “dupla” em (&, ). Um exemplo
3

classico é a ctibica y* = x°.
A seguinte proposicdo mostra alguns resultados envolvendo ctbicas de Weierstrafs

Proposicio 3.2.5. Sejam E, E' C IP? ciibicas de Weierstraf. Entdo:
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(i) (Critério de Singularidade)

e E élisa se, e somente se, A # 0.
e E possui no se, e somente se, A = 0 e cy # 0.

* E possui clispide se, e somente se, A = 0 e cy = 0.
(ii) O j-invariante parametriza as classes de isomorfismo de curvas elipticas no sequinte sentido:

* Se E e E’ sio lisas, entdo elas sio isomorfas (sobre k apenas) se, e somente se, j = j'.

* Para todo jo € k, existe uma ciibica de Weierstraf lisa E /k(jo) tal que j = jo.

Demonstragio. Ver Proposicao II1.1.4 do [Sil09]. O

3.2.2 A Leide Grupo

Nesta secdo, vamos mostrar essencialmente que toda curva eliptica X com ponto base Ox é um
grupo algébrico no qual o ponto Ox é o elemento netro. Vamos ver duas maneiras de fornecer
uma estrutura de grupo no conjunto dos pontos X (k).

Comegamos assumindo que X = E C P2 é uma cuibica de Weierstraf? lisa com ponto base
Ox =0 = (0:1:0). Se P e Q sdo pontos de E, denotamos a reta que passa por P e Q por
14 le. Pelo teorema de Bézout (ver Secdo 5.3 do [Ful08]) ou de maneira mais elementar olhando
no sistema de equagdes que define os pontos de intersecdo de /pg com E, existem trés pontos de
intersecao com multiplicidade.

Se /pg é dado por uma equagdo linear aX + bY + cZ = 0, pode-se mostrar que se P, Q, R sdo
os pontos de intersecdo, entdo temos

div(as+bt+c)=1-P+1-Q+1-R—3-0,

ondes =X/Z,t =Y/Z € k(E).

A partirde P,Q € E(k), definimos P + Q como o terceiro ponto de interse¢do de E com a
reta {pr, onde R é o terceiro ponto de intersecao de E com a reta {pg. Esta operacdo possui as
seguintes propriedades:

Proposigdo 3.2.6. Seja E C IP? uma ciibica de Weierstaf lisa e P,Q € E(k). Se R € E(k) é definido
como acima, entdo:

(i) (P+w Q) +wR=0.
(i) P+wQ=Q+wP.
(ii() P+w O = P.
(iv) Paratodo P € E(k), existe P’ € E(k) tal que P +w P’ = O.
Ou seja, O se comporta como elemento neutro e todo ponto admite uma inverso.

Demonstragio. Os trés primeiros itens seguem diretamente da definicdo de +y e usando o fato
de que a reta tangente a E no ponto O intersecta E com multiplicidade trés em O. No caso do
item (iv), tome P’ como sendo o terceiro ponto de interse¢do de E com a reta {pp e o resultado
segue do item (i). O

1Se P = Q, definimos ¢ pQ como a reta tangente a E no ponto P.
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A proposicdo acima mostra que (E(k), +y) satisfaz os axiomas de grupo, exceto a associativi-
dade. Existem provas elementares deste fato, ou por meio de férmulas explicitas, ou utilizando
um truque de élgebra linear envolvendo o espaco das curvas ctibicas. Ambas apesar de se-
rem simples, nos levam a analisar varios casos, sdo trabalhosas e ndo nos ddo um motivo desta
operacgao definir um grupo.

O que faremos é provar indiretamente por meio de uma outra estrutura de grupo em E(k),
que utiliza principalmente o teorema de Riemann-Roch. Assumindo a associatividade, con-
cluimos que (E(k), +w) é um grupo abeliano. Notamos que a operacio +y pode ser descrita de
maneira mais geométrica, afirmando que pontos colineares somam zero de acordo com o item (i) da
proposicdo acima. Se E /k, entdo o conjunto dos pontos k-racionais E(k) é um subgrupo de E (k).

Se E é uma ctibica de Weierstraf3 singular, ainda podemos definir uma estrutura de grupo,

agora sobre os conjunto Ey, (k) dos pontos lisos de E. Neste caso, é possivel descrever este
grupo:
Proposigdo 3.2.7. Se E C P? ¢ uma ciibica de Weierstrafy singular, entiio (Ejs,(k), +w é um grupo
abeliano. Além disso

* Se E possui um nd, temos um isomorfismo (Eys,(k), +w) = (k*.x).

* Se E possui uma ctispide, temos um isomorfismo (Ejs;(k), +w) = (k, +).
Demonstragdo. Ver Proposicdo I11.2.5 do [Sil09]. O

A seguir, vamos definir uma estrutura de grupo em X(k), onde X é uma curva eliptica com
ponto base Ox. O nosso objetivo é construir uma bijecdo de X (k) com o grupo abeliano Pic®(X).
Comegamos com um lema simples

Lema 3.2.8. Seja (X,Ox) uma curva eliptica. Entdo para todo D € Div®(X), existe um tinico P =
Pp € X(k) talque D ~1-P —1-Ox.

Demonstragio. Ver Proposigao I11.3.4.a do [Sil09]. O
Assim, obtemos um mapa
o : Div'(X) — X(k)
D — Pp.

Se D ~ D', entdo pelo Lema 3.2.8, Pp = P[,. Reciprocamente, se c(D) = o(D’), devemos ter
D ~ D’. Assim, ¢ passa ao quociente e induz o mapa

7 : Pic®(X) — X(k)
[D] — Pp

que serd injetor. Como ¢ é claramente sobrejetor, segue que ¢ é uma bijecdo. A sua inversa,
denotada por «, é dada por

x: X(k) — Pic®(X)
P~ [1-P—1-0x].

Assim, a operacdo de grupo de X (k) é a induzida de Pic’(X) por meio da bijecdo x e denotamos
esta operagdo por +,. Por meio desta operagdo temos o seguinte

Corolario 3.2.9. Sejam (X,0x) uma curva elipticae D = Y_n, - x € Div(X). Entdo:

D é principal <= Z [ny](x) = Ox,

xeX(k)

onde param € Z, [m] : X(k) — X(k) é o mapa de multiplicacdo por m.
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Demonstracdo. Para D € DivY(X), temos as seguintes equivaléncias

D~0«<=[D]=0

— ), [nd(@([1-x])) = Ox
xeX(k)
= Y [@(1-x) - ¥ @1 0x)) = Ox
xeXx (k) xeX(k)
— [ny](@([1-x—1-0x])) = Ox
xeX(k) o -
— [ny](x) = Ox
xeX (k)

O

Assim, se definimos S : Div?(X) — X(k) é definido como S (1, - x) = Y.[n](x), temos a
seguinte sequéncia exata de grupos abelianos

1— kb —— k(X)) —2% DivO(X) —2 X (k) 0.

Notamos que o mapa induzido S : Pic®(X) — X(k) é precisamente 7. De fato, temos para
D =Y n,-x € Div'(X)

x(S([D])) = k( Llnxl(x)) = Y[y - P — ny- Ox] = [D] = x(e([D])).

Se X = E C IP? é uma ctibica de Weierstraf lisa, vamos mostrar que as operagoes +p e +
coincidem. Para isso, é suficiente provarmos que « : E(k) — Pic’(E) satisfaz

k(P +w Q) =«x(P) +x(Q) = (P +« Q)

para quaisquer P,Q € E(k). Seja R o terceiro ponto de intersegdo de {pg com E e sejam F,G €

k[X,Y,Z] as polindmios homogéneos que definem as retas /pg e {or respectivamente. Entdo,
sabemos que

div(F/Z)=1-P+1-Q+1-R—3-0 e div(G/Z)=1-04+1-R+1-(P+wQ)—3-0
o que implicaque [1-P+1-Q]=[1-(P+w Q)+ 1-0] em Pic(X). Dai:
K(P)+(Q) = [1-P+1-Q—2-0] = [1- (P44 Q) —1-0] = k(P +w Q).

A operagdo +p (ou +) definem os mapas de adi¢doa : E X E — E einversdaoi : E —
E. O conjunto E x E C IP? x IP? pode ser visto como uma variedade algébrica (de dimensdo
dois) de varias maneiras. Uma é considerando E X E como um conjunto algébrico definido por
polindmios bihomogéneos ou pelo chamado mergulho de Segre 025 : P? x IP? — P8 que identifica
E x E com uma subvariedade de IP® no sentido cldssico. De qualquer modo, temos o seguinte
resultado.

Teorema 3.2.10 (Curvas Elipticas sdo Grupos Algébricos). Os mapas de adicio e inversdo

a:EXE—E i:E—E
(P,Q)f—)P-i—WQ P— —P

sdo morfismos entre variedades projetivas.

Demonstragio. Ver o Teorema II1.3.6 do [Sil09]. O
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3.2.3 Isogenias e Torcao
No caso algébrico, temos um andlogo da defini¢do de isogenia

Defini¢do 3.2.11. Sejam (E, Og), (E’, O/) curvas elipticas. Uma isogenia ¢ : E — E’ é um mapa
ndo constante tal que ¢(Of) = Op.

As vezes, também consideremos o mapa constante ¢ = Op como uma isogenia, apesar de
nao estar de acordo com a definicdo mais geral para variedades abelianas.

Recordamos que,se ¢ : X — Y ey : Y — Z sdo mapas ndo-constantes entre curvas lisas, vale
a férmula

deg(p o) = (deg)(degy).

Tal férmula pode ser estendida para ¢ e ¢ constantes.

Se ¢, : E — E’ sdo morfismos, segue do Teorema 3.2.10 que ¢ +¢ : E — E’ dado por
(¢+¢)(x) = ¢p(x) + P(x) também é um morfismo. Dessa forma, definimos os seguintes grupos
abelianos

e Hom(E,E') :== {Op} U{¢: E — E'| ¢ isogenia}.
* End(E) := Hom(E, E) (endomorfismos de E).
e Aut(E) := End(E)* (automorfismos de E).

O grupo End(E) também tem a estrutura de anel (ndo necessariamente comutativo) se conside-
rarmos a multiplicagdo como sendo a composicdo. Isto pode ser facilmente verificado, exceto a
distributividade

?
go(+y) = (@oy)+(@+y).

Isto serd estabelecido apds mostrarmos que toda isogenia é um homomorfismos de grupos abe-

lianos.

Se (E,Of) é uma curva eliptica, para todo m € Z, temos o morfismo [m] : E — E de
multiplicagdo por m. Sobre tais mapas, temos a seguinte proposi¢ao

Proposigdo 3.2.12. O mapa de multiplicagio por m € Z, [m] : E — E é uma isogenia se m # 0.
Demonstragio. Ver Proposigdo II1.4.2.a do [Sil09]. O

Defini¢do 3.2.13. Seja (E, Og) uma curva eliptica. Para m > 1, definimos o conjunto dos pontos
de m-tor¢do, denotado por E[m], como sendo

E[m] := {P € E(k) : [m](P) = Og}.
O subgrupo de tor¢io de E, denotado por Eiors, € definido como Eiors = U,, E[m].

Sobre os grupos Hom(E, E’) e End(E) temos o seguinte resultado. Mais tarde, vamos descre-
ver com mais detalhes a estrutura do anel End(E).

Proposi¢do 3.2.14. Sejam E, E' curvas elipticas. Entdo:

(i) Hom(E, E’) é um grupo abeliano sem elementos de tor¢io, ou seja, se m - ¢ = 0, entdo m = 0 ou
¢ =0.

(ii) End(E) é um anel de caracteristica zero sem divisores de zero.

Demonstragao: Os dois itens sdo essencialmente aplicagdes da férmula do grau da composigao
de dois mapas discutido no comeco desta subse¢do. Mais detalhes nos itens (b) e (c) da Proposi¢do
11.4.2 do [Sil09]. O
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Observagio 3.2.15. Como End(E) tem caracteristica zero, temos um mapa injetor
[[] : Z — End(E)
m— [m].

Se este mapa nio é sobrejetor, e isto é caso bastante especial quando o corpo base tem carac-
teristica zero, dizemos que E possui multiplicacao complexa.

Abaixo estdo alguns exemplos de isogenias

Exemplo 3.2.16 (Multiplicagdo Complexa). Considere a curva eliptica E/Q com equagdo

a2 .3
Eafim 1 y° = x° —x.

Nela temos o seguinte endomorfismo

[i] :E—E

(a:b:c)>—>{(_a/C:i'b/Cil)Sec#O

O = (0:1:0) caso contrério.

Pode-se verificar que [i] satisfaz [i]> = [—1], o que mostra que [i] ndo estd na imagem de Z pelo
mapa [-] : Z — End(E), e portanto, E admite multiplicacdo complexa. Na verdade, End(E) é
isomorfo a Z[i] pelo mapa

Z[i] — End(E)
m + ni — [m] + [n] o [i].

Em particular, temos Aut(E) finito e isomorfo a Z/47Z.

Exemplo 3.2.17 (Frobenius). Sejam k um corpo de caracteristica positiva p, g = p” e E/k uma
ctibica de Weierstraf lisa. Recordamos que pela Observacéo 2.3.20, temos a curva E(7) e 0 mapa
de Frobenius

F1:E— EW

dado por F1 = (s7: t7:1). Como temos o0 homomorfismo ¢ : k — k dado por o(a) = a?, a partir
das equacdes que definem A e j, segue que A(EW) = A(E)7 e j(E®W) = j(E)1. Em particular,
concluimos que E@ /k é uma ctibica de Weierstraf lisa e portanto, uma curva eliptica. Assim, F
é uma isogenia (ndo-constante) entre E e EW@.

No caso k = F,, temos ¢ = id e E(? = E. Dai, F7 é um endomorfismo de E cujo conjunto dos
pontos fixos é o conjunto dos pontos IF,-racionais E(IF,).

O seguinte teorema mostra que toda isogenia ¢ um homomorfismo de grupos abelianos. Note
que serd importante a descricdo de E(k) por Pic(E).

Teorema 3.2.18. Sejam E, E' curvas elipticas. Entdo, para ¢ € Hom(E, E’), temos

PP+ Q) =¢(P)+¢(Q) VP,Q€E.

Demonstracgdo: Isto é imediato se ¢ = Op/. Caso contrdrio, ¢ é ndo-constante e podemos definir
0 homomorfismo

¢+ : Pic’(E) — Pic®(E)
induzido pelo pushforward de divisores descrito na Observagdo 2.4.10. Entao, temos o seguinte
diagrama comutativo

E(R) — 2 S E(k)
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De fato, temos

("0 ¢)(P) = «'(p(P)) = [1-¢(P) =1-Op] = ¢+([1- P —1-Of]) = (¢« 0 x)(P).
Como « e «’ sdo, por defini¢do, isomorfismos de grupos, segue que ¢ é um homomorfismo. [
Corolério 3.2.19. Se ¢ : E — E' é uma isogenia, entio ker ¢ = ¢~ (Op:) é um subgrupo finito de E(k).

Demonstra¢ao: Como ¢ é um homomorfismo de grupos, é claro que ker ¢ é um subgrupo de
E(k). Além disso, pelo item (a) da Proposigao 2.3.18, temos

#kergp <# Y ey(x) =dego
¢(x)=Op

o que implica que ker ¢ é finito. O

Registramos abaixo os seguintes resultados que mostram como curvas elipticas se compor-
tam de maneira semelhante a grupos abelianos.

Proposicao 3.2.20 (Teorema do Isomorfismo). (i) Sejam X,Y,Z curvas elipticas e ¢ : X — Y,
Y : X — Z isogenias e suponha que ¢ é separdvel. Se ker ¢ C ker , entdo existe uma tinica
isogenia A : Y — Z tal que p = A o ¢.

x— .y

|
=P
N

Z

(ii) Seja X uma curva eliptica e H C E(k) um subgrupo finito. Entdo, existe uma tinica curva eliptica
X (ou X/ H) e uma isogenia separdvel 7t : X — X tal que ker 7t = H.

Demonstragido. Ver o Coroldrio I11.4.11 e a Proposicao 111.4.12 do [Sil09], respectivamente. O

Se ¢ : E — E’ é uma isogenia entre curvas elipticas E e E’, sabemos que o seguinte diagrama
comuta:

ER) — S E(®)

Pic’(E) TPiCO(E’)

%

Agora, desejamos obter uma isogenia no sentido contrério ¢ : E' — E a partir de ¢. No nivel dos
grupos Pic’, existe um outro mapa

—

E)

¢* : Pic’(E’) — Pic”
= [ey(P) - P]

[Ql
9(P)=Q

induzido pelo pullback de divisores. Entdo, temos um homomorfismo ¢ : E'(k) — E(k) tal que
o seguinte diagrama é comutativo

Pic’(E) o Pic’(E)

O que faremos a seguir é mostrar que tal mapa é de fato uma isogenia e dizemos que é a isogenia
dual de ¢, denotada por ¢. A sua caracterizagdo segue da seguinte proposicao
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Proposicdo 3.2.21. Seja ¢ : E — E' uma isogenia de grau m. Entdo:
(i) Existe uma tinica isogenia ¢ : E' — E tal que ¢ o ¢ = [m].
(ii) Como homomorfismo de grupos abelianos, ¢ é igual a k="' o p* o k.
Demonstragio. Ver Teorema I11.6.1 do [Sil09]. O
Assim, definimos para ¢ € Hom(E, E) o seu dual ¢ como:

p {K_loqb*OK/ se ¢ #Z Op

Op caso contrario

Abaixo estdo listadas algumas propriedades da isogenia dual.
Proposicdo 3.2.22. Sejam X, Y, Z curvas elipticas, ¢, € Hom(X,Y) e A € Hom(Y, Z). Entdo:
(i) Sedegd = m, entdo o = [mlpedod = [m]p.
(i) Ao = poA.
(iii) §+ 9 = ¢+ .
(iv) [m)g = [m]p e deg[m] = m? para todo m € Z.

(v) degd = deg ¢.

(i) ¢ = ¢.
Demonstracio. Ver o Teorema I11.6.2 do [Sil09]. O

Corolario 3.2.23. Sejam X, Y curuvas elipticas. Entdo, o mapa
deg: Hom(X,Y) — Z

é uma forma quadritica positiva definida sobre Z, ou seja, satisfaz

e deg(¢) > 0 com igualdade se e s6 se ¢ = 0.

* deg(—¢) = deg(¢)-

e Omapa (¢,) — deg(¢p + ¢) — deg ¢ — deg ¢ é Z-bilinear.
Demonstragdo: A tnica condi¢do ndo-trivial a ser verificada é a tltima. Usamos a notacao

(¢, ¢) = deg(¢ +¢) —degp — deg y.
Por meio da injecdo [] : Z — End(X) temos em End(E)
[(¢, )] = [deg(¢ +¢)] — [deg @] — [deg ]

=@+ P)o(@+9)—dop—foy
=doyp+Po¢ (seguedos itens (i),(ii) da Proposicdo 3.2.22)

Como esta tltima expressdo é Z-bilinear em ¢ e 1, o resultado segue. ]
Coroldrio 3.2.24. Seja E uma curva eliptica e m € Z nio-nulo. Entdo
(i) Sem # 0 emk, entdo E[m] = Z/mZ x Z./mZ como grupos abelianos.
(ii) Sechark = p > 0, entdo
E[p°] = {Og} Ve>1 ou E[pf| =2 Z/p°Z Ve > 1.

Demonstragio. Ver o Corolario I11.6.4 do [Sil09]. O
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3.2.4 O diferencial invariante

Aqui vamos discutir algumas propriedades de um tipo especial de forma diferencial que existe
em um curva eliptica (E, Og). Se E C P2 é uma ctibica de WeierstraR lisa dada pela equagdo

Eafim © V2 + a1xy + azy = x° + ayx® + azx + ag

definimos a forma diferencial

1
WE x € Q.

=—d
2y +a1x +as

ondex = X/Z,y =Y/Z € k(E), que como foi comentado na demonstracdo da Proposicdo 3.2.3
satisfaz div(wg) = 0. Ele é chamado de diferencial invariante de E por conta da seguinte

Proposigdo 3.2.25. Para todo P € E(k), temos Tpwg = wg onde Tp : E — E é a translagio por P.

Demonstragio. Ver a Proposigdo I11.5.1 do [Sil09]. O
O préximo resultado nos permite “linearizar” mapas entre ctibicas de Weierstrafs.

Proposigdo 3.2.26. Sejam E,E' C IP? cuibicas de WeierstrafS lisas e wpr € Qp o diferencial invariante.

Se ¢, € Hom(E, E'), entdo
(¢ +¢)'wp = ¢*wp + ¢ wp.

Logo, temos o seguinte homomorfismo

Y : Hom(E,E') — Qp
¢ = ¢ we.

Demonstragio. Ver a Proposigao I11.5.3 do [Sil09]. O

Se (X,Ox) é uma curva eliptica ndo temos uma escolha canonica de diferencial invariante e
dizemos que w € Qx é um diferencial invariante se satisfaz a condigdo da Proposigdo 3.2.25. Um
exemplo é obtido ao tomarmos x,y € k(X) coordenadas de Weierstra8 e tomarmos o pullback
pelo isomorfismo X — E C P? da diferencial invariante wr de ctbica de Weierstral lisa E
associdada de acordo com a Proposicao 3.2.3. Ela é explicitamente dada por

1

— dx € Q.
2y+a1x—|—a3 X

Se tomamos outras coordenadas de Weierstra8 x/,y’ € k(X), sabemos pelo item (b) da Proposigéo
3.2.3 que a cubica de WeierstraB lisa E’ associada é obtida a partir de E através da mudanca de

variavel
2./
xX=ux—+r -
u,r,s,t€k,u#0.
3.,/ 2an!
y=uy +usx +t
Como se verifica que temos wp = uweg, segue que os diferenciais invariantes de X obtidos a

partir de E e E’ sdo multiplos um do outro por uma constante.

3.2.5 O Moébdulo de Tate

Seja (E/k,Og) uma curva eliptica. Entdo, para m # 0 primo com a caracteristica, sabemos pela
Proposigao 3.2.24 que
E[m| = Z/mZ x Z/mZ.
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Além disso, como E esta definida sobre k, pode-se mostrar que [m] também estd definida sobre

k. Isto implica que [m] comuta com a agdo de Gy em E(k):
o-[m](P)=[m]-(¢-P) VP € E(k).

Assim, Gy, se restringe a uma ac¢do em E[m] e isto nos d4 uma representagdo
p: Gy — Aut(E[m]) = GLy(Z/mZ)

onde o ultimo isomorfismo é obtido ao tomarmos uma Z/mZ-base de Aut(E[m]). O que faremos
a seguir € juntar estas representagdes para m = {", com ¢ primo diferente de char k. Isto é feito
por meio da seguinte definicdo

Definicdo 3.2.27. Sejam E uma curva eliptica e £ # char k primo. Definimos o médulo de Tate
(¢-adico) de E como sendo o seguinte limite projetivo

T,(E) = lim E[¢"]
onde os mapas E[¢""1] — E[¢"] sdo os mapas de multiplicacio por /.

Para mais detalhes sobre a definicdo de limite projetivo ou a no¢do mais geral de limite na
teoria de categorias veja o Apéndice A.3 de [BT15] ou o Apéndice 3.3 de [Ten08].

Como consequéncia da Proposicdo 3.2.24, cada E[¢"] é um Z/{"Z-mbdulo e, portanto, nos
da uma estrutura de Z,-médulo sobre T;(E) (veja o Capitulo 4 sobre a construgdo do anel Z,
dos inteiros {-adicos). Além disso, temos que como Z,(ou Z,)-médulos:

o TYE)=Z;xZysel #0emk.
e T,(E) = 0o0uZ,sechark =p > 0.

Assim, se ¢ # chark é primo, e E é definida sobre k, entdo as a¢des de G em cada E[¢"] nos d&do
uma acdo de Gy em T;(E) e isto nos d4 uma representacdo

pe: Gy — Aut(Tg(E)) = GLz(Zg).

Se E, E’ sdo curvas elipticas e ¢ : E — E’ é uma isogenia, entdo ¢ leva cada E[¢"] em E'[("] e
obtemos um mapa Z-linear
¢¢ : Ty(E) — Tu(E").

Assim, obtemos um homomorfismo de grupos abelianos

Hom(E, E') — Homg, (T, (E), T;(E))
¢ — ¢¢

que induz um mapa Z-linear
Hom(E, E') ®z Zy — Homg, (T,(E), T;(E')).
Sobre este mapa, temos a seguinte proposi¢do
Proposicdo 3.2.28. Se { é um primo diferente de char k, o mapa Z-linear natural
Hom(E, E') ®z Zy — Homg, (T,(E), T;(E'))
¢ injetor
Demonstragio. Ver o Teorema II1.7.4 do [Sil09]. O
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Coroldrio 3.2.29. Para E, E' curvas elipticas, o grupo abeliano Hom(E, E') tem posto no mdximo 4.

Demonstragio. Pela Proposigdo 3.2.14, Hom(E, E’) é livre de tor¢do. Entdo, temos a igualdade
rankz Hom(E, E') = rankz, Hom(E, E') @z Z,

no sentido de que o lado esquerdo é finito se e somente se o lado direto é finito e neste caso, os
dois sdo iguais. Porém, pela Proposigdo 3.2.28, segue que para ¢ # chark

rankz, Hom(E, E') ®z Z; < rankz, My(Z;) = 4

e o resultado segue. O

3.2.6 Endomorfismos e Automorfismos

Concluimos este capitulo descrevendo a estrutura do anel de endomorfismos e do grupo de
automorfismos de uma curva eliptica E. O que sabemos até agora sobre End(E) é que

e T um anel de caracteristica zero, ndo possui divisores de zero e é um grupo abeliano de
posto no méximo 4 (Proposigado 3.2.14 e Coroléario 3.2.29).

* Possui uma anti-involugdo dado por ¢ — ¢ que fixa Z (itens (i), (iii), (iv) e (vi) da
Proposicdo 3.2.22).

* Valequepod € Zspepod =0 <+= ¢ =0 (item (i) da Proposicdo 3.2.22).
Acontece que é possivel classificar os anéis que possuem estas propriedades:

Proposicao 3.2.30. Se R é um anel que satisfaz as trés propriedades acima, entdo R é um dos sequintes
tipos:

e R=Z.
® R é uma ordem em um corpo quadrdtico imagindrio K = Q(a).
® R é uma ordem em uma ordem em uma dlgebra de quatérnions A = Q(«, ).
Demonstragio. Veja o Teorema II1.9.3 do [Sil09]. O

Corolario 3.2.31. Se E é uma curva eliptica, entdo End (E) é um dos trés tipos mencionados na proposicio
anterior.

Em relagdo ao grupo de automorfismos Aut(E), temos o seguinte resultado

Proposicdo 3.2.32. Para E curva eliptica, Aut(E) é finito de ordem dividindo 24. Mais especificamente:

2se j(E) #0,1728
4sej(E) =1728 e chark #2,3
#Aut(E) =< 6sej(E)=0 e chark#2,3
12sej(E) =0 = 1728 e chark=3
245ej(E)=0=1728 ¢ chark=2
Demonstragio. Ver o Teorema I11.10.1 do [Sil09]. O
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Capitulo 4

Multiplicacao Complexa

Neste capitulo, tratamos das curvas elipticas com multiplicacdo completa. Comecamos tratando
de curvas elipticas sobre C e depois discutimos sobre os possiveis corpos de defini¢do. Por Fim,
enunciamos alguns resultados interessantes sobre tais curvas. Em especial, os fato de que o j-
invariante é um inteiro algébrico e que a partir dos pontos de tor¢do se pode construir extensdes
abelianas de corpos quadréaticos imagindrios. Destacamos que ndo fornecemos demonstragdes
completas dos resultados enunciados e apenas damos a referéncia correspondente na referéncia
principal que é o [Sil94].

4.1 Propriedades Gerais

Seja E/C uma curva eliptica com multiplicacdo complexa, ou seja, com End(E) 2 Z. Entdo, de
acordo com o Teorema VIL.5.5 de [Sil09], é isomorfo a Z ou a uma ordem R em corpo quadratico
imagindrio. Uma outra maneira é usar a caracteriza¢do do Corolério 3.2.31 e o Coroldrio IIL.5.6.c
do [Sil09]. De agora em diante, vamos tratar de curvas elipticas E/C cujo anel de endomorfismos
é isomorfo a Ok, onde K é um corpo quadratico imagindrio.

Exemplo 4.1.1. Para K corpo quadratico imaginario, o seu anel de inteiros A = Ok é um reti-
culado da forma Z + tZ. Pela Proposigdo 3.1.18, temos um isomorfismo entre a curva eliptica
complexa E5y = C/A com a seguinte curva algébrica projetiva

En:Y?Z =4X3 — g (AN)XZ% — g6(N)Z5,

que serd uma curva eliptica, com ponto base O = (0 : 1 : 0). E mais, temos um isomorfismo
entre o anel de endomorfismos (analiticos) de Ex e o anel de endomorfismos (algébricos) de £
(veja o Teorema VI.4.1 do [Sil09]). Assim, temos End(Ex) = End(Ex) = Ok.

Enunciamos abaixo que temos um isomorfismo Ok = End(E) especial.

Proposicao 4.1.2. Seja E/C uma curva eliptica com multiplicagio complexa por Ox C C. Entdo, existe
um tinico isomorfismo
[-] : Ox — End(E)

tal que para qualquer diferencial invariante w € Qf
[a]*w = aw Yo € Ok.
Neste caso, dizemos que o par (E, [-]) é normalizado.

Demonstragio. ver a Proposigdo II1.1.1 de [Sil94]. O
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Definimos abaixo o conjunto das classes de C-isomorfismo de curvas elipticas com multiplicacdo
complexa por Ok como

EN(Ox) : {curvas elipticas E/C com End(E) C Og}  {reticulados A C C com End(A) = Ok}
K) = _ |

C-isomorfismo homotetia

Este conjunto é serd ndo-vazio. De fato, se a C K é uma ideal fracionario ndo-nulo, entdo a C C
é um reticulado e a curva eliptica E;/C associada satisfaz End(E,) = Ok (veja a se¢do 1 do
Capitulo 2 do [Sil94]). Além disso, se ¢ € K*, entdo E, e E.q sdo C-isomorfas. Assim, suspeitamos
que exista uma relacdo entre Ell(Ok) e o grupo Cl(Ok) das classes de ideais de Ok. Por exemplo,
temos um mapa

[a] — E,.

Definimos para A C C reticulado e a C K ideal fraciondrio ndo-nulo, o conjunto
a-A={mAM +- - -+aA =a; €a;,A; €A}

A relagdo entre Ell(Ok) e CI(Ok) é estabelecida na seguinte proposigdo

Proposicao 4.1.3. Seja K um corpo quadrdtico imagindrio. Entdo, valem as seguintes afirmagoes:

(a) Seja A C C um reticulado com Ex € EIl(Ox) e sejam a, b ideais fraciondrios ndo-nulos de K, Entdo:

(i) a-A C C éum reticulado.
(ii) A curva eliptica E,.5 /C satisfaz End(E,.o) = Ok.

(iii) Eq.n = Ep.a se e somente se [a] = [b] em ClI(Ok).
A partir dos trés itens acima, obtemos uma agio de CI(Ox) em ENN(Oy) dada por [a] - EA = E -1.5.

(b) A agdo de Cl(Ok) em Ell(Ok) definida no item anterior é livre e transitiva. Em particular, EIl(Ok) é
finito com #EI(Ok) = #Cl(Ok).

Demonstragdo. Ver a Proposigdo I1.1.2 do [Sil94]. O

Defini¢do 4.1.4. Para (E, []) € Ell(Ok) normalizado e a ideal ndo-nulo de Ok, definimos o con-
junto dos pontos de a-tor¢ao de E como

Ela] ={P € E: [a](P) =Or Va € a}.
Em particular, para a = mOk, temos E[a] = E[m].

Seja E € Ell(Ok). Entdo, E = E, com A C C reticulado tal que End(A) = C. Como
A C a™!A, temos um mapa analitico natural

C/A—C/a"-A
entre curvas elipticas complexas que corresponde a uma isogenia

¢a: EA — [a] - Ea.
A préxima proposi¢do nos da uma descrigdo precisa desta isogenia e do conjunto E[a].
Proposicdo 4.1.5. Seja E € Ell(Ok) e a ideal ndo-nulo de Ok. Entdo:

(a) Ela] é o niicleo da isogenia ¢ : E — [a] - E.
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(b) Ela] é um Ok /a-médulo livre de posto um.

Demonstragio. Ver a Proposicdo I1.1.4 do [Sil94]. O
Corolario 4.1.6. Seguindo a notagdo da proposigio acima, temos:

(a) Aisogenia ¢q : E — [a] - E tem grau Ng q(a).

(b) Para todo a € Ok, 0 endomorfismo [ : E — E tem grau | Nk ql(«).

Demonstragdo. Veja o Corolério I1.1.5 do [Sil94]. O

Em relacdo ao corpo de defini¢do de curvas elipticas em Ell(Ok), o resultado-chave é a se-
guinte proposi¢ao

Proposicdo 4.1.7. Seja K um corpo quadrdtico imagindrio. Entdo
(a) Para E € Ell(Ok), temos j(E) € Q.
(b) O mapa natural

{curvas elitpicas E/Q com End(E) = Ok}
Ellg(Ok) = = EII(O
0(Ok) Q-isomorfismo < El(Ox)

é uma bijegdo,
Demonstragio. Ver a Proposigdo I1.2.1 do [Sil94]. O

Assim, se E/C é uma curva eliptica com End(E) = Ok, entdo pelo item (b) da proposicdo
acima ela ¢ C-isomorfa a uma curva eliptica E;/Q. Agora, pelo item (ii) da Proposicdo 3.2.5,
existe uma curva eliptica E;/Q(j(E;)) que é Q-isomorfa a E; e temos j(E) = j(E;) = j(E2).
Portanto, E é C-isomorfa a uma curva eliptica E'/Q(j(E)).

4.2 Integralidade e Extensdes Abelianas

Vimos na secdo anterior que se E/C é uma curva eliptica que representa um elemento de Ell(Ok).
Mas pode-se afirmar algo mais forte

Teorema 4.2.1. Seja E/C € Ell(Ok). Entdo, j(E) é um inteiro algébrico.

Demonstragio. Ver o Teorema II.6.1 do [Sil94]. Na Sec¢do 6 do Capitulo II deste mesmo livro,
existem duas demonstragdes. Uma de natureza analitica e outra que utiliza resultados de teoria
de corpos de classe local (ver o Capitulo 2 de [Ten08]) juntamente com o chamado Critério de
Néron-Ogg-Shafarevich descrito na Se¢ao VIL.7 do [Sil09]. O

Os proximos resultados descrevem como construir extensdes abelianas de K a partir do j-
invariante e dos pontos de torg¢do de curvas elipticas em Ell(Ok). Este fendmeno é semelhante
ao que ocorre quando o corpo base é Q. De fato, o chamado Teorema de Kronecker-Weber diz que

toda extensdo abeliana L/Q esta contida em uma extensao ciclotomica Q(,)/Q, onde p, = e
é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Notamos que as raizes da unidade sdo os pontos de
torgdo do circulo unitdrio S' que pode ser visto como uma curva algébrica (real).

A teoria de corpos de classe para um corpo de ntimeros K nos fornece um resultado analogo:
toda extensdo finita e abeliana L/K estd contida em um ray class field K(a), onde a é um mo-
dulus (este é o Corolério VI.6.3 do [Neu99]). No caso de K quadratico imaginario, um modulus
equivale a um ideal ndo-nulo de Ok. Em particular, para a = Ok, o ray class field H = K(a) é 0
chamado corpo de classe de Hilbert de K. Ele também é caracterizado como a extensdo abeliana
maximal no qual nenhum primo de K se ramifica em H (Proposi¢do VI.6.8 do [Neu99]). Sobre
este corpo, temos o seguinte resultado:
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Teorema 4.2.2. Se E/C é uma curva eliptica que representa um elemento de Ell(Ox), entio K(j(E)) é o
corpo de classe de Hilbert de K.

Demonstragio. Ver o Teorema 11.4.3 do [Sil94]. O

Por fim, a partir de E € Ell(Ok), podemos obter todos os ray class field K(a). Para isto,
precisamos de uma fungéo auxiliar, chamada uma fun¢io de Weber /1 : E — P! que é definida
sobre H. Se E € Ell(Ok), sabemos que podemos tomar E’/ H que é C-isomorfa a E. Se ela é dada
por uma equacao de Weierstrafs

e iy =x"+Ax+B ABcH,

afm

um exemplo de fun¢do de Weber é

x seAB#0
h(x,y) =< x> seB=0
¥} seA=0

Feito isso, enunciamos o

Teorema 4.2.3. Seja E/H € Ell(Ox) e h : E — P! uma funcio de Weber. Entio para todo a ideal de
Ok, o corpo K(j(E), h(E[a])) é o ray class field K(a). Como consequéncia, a extensio abeliana maximal
de K é dada por K = K(j(E), h(Ejors)).

Demonstragio. Ver o Teorema I1.5.6 e o Corolério I1.5.7 do [Sil94]. O

Assim, se E € Ell(Ok) é dada por uma equagdo de Weiestrafl
Eaim:y> =x>+Ax+B A,BcH,

entdo quando AB # 0, os ray class fields de K sdo obtidos a partir de K acrescentando j(E) e as
coordenadas x dos pontos de a-tor¢do. Em particular, se E = Ex com A = Ox = Z + TZ, tanto j
quanto a fun¢do de Weber podem ser consideradas como fungdes analiticas de T (ver a Se¢do 1.4
do [Sil94] e o Exemplo I1.5.5.2 do [Sil09]). Isto significa que os ray class fields de K sdo obtidos
acrescentando valores especiais de algumas fung¢des analiticas algo que também ocorre no caso
do corpo base Q pois as raizes da unidades sdo justamente os valores da exponencial ¢>™ nos
numeros racionais.
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