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Introducao

I want to suggest that there is an immense wealth of connections with other areas which lies
ready to be discovered. If I am right, I foresee new proofs of the classification which will owe
little or nothing to the current proofs. They will be much shorter and will help us to
understand the finite simple groups in a context much wider than finite group theory.

John McKay, [9]

Conectar areas que, a primeira vista, parecem ndo ter vinculos pode ser uma boa maneira de
solucionar um problema e, ao abrir o leque das possibilidades de como uma mesma questdo pode ser
tratada, pode-se mudar a natureza do estudo das dreas que estavam previamente desconexas. Por
isso, assim como sugerido pelo trecho acima, correspondéncias estdo, e devem estar, no &mago do
estudo de Matematica. Enquanto que John McKay se refere a classificagdo de grupos simples, que
levou mais de 100 anos para ser finalizada e exigiu em torno de 10.000 paginas espalhadas ao longo
de 500 artigos, como sendo um processo que ndo nos garantiu um amplo entendimento do estudo por
estar enclausurada apenas na Teoria de Grupos; podemos citar dois exemplos de conexdes muitissimo
frutiferas em Matematica:

e acorrespondéncia de Galois, que possibilitou uma resposta para o problema de expressar raizes
de polindmios de grau arbitrario.

e a correspondéncia entre as algebras de Lie simples e os diagramas de Dynkin (uma lista de 7
tipos de grafos), que, essencialmente, classifica essas dlgebras.

No caso da correspondéncia de McKay, principal objetivo deste trabalho, nossas matérias-primas
sdo os subgrupos especiais unitarios finitos: I' C SU3(C). Para cada subgrupo I', ela nos fornece
(univocamente) um certo diagrama de Dynkin, que, portanto, também nos dd um conexdo natural
dessas estruturas com algebras de Lie simples. Podemos fazé-la de dois modos distintos: utilizando
as representag¢des de cada subgrupo I' ou estudando as singularidades geradas por eles em um espaco
chamado a variedade de 6rbitas.

Assim, na primeira parte do projeto, estudamos e estabelecemos os principais resultados da teoria
de Representagdes de Grupos, tendo como maior finalidade a criagdo de ferramentas para construir-
mos as tabelas de caracteres dos subgrupos I'. Para tanto, foram utilizados o cléssico livro [1] e dois
mais modernos, [2] e [3], o primeiro com uma visdo geral da Teoria de Representagdes e o segundo
focado apenas em Grupos. Para esclarecer, uma representacio (linear) de um grupo G se trata, basi-
camente, de enxergar as operac¢oes de GG, que podem ser bastante abstratas, como feitas nos grupos
lineares GL(n), relativamente mais palpdaveis. J4 as tabelas de caracteres conseguem caracterizar, de
certo modo, todas as representagdes de um grupo e serdo essenciais para estabelecermos o primeiro
modo da correspondéncia.

Na segunda parte, tivemos como escopo o trabalho de [5] e iniciamos com o estudo das rotagdes
dos sélidos platonicos, o que nos fornece uma 6tima visualizagdo geométrica quando, em seguida, re-
alizamos a classifica¢do dos subgrupos finitos de SU5(C). Na se¢do seguinte, apds construir as tabelas
de caracteres para cada um dos possiveis subgrupos, demonstramos caso-a-caso o primeiro modo da
correspondéncia de McKay, além de estabelecer uma relagdo com as dlgebras de Lie associadas. Ao
final, estudamos as chamadas singularidades Kleinianas, em referéncia a F. Klein [19], pois ele foi um
dos primeiros a estudar o espaco das 6rbitas gerado por cada subgrupo I'. Com isso, estabelecemos o
segundo modo da conexdo, utilizando o processo de resolucdo de singularidades. Vale citar que, na
verdade, esse modo ¢ historicamente anterior ao primeiro e devido, principalmente, a0 matematico
DuVal [16].
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Parte I
Representacoes de Grupos Finitos

1 Definicoes e o Teorema de Maschke

Essa secdo foi baseada, em linhas gerais, em [1} §1].

Dado um espago vetorial V, vale ressaltar que denotamos por GL(V') o conjunto de todos os
isomorfismos lineares de V em V, também chamados de automorfismos de V. Assim, com a operagdo
de composicdo, temos que GL(V') tem uma estrutura de grupo, onde o elemento neutro é a fungdo
identidade Id. Lembre, também, que, quando V' tem dimenséo finita, digamos n, GL(V') é isomorfoao
grupo multiplicativo das matrizes invertiveis GL(n), que, para simplificar, também serd denotado por
GL(V).

Defini¢do 1.1. Dado um grupo G, uma representagio (linear) de G é um espago vetorial V, sobre um
corpo K, munido de um homomorfismo de grupos p : G — GL(V), isto é:

Vg,h € G, p(gh) = p(g)p(h), p(1) =1d, p(g~") =p(g)~".

Invariavelmente, também vamos chamar a funcédo p simplesmente de uma representacéo.

Assim, para cada g € G, temos a fungdo p(g) : V' — V e, para tornar a notagdo menos carregada,
muitas vezes escreveremos p(g)(v) = g-v, onde v € V. Escrito desse modo, fica melhor ilustrada uma
agdo de cada g € G no espago V.

Antes de comegar a listar outras defini¢des, vejamos alguns exemplos:

Exemplo1.1. 1. Representacdo Trivial: Assim como ocorre em outras estruturas matematicas,
também temos uma que é trivial: para qualquer grupo G, dado um corpo K, podemos tomar
V=Kep:G— GL(V) tal que p(g) = Id Vg € G. Com esse homomorfismo, poderiamos ter
tomado, na verdade, qualquer espaco vetorial V.

2. Representagdo Regular: Sendo G um grupo, a fim de criar uma representacdo natural e que
reproduza toda a estrutura do grupo, podemos fazer o seguinte: dado um corpo K, construa
o0 espaco vetorial, denotado por K[G], que tenha como base o préprio grupo G, isto é, cada
elemento de K[G] é uma soma formal de elementos de G possivelmente multiplicados por al-
gum escalar de K. Explicitamente, K[G] = {Z cqg : ¢g € K,g € G}, onde G é um conjunto

geG

linearmente independente.
Assim, se |G| = n, entdo dim(K[G])= n. Além disso, perceba que esse espago estd munido com
uma operagdo de multiplicagdo dos elementos de sua base e podemos estender essa operagdo
para todo o espago assumindo que essa operagdo seja bilinear.

Agora, podemos definir p : G — GL(K[G]) do modo mais natural possivel: p(h) é a fungdo de
multiplicagdo a esquerda por h € G, i.e.

p()(D_ cog) =Y co(hg).

geG geG

Chamamos essa representagdo de regular e o espaco K[G] de algebra do grupo G, ja que uma
algebra é, por definicdo, um espago vetorial munido de uma outra operagdo que seja bilinear.

3. Representac¢dao Natural do grupo Diedral: O grupo diedral, de ordem 2n, pode ser escrito como
D, = {a'¥’ | a® = 1,b®> = 1,bab = a~'} e tem uma visualizacdo geométrica bastante natural:
ele representa as simetrias de um n-dgono, em que a rotagdo de 27 /n é dada pelo elemento de-
notado por «a e a reflexdo pelo b. Lembrando que rotagdes e reflexdes do plano podem ser vistas
como matrizes que agem em R?, essa visualizagao pode ser formalizada algebricamente usando
o conceito de representagdo tomando V = R? e p: D,, — GL(V) para ser o homomorfismo que

satisfaz ) )
cos =T —sin <% -1 0
p(a){sin%f cos%’;} p(b){() 1}

3



Note que, nessa representacdo linear, foi convencionado que a é a rotagdo no sentido anti-
horério e b é a reflexdo em relagdo ao eixo y. Outra observagdo importante é que a funcédo p
é injetora e, portanto, podemos pensar em D,, como subgrupo de GL(R).

Como em toda estrutura matemaética, devemos dizer quando duas representa¢des podem ser con-
sideradas, através de um isomorfismo, como equivalentes na teoria. A préxima defini¢do sera feita
com esse intuito.

Considere U e V' duas representagdes (definidas sobre um mesmo corpo K) de um grupo G com
os homomorfismos p : G — GL(U) e 7 : G — GL(V).

Defini¢do 1.2. Um morfismo das representagdes U e V é uma transformacgdo linear ¢ : U — V tal que:

Vg€ G VucU, ¢(p(g)(u)) = m(9)(p(u)), isto & ¢(g - u) = g - (p(u)).
Se esse morfismo for bijetor, diremos que ¢ é um isomorfismo de representagoes.

Do mesmo modo que hé subespagos, somas diretas e produto tensorial de espagos vetoriais, temos
esses conceitos para representagdes. Basta decidir como devem ser as fungdes p nesses casos.

Definicdo 1.3. Sejam U, V' representacdes como as acima:

1. Dizemos que um subespago vetorial W C U é uma subrepresentagio de U se
Vg € G Yw e W, p(g)(w) € W.

Isso é 0 mesmo que dizer que W ¢é invariante pela agdo dos elementos de G ou, mais sucinta-
mente, que G - W C W. As subrepresenta¢des U e {0} serdo chamadas de triviais.

2. A soma direta de representacdes U @ V é definida como p @ 7m: G — GL(U @ V') de modo que:

Vue U YoeV, (p@m)(g)(u+v)=p(g)(u) +m(g)(v).

3. O produto tensorial de representagoes U @ V' é definido como p®@7: G — GL(U ® V') de modo que:

Vue U YoeV, (p@m)(g)(u®v) = p(g)(u) @m(g)(v).

Nao é dificil de se notar o seguinte:

Proposicdo 1.1. Se U,V sdo representagdes de um grupo G e ¢: U — V é um morfismo de representagoes,
entdo o niicleo ker(¢) C U e a imagem Im(yp) C V sdo subrepresentagoes.

Iustremos alguns conceitos com um exemplo de subrepresentacdo de K[G] que é isomorfa a re-
presentacao trivial.

Exemplo 1.2. Seja G grupo finito e definav =3 g € K[G], temos que o subespago
Ko = {Av: A € K} C K[G] é subrepresentagdo e os elementos de G agem trivialmente nele:

Vhe G VAEK, h-(\)=A> hg=X1> ¢ =
geaG g'eG

Assim, para concluirmos que Kv é isomorfa a representagdo trivial, vejamos que o isomorfismo
¢: Kv — K, tal que ¢(Av) = A, é morfismo de representacdes. Seja p a funcdo da subrepresenta-
¢do da rep. regular e 7 a da representagdo trivial: Vh € G VA, ¢(p(h)Av) = ¢p(Wv) = A = w(h)A =
m(h)($(Av)).

Com essas defini¢des, dada uma representacdo, podemos pensar quando podemos decompé-la
em uma soma direta de representa¢des ndo nulas. Para que isso acontega, é necessdrio que ela tenha
uma subrepresentacdo nio nula e prépria, sendo um dos somandos teria que ser {0}. Isso nos leva a
mais algumas defini¢des:

Definicao 1.4. Seja V representacdo de um grupo G:



1. Dizemos que V' é decomponivel se V é isomorfa a alguma soma direta de representa¢des nao
nulas.

2. Dizemos que V é irredutivel se V ndo possui uma subrepresentagdo prépria ndo nula, ou seja, se
suas Unicas subrepresentagdes sdo as triviais, V e {0}.

Pelo dito acima, temos que toda representacdo irredutivel é indecomponivel.
Agora, faremos exemplos de representacdes dos grupos ciclicos (finitos), o que sera importante
para quando estudarmos a correspondéncia de Mckay:.

Exemplo 1.3. Considere G = C,, = (g) o grupo ciclico, gerado por g, de ordem n e o corpo K = C dos
ntimeros complexos. Podemos criar n representacdes de dimensao 1 através do ndmero ¢ = e2™/" ¢
C, de modo que C,, é isomorfo ao grupo multiplicativo {¢*¥ € C : k € {0,1,...,n — 1}}. Assim, para
cada k € N, podemos definir a representagéo:

pr: G — GL(C)
g’ (¢FY1d

Repare que py €, na verdade, a representagdo trivial (ja que ¢° = 1) e s6 ha n representagoes distintas,
pois ("™ = ¢*. Além disso, como C ndo possui um subespago vetorial préprio e ndo nulo, vale
também que cada uma dessas representacées é irredutivel.

Fixado k como acima, ilustremos, agora, uma soma direta:

Pk D p—k: G%GL(C@C)

E notavel que a imagem dessa representagdo esta contida em SU(2) = {M € GL(C?) : M M =
Id, det(M) = 1}. Isso acontece, porque Vj € N o determinante é dado por (¢*)7(¢7F)7 = 1e (i¢J =

, _ ¢k o ¢ki 0 10
|C]|2=1,entao[ } 0 C—kj]:{o 1}.

0 (K
Pensemos, agora, em decompor um espaco vetorial V: se V' possui um subespago U C V/, pode-
mos achar um subespaco W C V complementar, isto é, de modo que V = U @ W. Em dimensao finita,
isso pode ser feito, por exemplo, completando uma base de U até chegar em uma base de V' e, em
dimensdo arbitréria, pode-se usar o lema de Zorn. Além disso, uma soma direta pode ser pensada,
de modo equivalente, como a existéncia de uma projegdo P: V' — U, ou seja, uma funcéo linear tal
que P|U = Idy, pois P implica que V = U & ker(P).

Para o nosso caso, sendo V uma representagdo e U subrepresentacdo, ndo ha garantia de que
qualquer W também sera subrepresentacdo. Mas o resultado a seguir nos diz que, com certo cuidado,
podemos achar um complementar adequado.

Teorema 1.2. Suponha que |G| < oo e que K é um corpo tal que char (K) 1 |G|. Se V é uma representagiio
de G sobre o corpo K, entdo, dada uma subrepresentagio U C 'V, existe uma fungio linear P: V' — U que é

uma projegdo (em U) e um morfismo de representacdes. Em outras palavras, V. = U @ ker(P), onde a soma é
de representagdes.

Demonstragio. Sejam p: G — GL(V') a representagdo e P: V — U uma proje¢do, que nio é necessari-
amente morfismo de representagdes. As hipoteses iniciais nos dizem que |G| pode ser visto como um
elemento ndo-nulo de K e, assim, podemos definir P explicitamente como:

PV U

v ﬁ > p(9)Pp(g™ v

geG

Usando o fato de U ser subrepresentagio, repare que a imagem de P esté contida, de fato, em U,
porque P(p(g~')v) € U = p(g)(Pp(g~')v) € U. Agora, vejamos que:



e P|, =1Idy : como U é subrepresentagdo e P|,, = Idy, temos que Vu € U p(gfl)u € U e, assim,
p(9)Pplg~")u = p(g)p(g~")u = p(gg~")u = u, entdo Pu = & - |Glu =

e é morfismo (de representagdes): sejamv € Ve h € G:

p(h) |G|Z |G|Z p(hg)Pp(g 1v— Z Pp((h~'g))

geG geG g'€eG
Z “Hp(h)v = P(p(h)v),
9 'eG

onde fizemos a mudanca ¢’ = hg na soma.

Com isso, P é projecdo e morfismo de representacdes. Para finalizar, detalhemos a soma direta

induzida por P. Primeiramente, W = ker(P) C V é subrepresentagdo, pois w € W = P(p(h)w) =

= p(h)(Pw) = p(h)(0) = 0 = p(h)w € W, Vh € G. Além disso, V = U & W, porque todo v € V pode

ser escrito como v = P(v) + (v — P(v)), onde P(v) € U e (v — P(v)) € W; também, sev € U NW,
entdo P(v) = ve P(v) = 0, entdo U N W = {0}. Logo, p = p|,, & p|,,,-

O

Utililzando indugdo, obtemos a seguinte consequéncia, atribuida a Heinrich Maschke por uma
publicacdo de 1899 [4]:

Corolario 1.3 (Maschke). Suponha que |G| < oo e que K é um corpo tal que char (K) { |G|. Entdo, toda
representacdo de G de dimensdo finita é uma soma direta de (sub)representagoes irredutiveis.

Demonstragio. Seja V representacdo de G tal que dim(V) = n. A prova é feita por inducdo em n: se
dim(V') = 1, entdo V ndo possui subespago préprio e, portanto, ja é irredutivel. Agora, suponha que o
resultado vale para todo subespago de dimensao < n— 1: se V for irredutivel, ja temos o resultado; se
V ndo for irredutivel, temos que existe 0 # U C V tal que U é subrepresentacdo. Aplicando o teorema
anterior, temos que existe subrepresentacio W de modo que V. = U & W. Como 0 < dim(U) < n
e 0 < dim(W) < n, podemos aplicar a hipétese de indugdo em U e em W, isto é, U e W sdo somas
diretas de representac6es irredutiveis e, portanto, V também o é.

O

Um outro jeito de enunciar esse resultado seria: toda representacdo indecomponivel é irredutivel.
Isso pode ser visto usando a contrapositiva: se V' for redutivel, isto é, possuir subrepresentagdo proé-
pria, o teorema nos diz que ela pode ser decomposta em soma direta. De certo modo, isso simplifica a
estrutura das representag¢des de grupos finitos, o que possibilita um bom aprofundamento da teoria.

Agora, repare que a caracteristica do corpo nao dividir |G| foi importante para a demonstracao
do teorema. A seguir, faremos, de certa forma, uma reciproca do coroldrio, isto é, a hipdtese sobre
char (K) é condicdo necessdria para que uma representagdo qualquer de G seja decomposta em soma
de irredutiveis.

Proposicdo 1.4 (Reciproca do Teorema de Maschke). Sejam G um grupo finito e K um corpo. Se a repre-
sentagio regular K[G| pode ser decomposta como soma de irredutiveis, entdo char (K) 1 |G|.

Demonstragdo. Sendo v = ), .~ h, como no exemplo a hipétese nos diz que podemos fazer a
seguinte decomposicdo: K[G] = Kv & I. Como I é subrepresentacio, sendo z = > ., cq9 € I, temos
queVh € G h-z €I, entdov -z € I. Mas, também:

v-szcQZhg:chZh' chveKv

geG heG geG h'eG geG

geG

Assim, v - ¢ € Kv N I. Entdo, pela soma direta, temos que (> 4G ¢g) = 0 e, portanto,
I'={>,c6¢9: (X ,4ecqcq) = 0}, ondeainclusdo € dada pelo acima e a igualdade pela dimensao dos
espacos, ja que ambos tem dimenséo |G| — 1. Por fim, como v ¢ I, vale que |G| =3~ 1 # 0. Logo,
char(K) 1|G|.

O

Essa é a primeira razdo do porqué os resultados da teoria que faremos a seguir tratam de repre-
sentacdes sobre o corpo dos nimeros complexos, um corpo de caracteristica zero.



2 Lema de Schur e primeiras aplica¢des

Neste momento inicial, nosso objetivo estd em desenvolver teoremas mais fortes e que nos possibili-
tem a classificagdo das representagdes de alguns grupos. No entanto, antes disso, precisamos de um
resultado basico e fundamental de representagdes.

Teorema 2.1 (Lema de Schur). Sejam U e V' duas representagdes irredutiveis, sobre K, de um grupo G. Se
existir um morfismo de representagoes ndo-nulo ¢: U — V, entdo:

1. ¢ é um isomorfismo.

2. No caso em que K é um corpo algebricamente fechado, U tem dimensdo finitae V = U, vale que p = \d,
para algum X\ € K.

Demonstragio. Para provar 1, basta ver que ¢ é bijetor. Primeiramente, lembre que ker(p) C U e
Im(p) C V sdo subrepresentagdes. Agora, da hipotese de que ¢ ndo é nulo, temos que Im(y) # {0} e
ker(y) # U, entdo, usando a irredutibilidade de U e V, concluimos que ker(p) = {0} e Im(yp) = V.

Para o item 2, usemos o fato de U ter dimensao finita e K ser algebricamente fechado para encon-
trar A € K um autovalor de ¢: U — U, isto é, 30 # u € U tal que ¢(u) = Au. Em outras palavras:
ker(p — AId) # {0}. Agora, notemos que a fungdo ¢ — AId é morfismo de representagdes:

9-((p = Ad)u) = g-p(u) —g- (Au) = ¢(g-u) = Ag-u) = (¢~ Md)(g - u)
Assim, utilizando que U é irredutivel, podemos concluir que ker(¢ — Ald) = U e, portanto, ¢ = Ald.
O

Podemos perceber a capacidade de aplicacdo do lema de Schur com alguns reultados que decor-
rem facilmente dele.

Corolario 2.2. Seja p: G — GL(V') uma representagio de dimensdo finita irredutivel sobre um corpo algebri-
camente fechado. Se g € G é um elemento central, entio p(g) = \d, para algum X\ € K.

Demonstragido. Um elemento g € G ser central é o mesmo que dizer que Vh € G gh = hg, entdo, para
cadahe GeveV:

p(9)(p(h)v) = p(gh)v = p(hg)v = p(h)(p(g)v).
Isso nos diz que p(g) € GL(V) é um morfismo de representa¢des (ndo-nulo) e, aplicando o lema de
Schur, p(g) = AId. O

Corolario 2.3. Se G for um grupo abeliano, entdo suas representagdes de dimensdo finita irredutiveis (sobre
um corpo algebricamente fechado) tem dimensdo 1.

Demonstragio. Seja V uma representacdo irredutivel de G. Ja que num grupo abeliano todos os seus
elementos sdo centrais, entdo, pelo resultado acima:

Vge G IN, €K tq. Vv eV g-v=Av.

Assim, qualquer subespaco de V' é uma subrepresentacédo, o que forca que V' tenha dimenséo 1 para
se manter irredutivel. O

Corolario 2.4. Suponha que |G| < oo e que K é um corpo algebricamente fechado tal que char (K) 1 |G|. Se
p: G — GL(V) é uma representacio de dimensdo finita sobre K, entio, dado g € G, p(g) é diagonalizdvel.

Demonstragio. Fixando g € G, olhemos para a restricio de V' ao subgrupo ciclico H = (g), isto é,
para p: H — GL(V). Aplicando o teorema de Maschke, temos que V =U; & ... U,, onde cada U; é
irredutivel em relagdo a H. Agora, como H é abeliano, os coroldrios acima implicam que p(g) = A;Idy;,
e, assim, escolhendo uma base a partir da soma direta, temos o resultado:

Mldy, 0

[(9)] = -
0 )\rIdU,.

O

Com os resultados vistos até agora, fica claro que a estrutura de representacdes é mais palatavel

quando estamos trabalhando com um corpo algebricamente fechado e de caracteristica zero. Por isso,
a partir de agora, iremos nos preocupar somente com representacées sobre o corpo C dos complexos.



3 Caracteres e Rela¢des de Ortogonalidade

A principal referéncia para essa secdo foi [1} §2].

Muitas vezes no estudo de Matematica, quando queremos classificar ou caracterizar uma estru-
tura complicada, buscamos transforma-la em uma mais simples, mas que ainda consiga capturar
informacdes o bastante da estrutura inicial. Um exemplo disso estad em Algebra Linear: a funcao de-
terminante resume uma matriz em um simples niimero e consegue reduzir o problema de saber se
uma matriz é invertivel ao problema de saber se seu determinante é zero ou néo.

Para o nosso caso, dado um grupo, um problema interessante seria classificar todas as suas re-
presentagdes (de dimensao finita) a menos de isomorfismo. Mas, primeiramente, algumas perguntas
devem ser feitas. Por exemplo, possuimos um critério simples para decidir se duas representagdes
sdo isomorfas? Sabemos quantas representac¢des distintas um grupo pode ter? Essas duas perguntas
podem ser respondidas com o auxilio dos caracteres, ferramentas que, de certa forma, conseguem
sintetizar uma representacdo. Agora, vamos defini-los!

Defini¢do 3.1. Seja p: G — GL(V) uma representacdo do grupo G (sobre C), onde V tem dimensao
finita. Chamamos a funcao seguinte de caracter da representacio V:

Xy:G—C
g = Tr(p(9))
Se a representacgao V for irredutivel, diremos que o caracter é irredutivel.

A partir daqui, a menos que se diga o contrario, quando estivermos falando de uma representagao
arbitrdria de um grupo, assuma que ela tem dimensdo finita e que o grupo é finito.

Primeiramente, relembrando a propriedade de que Tr(AB) = Tr(BA) para quaisquer duas matri-
zes A e B quadradas, podemos mostrar o seguinte previsivel resultado:

Proposigdo 3.1. Se U e V sdo duas representacoes (de dimensdo finita) de um grupo G isomorfas, entdo seus
caracteres sio iguais.

Demonstragio. Sendo p e m os homomorfismos de U e V respectivamente, temos que existe um iso-

morfismo de representacdes ¢: U — V,isto é,Vg € G Yu € U, p(g)(u) = (¢~ o m(g) o p)(u). Assim,

Vg € G Xy(9) =Tr(p(g)) = Tr(p 'm(g)e) = Tr(x(g)pe ") = Tr(n(g)) = Xy (9)-

Proposigdo 3.2. Sejam p : G — GL(U) e m : G — GL(V') representagoes, de caracteres X e Xy
1. O caracter da soma direta p @ 7 éigual a X + Xy -
2. O caracter do produto tensorial p @ m éigual a X - Xy -
Demonstragio. Para o item 1, escrevendo matricialmente a representacdo da soma direta, temos que:
pdm:G—>GLUYV)

9" [p(Og) ﬂ?g)} '

Assim, Tr[(p & 7)(g)] = Tr(p(g)) + Tr(7(9)) = Xu (9) + Xv (9)-
Para 2, fixe g € G e lembre que p(g) e 7(g) sdo diagonalizdveis, entdo existem bases {e1,...,e,}

deUe{fi,..., fm} deV tais que as matrizes de p(g) e de 7(g) sdo diagonais em relagdo a essas bases.
Escreva p(g)(e;) = Xie; e w(g)(f;) = p;f;. Com isso, podemos montar a seguinte base de U @ V
B={e;®f;|ie{l,...,n},j €{l,...,m}} evisualizar a matriz de (p ® )(g) em relacdo a B:

(p@m)(g)(e: @ f;) = p(g)(e:) @ m(g)(f;) = (Nier) @ (3 fi) = Nipjle: @ f5)

Assim, [p ® (g)] é diagonal em relagdo a B e satisfaz:

Trl(p@m) (o) = Aoy = (DA ) (Do m5) = Trlpl9)Tr(x(9)) = X (9) - X (9):
i,j i=1 j=1



Para desenvolvermos resultados mais profundos, vamos munir os caracteres com um produto
interno. Dadas representagdes U e V' de um grupo finito, defina:

(XUvXV |G| ZXU

geG

Um outro modo de escrevermos o conjugado é dado a seguir: denote a representacdo com 7: G —
CGL(V)e,dado g € G, sejam Ay, ..., \, os autovalores de 7(g). Como ¢/¢! =1, temos que 7(g)I¢l =1d
e, portanto, cada um dos autovalores é uma raiz |G|-ésima da unidade. Assim, \;\; = 1 e:

=2 N =2 N =T () = xv (97,

Com o préximo teorema, daremos um importante passo para uma melhor caracterizacdo de re-
presentacdes de grupos.

Teorema 3.3. Se U e V representagdes irredutiveis de um grupo finito, entio

1, seU=V

(X Xv) = {07 seU2V

Em outras palavras, os caracteres irredutiveis formam um conjunto ortonormal.

Demonstragio. Denote por py e py 0os homomorfismos das representagdes. Comecemos notando que,
tomando uma funcéo linear qualquer 7': U — V, podemos modifica-la de um modo similar ao feito
na demonstracdo do Teorema de Maschke:

e ZPV )Tou(g™),

geG

de modo que T: U — V §, agora, morfismo de representacdes. -
Primeiramente, fagamos o caso em que U 2 V: pelo Lema de Schur, temos que 17" = 0 para toda T
linear. Assumindo que dim(U) = m e dim(V') = n e fixando bases, podemos denotar matricialmente:

O_ ij |ZZPV Zk klpU(g )]l] VZ:L,nV]:L,m
geG k,l

Dados i e j, escolha T para ser a fungéo tal que [T = [5ik6jl]kl, entdo:

0=[T];; = Z Z pv (9ikdirbjlpu (9~ )y = |G| Z ov(9)ilpu (g~ 1)) Vivi.

qEG k,l geG

E, somando em i e j, obtemos o resultado:

|G| Z (Z o) (Slewta ™) = ﬁ S Telpv (9)Telpu (971)] = (v Xo)-
j=1 geG

=1 Jj=

Agora, fagamos o caso em que U =V, isto &, existe isomorfismo de representacdes ¢: V' — U.
Pelo lema de Schur, a fungéo ¢ oT = Mdy para algum A € C. Assim:

A dim(U) = Te(¢o T) = = > Telopv (9)Tou (9™ > Trlpu(9)¢Tpu(g™")] = Tr[g o T).
|G\gea IGlgeG

Com isso,

Tr[¢ o T
dim(U)
E, utilizando da mesma ideia que acima, podemos escolher T' de modo que [¢po Ty = [0:10,1]ki, entdo,

ja que Tr[¢ o T'] = 6;;, segue que:
Oij  _ y 1y, —1y)
le(Uv)i[ z ZZPU zk ¢Tkl[PU( lj |G| ZPU i1 PU )}]y

gEG k,l geG

¢poT = Idy.



Lembrando que, pela proposicao[3.1} X, = Xy, s6 nos resta somar em i e j:

Ot Xe) mzz 1) (S lpuls™ i) = Z(|G|Z[ v(@lalou (™)) =

geG 1 J 9geG
dim(U)

_ _dim(U)
Z dn Z dun ~ dim(U) L

O

Com isso, temos um critério simples para distinguir representa¢des irredutiveis ndo-isomorfas, o
que, aliado ao teorema de Maschke, nos proverd de um critério para distinguirmos quaisquer repre-
senta¢des de dimensdo finita. Nessa dire¢do, escreva uma representagdo de dimenséo finita V' como
soma de irredutiveis:

V=Vi®e...oV,.

Com os caracteres, podemos saber a multiplicidade de representagdes irredutiveis isomorfas nessa
soma. Escolha representantes Vi, ...,V das classes de isomorfismo das representa¢des presentes na
soma acima. Usando o teorema acima e que Xy, = Xy + .- + Xy, defina

i

mi = (Xy, Xy,) = (quantidade de V}’s tal que V; = V).

Assim, cada m; # 0 e podemos reescrever a soma como:

VVEM . VP demodo que ij:nei7éj¢vi$évj.
j=1

Desse modo, podemos criar, a partir dos caracteres, um critério confortavel para decidir se duas
representagdes sdo isomorfas e, por conta dele, poderemos dizer que os caracteres, de fato, caracteri-
zam a estrutura de representacdes a menos de isomorfismo.

Corolario 3.4. Duas representagde de um grupo finito sio isomorfas se, e somente se, seus caracteres sio iguais.

Demonstragio. A ida ja foi feita em[3.1] Para a volta, sejam U e V' duas representagdes de um grupo G
que tenham o mesmo caracter X. Escreva U e V em somas de irredutiveis como a acima:

UzyuP™me.. .. oUP™ V2VEg. . . oVor

Segue que
M1 Xy, - T Xy, = X =Xy, - e Xy,
e paracadai € {1,...,7},
S
mi = (X Xuv,) = D1 (Xv, Xv,)-
j=1
Entdo, exite j, que é unico pela construgdo da soma, tal que (X, Xy,) = 1. Isso implica que, para
- 51 AU;

cada i, existe tnico j tal que V; = U; eque ny = ms. Fazendo o processo inverso, também temos que,

para cada j, existe tnico 7 tal que U; = V; e que m; = n;. Conclui-se, pois, que r = s e que, apés uma
permutacdo adequada dos somandos, teremos, para cada i, U; = V; e n; = m;. Istoé, U = V. O

Com minimas altera¢ées, pode-se perceber que essa demonstragdo também prova o seguinte:

Coroldrio 3.5. A decomposigdo de uma representagdo em soma de irredutiveis é 1inica a menos de isomorfismo
e permutagdo dos somandos.

Uma outra importante aplicagdo do teorema é dada decompondo a representagdo regular C[G]
(cf. exemplo[L.1) e analisando seu caracter.
Fixe g € G e visualize a matriz de p(g) em relacdo a base G. Temos que, paracada h € G,

p(g)(h) € (h) CClG] = gh=h<g=1
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Isso nos diz que, se g # 1, a diagonal de [p(g)] é formada s6 por zeros e a de [p(1)] formada sé por 1’s
G, g=1
0, g#1

Esse fato unido ao teorema de ortonormalidade de caracteres nos fornece um resultado funda-
mental para descobrir a dimenséo de representacdes irredutiveis, que é provado a seguir.

(afinal, p(1) = Id). Sendo v o caracter de C[G], segue que: ¢(g) = {

Corolario 3.6. Para todo grupo finito G, hd somente um niimero finito, digamos v, de representacdes irreduti-
veis ndo isomorfas. Além disso, denotando suas dimensoes por ny, . . . ,n,, vale que

|G| =n3 +...+ni

Demonstragio. Seja V uma representagdo irredutivel de G, X, seu caracter e ¢ o caracter de C[G],

entdo |G| dim (V)

geG

Com isso, cada representagdo irredutivel V' estd imersa em C[G] com multiplicidade m = dim(V).
Agora, como dim(C[G]) = |G| < o0, s6 hd um ndmero finito de subrepresentacdes irredutiveis de
C[G] nao isomorfas, o que implica a primeira afirmag¢ao do enunciado. Para a segunda, decomponha
C[G] como soma de irredutiveis ndo isomorfas:

ClG] = VE™ ... Ve

onde, pela conta acima, cada m; = dim(V;). Logo, |G| = dim(C[G]) = dim(V7)? + ... + dim(V}.)2.
U

Com esse resultado, jd podemos classificar todas as representa¢des de alguns grupos mais bésicos,
como € o caso dos ciclicos:

Exemplo 3.1. Sendo G = C,, = (g) o grupo ciclico de ordem n e retomando o exemplo|[L.3} encontra-
mos n representagdes distintas de dimensao 1. Ndo é dificil de se notar que elas sdo, duas a duas, ndo
isomorfas, ja que, por exemplo, elas tem dimensdo 1 e, portanto, sdo iguais a seus caracteres. Além
disso, com o nosso ultimo resultado, temos que o nimero r de representagdes irredutiveis satisfaz
quer < n? +...+n? = |G| = n, entdo as representacdes de C,, encontradas sdo todas as represen-
tagdes irredutiveis de C),. Com isso, podemos dizer o valor de todos os caracteres irredutiveis de C,
para cada ¢’ € G, isto é, estamos aptos a montar nossa primeira tabela de caracteres! (( = e2mi/ ™)

C, |1 g ¢ ... Tg T
Xo | 1] 1 1 1
X, [1] ¢ & ¢!
Xo [1] ¢ ¢! 2
Xn—l 1 Cn—l Cn—Z C

Uma propriedade notdvel de um caracter y é que Vg,h € G X (hgh™') = X(g). As fungdes f: G —
C que satisfazem essa propriedade sdo chamadas de funcdes centrais. Repare que o produto interno
(+,-) também estd definido para qualquer uma dessas fun¢des. Denotaremos o espago vetorial das
fungdo centrais por F (G, C) e provaremos que ele é, na verdade, gerado pelos caracteres.

Teorema 3.7. Sendo G um grupo, o conjunto dos caracteres irredutiveis de G é uma base ortonormal do espago
das fungdes centrais de G.

Demonstragio. Represente o conjuto dos caracteres irredutiveis de G por C = {X;, ..., X, }, onde cada
X; provém de uma representagio irredutivel p;. O teorema [3.3]jd mostra esse conjunto é ortonormal
e, portanto, linearmente independente. Assim, sé falta mostrar que eles geram o conjunto F¢ (G, C).
Primeiramente, repare que, se existisse f € Fc(G,C) que ndo fosse combinagdo linear de carac-
teres irredutiveis, poderiamos construir g = f — >_.(f, X;) X, de modo que g seria ortogonal a todos
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os caracteres irredutiveis e g ndo seria gerada por eles. Desse modo, o teorema pode ser concluido se
provarmos que a Unica fungio central ortogonal a todos os X, € C é a fungdo nula. E o que faremos.

Sendo f € Fc(G,C) ortogonal a todo caracter e p a representagdo regular de G, defina p/ =
>_gec [(9)p(g). Sabemos pelo Teorema de Maschke, que p pode ser decomposta como soma das

representag¢des irredutiveis p;. Sendo h € G arbitrério, analisemos pit:

pi(h)plpi(h)™1 =" fg)pi(h =Y f(hgh™")pi(hgh™") = p;/.
geG geG
Isso nos mostra que, para cada ¢ € {1,...,7}, plf é morfismo de representagdes, entdo, por Schur,

existe A € C (possivelmente nulo) tal que pif = A\ild. Podemos escrever \; de um modo conveniente:

G|

Tr(\Id) = Te(p)) = > fl9)Xa(9) = GI(f£.X5) = Xi = — (£ X0,

geG

onde n; é a dimensdo da representagdo p;. Assim, pela nossa suposicdo sobre f, temos que, para todo
i, \i = 0 e, portanto, p/ = nip1 +...+n.p, = 0.
Para concluirmos que f = 0, basta reparar na agdo de p/ no elemento neutro 1 € C[G]:

0=pr(1)=>_ flo)p(g)(1) =>_ flg)g € C[G]

geG geG

Por definicdo, temos que G C C[G] é 1i. (de fato, G é a base que gera o espago C[G]), entdo Vg €

G f(g)=0
O

Da Teoria de Grupos, lembre que dois elementos g, ¢’ € G sdo ditos conjugados se Ih € G tal que
g = hg’h~!. Isso define uma relagdo de equivaléncia e as classe de equivaléncia dessa relacdo sdo
chamadas de classes de conjugacao (ou 6rbitas). Denotaremos a classe de g € G por O,.

Com essa nomenclatura, podemos dizer que uma fungdo central é, simplesmente, uma fungdo
que é constante em cada classe de conjugacdo do grupo. Na verdade, podemos definir uma fungdo
central simplesmente ao dizer seu valor em cada classe de conjugagdo. Em outras palavras, sendo

g1, - - -, gr representantes das érbitas de G e definindo
1, sehe€ Oy
0, seh¢ O,y
temos que o conjunto { f1,..., f,} ¢ uma base do espago Fc (G, C) e, portanto, a sua dimenséo é igual

ao ntimero de classes de conjugagdo. Ligando essa informagdo com o teorema, concluimos que:

Corolario 3.8. O niimero de representagoes irredutiveis de um grupo (a menos de isomorfismo) é igqual a
quantidade de suas classes de conjugagcdo.

Desse modo, se nosso objetivo é conhecer as representagdes de um grupo, o teorema acima nos
alerta para a importancia de analisarmos suas classes de conjugacdo. De fato, com as ferramentas cri-
adas até agora, poderemos classificar representagdes irredutiveis de uma boa quantidade de grupos.

Assim como feito no tltimo exemplo, quando temos todos os caracteres irredutiveis de um grupo,
podemos cataloga-los numa tabela de caracteres, isto é: uma tabela em que cada coluna é associada a
uma classe de conjugacdo, e cada linha a um caracter, de modo que cada janela da tabela é preenchida
com o valor do caracter na classe de conjugacio especificados pelas linha e coluna da janela. Além
disso, é 1til também fazer uma linha inicial que apresenta a ordem de cada classe de conjugagao.
Facamos mais um exemplo:

Exemplo 3.2. Encontremos a tabela de caracteres de A4, 0 grupo, de ordem 12, de permutagdes pares
de 4 elementos. Ele é formado pelos ciclos de ordem 3, como (123), e pelas permutagdes que sdo pro-
duto de dois ciclos independentes de ordem 2, como (12)(34), e possui 4 classes de conjugacao: a tri-
vial {1}, uma de tamanho 3 {(12)(34), (13)(24), (14)(23)} e duas de tamanho 4 {(123), (142), (134), (243)}
e {(234),(143),(132), (124)}. Com isso, sabemos que ha apenas 4 representacdes irredutiveis de A,.
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Uma delas é a trivial e hd outras duas de dimenséo 1, que podem ser puxadas de C3 C A4 e foram
explicitadas na tabela abaixo, onde w = ¢*%. Com isso, devemos ter que a dimensdo n4 da quarta
representacdo deve satisfazer 12 = 1+ 1+ 1+n3 = ny = 3. O restante da tabela pode ser completado
utilizando a ortonormalidade dos caracteres, do teorema

Ay |1 (12)(34) | (123) | (132)
|Og] | 1 3 4 4
X: |1 1 1 1
Xs |1 1 w w?
Xz |1 1 w? w
X4 |3 -1 0 0

A representacdo de dimensao 3, cujo caracter é X ,, pode ser visualizada geometricamente, ja que
Ay é o grupo de rotagdes de um tetraedro, o que nos dé a inclusdo A4 — SO3(R) C GL3(C). Os
detalhes dessa visualizagdo serdo feitos na se¢do[5.2]

Observe que a tabela de caracteres é um bom modo de organizacdo, porque algumas propriedades
dos caracteres podem ser ilustrados nela. Por exemplo, o teorema [3.3|é equivalente a dizer que as
linhas da tabela sdo ortonormais e o resultado [3.8/é o mesmo que dizer que ela tem mesmo ntmero
de linhas e colunas. Outra propriedade desse tipo é dada a seguir:

Proposicdo 3.9 (Ortogonalidade das Colunas). Sejam X,..., X, 0s caracteres irredutiveis de um grupo
G, entdo:

)

C , sehe g sdo conjugados
sz 0] {| a(9) g siio conjug

, c.c.

onde C(g9) ={h € G: hgh‘1 = g} é o centralizador do elemento g € G, o qual satisfaz a seguinte igualdade:
Cal) = g

g
Demonstracdo. Retome as fungdes centrais f; definidas antes do corolario e fixe f; e g; arbitrari-
amente. Pelo teorema podemos escrevé-la como f; = mix; + ... + m,X, e, assim, para todo

je{l,...,r},
|0,

= (fi,X;) = |G|Zfz ;i(9) ‘G‘Zgﬂ?gﬂ X;(9) =

geqG

X;(9:)-

Com isso, chegamos na relagdo de ortoganalidade entre as colunas da tabelas de caracteres de G

|G|
|G‘ W , Se h S Og'i
§ 4 % h) = i .
X] Xz g |Og1|f( ) 0 ’ sehgé Og,i

Para finalizar, a igualdade sobre a ordem do centralizador de G é um resultado bésico da teoria
de Grupos e pode ser obtida através de uma bijecdo entre os elementos da 6rbita de g € G e as classes
laterais do centralizador de g. O

4 Resultados Legais: Divisibilidade e Burnside

Para finalizarmos essa parte, iremos citar outros dois resultados interessantes e apresentar um pano-
rama sobre suas provas. O primeiro deles diz que se uma representagdo V' de um grupo G é irre-
dutivel, entdo dim(V') divide |G|. Como pode-se perceber, esse resultado é de grande ajuda quando
buscamos encontrar as representagdes irredutiveis de um grupo, por exemplo, para construirmos sua
tabela de caracteres. O segundo resultado é o teorema de Burnside: todo grupo de ordem p?g®, onde
p e g sdo primos e a,b € N, é soltvel. Desse modo, fica mais claro porque nédo existem grupos néo-
soltiveis de ordem menor que 60: sua ordem deve ser divisivel por, pelo menos, trés nimeros primos
(e o caso de ordem 30 pode ser provado separadamente). Repare que seu enunciado ndo envolve
a teoria de representa¢des, mas a primeira demonstracdo desse fato, feita por William Burnside em
1904 [2] §5.5], a utiliza ostensivamente.
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Algo em comum entre esse fatos é que, para prova-los, precisaremos do conceito de inteiros dlge-
bricos, isto é, nimeros complexos que sdo raizes de polindmios monicos com coeficientes em Z. Se 0s
coeficientes estiverem em QQ, os chamamos simplesmente de niimeros algébricos. Além disso, dado um
numero algébrico «, dizemos que as raizes do seu polindmio minima sdo conjugados a «. Alguns
resultados sobre eles serdo sintetizados na proposicdo a seguir e sua prova pode ser encontrada em
[2, §5.2].

Proposigdo 4.1. Denote por A o conjunto dos inteiros algébricos:
1. Se um inteiro algébrico é racional, entdo ele é inteiro. Isto é, AN Q = Z.
2. Soma e multiplicagio de inteiros algébricos sdo inteiros algébricos, i.e. A é um subanel de C.

3. Se ae 3 sdo niimeros algébricos, entdo os niimeros conjugados a soma o + [3 sdo da forma o’ + ', onde
o' e 3’ sio conjugados a o e a 8 respectivamente.

A demonstracdo do teorema de divisibilidade se baseia em mostrar que, dada uma representagao
V irredutivel, o namero racional |G|/ dim(V') é um inteiro algébrico e usar o item 1. da proposi¢do
para concluir que |G| ¢ divisivel por dim(V'). Um fato mais simples é o de que, usando o corolario[2.4,
temos que o valor X(g) de todo caracter é um inteiro algébrico, pois ele é soma de raizes |G|-ésimas
da unidade. J4 o resultado da primeira decorre do seguinte

0] - X(9)

Teorema 4.2. Se 'y é um caracter irredutivel e g € G, entdo A = —=
X g dim(V)

¢é um inteiro algébrico.
Esbogo da demonstragdo. Seguiremos o processo de [3, Corollary 22.10]. Primeiramente, note que se
r=2>,cc 099 € C[G] satisfaz que ay € Z Vg € G eexistem 0 # v € V, A € C tais que r - v = \v, entdo
A é um inteiro algébrico.

Por outro lado, sendo Oy a classe de conjugacédo de g € G, tome a soma dos elementos de O,

C= > ec[q

9€0y

e note que C é um elemento central de C[G]. Pensando na representacdo irredutivel p: G — GL(V)
estendida para p: C[G] — GL(V), temos, similarmente ao feito em. que p(C) = Aldy. Assim, pelo
parédgrafo acima (e como V' # {0}), temos que )\ é um inteiro algébrico.

Para finalizar, basta tomar o trago em ambos os lados e usar que o caracter é constante em O:

|09|X(9)
10,|x(g g;\ X(9) = Adim(V) = AW.

Corolario 4.3 (Divisibilidade). Se V' é uma representagio irredutivel de G, entdo dim (V') divide |G|.

Demonstragio. Pela proposicdo, basta notarmos que |G|/ dim(V') é um inteiro algébrico: escolhendo
representantes g1, . . ., g; para as Orbitas de GG, temos que o0s niimeros abaixo sdo inteiros algébricos:

Ol X0 & X

Logo, temos que a seguinte soma, pela proposi¢do, também é um inteiro algébrico:

> 08l M) 35 - s S o - 5l

geaG

onde foi usado[3.3|na ultima igualdade. O

10 polindmio p de menor grau e com coeficientes racionais tal que p(a) = 0.
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Agora, para provarmos o teorema de Burnside, precisamos de um lema [2, Lemma 5.4.5] sobre
inteiros algébricos e, utilizando-o, provaremos um teorema essencial, cuja demonstragao é, de fato,
uma ponte entre os conceitos da teoria "pura"de Grupos e os das suas representagdes.

. . . 1 . L oy .
Lema 4.4. Se ¢1,...,€, sdo raizes da unidade tais que a = —(e1 + ... + €,) é um inteiro algébrico, entdo
n

a=¢=...=¢€,oua=0.

Teorema 4.5. Se G é um grupo (finito) com um classe de conjugagdo de ordem p”, onde p é primoer > 1,
entdo G ndo é simples.

Demonstragio. Seja g € G o elemento tal que |O,4| = p” > 1 e denote por X,..., X, 0s caracteres
irredutiveis de G, onde X, é o caracter trivial. Pela ortogonalidade das colunas e por g # 1, temos

que
k

ST (1) _ 1
1+ZX1'(9)X1'(1):0:>ZX¢(9) e =

p p

Como —1/p é um racional ndo-inteiro, temos que a soma da esquerda nado é um inteiro algébrico
e, ja que X;(g) é um inteiro algébrico para todo 7, segue que existe j > 1 tal que X,(1)/p néo é um
inteiro algébrico e X ;(g) # 0. Em outras palavras: ;(1) ndo € divisivel por p. Como |Oy| = p", isso
quer dizer que X ;(1) e |O,| sdo primos entre si e, portanto, existem inteiros a e b tais que

~—

Xj(g

X, (1

|Og] - Xj(g)
X;(1)

Do teorema temos que o lado esquerdo (e, portanto, o lado direito) é um inteiro algébrico.
Agora, lembre que n = X;(1) é a dimensdo da j-ésima representacdo p; e que podemos escrever
a matriz p;(g) como uma diagonal cujas entradas sdo n raizes |G|-ésimas da unidade. Desse modo,
X, (9) ¢ uma soma de n raizes da unidade e, pelo lema acima, segue que todas essas raizes da unidade
sdo iguais. Denotando esse ntiimero por J, isso nos diz que

pi(g) = Ald.

Para concluirmos que G nio é simples, isto é, que G possui um subgrupo normal diferente de {1} e
de G, tome K = ker(p;), de modo que K é um subgrupo normal de G. Como p, ndo é a representacao
trivial, vale que K # G. Se K # {1}, entdo G ndo é simples. Se K = {1}, entdo p; é injetora e, como
p;(g) é elemento central de GL(V'), segue que g é elemento central de G, ouseja, 1 # g € Z(G). Além
disso, como Z(G) é subgrupo normal de G e Z(G) # G (pois |O,4| > 1), concluimos novamente que
G nédo é simples. O

alO4l +bx;(1) =1=a

+bX;(9) =

~—

Teorema 4.6 (Burnside). Todo grupo de ordem p®q®, onde p e q sdo primos e a,b € N, é soliivel.

Demonstragdo. Suponha o contrério, isto é, existe um grupo néo-soltvel G de ordem p®q® # 1. Se
tomarmos tal grupo com a menor ordem possivel, podemos assumir que G é simples e ndo-abeliano,
ja que G possuir um subgrupo H normal, préprio e ndo-trivial implica que G/H e H sdo grupos de
ordem p°q? < |G|, entdo, pela minimalidade da ordem de G, teriamos que G/H e H sdo soluveis, o
que implica que G é soltivel (absurdo!).

Por G nio ser abeliano, temos que Z(G) # G, entdo, por G ser simples, devemos ter que Z(G) =
{1}. Além disso, o tltimo teorema nos diz que as ordens das classes de conjugagdo de G ndo podem
ser poténcias de primo, entdo pg deve, com excecdo da trivial, dividir a ordem de cada uma das classes
de conjugagdo. Com isso, sendo k + 1 o ntimero de classes de conjugacdo de G, existem m; > 0 tal

que
k

¢’ = |G| =1+ Z(pq)”“ =pg-R—p°® =1, onde R€N.
i=1

Os casos em que a = 0 ou b = 0 implicam que p®¢® = 1 e, para a,b > 0, segue que pq | 1, isto é,
p = q = 1 (absurdos!). O

15



Parte II
Correspondéncia de Mckay

5 Sdlidos Platonicos e suas Simetrias

Antes de estudarmos os subgrupos de SU,(C), iremos identificar de forma geométrica alguns
subgrupos de SO3(R). Como SO3(R) é o grupo das rotagdes no espaco euclidiano tridimensional,
podemos basear a nossa analise em objetos contidos em R® que preservem certa simetria. E, quando
se fala em objetos tridimensionais simétricos, os melhores exemplos que podemos ter em mente sdo
os s6lidos platonicos. Sdo cinco: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

Esses poliedros sdo estudados desde os tempos da Grécia Antiga; na verdade, a classificagdo de-
les ja fora feita por Euclides (c. 325a.C.-265a.C.) no Livro XIII de Os Elementos. Além disso, Platdo
(c427a.C.-347a.C.) também os citou em seu discurso Timeu, onde quatro deles sdo associados aos
elementos da natureza: o cubo a terra, o tetraedro ao fogo, o octaedro ao ar, o icosaedro a dgua; e o
quinto, o dodecaedro, é associado ao universo. Quase 2000 anos depois, ]. Kepler (1571-1630) também
tentava encontrar harmonia entre a natureza e os sélidos platonicos: inscrevendo os cinco sélidos su-
cessivamente e intercalando-os com esferas (ver figura([l), ele criou um modelo para o Sistema Solar
no qual as 6rbitas dos seis planetas conhecidos na época respeitavam uma certa proporc¢do com o raio
de cada uma das esferas. Para um melhor panorama histérico sobre os sélidos e sua classificagdo,
pode-se consultar [11, Capitulo 2], e, se quiser ler a classificagdo dada por Euclides, uma possivel
edicdo é [12, Livro XIII].

Figura 1: [lustragdo do modelo do Sistema Solar de Kepler, de seu livro Mysterium Cosmographicum.

Vamos, agora, definir os s6lidos platonicos e dar um certo panorama sobre sua classificagdo.

Primeiramente, o leitor deve ter ideia do que é um poliedro através de diversos exemplos: cubo,
piramide, prisma, icosaedro, etc. Apesar disso, vamos tentar dar uma defini¢do para eles, tendo
consciéncia de que dificilmente isso ird melhorar a sua visualizacdo. Em linhas gerais, assim como
um poligono é uma colagem de segmentos de retas pelas suas pontas de modo que cada ponta é a
intersecdo de exatamente dois segmentos, um poliedro é uma colagem de diversos poligonos pelas
suas bordas de modo que cada borda seja a intersecdo de exetamente dois poligonos. De modo mais
metddico, pode-se dizer que o poliedro é um subconjunto de R* que é intersecdo de um ntimero finito
de semi-espagos. Assim, com essa defini¢do, o cubo seria a interse¢do de seis semi-espacgos, de modo
que sejam trés pares de semi-espagos com bordas (que sdo planos) paralelas e que esses pares sejam,
da maneira adequada, ortogonais entre si.

De qualquer modo, sabemos que um poliedro possui faces (poligonos), arestas (segmentos de
reta) e vértices (pontos) e podem ser caracterizados, em certo sentido, pelo ntimero ou pelo tipo (no
caso das faces) de cada um desses elementos. Isto é, se alguém quer explicar o que é um icosaedro,
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Figura 2: Fogo, Terra, Ar, Agua e o Universo.

provavelmente citard que é formado 20 faces triangulares. Agora, pensando em construir poliedros
simétricos, dizemos que um poliedro é um sélido platénico se for convexo, se todas as suas faces forem
poligonos regulares congruentes e se o nimero de faces que se encontram em cada vértice é o mesmo
para todos os vértices.

Assim, se um soélido é formado por poligonos de n lados e que se encontram m vezes em cada
vértice, podemos analisar quais sdo os possiveis valores do par ordenado (m,n). Como o poliedro
é convexo (isto é, os vértices sdo bicos), temos que, se somarmos os angulos internos das faces um
ntmero m de vezes, ndo poderemos ultrapassar 360°. Isto é, como o dngulo interno de um n-dgono
regular é o, = (n — 2) - 180°/n, devemos ter que

360°>man:180°(m—2—m):>3>1—g:>l+l>1.
n m n m n 2

Com alguns testes, verifica-se que os tinicos valores de (m, n) que satisfazem a desigualdade sao
(2,n),(m,2),(3,3),(3,4),(4,3),(3,5) e (5,3). Apesar de os casos (2,n) e (m,2) ndo serem de fato
poliedros, pois ndo hé poligonos de dois lados ou vértices formados por apenas duas faces, vamos
considera-los como casos degenerados nos quais também poderemos analisar rotagdes. O objeto dado
por (2,n) é chamado de diedro e o dado por (m,2) de hosoedro. Assim como um circulo pode, de
certa forma, representar um poligono de dois lados se fixarmos dois pontos diametralmente opostos
para serem os vértices e as duas semicircunferéncias para serem as arestas, a figura abaixo nos mostra
uma possivel visualizagdo de um diedro e de um hosoedro. No diedro, a duas semi esferas fazem o
papel das duas faces (hexagonais no caso da figura) e os pontos no equador o papel dos vértices. No
hosoedro, os seis fusos representam as seis faces de duas arestas e os polos norte e sul os vértices.

Figura 3: A esquerda, um diedro para n = 6 e, a direita, um hosoedro para m = 6.

Voltando a falar dos sélidos de fato, verficamos que s6 hd cinco possiveis valores para (m,n) e,
com um pouco de cuidado, nota-se que cada um deles nos dé a constru¢do de um (tinico) poliedro.
A tabela a seguir sintetiza as informagdes dos sé6lidos platénicos e dos dois casos degenerados.

(m,n) Poliedro faces | arestas | vértices
(2n) diedro 2 n n
(m,2) hosoedro m m 2
(3,3) tetraedro 4 6 4
(3,4) cubo 6 12 8
(4,3) octaedro 8 12 6
(3,5) | dodecaedro 12 30 20
(5,3) icosaedro 20 30 12
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Por meio da tabela, podemos perceber algumas dualidades: entre o diedro e o hosoedro, entre
o cubo e o octaedro e entre o dodecaedro e o icosaedro. Uma forma geométrica de visualizar isso é
que, a partir de um desses s6lidos, podemos fixar os centros de cada uma de suas faces para serem os
vértices de um novo poliedro, o seu dual, cujas arestas sdo dadas ligando o centro de faces adjacentes.
Desse modo, percebe-se que nédo é por acaso que o ntimero de vértices do cubo é igual a quantidade
de faces do octaedro e que o mesmo acontece para o icosaedro e o dodecaedro. J4 o tetraedro é o dual
de si mesmo.

Figura 4: Dualidade entre o cubo e o octaedro e entre o dodecaedro e o icosaedro.

Agora, foquemos nossa atencao em analisar as diferentes rota¢des dos sélidos. Por isso, apesar
de que ilustramos com algumas imagens, té-los em maos ou uma boa imagem mental deles facilitara
bastante o processo. Alternativamente, pode-se assistir aos videos [13] de N. J. Wildberger, nas quais
sdo feitas as diversas rotagdes dos poliedros.

Para esclarecermos, entende-se por rotagio um movimento que preserva a estrutura inicial do
poliedro, isto é, de modo que a posicao final de cada vértice era a posicdo inicial de algum vértice e
duas rotagdes sdo consideradas diferentes se elas permutam os vértices de modo distinto. Com isso,
pode-se notar que os eixos de uma rotacdo ndo trivial intersectam o poliedro sempre em um vértice,
no centro de uma face ou no ponto médio de uma aresta, pois, de outro modo, somente seria possivel
retornar a estrutura inicial com uma rotagdo de 360°, ou seja, 0 mesmo que ficar parado.

Nosso objetivo é classificar os grupos de rotagdo para cada um dos casos da tabela. O primeiro
passo para simplificar esse problema é reparar que esse grupo deve ser o mesmo para dois sélidos
duais. O motivo para isso é que, denotando-os por P e P/, podemos construir P’ como acima e, dessa
forma, o eixo que liga dois vértices em P é o mesmo que liga duas faces em P’ e vice-versa. Assim,
os eixos e as ordens de rotagdo sdo os mesmo em P e em P’.

Com isso, iremos nos restringir somente aos casos do diedro, tetraedro, cubo e dodecaedro.

5.1 O grupo de rota¢des do Diedro:

Um diedro tem a forma (2, n) para algum n > 2. Voltando a figura B} note que podemos rotacionar
o diedro em relacdo ao eixo vertical em 27/n, o que corresponde a um elemento de ordem n. Além
disso, temos as rotacdo de ordem 2, dadas em relagdo ao eixo que liga dois vértices opostos (se n for
par) ou que liga um vértice e uma aresta oposta (se n for impar). Essa rotagdo troca os polos norte e
sul de lugar.

Nota-se que esses dois tipos de rotagdo equivalem, no plano, respectivamente, as rotacdes e as
reflexdes do n-dgono. Assim, segue que o grupo de rotagdes do diedro é, de fato, o grupo diedral D,,
de ordem 2n.

5.2 O grupo de rotacdes do Tetraedro:

Vamos denota-lo por 7. Rotulando os vértices por 1, 2, 3 e 4, temos que cada rotagdo permuta esses
numeros e, portanto, 7 é subgrupo de S4. Vejamos, agora, que A4 C T, onde A4 C S, é o subgrupo
das permutagdes pares, formado por dois tipos de elementos: os ciclos de ordem 3, como (123), e as
permutagdes que sdo produto de dois ciclos independentes de ordem 2, como (12)(34).
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e 0s 3-ciclos podem ser obtidos através da rotacdo do tetraedro em relacdo ao eixo que une um
vértice a sua face oposta. Por exemplo, a permutagdo (123) pode ser visualizada através de um
tetraedro em que a face formada pelos vértices 1, 2 e 3 estd apoiada numa mesa (horizontal).
Com uma rotacdo de 120° em relagdo ao eixo vertical, temos a permutacdo (123) e, com mais
120°, temos (132).

e 0s produtos de 2-ciclos podem ser obtidos com a rotagdo em relagdo ao eixo que une duas arestas
opostas. A sequéncia de figurasp|ilustra essa rotacéo.

Figura 5: A permutagdo (12)(34) € T.

Para concluirmos, repare que a permutagao (12) ndo é possivel de ser obtida como rotacao do
tetraedro, ja que, se fixarmos os vértices 3 e 4, a tinica rotagdo que poderad ser feita leva o vértices 1 e
2 para as suas posig¢des iniciais, ou seja, é a rotagdo trivial. Assim, Ay C T C Sy e segue que 7 = Ay,
pois |Sy|/|A4| = 2.

5.3 O grupo de rota¢des do Cubo:

Vamos denotéd-lo por O, em referéncia a seu dual, o octaedro. O cubo possui 8 vértices, entdo, se
seguirmos a mesma ideia que acima, verfamos O como subgrupo de Sz. No entanto, nossa andlise
pode ser consideravelmente simplificada se notarmos que hd outras estruturas mantidas rigidas. No
caso do cubo, vamos considerar as diagonais ou, de modo equivalente, as classes de equivaléncia
dos vértices pela relagdo que identifica dois vértices opostos. Para fixarmos uma enumeragdo das
diagonais, imaginemos um cubo apoiado numa mesa e enumere, de 1 a 4, os vértices da face superior
do cubo no sentido anti-horario. Como cada um desses quatro vértices representa (de modo tinico)
uma diagonal, elas também estdo enumeradas. Agora, vejamos como cada um dos trés tipos de
rotagdo do cubo permuta suas diagonais:

e Em relacdo ao eixo que liga o centro de duas faces opostas, podemos rotacionar o cubo 90°.
Isso corresponde, em termos de permutacido das diagonais, aos ciclos de ordem 4. Por exemplo,
a permutacdo (1234) de nosso cubo pode ser visualizada ao rotacionar 90° em relagdo ao eixo
vertical no sentido anti-horario. Assim, girando mais 90°, obtemos (13)(24) e, com mais 90°,
temos (1432).

e Em relacdo ao eixo que liga dois vértices opostos, com uma rotagdo de 120°, obtemos os ciclos
de ordem 3. Isso acontece, porque o eixo estd sobre uma das diagonais e, assim, uma delas é
fixada enquanto as outras trocam de lugar. Por exemplo, com o eixo sobre a diagonal 4, obtemos
os ciclos (123) ao girar 120° em um sentido e (132) ao girar 120° no outro sentido.

e Em relacgdo ao eixo que une o centro de duas arestas opostas, pode-se realizar uma rotagao de
180°. Note que esse tipo de rotagdo fixa duas diagonais e permuta as outras duas, isto é, ela
corresponde aos ciclos de ordem 2, como (12), (23), .. ..

Com isso, pode-se perceber que cada permutacdo das 4 diagonais corresponde a uma tinica rota-
¢do do cubo e, portanto, pode-se concluir que O = S;. Um outro modo de visualizar isso é dado ao
perceber que podemos inscrever dois tetraedros regulares no cubo, assim como na figura [ Como
cada rotagdo do tetraedro também é rotagdo do cubo, temos a inclusdo Ay = 7" C O. Ja uma per-
mutacdo impar em O pode ser dada quando trocamos os tetraedros de lugar, o que implica que
Ay COCSy.
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Figura 6: H4 2 tetraedros regulares inscritos no cubo. Figura de Greg Egan [14]

5.4 O grupo de rotacdes do Dodecaedro:

Em referéncia ao icosaedro, ele serd denotado por Z. Pode-se ver que as rotagdes do dodecaedro
também sdo em relagdo a trés eixos somente:

e 0 que une o centro de duas faces opostas: Como as faces do dodecaedro sdo pentadgonos, essas
rotacdes tem ordem 5 e, como hé 6 pares dessas faces, temos que hd 4 - 6 = 24 rotag¢des ndo-
triviais distintas desse tipo.

e 0 que une dois vértices opostos: Sdo rotacdes de ordem 3 e, j4 que ha 10 pares de vértices no
dodecaedro, temos 2 - 10 = 20 rota¢des ndo-triviais desse tipo.

e 0 que une o centro de duas arestas opostas: Essas rota¢gdes tem ordem 2 e, dadas as 30 arestas
do dodecaedro, temos mais 1 - 15 = 15 dessas rotagdes.

Somando a rotagéo trivial, segue que hd 1+24+420+15 = 60 rotagdes distintas, isto é, |Z| = 60. Agora,
precisamos decidir a permutagdo de que estruturas dentro do dodecaedro pode caracterizar as suas
rotagoes. Para isso, através da figura [7] note que hd 5 tetraedros regulares dentro do dodecaedro.
Pode-se provar que cada rotagdo do dodecaedro corresponde a uma tinica permutagdo desses tetrae-
dros e, portanto, temos a inclusdo Z C S5. Agora, fixe um tetraedro, temos que sua rotagdo também
é rotacdo do dodecaedro e, portanto, temos a inclusdo A4 = 7 C Z. Além disso, repare que a rotagdo
de ordem 5 corresponde a uma permutagéo ciclica dos 5 tetraedros, de modo que C5 = ((12345)) C .
Assim, o grupo produto A, - C5 C T e, usando o teorema de Lagrange, |A4 - C5| = 60, o que nos forca
a concluir que Z = A, - C5, pois a ordem dos dois é a mesma. Mas, também, Ay, Cs C A e |As| = 60,
entdo As = A, -Cs =1T.

N

Figura 7: Podemos construir 5 tetraedros regulares dentro do dodecaedro. Figura de [15].

Podemos sintetizar a andlise que fizemos dos grupos de rotagdo por meio da tabela abaixo. Nela
denotamos, para cada grupo G, a ordem das rotagdes em relacédo ao eixo que une dois vértices por ny,
em relagdo ao que une duas arestas por n; e ao que une duas faces por n3. Repare que as ordens de
rotacdo do hosoedro, octaedro e icosaedro também podem ser obtidos através da dualidade ja citada.
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G ‘G‘ n; n» nsg

Diedro D, | 2n | 2 2 n
Hosoedro D, |2m | m | 2 2
Tetraedro Ay | 12 3 2 3
Cubo Sy 24 3 2 4
Octaedro Sy 24 4 2 3
Dodecaedro | As 60 3 2 5
Icosaedro As | 60 5 2 3

Tabela 1: Os grupos de rotagdo dos sélidos platonicos.

Para finalizarmos a segdo, citemos a conexdo dos sélidos platonicos com o restante do nosso es-
tudo. Imaginando-os como subconjuntos de R? e colocando os seus centros de massa na origem,
temos que cada um dos grupos de rotagdo obtidos estd naturalmente incluido no grupo SO3(R). Na
verdade, veremos a seguir que, a menos dos ciclicos, esses sdo todos os seus possiveis subgrupos
finitos.

6 Os subgrupos finitos de SU,(C)

Nesta secdo, tragaremos a sua relagdo de 2:1 com SO3(R), dando também uma visualizagdo geomé-
trica dela, e classificaremos os subgrupos finitos de SU5(C).

Primeiramente, lembre que definimos o grupo SO3(RR) como as rotagdes do espago R? e o grupo
especial unitdrio como SU,(C) = {A € SLy(C) : AA* = Id} C SLy(C), onde A* denota a matriz
transposta conjugada. Este possui uma notéavel agdo na linha projetiva P*(C) = {[1:z]: z € C}u{[0:1]}.
Lembre que a linha projetiva, em C, é formada pelas classes de equivaléncia da seguinte relacdo em
C2\ {0}: (20,21) ~ (A20,A21) VA € C. Com isso, a informagdo importante dos elementos de P! (C) sdo
0s quocientes e, por isso, denotamos a classe de equivaléncia de (zp, z1) por [zo : z1]. Se zp # 0, temos
que [20 : 21] = [1 : 2] e, se 2o = 0, temos que [0 : 21| = [0 : 1] representa o ponto no infinito.

Escrevamos a agdo (de grupos) de SU,(C) (que também é feita por GLy(C)) em P = P1(C):

SU,(C) x P* — P!

b
{CCL d} ,[20 = z1] = [z0a + z1b : zoc + 21d)]

Essa acdo é chamada de transformacdo de Mobius e é usualmente escrita da forma abaixo, usando
0s representantes usuais:

.dz+0}

[1:Z]i—>[1.bz+a

co=[0:1]—[b:d].

Repare que o0s tnicos elementos que agem trivialmente em P! sdo os da forma AId, A € C. Assim,
como estamos em SU3(C), segue que o nicleo da agdo é +£Id. Desse modo, se quisermos conside-
rar uma acao fiel, isto é, tal que cada elemento aja de modo diferente, precisamos considera-la no

quociente PSU,(C) := SU2(C) /{ild}-

Iremos provar, agora, que hd um homomorfismo sobrejetor 2:1 de SU5(C) em SO3(R) e, para isso,
iremos utilizaremos como ferramenta o anel dos quatérnios sobre R:

H={a+bi+cj+dk:abc,dcR, ij=k i*=j*=k*=—-1}.

Repare que, sendo w = a + bi € Ce z = c+ di € C, podemos escrever o elemento a + bi + cj + dk
por w + zj. A primeira utilidade dos quatérnios é que podemos identificar SU5(C) com os elementos
de H de médulo 1, isto é, com Hy = {w + 2zj: w, 2z € C, |w|? + |22 = 1}. O isomorfismo (de grupos) é
dado por

w

p: H; — SU2(C)
(w+ zj) — [z Z] .
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A injetividade estd clara e contas diretas mostram que a imagem da funcio estd, de fato, em
SU;3(C) e que ela preserva o produto. Verifiquemos a sobrejetividade, isto é, vejamos que qualquer
matriz especial unitdria pode ser escrita através dos elementos z e w. A defini¢do de SU3(C) nos dé 4
equagdes para as entradas da matriz:

a b la? + > =1, ac+bd=0
€ SU,(C) &
[C d] 2(C) {CI2+|d|2:1, ad —be=1

Inicialmente, perceba que a 1* equagdes permite concluir que |a| = sinf e |b| = cosf p/ algum 6 € R.
E, divindo em casos b = 0 e b # 0, com algumas contas, pode-se concluir |[b| = |c| e |a| = |d|. Com
isso, escrevendo os niimeros na forma trigonométrica, temos, p/ alguns o, 8,7,9 € R,

a=¢e%sinh b=ePcosh c=—eVcosh d=e”sind.
Da 2% equagéo, conclui-se que a — v = 3 — § e usando isso e a tltima equagéo chega-se que « = —d e
B=-d,ouseja,a=deb=—cela]®> + [b> = 1.

Outra utilidade dos quatérnios é que podemos identificar o espago vetorial R* com o conjunto
dos imagindrios puros H, = {bi + c¢j + dk: b,c,d € R} através de i — (1,0,0), j — (0,1,0) e k —
(0,0, 1). Desse modo, podemos realizar as transformacdes em R? = H, através da multiplicacdo nos
quatérnios. Na verdade, as rotagdes em R?, representadas pelo grupo SO3(R) sdo dadas pela seguinte
agdo dos quatérnios unitdrios em H, = R3:

gf): H; — SOg(R) C GLg(R)
gq-()-q!
Nao é dificil de ver que essa fungdo é um homomorfismo de grupos. Ela também é sobrejetora,
pois pode-se verificar que escrevendo ¢ = cosa + ¢p sina, onde gy € H),, vale que ¢(g) é a rotagdo
de angulo 2a em relagdo ao eixo dado por ¢p. Para ilustrar isso, vejamos que o elemento H; > ¢; =

cos o+ sin « gera a rotagao de angulo 2a em relagéo ao eixo (1,0, 0): notando que ¢; ' = cosa—isina,
algumas contas nos ddo que, para todo (a, b, c) € R3,

q1- (ai +bj +ck) - g7t = ai+ (beos 2 — esin 2a)j 4 (bsin 2 + ¢ cos 20)k

=10 cos2a —sin2a| - |b],
0 sin2a cos2«a c

sendo que a matriz gera uma rotagdo de 2a. em relagdo a (1,0,0), pois fixa os elementos da forma
(a,0,0).

Agora, a fungdo néo é injetora, pois ¢(—¢q) = ¢(q) Vq € H;. Isso é facilmente visto pela defini¢ao
da fungdo, mas repare que também é dado pela interpretacdo acima: escrevendo ¢ = cosa + go sina,
temos que —¢ = cos(a + ) + go sin(a + 7), entdo —¢ gera uma rotagdo de 2« + 27 = 2a em relagédo
a eixo ¢o. Na verdade, pode-se provar que este é tiinico caso que foge da injetividade, isto é, ker(¢) =
{#1}. Visto de outro modo: os tinicos elemento dos quatérnios de norma 1 que comutam com todo
quatérnio purosdooleo —1.

Com isso, ¢ o ¢! estabelece 0 homomorfismo 2:1 de SUy(C) para SO3(R), que serd denotado
simplesmente por ¢ nas referéncias futuras. Equivalentemente, ¢ induz o seguinte isomorfismo:

&: SU(C) / {41d} = PSU,(C) = SO4(R) 2)

Antes de avangarmos para a classificagdo dos subgrupos finitos de SO3(R), vejamos uma inter-
pretacdo dessa correspondéncia do ponto de vista geométrico.

6.1 PSU,(C): as Rotagdes da Linha Projetiva

Sabemos que SO3(RR) representa as rotagdes do espago R* e um bom jeito de visualizé-las é pensar
nos diferentes modos que podemos rodar a esfera S? C R®. Agora, como podemos dar essa mesma
interpretacdo para PSU5(C)?
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A parte mais essencial para darmos essa interpretacdo é perceber que P! (C) também é uma esfera,
isto é, que P! (C) e S? sdo topologicamente equivalentes. Explicitamente, um homeomorfismo entre
eles é dado através da projecao estereografica:

p: P(C) — §2

2z 2y x2+y2—1)
2?2 +y24+ 122+ 2+ 12?2 +y2 +1
oo =1[0:1]+~ (0,0,1)

[1:x+iy]»—>(

Assim, se P! fard o papel da esfera, ¢ de se sugerir que as transformagdes de Mobius fardo o papel
das rotagdes. E é isso que, de fato, acontecerd. Explicitamente, fixe A € PSU5(C) e chame de w4 a agdo
de Aem P!, temos que ps 1= powy op~! é uma rotagdo de S?, isto é, p4 ¢ a restrigdo em S? de uma
funcdo de SO3(R). O mais notavel é que o isomorfismo que construimos acima (sem se preocupar
com a geometria) nos permite enxergar isso, pois ele coincide as duas rotagdes. Ndo iremos realizar
todas as contas para provar isso, mas espero que a verificacdo de um exemplo seja uma boa ilustragao.

. e 0

Seja A = [ 0 e—ia

A em P! ¢ a seguinte:

] € SU,(C), que é dada, em Hy, por q; = €!® = cosa + isina. A agdo w, de

wa: Pt — P!
—iQ

€
eioc Z]

[1:2]—[1:
c0=[0:1][0:e"] =00

Repare que apenas os pontos [1 : 0] = 0 e co sdo fixados e que p(0) = (0,0,—1) e p(oco) = (0,0,1).
Isso nos sugere que p4 fard o papel da rotagdo de S? em relagéo ao eixo vertical, que liga os pontos
(0,0,—1) e (0,0,—1). Agora, lembre, de (I), que ¢(¢1) € SO3(R) gerava uma rotagdo de 2c. Essa
também serd a rotagdo de p4! Facamos as contas apenas nos pontos do Equador de S? (no qual a 3a
coordenada é zero), ja que a fungdo p~! é mais simples nesse caso:

WA

-1

5?5 (x,y,0) L= [1: 2 +iy]

LA ez +iy)] = [1 : (zcos2a + ysin 2a) + i(y cos 2a — zsin 2a)] 2

cos2a  sin2a 0| |z

—sin2a cos2a 0f |y
0 0 1] {0

5(2(xc082a+ysin2a) 2(ycos2a — xsin2a) 1—1
2 ’ 2 2

Com isso, a menos de permutagdo das linhas e de troca do sinal de «, a matriz obtida aqui é a
mesma que a obtida por ¢(gq1). Enquanto que esta fixava o eixo determinado por ¢, o qual denotamos
por (1,0,0), a rotagdo p4 fixa o eixo determinado pela reta Oco, que foi identificada na 3* coordenada:
(0,0, 1). Assim, se desconsiderarmos essas convengdes de coordenadas, podemos simplesmente dizer
que ¢(A) e p4 geram a mesma rotagdo na esfera.

Vejamos as matrizes dadas pelos elementos g» = cosa + jsina € H; e g3 = cosa + ksina € H;,
que sdo, respectivamente:

B | cosa sin o C— | osa tsin o
" |—sina cosa " |—isina cosa |’

Pode-se verificar que wp fixa os pontos [1 : £i], enquanto que ¢(g2) fixa os pontos +; € H; ambos os
casos identificados por (0, £1,0). J4 we fixa os pontos [1 : £1] e ¢(g3) fixa £k; o primeiro denotado por
(£1,0,0) e o segundo por (0,0, £1). Contas similares as feitas acima também mostram que pg = ¢(gz)
e que pc = $(g3)-

Aqui, também temos que A e —A nos ddo a mesma rotacao, pois elas geram a mesma transfor-
macdo de Mobius; entdo, se estamos interessados que cada matriz unitdria represente uma tnica
rotagdo, devemos pensa-las quocientadas por +Id. Por isso, podemos dizer que PSU;(C) faz o papel
das rota¢des da linha projetiva complexa. Resumamos a discussdo através de um teorema:
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Teorema 6.1. O isomorfismo ®: PSU3(C) — SO3(R) @), obtido através dos quatérnios, satisfaz a seguinte
propriedade geométrica: VA € PSUs(C), ®(A) nos dd a mesma rotagio que p o wa o p~' , onde p denota a
projegdo estereogrdfica de P (C) em S? e w4 a transformagdo de Mobius de A em P,

Munidos com a relagdo obtida, comecaremos a nossa classificagdo. Temos que cada subgrupo G
de SO3(R) pode ser levantado para SU»(C) através do homomorfismo ¢, isto é, ¢~ *[G] é subgrupo
de SU,(C). Além disso, temos a relagdo |¢~![G]| = 2|G|. Com isso em mente, vamos restringir,
inicialmente, nossa classificagdo aos grupos de rotagdo.

6.2 Os subgrupos finitos de SO;(R)

Sendo G C SO3(R) um subgrupo finito ndo-trivial, cada elemento de G age na esfera S? por meio
de uma rotagdo. Denote o conjunto fixado por g € Gde F9 = {z € S*: g-z = 2} e, sendo F =
Ugea\{13F7, denote o estabilizador de z € F' por G, = {g € G: g- = = x}. Repare que G, C G é um
subgrupo ciclico, pois ele é gerado pelo elemento de G que representa a rotacdo de menor angulo em
relagdo ao eixo determinado por z. Para cada g € G \ {1}, hd exatamente dois pontos da esfera que
ficam inalterados pela a¢do de g: a intersegdo entre a esfera e o eixo de rotagdo. Com isso,

DoIG =IFl+ Y IF=[F+ (G -1)-2.

zEF geG\{1}

Seja O, = {g-z € F:g € G} a 6rbita de z € F e, por F ser finito, escolha representantes
Z1,...,xq € F dessas 6rbitas, de modo que podemos escrever F' = J;0,,. Assim, usando a relagdo
|G| - |0s| = |G| e que elementos de uma mesma 6rbita tem estabilizadores de mesma ordem (pois
sdo conjugados), obtemos que

d

d d d
G
DG =Y 10u] Gl = DIGT =30 100 1= |'G |
i=1 i=1 1%

zEF =1 i=1

Juntando as 3 equagdes e escrevendo |G| =n e |Gy, | = n;:

d
2 1
d~n:2(n71)+zgz>d+ﬁ:2+2—.

i=1 "

Vejamos os possiveis valores de d: ja que assumimos que G tem mais de um elemento, entdo
. d . A
n; > 2 Vie, portanto, d — 2 < ) =1 ni < %. Assim, d < 4 e temos apenas trés casos:
- K2

d=1 Assim, % =1+ % = n =n; = 1l e, portanto, G seria o grupo trivial de 1 elemento.
d=2 Assim, 2 = 7711 + 7712 = n = nj = ny e, portanto, G = G, = G, é o grupo ciclico de ordem

n. Uma realizacdo geométrica desse grupo é dada pelas rotacdes da base n-agonal de uma
piramide regular.

d=3 Assim, 14+ 2 =L + L4 L o L Ly L5 Além disso, da definigdo de F (e por G
.. 1 n2 ns3 n1 n2 ns3
ser ndo-trivial nesse caso), temos que todo n; > 2 e, escrevendo 2 < ng < ng < ny, segue que
n3 = 2 e ng < 3. Usando isso, temos as seguintes possibilidades para (n, n1,ng, n3):

(2m,m,2,2), (12,3,3,2), (24,4,3,2), (60,5,3,2)

Esses valores, aliados a tabela |1} nos sugerem que eles representam, respectivamente, os gru-
pos D, As, Ss e As. Na verdade, cada 6rbita O,, corresponde a um conjuntos de pontos
especiais dos poliedros regulares: o conjunto de vértices, o conjunto de centros das faces ou o
de pontos médios das arestas. Para maiores detalhes de como deduzir esses grupos a partir da
configuragdo (n, n1,n2,n3), veja [6, Secdo 1.1], onde a abordagem é feita em PSLy(C), ao invés
de em SO3(R).

Com isso, finalizamos a nossa classifica¢do primaéria:
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Teorema 6.2. Se G é um subgrupo finito de SO3(R), entdo G é um grupo ciclico C,,, um diedral D,,, o de
permutagoes pares de 4 elementos A4, 0 de permutacdes de 4 elementos Sy ou o de permutagdes pares de 5
elementos As.

Com a seguinte proposicdo, chegaremos, também, na classificagdo em SU5(C).

Proposi¢do 6.3. Se ' C SUy(C) é um subgrupo finito, entido I' = ¢~ [G] para algum subgrupo G C SO3(R)
oul’ = C,, para algum n impar.

Demonstragido. Vamos separar em relacdo a paridade da ordem de I'.

Se |I'| é par, entdo I' possui um elemento de ordem 2 e, como a tnica matriz de ordem 2 e de-
terminante 1 é —Id, segue que —Id € I'. Agora, jad que ¢(I') é subgrupo de SO3(R), vejamos que
[ = ¢~ 1p[l]]: ainclusdo I' C ¢~ 1[o[I']] vale em geral e é clara pela definicdo de pré-imagem; para a
outra, usemos que ker ¢ = {£Id}:

g€ ¢ e[l = 3h eT tq. d(9) = ¢(h) = g = £h.

Como —Id € I, temos que, ambos os possiveis valores de g implicam que g € I".

Para o caso em que |T'| é impar, temos que —Id ¢ T', entdo a restri¢do ¢: I' — ¢(I') é injetora e,
portanto, I' = ¢(I') C SO3(R). Pela nossa classificagao, temos que os tinicos subgrupos de SO3(R) de
ordem fmpar sdo os ciclicos, entdo I' = C,, para algum n impar. O

Com isso, temos a seguinte lista de subgrupos finitos de SU;(C), chamados, com exce¢do dos
ciclicos, de grupos poliedrais bindrios:

e 0s grupos ciclicos Cy,, de ordem n. Para n = 2k, eles sdo dados por ¢~ [Cy].
e 0s grupos diedrais bindrios D}, := ¢~![D,,], de ordem 4n.

e 0 grupo tetraédrico bindrio 7* := ¢~![A4], de ordem 24.

e 0 grupo octaédrico bindrio O* := ¢S], de ordem 48.

e 0 grupo icosaédrico bindrio Z* := ¢~![A5], de ordem 120.
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7 A Correspondéncia de McKay

Em 1980, John McKay notou, em [9], que cada um dos subgrupos finitos de SUs(C) podem, através
do conhecimento de suas representagdes irredutiveis, ser associados a alguns grafos especiais: os
chamados diagramas de Dynkyn homogéneos ﬂ Eles estdo intrinsicamente conectados com o estudo
de Algebras de Lie, ja que que os diagramas de Dynkin fornecem uma classificagio das algebras de
Lie simples. Com isso, alguns conceitos da area, como sistemas de raizes e matrizes de Cartan, serdo
usados nessa se¢do.

A correspondécia se baseia nas representagdes irredutiveis de cada subgrupo finito I' C SU,(C),
entdo fixemos por {po, . .., pr } um conjunto de representantes das representa¢des (em C) irredutiveis
de I', onde assumimos que py é a representacdo trivial. Temos, também, que a inclusdo de I" em SU,
nos da uma representagdo injetora p: I' — SU3(C) C GL3(C). Agora, para cada i € {0,...,r}, temos
que p; ® p também é uma representacdo de I', entdo, pelo Teorema de Maschke, para todo ¢ podemos
escrever:

r
P @p = Zaijpj7 onde aij; € N.
Jj=0

Denotando os coeficientes por uma matriz A(T") := (a;;)i;, temos o seguinte resultado:

Teorema 7.1 (McKay). Para cada subgrupo finito I' C SU(C), a matriz 2Id — A(T") = C(g) é a matriz de
Cartan afim de uma dlgebra de Lie simples g do tipo A, D ou E. Ou seja, a matriz representa um dos seguintes

diagramas de Dynkin estendidos: Ay, D, E¢, E7 ou Eg.

A demonstracao desse fato sera feita caso-a-caso da seguinte forma: fixado um subgrupo I' pode-
mos reduzir o problema, através do teorema 3.4} a encontrar os caracteres irredutiveis ), de I'. Mais
detalhadamente, lembrando que o caracter de p; ® p € dado por X, - X (Proposicao[3.2), onde X é o
caracter de p, basta provar que X, - X satisfaz a relagdo pedida no teorema para algum dos diagramas
de Dynkin.

Também, devemos observar que, fixada uma ordem (Os,...,0,,) das classes de conjugagdo de I'
pela tabela de caracteres, escreveremos um caracter como X = (a1, ..., a,), onde a; indica o valor de
X na classe de conjugagdo O;. Além disso, escreveremos cada grupo através de geradores e relagdes.
Para alguns casos, podem ser exigidos mais detalhes, que podem ser encontrados em [10, Chapter II

§51.

7.1 Correspondéncia de McKay para os grupos ciclicos

Retome a tabela de caracteres de C,, = (g), feita no exemplo[B.1} Como sio n representacdes distintas
e todas de dimenséo 1, temos que r =n —leque X, = p; Vi =0,...,n — 1. Além disso, no exemplo
foram feitas inclusdes de C,, em SU,(C), entdo fixemos p como a seguir, onde ¢ = e2mi/n.

p: C,, = SU,(C)
, g0
J .
g = |:0 C*]
Assim, como p;(¢?) = ¢7 e p,_1(g) = (Y7 = (77, segue que p = p1 D p,_1. Agora, vejamos,
paracadai =0,...,n — 1, o caracter de p; ® p:

X X(9) =+ =T+ = Xir1(9) + Xi-1(9);

onde aqui 7 pode ser tomado médulo n, isto é, X,, = X, € X_1 = X,,_1- Com isso, temos as seguintes
rela¢des e matriz:

0 1 0 0 0 1
po @ p=p1 D pn_1 1 0 1 0 00
p1 & p=po D p2 = A(C,) =

0 0 0 1 01

1 0 0 01 0

Pn—1 & p=po D pn—2

2 Aqui foi utilizado a palavra "homogéneo'para substituir, em inglés, "simply-laced"ou "homogeneous"
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Isso significa que, sendo cada p; um vértice de um grafo, temos que p; se liga a p;—1 e a pi1 €,
portanto, obtemos o diagrama de Dynkin estendido A,,_:

Po

N

P1 P2 Prn—2 Pn—1

7.2 Correspondéncia de McKay para os grupos diedrais bindrios

Lembre que podemos escrever D,, = {a,b | a" = b*> = (ba)? = 1), entdo D}, = (a,b | a" = b? = (ba)? =
—1). Pode-se notar que esse grupo tem 4n elementos e possui (n + 3) classes de conjugagdo distintas,
cujos representantes fixaremos para ser 1, —1, a* (p/ k = 1,...,n — 1), b e ab. Temos as seguintes
classes de conjugagao:

01 = {1} O_1= {_1} Our = {akaa_k}
Op={a*b: k=0,...,n—1} Oup = {a**b: k=0,...,n—1}

A inclusao p: D}, — SU3(C) pode ser dada pelas seguintes associacdes, onde ¢ denota uma raiz
primitiva (2n)-ésima da unidade:

¢ o 10 1
ORI oty = | L.
Repare que p é uma representagdo irredutivel de D;. Se modificarmos a representagdo um pouco ao
substituir ¢ por ¢Y para j = 1,...,n — 1, obtemos outras representacgdes irredutiveis, o que, juntando

a representacdo trivial, nos da n representagdes distintas. Os caracteres dessas representagdes de di-
mensdo 2 foram denotados abaixo por ) ;. As outras 3 restantes devem ter dimenséo 1 para satisfazer
a relacdo[3.6|e foram explicitadas nas tabelas abaixo.

Como pode ser observado, os valores dos caracteres X,,,, € X,,,o para —1, b e ab séo diferentes
comparando os casos em que n é impar ou par. Uma das razdes disso, jd que em ambos os casos
X (a) = —1, é dada pela relagdo:

—1=a" = x(-1) = x(a)" = X(0)* = xX(-1) = x(a)" = (-1)",

onde usamos que os caracteres preservam o produto, pois eles coincidem com a representagdo quando
a dimensédo desta é 1.

Dy |1 -1 aF b | ab

|Og| |1 1 2 n | n

Xo |1 1 1 1 [1

w/i=1....n=1| x; [2]2(-1) GFX ¢ [0 [0
X, |1 1 1 —1] -1

Xpir | 1 1 (—1)F 1] -1

Xpio | 1 1 (—1)F -1] 1

Tabela 2: Tabela de caracteres do grupo diedral binario p/ n par, ¢ = €27/,

Denotando o caracter de p por Y, temos que X = X,. Agora, sO resta ver os produtos!

Xo X=X=Xi
X1 X =02 = (4,4, +2%,0,0) = Xo + X, + Xo

Paracadaj=2,...,n—2,

X] . X — (4, 4(_1)]+1’ C(]+1)k + C(_]+1)k + C(]—l)k‘ + C(_j—l)k7 0’ 0) — X]_;’_l + Xj_l
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Dy |1 -1 aF b | ab

|Og| |1 1 2 n | n

Xo |1 1 1 11

w/i=1....n=1| x; [2]2(-1) GFIX ¢ [0 [0
X, |1 1 1 —1] -1

Xpor | 1] -1 (—1)F i | —i

Xpio | 1] -1 (—1)F —i | i

Tabela 3: Tabela de caracteres do grupo diedral binario p/ n par, ¢ = €27/,

e, usandoque (" = (" = —1:

X1 X = (4,4(=1)", ¢ 4+ (2K 4 ¢0m2E 4 (77K 10,0) = X,y 4 Xnst + Xoso
X X =(2,-2,¢"+¢7%,0,00 = x4

X1 X = (2,2(=1)" " (™ +¢TR(¢M*,0,0) = X,y

Xn+2 X = Xn+1 X = Xn-1

Assim, as representagdes para j = 2,...,n — 2 nos dd uma cadeia continua sem bifurcacdes,
enquanto que p; e p,_1 se conectam a essa cadeia e a mais duas representa¢des de dimensdo 1. Ou

seja, D}, nos fornece o diagrama de Dynkin estendido D,, 12, onde as pontas sédo as representacdes de

dimensio 1:

Po
Pn+1

P1 P2 Pn—2
Pn Pn+2

7.3 Correspondéncia de McKay para o grupo tetraédrico bindrio

Lembre que 7* = ¢~ ![A4]. Denotando os geradores de A, como a = (123),b = (143) e, portanto,
ba = (12)(34), podemos escrever o grupo alternado através de geradores e relagdes: Ay = (a,b | a® =
b = (ba)? = 1). Desse modo, T* = (a,b | a®> = b* = (ba)? = —1).

Cada representagao de A4 pode ser puxada para 7 * através da composi¢do de morfismo T * 2,
Ay & GL(V). Assim, podemos puxar 4 representacoes irredutiveis, encontradas no exemplo
denote por py a representacdo trivial, por p; e p2 as de dimensdo 1 e por ps a de dimendo 3. Além
dessas, pode-se verificar que a inclusdo p: 7* — SU,(C) dada pelas relagoes a seguir também é

irredutivel:
1 1 2 1 -1 1 0 =
R et I B Rt I B (OB [ B
1

onde pode-se perceber que as duas matrizes da esquerda sdo, de fato, unitarias escrevendo (1—¢)~" =
(1 + i). Com essa representacdo, podemos construir outras duas através do produto tensorial com
p1 € com py. Explicitamente, temos mais trés irredutiveis: ps = p, p5s = p1 @ p e pg = p2 @ p. Além
disso, pela relagao[3.6} nota-se que nossa lista estd completa, pois 24 = |7*| = 1+1+1+9+4+4+44.

Com isso e com o resultado conclui-se que a quantidade de classes de conjugacdo de 7*
também é 7. Para analisarmos quem sdo elas, lembre que A4 possui, além da classe do elemento
neutro, uma classe de tamanho 3, representada por ba, e duas de tamanho 4, representadas por a e
por b. Com isso, temos a equagdo de classes de conjugacao |A4| =1+ 3+ 4 + 4. A equagao do grupo
binario é dada por |7*|=14+1+6+4+ 4+ 4+ 4. Temos:

o duas classes unitdrias: {1} e {—1}.
e uma de tamanho 6 formada pelos elementos de ordem 4 e representada por ba.

e duas de tamanho 4 formadas por elementos de ordem 6 e representadas por a e b.
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T*|1|-1|ba| a | b | —a| —b
Ogl | 1] 1 6 | 4| 4 4 4
Xo | 1] 1 1 1)1 1 1
X: | 1] 1 1 |w|w?| w w?
Xo | 1] 1 1 [w?] w | ? w
Xz |3] 3 |—-1]0]0 0 0
X4 |2/-2)0 11| -1] -1
Xs |2]-2| 0 | w W —w | —w?
Xe |2]-2]0 [w|w]—w] —w

Tabela 4: Tabela de caracteres do grupo tetraédrico bindrio, w = €>7/3,

e duas de tamanho 4 formadas por elementos de ordem 3 e representadas por —a e —b.

Assim, com mais algumas contas, pode-se completar a tabela:

Analisemos, agora, os produtos de representagdes. Da defini¢do de p4, ps e ps, ja temos que
PoRp=p=pa
pP1L A p=ps
p2 @ p = ps-

Para as outras, percebendo que X = X, e que 0 = 1 + w + w?, utilizemos os caracteres:

(6,—6,0,0,0,0,0,0)=X4+X5+X6
X4 X (4 47071711171) :XO+X3
X5 X = (44Oww2ww2)=X1+X3
Xo X = (4,4,0, 0% w,w* w) = X2 + X3

Logo, a representacdo de dimensdo 3 se conecta com as trés de dimensao 2, as quais, por sua vez,
se conectam a uma de dimensdo 1. Estamos nos referindo ao digrama de Dynkin estendido Es:

Po

7.4 Correspondéncia de McKay para o grupo octaédrico binario

Lembre que O* = ¢~'[9,]. Denotando os geradores de Sy como a = (1234),b = (132) e, portanto,
ab = (14), podemos escrever o grupo de permutagdes através de geradores e relagdes: Sy = (a,b |
a* = b3 = (ab)? = 1). Desse modo, O* = (a,b | a* = b3 = (ab)? = —1).

Ainclusdo p: O* — SU,(C) pode ser dada pelas seguintes associagdes, onde ¢ = e/

el 0 1 [et et 1T =i —i
o =% ot = = [ pan == |74 ).
Pode-se provar, também, que essa representacao ¢ irredutivel. Agora, apenas escreveremos a ta-

bela de caracteres e maiores detalhes sobre ela e as classes de conjugacdo de O podem ser encontrados
em [7, Secdes A.5.2-A.5.3].
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O [1[-1]ab|a® [ [ b a a3
O/ 111 1 [12]6 [ 8]8] 6 6
Xo |L| T[T 1111 1
X, || T |-1[1|1[1]-1]-1
X, (2] 202 ]-1]-1] 0 0
X; |[2]-2] 0[]0 |-1]1] V2 |—-Vv2
X, [2]-2] 0|0 |-1 -2 | V2
X; 3] 3 |-1[-1]0 1 1
Xo |3 3|1 [-1]0o]o0o] -1] -1
X, [4][-4] 001 [-1] 0 0

Tabela 5: Tabela de caracteres do grupo octaédrico bindrio.

Perceba que X = X5 e vejamos os produtos:

Xo X = X3

X1 X =Xu

X2 X = Xr

Xs- X = (4,4,0,0,1,1,2,2) = X, + Xs
X4 X =(4,4,0,0,1,1,-2,-2) = X; + Xg
Xs - X = (6,-6,0,0,0,0,V2,—v2) = x5 + X
Xs - X = (6,-6,0,0,0,0,—v2,v2) = x, + X~
X7 X = (8,8,0,0,—1,-1,0,0) = X5 + X5 + Xs

Com isso, novamente a representagdo de maior dimensdo, no caso 4, é a tinica que possui trés
conexdes: duas representagdes de dimensdo trés e uma de dimensdo 2. E as representagdes de dimen-
sd0 1 (e uma de dimens&o 2) s6 possuem uma conexao, isto é, sdo as pontas. Temos, desse modo, o

diagrama de Dynkin estendido E7:

P2
Po

P3 Ps P P6 P4 Pl

7.5 Correspondéncia de McKay para o grupo icosaédrico bindrio

Lembre que Z* = ¢~ '[A4;]. Denotando os geradores de A5 como a = (12345),b = (254) e, portanto,
ab = (12)(34), podemos escrever através de geradores e relacdes: A5 = (a,b | a® = b3 = (ab)? = 1).
Desse modo, Z* = {(a,b | a® = b = (ab)? = —1).

Tendo como referéncia [7, Secdo A.6.3], escrevemos abaixo a tabela de caracteres de Z*. Alguns
detalhes de como obté-la estdo contidos em [6, Example 5.2.4].

Nesse caso, a representacdo-inclusdo em SU3(C) também pode ser escolhida como uma das de
dimensao 2 incluidas na tabela. Assim, fixemos seu caracter como sendo X = X, e estabelecamos as
relagdes: (note que af = —1, 0> =1+aq, B2 =1+ )

Xo X=Xz

X1 X = Xs

X2 X = (474’07 1, 17&2562’ﬂ27a2) =Xo T Xa

X5 X =(6,-6,0,0,0,1,1,—-1,—-1) = x4

Xy X = (6,—6,0,0,0,—a% —5% 8% ) = X5 + X5
X5 X =(88,0,-1,-1,a,83,8,a) = X4 + X7
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7 [1] =17 ab | b2 b [a® ] a* | ald®
|Og\ 1] 1 30 | 20 | 20 | 12 12 | 12 | 12
Xo | 1] 1 1 1 1 1 1 1 1
X: |2]-2|0|-1]1|-B|—-a| a|p
Xo |2 -2 0 |-1| 1 |—-a|-8| 8 | «
Xs | 3] 3 |-1]0 0 154 a | a| B
X4 133|110 |0 | a| B |8 |«
Xs | 4] 4]0 |1 [—1[—1][-1]1]1
Xe | 4] 4 0 1 1 |—-1]-1]-1]-1
X7 | 5] 5 1 |-1|-1| 0 0 0 0
Xg |6]-6| 0 0 0 1 1 | —-1]-1

Tabela 6: Tabela de caracteres do grupo icosaédrico bindrio, a = %(1 — \/5), 8= %(1 + \/5)

E, usando as igualdades 8 =1 —aeque —a = -1+ 3

XG X = (87 783077171304;577[37 70‘) = Xl +XS
X7 : X = (107_107()’ la _1707()’070) = XS + XS
XS ) X = (127127070707 _a>_ﬁa _Ba_a) = X3 +X6 +X7

Desse modo, obtemos, enfim, o diagrama de Dynkin estendido Ej, cujo vértice central é a repre-
sentagdo de maior dimenséao:

P3
Po

P1 P6 P8 P P5 P4 P2

7.6 Uma conexdo com as Algebras de Lie

Agora que finalizamos todos os casos, vamos estabelecer uma conexdo, de forma geral, entre as repre-
sentacdes p; dos subgrupos I' e a estrutura das dlgebras de Lie g associadas aos diagramas de Dynkin
acima. Mais precisamente, entre as dimensdes de p; e os sistemas de raizes de g.

Inicialmente, lembre (ou veja [8] Chapter I-I1I]) que, sendo g um dlgebra de Lie (sobre C) simples
de dimenséo finita e ) sua subalgebra de Cartan, pode-se construir o seu sistema de raizes A, que é
subconjunto do dual h*, e muni-lo com uma forma bilinear simétrica e ndo-degenerada (-,-). Com
uma certa escolha, pode-se definir as raizes positivas e, dentro delas, extrair as intituladas raizes
simples, de modo que toda raiz positiva é soma de raizes simples. Escrevemos o conjunto destas
como:

In={ay,...,ar} CH",

onde pode-se provar que II é uma base de h* e o ntimero r = dim(h) é chamado de rank de g.

Podemos associar a essa dlgebra de Lie a denominada élgebra de Lie de Kac-Moody, denotada
por g. Sua subélgebra de Cartan b tem dimensao r + 1, estendendo II para ser o conjunto de raizes
simples IT = {ay, ..., } e estendendo (-, -) do seguinte modo:

(v, a0) = (w0, ) = (¢, 04) e (o, ) = (¥, ),

onde ¢ é a raiz positiva de maior médulo. Desse modo, (-,-) continua sendo uma forma bilinear
simétrica, porém se torna degenerada, ja que (oo + ¢, ;) =0 Vi =0,...,r. A matriz de Cartan de g
é definida como: ( )

2(ay, o

PN J

[C@)is =~

, @)
A essa matriz associamos os diagramas de Dynkin da seguinte maneireﬂ cada raiz simples corres-
ponde a um vértice do grafo e dois vértices distintos «; e a; sdo conectados se, e s6 se, [C(g)];; = —1.

3Para esclarecer, essa matriz ¢ formada apenas por 2’s na diagonal e as outras entradas séo 0 ou —1
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Assim, se g forma, do modo acima, o mesmo grafo que é formado por I' C SU,(C) através da corres-

pondéncia de Mckay, temos estabelecida uma bijegdo p; — «; entre as representagdes irredutiveis de

I" e as raizes simples de g. Repare que a raiz adicional o corresponde a representagéo trivial po.
Agora, poderemos estabelecer a conexdo desejada.

Lema 7.2. Considerando a i-ésima coluna da tabela de caracteres de I como um vetor v := (X (;))x, vale
que v é autovetor da matriz A(T') com autovalor X (x;).

Demonstragio. Da defini¢ao de A(T"), vale que X - X; = Z A(T)ijx ;- Assim,
J

X(@) v = 0 Xe(e)k = (3 AMX; () = AT -v.

J

O
Proposicao 7.3. Usando a notacdo acima, podemos decompor o seguinte elemento de b* como oy + ¢ =

Z d;cv; evale que i € {0,...,r}, dim(p;) = d;.
i=0

Demonstragio. Primeiramente, vale essa decomposicédo, pois toda raiz positiva de g é soma de raizes
T

simples, isto é, ¢ = 22:1 d;a;, d; € N e, portanto, ag + ¢ = o + Z d;a;. Com isso, ja temos que
i=1

do =1= dlm(p())

Agora, escrevendo a 1* coluna da tabela de caracteres como e := (dim(p;)); = (x;(Id))x e usando
o lema, segue que A(T') - e = x(Id)e = 2e, pois x(Id) = Tr[p(Id)] = Tr[Id2]. Logo, C(g) - e =
(2Id — A(T)) - e = 0.

Vejamos que o vetor d := (d;); também estd no nicleo de C(g). Como o + % é ortogonal a toda
raiz simples, entdo, para todo j = 0,...,r:

2(0&;‘7 Zz:() dla'l)
(O‘jv O‘j)

r

:Oéiw ~di =Y _[C(@)]ji - di = 0. 3)

(a'7a0+w) =0=
’ = (450y) i=0
Portanto, C(g) -d = 0.

Para finalizarmos, deve-se lembrar que C(g) tem posto r, pois ela contém a matriz r x r néo-
singular C'(g) como menor principal. Com isso, o nicleo de C(g) tem dimensédo 1 e, portanto, d = Xe
p/ algum X € C. O fato de que dy = 1 = dim(pg) nos forca que A = 1 e conclui-se a demonstragao.

O

Um resultado que poderia ser visualizado quando fizemos todos os casos da correspondéncia
pode, também, ser retirado da igualdade (3). Denotando por N(j) a vizinhanga do vértice o; no
grafo, isto é, os indices dos vértices conectados a o, temos que:

T T

S[RId - A - di = 0= 2d; = S A di = Y dy

=0 i=0 ieN(j)

Esse resultado mostra que ndo é a toa que, as representa¢des de dimensdo 1 estdo conectadas a
exatamente duas de dimenséo 1 (no caso ciclico) ou somente a uma de dimens&o 2 (nos demais casos)
e que, se uma representacdo estd conectada a exatamente duas outras, sua dimensdo é a média da
dimens&o de suas vizinhas.
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8 Resolucao de Singularidades Kleinianas

Na secgdo anterior, estabelecemos a correspondéncia entre os diagramas de Dynkin e os subrugos
finitos unitarios utilizando suas representagdes irredutiveis. Podemos estabelecer isso de outro modo:
através da resolugdo de singularidades nas variedades das érbitas de cada grupo. Na verdade, esse
tipo da conexdo é anterior, cronologicamente, ao feito na tltima secéo, ja que, por exemplo, Patrick
Du Val ja a conhecia em 1934 [16].

Primeiramente, vamos entender porque, dado um subgrupo I' de SU,(C), o seu conjunto das
6rbitas C2 /T pode ser considerado como uma variedade algébrica. Para tanto, serdo necessdrios
alguns conceitos de Geometria Algébrica. Alguns deles serdo dados no decorrer do texto, mas, para
maiores detalhes e um amplo entedimento, consulte [17] Se¢do 2.3] ou [18].

Como nosso estudo foi feito sobre o corpo C, todos as defini¢des dadas aqui serdo feitas sobre
espagos (afins) complexos.

Defini¢io 8.1. 1. Um subconjunto X C C* é uma variedade algébrica afim se existe um subconjunto
I C Clzy,...,7x] talque X = V(I) := {P € C* | f(P) = 0Vf € I}, ouseja, X é conjunto dos
zeros comuns dos elementos de I.

z

2. Um motfismo entre as variedades algébricas afins X C C"eY C C™ é uma fungdo f: X — Y que é
a restri¢do de uma funcéo polinomial entre C" e C™.

3. Um variedade algébrica afim X C C* ¢ dita irredutivel se ela ndo pode ser decomposta como
unido de duas variedades ndo-vazias, o que é equivalente a dizer que o ideal de X, definido por
I(X):={f e€Clz1,...,zx] | f(P)=0VP € X}, é primo.

4. Uma variedade algébrica projetiva ¢ um subconjunto X C P¥(C) definido como os zeros de po-
lindbmios homogéneos. Isto é,

X ={(ag:...:a;) €P*(C)| f(ag,...,ax) =0 p/ todo elemento homogéneo f € I},
onde I é um subconjunto de Clzy, ..., x| gerado por polindmios homogéneos.

Fixemos I" C SU2(C) C GL3(C). O conjunto das 6rbitas de I' estd intimamente ligado a dlgebra de
polindomios dada a seguir. Cada elemento de I' é uma transformagao linear de C?, portanto pode-se
estabelecer a seguinte agdo de I' em C|z1, 25| pela direita:

(f-N(z)=fy-2),2€C? yeT.
Com ela, podemos definir a subélgebra formada pelos polindmios que sdo I'-invariantes:
Clz1, 22" :=={f € Cla1, 2] | f-v=f Vy T}

Teorema 8.1. Dado um subgrupo finito T' C SU»(C), a dlgebra C[z1, z3]" é gerada por, no minimo, 3 polino-
mios X,Y, Z e estes satisfazem uma relagio R(X,Y, Z), que foi especificada na tabela [7| para cada subgrupo
I.

' € SU,(C) R(X,Y, Z)
Chn X" +YZ
D;, Xt 4 XY? + 72
T Xt +Y3+ 22
o~ X3Y +Y3 +7°
I X5 +Y3+ 272

Tabela 7: Relag¢bes entre os geradores da algebra de I'-invariantes.

Esse resultado foi provado por Felix Klein em 1884 em seu livro intitulado Vorlesungen iiber das
Ikosaeder und die Auflosung der Gleichungen vom fiinften Grade [} No exemplo abaixo, obteremos os

4Uma possivel tradugao para o inglés pode ser consultada em [19]

33



geradores no caso mais simples, o ciclico, e, para uma prova em geral, pode-se consultar [10, Chapter
11 §6-§8]. Outro ponto interessante é que um teorema mais geral e da mesma natureza foi provado por
Emmy Noether (veja [20]) em 1915: considerando a agdo acima feita por um subgrupo G C GL,(C)
em Clzy,...,,], vale que C[z1,...,2,] é finitamente gerada sempre que G ¢ finito. Uma prova
(moderna) disso pode ser encontrada em [10, Chapter II §9].

Exemplo 8.1. Vejamos quem sdo os invariantes em relagdo ao grupo ciclico C,,. Lembre que o gerador
de C,, C SU,(C) é dado por
_ |G 0
Y= |:0 €;1:| )

onde ¢, = €2™/". Assim, pode-se notar que os seguintes polindmios sdo C),-invariantes:

n n
X =z120, Y =21, Z=2.

Além disso, eles sdo geradores de C[z1, 29]¢

ver que Y é, de fato, invariante:

" e satisfazem X" = 2723 = Y Z. Facamos as contas para

(Y -9)(z1,22) =Y (w21, 2) = (el =2 =Y -y =Y

LECTURES

THE IKOSAHEDRON,

AND THE SOLDTION OF

EQUATIONS OF THE FIFTH DEGREE.

TRANSLATED BY

GEORGE GAVIN MORRICE, M.A., M.E.

LONDON :
TRUBNER & CO, LUDGATE HILL

[Au i

Figura 8: Frontispicio e ilustragdo da tradugdo de 1888 do livro de E. Klein [19].

Para colocarmos o teorema em perspectiva, considere o seguinte morfismo:
F:C?*—C?
(21,22) = (X (21, 22), Y (21, 22), Z(21, 22))
Essa func¢ao induz o seu chamado pullback:
F*. (C[X, Y, Z] — (C[Zl,ZQ] s
p—=polkF

Perceba que Im(F*) = C[z1, 22]': todo elemento da imagem é dado pala soma e/ou produto
dos polindmios I'-invariantes X,Y, Z € C[z, 22] e, portanto, é I'-invariante; para a reciproca, como
Clz1, 22]" é gerada pelos X,Y, Z, basta notar que cada um deles pertence a imagem. Além disso,
as relagdes R(X,Y, Z) sdo polindmios irredutiveis de C[X,Y, Z], entdo o ideal (R(X,Y, Z)) é primo e
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corresponde ao nﬁcle(ﬂ de F*. Com isso, temos que V (R) C C3 é uma variedade algébrica irredutivel
(pois I(V(R)) = (R)) e que:

ClX,Y, 7] /(R(X, Y, Z)) = Clz1, 2]".

Para estabelecermos a conexdo desejada com o conjunto das 6rbitas de I', precisamos de mais
alguns resultados, cujas provas podem ser encontradas em [10, Chapter II §9]:

1. F(C?) =V(R).
2. F(z) = F(w) <= 3ye€T tq z="-w,istoé, z e w pertencem a mesma 6rbita de I'".

Com isso,F induz uma bijecdo C?/T" 2 V(R) e, por isso, chamamos V (R) de variedade de drbitas de T
Como abuso de notagdo, também iremos denota-las por C?/T. Esses serdo os objetos sobre o quais
iremos realizar o estudo dessa segdo: a saber, a resolugdo de suas singularidades.

Intuitivamente, singularidades sdo dadas por pontas, ctispides e interesec¢des, ou seja, sdo pontos
em que ha uma mudanga brusca de uma linha ou do espago em questdo, como mostra a figura[9] Para
uma defini¢do formal e no contexto de Geometria Algébrica, consulte [18| Secdo 6.2]. Agora, quando
nos referimos a resolugdo de uma singularidade  num espago X, pensamos em encontrar um espago
X, naturalmente maior, no qual podemos incluir X e no qual z ndo é mais uma singularidade e, sim,

um ponto ou um conjunto de pontos regulares. Para uma introdugao a esse conceito, recomendamos
[21].

cusp ordinary double point

/ ' N quadruple point
/f.r \\\ .f/" R - -"\‘
\ | |
y \

— \ /

// \ e ~, bt . A

—o - :

ramphoid cusp

/' \ sacnode iriple poin
| C AN
! f P — i \
/N7 ) ]
/ \ r/ ,.-".I I'.. I.'I
Q) S
/S -
) :{f/" — _

Figura 9: Alguns tipos de singularidades. Figura de [22].

Definicdo 8.2. Seja V uma variedade com um ponto de singularidade v, uma resolu¢io da singularidade
(V,v) é uma variedade V' munida com um morfismo o: V' — V que satisfazem:

1. o conjunto V' \ ¢~ *{v} é denso em V.
2. arestricdo de ¢ é um isomorfismo entre V \ o= {v} e V' \ {v}
3. todo ponto de V é regular.

Se o ultimo item n&o for, necessariamente, satisfeito chamaremos V' e o simplesmente de uma modifi-
cagio de V em v. Além disso, o~ {v} é chamado de conjunto excepcional de V

5Para uma prova mais detalhada, consulte o teorema de [10, p.63], no qual é utilizado o conceito de grau de transcendéncia.
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Com o intuito de estudarmos os pontos de singularidade das variedades de 6rbitas C?/T’, temos
que algumas contas nos mostram que SU»(C) age livremente em C? \ {0}, isto ¢, 0 tnico elemento de
SU,(C) que fixa algum elemento ndo-nulo de C? ¢ a identidade Id € SU,(C). Entdo, todo subgrupo
I" age livremente em C? \ {0} e, com isso, pode-se provalﬂ que todos os pontos diferentes de zero em
C?/T séo regulares. Desse modo, a tnica singularidade possivel da variedades de 6rbitas é o ponto
0 € C?*/T, e isso, de fato, ocorre. Chamaremos as singularidades (V(R),0) de Kleinianas, mas elas
também sdo conhecidas como singularidades quocientes, singularidades simples ou singularidades
de Du Val.

Agora, comegaremos com a construgdo da resolucdo da singularidade no caso em que I' = C,,.
Esse caso também serd necessario para resolvermos o problema quando I' ndo é ciclico.

8.1 Resolucdo das singularidades ciclicas

Seguiremos o procedimento de [10, Chapter IV §4-6]. Inicialmente, provemos um resultado preli-
minar essencial, enunciado de forma mais geral: denotando por ¢; uma raiz i-ésima primitiva da
unidade, considere o subgrupo ciclico de GL2(C)

a=([5 o))

e, sendo m = mmc(p, ¢) e r = m/p, considere o grupo, de ordem p, a seguir:

T G 0
= {0 ¢ )
Lema 8.2. A funcio f: C* — C? definida por (21, 2) — (21, 23 ) induz isomorfismo C2/H = C2/H.

Demonstragio. O isomorfismo f é induzido ao fazer o seguinte diagrama comutar:

2 L ¢

! I

/g L c2/h

Sobrejetividade de f segue diretamente da sobrejetividade de f. Vejamos a injetividade: se f(7 (21, 22)) =

f(m(wy,we)), entdo (f(z1,22)) = 7(f(wi,w2)), ou seja, (21,25) e (w1, wh) estdo na mesma Obita de

~

H. Assim, existe s € N tal que
z1=Cwy e 2y =("wy

e, portanto, para alguma ¢,, temos que 22 = (,(*wy. Além disso, como rp = m, temos que (g é uma
raiz r-ésima primitiva da unidade e, entdo, ¢, = Cgl para algum ! € N. Tomando ¢ = pl + s, temos que

2= Cuwy = Cwr e 2= 'Cwy = Cws.
Ou seja, chegamos que 7(z1, 22) = m(wy, ws). O

Lembre que 0 nosso foco é encontrar uma resolugio da singularidades (C2/T, 0), onde podemos

fixar
I'= < |:C6L <n0—1:| > C SU(C).

Dessa forma, jd podemos utilizar o lema acima escrevendo

=1 = Fo @cij )

e, portanto, H = T, para concluir que C2/T = C2/T*.

Veja [10) Chapter IV §3, Proposition 3].
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Agora, introduziremos os espagos que serdo as bases para nossas modificagdes, chamados de

fibrados de linhas:
2(0) = {((21, 22), [wy : wa]) € C? x P! | 23wl = zoul}

Repare que, se pensarmos em P como o conjunto das retas de C* que cruzam a origem, o fibrado
para b = 1 é simplesmente o conjunto dos pontos da forma (z, Z), onde Z denota uma reta (tnica
quando z # 0) que passa pela origem. Este e o fibrado para b = 2 serdo usados especialmente.

A projegdo da 1° coordenada o: £(1) — C? é uma modificacdo de C? em 0 e 0~1[0] = P!. Assim,
chamamos o fibrado ¥(1) de blow-up de C* em 0 e o de blowing-down. Além disso, sendo A o elemento
gerador de I'*, temos a seguinte a acdo de I'* em X(1):

A ((21,22), [wi s wa]) = ((Cuz1, Galn-122), Wi : Gro1ws])
E, usando que A - ¢ = ¢ - A, note que a fung¢do &, induzida pelo diagrama comutativo abaixo, é uma
modificacdo de C2/T"* em 0:
$(1) —>— C?

| l

$(1)/T* —2— C?/r*

Para podermos aplicar o lema novamente, vamos separar nosso fibrado em duas partes isomorfas
a C?: definindo ¥; := {(z, [w1 : wa]) € ¥(1): w; # 0}, temos que £(1) = X1 U X5 e valem os seguintes
isomorfismos:

¥, = C? Yo = C?
((z1,22),[1 : wa]) — (21, w2) ((z1, 22), [wy : 1]) = (22, w1)

Repare que cada uma dessas componentes sdo I'*-invariantes, isto é, ['*-X; = ¥;. Assim, podemos
analisar, separadamente, os espagos de Orbita de cada componente:

1. Através do isomorfismo, temos que a agdo de A em ¥; é dada por: A- (21, w2) = ((n21, Gro1w2).
G O

0 Cnfl
vezes, sendo que, na segunda vez, trocamos a ordem de ¢, e (,, obtém-se que

Assim, 1 /T* = C?/Hy, onde H; é o grupo gerado por ] Utilizando o lema duas

¥, /T* = C?/H, = C?/{Id} = C°.
Desse modo, 1 /I'* s6 possui pontos regulares.

2. A agdo de A em ¥, é dada por: A - (z9,w1) = (§nCn_122,C;f1w1). Assim, Y5 /T* = C2%/H,,
CnCnfl
0

onde Hj é o grupo gerado por [ ] . Com uma troca da ordem das coordenadas e

G
utilizando o lema uma vez (com p = n — 1,q = n(n — 1) = r = n), concluimos que
* ~ 2 Cnfl 0 >

5y /T* 22 C /< [ S C;_ll] .

Ou seja, X5 /T* tem uma singularidade ciclica de ordem 1 a menos, n — 1.

Juntando esses dois resultados, chegamos que a modificagdo X (1)/T'* & C? U £, /T* da singulari-
dade ciclica (C?/T',0), de ordem n, tem apenas uma singularidade ciclica de ordem n — 1. Com isso,
repetindo esse processo mais n — 2 vezes, poderemos chegar no seguinte resultado:

Teorema 8.3. A variedade V que nos fornece uma resolucio da singularidade (C?/T',0), onde T' = C,, C

1 ),
SU5(C), édada por n cpias de C*: V' = Cf) U...UCY,,, de modo que Cf;) UCF,, ) = X(2). Assim, também

temos que V é a unido de n — 1 copias de $(2) e que o conjnto excepcional E da resolugdo o: V — C?/T ¢
dado como a unido das segoes de zeros E; de cada copia de (2):
E=FEU...UE,_,, E;~P!,

satisfazendo que E;_, e E; se intersectam em um ponto e que E; N Ej = () quando |i — j| > 1.
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Demonstragio. Daremos um panorama da demonstracdo. Denote por V; a variedade que tenha uma
singularidade ciclica de ordem j, isto é, V; = c?/ C;. Com a construgdo acima, obtivemos uma
modificacdo da forma oy : (C(Zl) U V,—1 — V,, onde a unido é dada com as seguintes colagens (ou
identificagdes):

"y =1 4)

Do mesmo modo, também encontramos uma resolugédo oy : (Cé) UV,—2 = V,_1, a qual podemos
estender para

Cly 2 (x1,m1) ~ [z0] € Vit = 2"w=11, 2

g9: C%l) U C%2) U ‘/7,,_2 — C%l) U Vn_l

definindo 02|, = Id e, para que o esteja definida de fato, precisamos identificar os pontos (1, y1) €

(C2
e
C?n com (zg,y2) € (C%Q) se, e s0 se, (71,y1) € 02(z2,y2) estdo identificados por meio de {@). Como
0o (T2, y2) = [€2,€5 %ya), onde &) = x5, segue que:

C?n 3 (z1,51) ~ (22,92) € C?z) < (21,91) ~ [52,53_2%}
S GG =, & =1
& a3ys = 11, Toyr =1
Essa relacdo nos garante o seguinte isomorfismo:
~ (2 2 2 2
(21,22), [1 2 wa] = (21,91) = (21, w2)
(21, 22), [wy : 1] = (22,52) = (w1, 22)

Agora, se repertirmos esse processo recursivamente, obteremos uma sequéncia de modificagdes que
ir estabilizar em mais n — 3 passos, pois V; = C?, e, assim, a composicdo delas, que denotaremos por
0, serd uma resolugéao:

‘ ? afirmagdo de que Vi € {1,...,n} C} UC?,
i=1

Para a tltima sentenga do teorema, pode-se provar que o conjunto excepcional de o, é o} '[0] =
{(0,11) € C%l) }U{[z,0] € V,,_1} e, portanto, o conjunto excepcional da composigdo E = (a1 003)1[0],
por exemplo, satisfaz:

) = X(2) segue de modo analogo ao feito para

E :=En ((C%l) U (C%Q)) ={(0,y1) € (C%l)} U {(x2,0) € (C%Q)} >~ {(0, [wy : wy)) € B(2)} = PL.

Avangando passo-a-passo, teremos que

n—1
E=0"'0]= U Ei, onde E; = {(0,4:) € C}, } U {(zi41,0) € C},, )} = P".
=1

1=
Além disso, quando |i—j| > 1, ndo temos identifica¢des entre elementos de (C%i) e (C%j), entdo E,NE; =

0; ja para o caso em que |i — j| = 1, vale que E;_1 N E; = {(0,0) € C7,) }. -

Com esse resultado, temos ja estabelecida a conexdo desejada entre os subgrupos ciclicos C,, C
SU3(C) e os diagrama de Dynkin A,,_, ilustrado abaixo. Apenas nos resta definir exatamente o que
queremos dizer por obter um grafo a partir de uma resolugdo de singularidades.

——— o — —o—@

Ey Es Eno Enp

Definigdo 8.3. Tome o: V — V uma resolucio de singularidade com um conjunto excepcional E
dado por uma unido de linhas projetivas: E = |J,.; E;i, E; = P'. Definimos o grafo da resolugio como
sendo aquele que possui um vértice para cada componente F; e uma aresta entre I; e IJ; (i # j) se, e
s6se, B, N E; # 0.
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Podemos dar uma visualizacdo razodvel da resolugdo obtida para o caso mais simples, o do grupo
C,. E dificil de pensar numa ilustragio, pois essas singularidades estéo contidas em C?, mas podemos
pensar na sua projecdo em R?, como na figura Repare que C?/C é dada pela equagdo X% +Y Z = 0
e, portanto, forma uma singularidade similar a do cone duplo e sua resolugdo pode ser dada pelo
cilindro. Note que o conjunto excepcional é uma circunferéncia, pois ele é dado, em C?, por P! =
C U {o0} e, portanto, obtemos a esfera S* = R U {oo} em R3.

i P
v

.................. o

N~ e

Figura 10: Resolugdo da singularidade ciclica de ordem 2.

8.2 Resolucdo das singularidades nao-ciclicas

Seguiremos o procedimento de [10, Chapter IV §7-9] e, para fixarmos a notacdo, I" representard um
dos subgrupos poliedrais bindrios e G serd sua imagem em SO3(R), isto é, G = ¢[I'].

Novamente, comecaremos com o processo de blow-up de C? em 0 para acharmos uma modi-
ficagdo de C?/T. Isto é, tomando o: ¥(1) — C2, (z,w) + z e a agdo de I' em X(1) dada por
v (z,w) = (yz,7w), v € T, temos que a fungdo induzida 5: ¥(1)/I" — C?/I' é uma modificagdo
em 0 € C?/T. A seguinte proposi¢do nos d4 uma nova cara para essa modificagdo.

Proposic¢do 8.4. A fungio sobrejetora p: $(1) — X(2) dada por ((z1, 22), w) — ((21, 23), w) induz uma agio
de G em X(2) e o isomorfismo (1) /T = £(2)/G.

Demonstragio. Primeiramente, vejamos que o seguinte define uma agéo de G em X(2):
¢(7) - p(z,w) == p(y- (2,w), v €T, (,w) € £(1)

Basta notar que a agdo independe da escolha de v, z e w: temos que ¢(y) = ¢(7') & 7 = £ye
p((21,22),w) = p((2],25),w") & 21 = %2, 20 = £25, w = w'. Além disso, da defini¢do de (1),
w,w’ € P! sdo as retas que passam por z = (21, 22) e por 2’ = (21, z}), entdo temos, necessariamente,
que z’ = +z. Logo,

o(7) - p(z,w) = p(yz,yw) = p(£yz, £yw) = p(£7y - (£z,w)) = ¢(7') - p(z’, w’)

Para o isomorfismo, temos que p induz a funcdo p que faz o seguinte diagrama comutar:

(1) —2— 2(2)

" &

¥(1)/r 2 ¥(2)/G

Assim, a sobrejetividade de p decorre da sobrejetividade de p. Para a injentividade, temos que
p(m(z,w)) = p(n(2’,w’)) implica que 7(p(z, w)) = w(p(z’',w’), isto é, existe v € T tal que

o(7) - p(z,w) = p(2',w') = p(y - (z,w)) = p(z',w') = +7- (z,w) = (2, w)

Como assumimos que I' é bindrio, temos que +v € I e, portanto, w(z,w) = m(z’, w’).
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Focaremos, agora, em encontrar uma resolu¢do da modificagdo X(2)/G. O seguinte resultado nos
permite reduzir o nosso problema ao caso da resolugdo de singularidades ciclicas.

Teorema 8.5. X(2)/G é obtido de 3(2) através da insercio de trés singularidades ciclicas. As ordens n; de
cada uma das singularidades é dada pela tabela[l|para cada grupo correspondente.

Esbogo da demonstragdo. 3(2)/G estd no seguinte diagrama comutativo:

2(2) = 2(2)/G

| I+

Pt ——— PG

onde r é a projecdo X(2) 3 (z,w) — w, 7 é a projecdo das érbitas pela agdo de G em P! = S? (vejal6.1),
7. € a projecdo das orbitas pela acdo de G construida acima e 7 é a fungdo induzida para o diagrama
comutar. Repare que as fibras de r sdo retas em C, isto é, r~'{w} = C Vw € PL.

Visualize o poliedro P associado a G projetado radialmente na esfera S? = P!, de modo que as
trés Orbitas excepcionais de P! pela agdo de G, isto é, aquelas em que seus elementos sdo fixados
por algum Id # g € G, sdo: O, = {vértices deP}, O, = {ponto médio das arestas deP} e O3 =
{centro das faces deP}. Denote por y1,y2,y3 0s pontos 7[O1], 7[O2], 7[O3] de P! /G. Com isso, G age
livremente em P!\ (O; UO2UO3) e prova-se que as duas funcdes abaixo sdo isomorfismos localmente:

m: PY\ (01 U0z U03) — (BY/G)\ {y1,y2,y3} (5)
T 2(2) \7‘_1[01 U0y U 03] — (Z(2)/G) \ f_l{yl,yz,yg} (6)

Com isso, a modificagdo ¥(2)/G nao possui singularidades fora de {y1, y2,y3}.

Analisemos, agora, as fibras 7~y }: sendo ¢; € O; C P! um vértice (i = 1), um ponto médio de
aresta (i = 2) ou o centro de uma face (i = 3), seu grupo estabilizador G, é o gerado pelas rotagdes
de angulo 27n,; com eixo em c¢;, onde n; estd indicado na tabela Tome uma vizinhanca U C P! de
¢; biholomorfa a um disco D C R? = C e de modo que ndo haja outros elementos excepcionaisﬂ em
D, entdo r~1[U] = C x U = C2. Além disso, temos que ¢; é o tinico elemento fixado por elementos de
G e, mais detalhadamente, fixado apenas por elementos de G.,, entdo temos o seguinte isomorfismo:

P U] = 7 [P U)) = T U)/G =T U)/Ge, = €6,

Como 7[U] é uma vizinhanga de y;, isso significa que cada uma das fibras 7~ {y;} C £(2)/G repre-
senta uma singularidade ciclica de ordem n;.
Com isso e através do isomorfismo (6, temos que £(2)/G é obtido de ¥(2) retirando as trés fibras
—1 . . A . . s 1 ~—1
r~ 101 U032 U O3] e 1nser1nd(ﬁ trés singularidades ciclicas 7~ " {y1, y2, y3} de ordens (n1,ns,n3), uma
em cada fibra retirada.
O

Desse modo, a fim de achar uma resolu¢do de 3(2)/G, basta encontrar uma resolugdo em uma
vizinhanga de cada uma de suas singularidades ciclicas usando o resultado da se¢do anterior e junta-
las todas. O seguinte lema nos diz, um pouco mais tecnicamente, como realizamos isso.

Lema 8.6. Uma resolugio 7: X — %(2)/G de uma singularidade ciclica y; é dada pelo espaco X = %(2) Ux;,

uma colagem entre $(2) e a resolugio X; de uma vizinhanca X; C %(2)/G da singularidade ciclica de ordem
n; e a fungio T, que é dada por:

v € B2\ rHO] > 7(x) = 7" (2) € (2(2)/G) \ {:}
reX;,—»7(r)=0(x)eX;

onde 7 é o isomorfismo (6) renomeando Py} poryieo: )z — X denota a resolugio obtida em

7Isto é, elementos pertencentes a uma 6rbita excepcional
8Para uma definicdo mais meticulosa de "inserir uma singularidade ciclica em um fibrado vetorial", veja [10} p.146]
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Utilizando o lema trés vezes, podemos resolver todas as singularidades de ¥(2)/G e, com os
resultados acima, obtemos a desejada resolucdo de C? /T através da seguinte composigao:

X=Y2)UX;UX,UX; 5 %(2)/G S £(1)/T S C2T

Denotando-a por ¢: X — C?/T, basta analisarmos o conjunto excepcional para construirmos o
seu grafo:
E = ’lﬂil{O} = 7'71[({0} X Pl)/G] = EO U F1 U F2 U Fg,

onde Ey = {0} x P! C £(2) e F} é o conjunto excepcional de )A(/i, obtido em
Fi=FEi1U...UE; 1, E;jj =P!

Além disso, vale que, para cada i # j, F; N F; = () e Ey tem interseccdo ndo-vazia com cada
componente F; contida em E; 1, isto é, Ejy ndo intersecta F; ; para j > 2.

Desse modo, o grafo obtido a partir da resolugdo ¢ tem um vértice central, o qual é conectado a
3 grafos de tipos Ay, -1, Ap,—1 € Ap,—1. Para visualizarmos melhor, olhando novamente a tabela
temos que ny = 2 em todos os casos, ou seja, o grafo é dado por um vértice (Ep) conectado a um outro
vértice, Fy = E5 1, e a mais duas "correntes", F e F, de tamanhos n; — 1 eng — 1.

Exemplo 8.2. Ilustremos o caso em que I' = 7%, isto é, G = Ay, n1 = 3 = ng eng = 2. Assim, o
conjunto excepcional £ é dado por

E = EQ U E171 @] ELQ U Eg,l U E371 U E372.

Ou seja, obtemos o diagrama de Dynkin Eg:

I Esq

Ei2 Ein Eo Esn Ejp

Desse modo, os mesmos diagramas de Dynkin que obtivemos a partir de cada subgrupo I" na
secdo anterior obtemos novamente aqui. Uma diferenca é que, nessa segdo, obtivemos os diagramas
ndo-estendidos, sem o vértice adicional, que anteriormente era dado pela representagéo trivial py.

Grupo Grafo Tipo do grafo
Cn

D - o «< Do
T* b—o—I—o—Q EG
O* D—O—I—O—O—Q E7
T* D—O—I—O—O—O—Q Eg

Tabela 8: Grafos das resolugoes das singularidades Kleinianas.

— = An— 1

Na figura podemos visualizar, de certa forma, como é dada a resolucdo da singularidade
C?/D3 C C? projetada em R3. Repare que o conjunto excepcional é dado por uma circuferéncia
central e trés circunferéncias que a intersectam, formando o diagrama de Dynkin D,.
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Figura 11: Resolugdo da singularidade C?/Dj.

Conclusoes e Extensoes

Would not the Greeks appreciate the result that the simple Lie algebras may be
derived from the Platonic solids?

John McKay

Resumidamentre, trilhamos o seguinte caminho entre os sélidos platdnicos e as dlgebras de Lie.
Dos sélidos platonicos obtivemos os grupos poliedrais bindrios e abriram-se duas estradas: a das
representagdes irredutiveis desse grupos, que nos leva para os diagramas de Dynkin estendidos, e a
das singularidades Kleinianas, nos levando ao diagramas de Dynkin (ndo-estendidos); estes, por sua
vez, estdo conectados as algebras de Lie simples por meio do seu sistema de raizes.

Com isso, podemos pensar nos vértices e arestas dos diagramas de Dynkin homogéneos a luz de
diferentes teorias, como sintetizado na tabela abaixo:

Teoria Vértices Existéncia de Arestas entre i e j
Aclliearjs raizes simples (viya) #0
Representacdes representagdes irredutiveis Pi faz-p a rte da
de grupos decomposigdo de p; ® p

Resolucdo de

.o pl . )
singularidades componentes F; = P EiNE; #0

Tabela 9: A classificagdo ADE.

Desse modo, todos esses diferentes objetos podem ser classificados através de mesmas estruturas:
os diagramas de Dynkin do tipo A, D ou E. Dizemos, assim, que eles fazem parte da classificagdo
ADE, que contém outros objetos que nao os estudados aqui.

Feito isso, uma pergunta natural que podemos fazer é: e os outros diagramas de Dynkin, B,
Cp, F1 e G3? Eles possuem uma conexdo com estruturas similares as feitas aqui? Essa questdo foi
considerada por Slodowy no livro [23], onde ele realiza um estudo mais amplo, utilizando conceitos
como deformagdes e quocientes adjuntos, e consegue estender a teoria para esses outros diagramas
de Dynkin.

Em um outro ponto de vista, note que introduzimos as singularidades Kleinianas a partir dos
invariantes da algebra de polinémios. O artigo de A. Mellit [24] analisa a extensdo dessa teoria para
algebras ndo-comutativas.
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