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O Teorema

Teorema (Burnside, 1904)
Todo grupo de ordem p?q®, onde p e q sio primos e a, b € N, é soltivel.
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O Teorema

Teorema (Burnside, 1904)
Todo grupo de ordem p?q®, onde p e q sio primos e a, b € N, é soltivel.

» Por exemplo, o menor grupo ndo-solivel é As, que tem ordem
60 =22.3.5.
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Lembrando Grupos Soluveis

Proposicao
Dado um grupo G, sdo equivalentes:
1. A série de grupos derivados

G=G69s60scA

chega no grupo trivial {1}, onde GU) = [GU~1), GU-1)].
2. Existe uma série

G=GpGp>G>...0G6,={1}

tal que os fatores Gj_1/G;j sdo abelianos.
Quando esses itens s3o satisfeitos, dizemos que G € solivel.
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Lembrando Grupos Soluveis

Proposicao
Dado um grupo G, sdo equivalentes:
1. A série de grupos derivados

G=G60pc0scA .

chega no grupo trivial {1}, onde GU) = [GU~1), GU-1)].
2. Existe uma série

G=GpGp>G>...0G6,={1}

tal que os fatores Gj_1/G;j sdo abelianos.
Quando esses itens s3o satisfeitos, dizemos que G € solivel.

» Usando (1): se G é simples e ndo-abeliano, entdo G ndo é solivel.

» Usando (2): se H< G é soliivel e G/H é solivel, entdo G é soldvel.
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Reformulando o Teorema

Suponha que exista algum grupo G n3o-soltivel de ordem p?g®.
Tomando-o com a menor ordem possivel, afirmo que G é simples e
nao-abeliano: se G possuir um subgrupo H normal, préprio e n3o-trivial,
entdo G/H e H sio grupos de ordem pSq? < |G|; pela minimalidade da
ordem de G, teriamos que G/H e H sdo sollveis e, portanto, G seria
soldvel (absurdo!).
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Reformulando o Teorema

Suponha que exista algum grupo G n3o-soltivel de ordem p?g®.
Tomando-o com a menor ordem possivel, afirmo que G é simples e
nao-abeliano: se G possuir um subgrupo H normal, préprio e n3o-trivial,
entdo G/H e H sio grupos de ordem pSq? < |G|; pela minimalidade da
ordem de G, teriamos que G/H e H sdo sollveis e, portanto, G seria
soldvel (absurdo!).

Teorema (Burnside)

N3o existem grupos simples ndo-abelianos de ordem p?q®, onde p e q sdo
primos e a, b € N.
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O Burnside

Guilherme da Costa Cruz




» William Burnside (1852-1927) foi um dos
pioneiros no estudo de representacdes.

Figura 1: [1, p.89]
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ordens.
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» William Burnside (1852-1927) foi um dos
pioneiros no estudo de representacdes.

» 1890-1900: estudou grupos simples e suas
ordens.

» Em 1897, publicou o primeiro tratado em
lingua inglesa de teoria de grupos finitos.
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Figura 1: [1, p.89]

Guilherme da Costa Cruz

William Burnside (1852-1927) foi um dos
pioneiros no estudo de representacdes.
1890-1900: estudou grupos simples e suas
ordens.

Em 1897, publicou o primeiro tratado em
lingua inglesa de teoria de grupos finitos.
1900-1905: resultados em representacdes
de grupos.
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Figura 1: [1, p.89]

Guilherme da Costa Cruz

William Burnside (1852-1927) foi um dos
pioneiros no estudo de representacdes.
1890-1900: estudou grupos simples e suas
ordens.

Em 1897, publicou o primeiro tratado em
lingua inglesa de teoria de grupos finitos.
1900-1905: resultados em representacdes
de grupos.

Demonstrou o teorema em 1904,
utilizando conceitos de representa¢des e
teoria algébrica dos nimeros.
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» Faleceu em 1927:

"Rowing men will regret to hear of the death of W. Burnside, one of
the best known Cambridge athletes of his day. He missed his Blue
but captained the Pembroke boat.”
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» Faleceu em 1927:

"Rowing men will regret to hear of the death of W. Burnside, one of
the best known Cambridge athletes of his day. He missed his Blue
but captained the Pembroke boat.”

» Antes de sua morte, escreveu uma carta contendo problemas
relevantes a Philip Hall (1904-1982), que se tornou seu sucessor.
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» Faleceu em 1927:

"Rowing men will regret to hear of the death of W. Burnside, one of
the best known Cambridge athletes of his day. He missed his Blue
but captained the Pembroke boat.”

» Antes de sua morte, escreveu uma carta contendo problemas
relevantes a Philip Hall (1904-1982), que se tornou seu sucessor.

» O resultado de que todo grupo de ordem impar é soltvel foi provado
em 1963 por Feit e Thompson.
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Representacoes de Grupos
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Representagdes de Grupos: Definicdes [2]

Definicao
Dado um grupo G, uma representacao (linear) de G é um espaco
vetorial V/, sobre um corpo K, munido de um homomorfismo de grupos

p: G — GL(V), isto é

Vg, he G p(gh) = p(g)p(h), p(1)=1d, p(g™)=p(g)".
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Representagdes de Grupos: Definicdes [2]

Definicao

Dado um grupo G, uma representacao (linear) de G é um espaco
vetorial V/, sobre um corpo K, munido de um homomorfismo de grupos
p: G — GL(V), isto é

Vg, he G p(gh) = p(g)p(h), p(1)=1d, p(g™)=p(g)".

Exemplo:
O grupo diedral D, = {a'b/ | a” = 1,b%> = 1, bab = a~ !} é o grupo das
simetrias de um n-agono.
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Representagdes de Grupos: Definicdes [2]

Definicao

Dado um grupo G, uma representacao (linear) de G é um espaco
vetorial V/, sobre um corpo K, munido de um homomorfismo de grupos
p: G — GL(V), isto é

Vg, he G p(gh) = p(g)p(h), p(1)=1d, p(g™)=p(g)".

Exemplo:

O grupo diedral D, = {a'b/ | a” = 1,b%> = 1, bab = a~ !} é o grupo das
simetrias de um n-dgono. Tome V = R% e p: D, — GL(V) para ser o
homomorfismo que satisfaz

cos%7T —sinzT7T -1 0
p(a)_{sin%:T cos%f] p(b)_[o 1]'

Convengdo: a é a rotagdo no sentido anti-horario e b é a reflexdo em
relacdo ao eixo y.
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Representacdes de Grupos: Definicoes

Representacdo Regular:

Sendo G um grupo e k um corpo, construa o espaco vetorial, denotado
por k[G], que tenha como base o préprio grupo G:

k[G] = {Z 8 :Cg €Ek,ge Gl

geiG

Guilherme da Costa Cruz 2 de Abril de 2021 9/22



Representacdes de Grupos: Definicoes

Representacdo Regular:

Sendo G um grupo e k um corpo, construa o espaco vetorial, denotado
por k[G], que tenha como base o préprio grupo G:

k[G] = {Z 8 :Cg €Ek,ge Gl
geG
» Se |G| = n, entdo dim(k[G])= n.
» A operacdo de G define um produto nos elementos da base e,

estendendo bilinearmente essa operacdo para todo o espaco, temos
que k[G] é vista como uma &lgebra (a dlgebra do grupo G).
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Representacdes de Grupos: Definicoes

Representacdo Regular:
Sendo G um grupo e k um corpo, construa o espaco vetorial, denotado
por k[G], que tenha como base o préprio grupo G:

k[G] = {Z 8 :Cg €Ek,ge Gl
geG
» Se |G| = n, entdo dim(k[G])= n.
» A operacdo de G define um produto nos elementos da base e,
estendendo bilinearmente essa operacdo para todo o espaco, temos
que k[G] é vista como uma &lgebra (a dlgebra do grupo G).
A representac3o regular é a funcio p: G — GL(k[G]) de multiplica¢do a

esquerda:
PN ce8) =D ce(hg).

geG geag
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Representacdes de Grupos: Teorema de Maschke

Definicao
Dizemos que V ¢ irredutivel se V n3o possui uma subrepresentagdo

prépria ndo nula, ou seja, se suas Unicas subrepresentacdes sdo as triviais,
V e {0}.

Teorema (Maschke, 1899)

Se G é um grupo finito e k é um corpo tal que char (k) t|G|. Entéo,
toda representacdo de G (de dimensio finita) pode ser decomposta como
uma soma direta de representagdes irredutiveis.

» Ou seja, a algebra k[G] é semissimples (nas hipSteses do teorema).
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Representacdes de Grupos: Lema de Schur

Teorema (Lema de Schur)

Seja p: G — GL(V) uma representacdo de dimens3o finita irredutivel
sobre um corpo algebricamente fechado. Se g € G é um elemento
central, ent3o p(g) = Ald, para algum X\ € k.
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Representacdes de Grupos: Lema de Schur

Teorema (Lema de Schur)

Seja p: G — GL(V) uma representacdo de dimens3o finita irredutivel
sobre um corpo algebricamente fechado. Se g € G é um elemento
central, ent3o p(g) = Ald, para algum X\ € k.

Corolario

Suponha que |G| < oo e que k é um corpo algebricamente fechado tal
que char (k) 1 |G|. Se p: G — GL(V) é uma representagdo de dimensdo
finita sobre k, entdo, dado g € G, p(g) € diagonalizivel.
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Representacoes de Grupos Finitos: Caracteres

Definicao
Seja p: G — GL(V') uma representagdo do grupo G (sobre C), onde V
tem dimens3o finita. Chamamos a fun¢do seguinte de caracter da

representacdo V.

Xy:G—C
g — Tr(p(g))
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Representacoes de Grupos Finitos: Caracteres

Definicao

Seja p: G — GL(V) uma representacdo do grupo G (sobre C), onde V
tem dimens3o finita. Chamamos a fun¢do seguinte de caracter da
representacao V-

Xy:G—C
g — Tr(p(g))

Teorema
Duas representacées de um grupo finito sdo isomorfas se, e somente se,

seus caracteres sdo iguais.
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Representacoes de Grupos Finitos: Caracteres

Teorema

Os caracteres irredutiveis de um grupo finito G formam um conjunto
ortonormal.

Ou seja, se U e V representagdes irredutiveis de G, entdo

1, seUZ=V
6] 2 Xolehle) { |

ice 0, seUZ2YV

(XUa XV
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Representacoes de Grupos Finitos: Caracteres

Teorema

Os caracteres irredutiveis de um grupo finito G formam um conjunto
ortonormal.

Ou seja, se U e V representagdes irredutiveis de G, entdo

1, seUZ=V
(XUaXV |G|ZXU {07 SGU%V.

geG

Proposicdo (Ortogonalidade das Colunas)
Sejam X, ..., X, 0s caracteres irredutiveis de um grupo G, entdo:

Zx,-(g)x (h) =

onde Cs(g) € o centralizador de g € G.

|Cs(g)|, seh eg sdo conjugados
0, c.c. ’
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Os Inteiros Algébricos
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Os Inteiros Algébricos

Definicao
Um inteiro algébrico é um nimero (complexo) que € raiz de um
polinémio mdnico com coeficientes em Z.
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Os Inteiros Algébricos

Definicao
Um inteiro algébrico é um nimero (complexo) que € raiz de um
polinémio mdnico com coeficientes em Z.

Proposicao

Denote por A o conjunto dos inteiros algébricos:
1. AnQ=72.
2. A é um anel.
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Os Inteiros Algébricos

Definicao
Um inteiro algébrico é um nimero (complexo) que € raiz de um
polinémio mdnico com coeficientes em Z.

Proposicao
Denote por A o conjunto dos inteiros algébricos:
1. AnQ=72.

2. A é um anel.

Exemplos no nosso caso:

Os valores X(g) de todo caracter sdo inteiros algébricos: como p(g) é
diagonalizavel e p(g)!¢! = 1, entdo X(g) é uma soma de raizes

| G|-ésimas da unidade.
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Nossos inteiros algébricos

Lema (22.8 em [3])

Ser=73,cc 38 € C[G] satisfaz que a; € Z Vg € G e existem
0#veV,\eC taisquer-v=Av, entdo X é um inteiro algébrico.
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Nossos inteiros algébricos

Lema (22.8 em [3])
Ser=73,cc 38 € C[G] satisfaz que a; € Z Vg € G e existem
0#veV,\eC taisquer-v=Av, entdo X é um inteiro algébrico.

Teorema (Frobenius, 1896)
Se X € o caracter de uma representagio irredutivel V e g € G, entdo
Og! - x(g)

dim(V) € um inteiro algébrico.
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Nossos inteiros algébricos

Lema (22.8 em [3])

Ser=73,cc 38 € C[G] satisfaz que a; € Z Vg € G e existem
0#veV,\eC taisquer-v=Av, entdo X é um inteiro algébrico.

Teorema (Frobenius, 1896)

Se X € o caracter de uma representagio irredutivel V e g € G, entdo

Og! - x(g)
dim(V)

€ um inteiro algébrico.

Demonstracdo:
Sendo Og a classe de conjugacdo de g € G, tomando a soma dos
elementos de O,

C= )Y heca],

heO,

temos que C é um elemento central de C[G].
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Nossos inteiros algébricos

Pensando na representacdo irredutivel p: G — GL(V) estendida para

p: C[G] — GL(V), temos que p(C) = Ady.
Pelo lema, temos que A é um inteiro algébrico e o seguinte nos diz que A

é exatamente o niimero do enunciado:

101X () = > x(h) )\dlm(V)é)\:uOﬁ]Li(\(/g)).

he O,
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Nossos inteiros algébricos

Pensando na representacdo irredutivel p: G — GL(V) estendida para

p: C[G] — GL(V), temos que p(C) = Ady.

Pelo lema, temos que A é um inteiro algébrico e o seguinte nos diz que A
é exatamente o niimero do enunciado:

101X () = > x(h) )\dlm(V)é)\:uOﬁ]Li(\(/g)).

he O,

Corolério (Divisiblidade de Frobenius, 1896)
Se V' & uma representacdo irredutivel de G, entdo dim(V') divide |G|.

Ideia:
G|
dim(V)

Basta provar que é um inteiro algébrico.
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Teorema (Burnside, 1904)

Se G é um grupo (finito) com uma classe de conjugacdo de ordem p",
onde p é primo e r > 1, entdo G ndo é simples.
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Teorema (Burnside, 1904)
Se G é um grupo (finito) com uma classe de conjugacdo de ordem p",
onde p é primo e r > 1, entdo G ndo é simples.

Demonstracdo:

Seja g € G o elemento tal que |Og| = p" > 1 e denote por X, .., X 05
caracteres irredutiveis de G, onde X, é o caracter trivial. Pela
ortogonalidade das colunas e por g # 1, temos que

1+Zx(g - =>ZX()X(1) L
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Teorema (Burnside, 1904)

Se G é um grupo (finito) com uma classe de conjugacdo de ordem p",
onde p é primo e r > 1, entdo G ndo é simples.

Demonstracdo:

Seja g € G o elemento tal que |Og| = p" > 1 e denote por X, .., X 05
caracteres irredutiveis de G, onde X, é o caracter trivial. Pela
ortogonalidade das colunas e por g # 1, temos que

1+Zx(g - =>ZX()X(1) L

Como —1/p é um racional n3o-inteiro, temos que a soma da esquerda
ndo é um inteiro algébrico e, jd que X;(g) é um inteiro algébrico para
todo 7, segue que existe j > 1 tal que X;(1)/p ndo é um inteiro algébrico

e X;(g) #0.
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Em outras palavras: x;(1) ndo ¢é divisivel por p. Como [Og| = p, isso
quer dizer que X;(1) e |O,]| sdo primos entre si e, portanto, existem
inteiros a e b tais que

|Og| 'Xj(g) _ Xj(g)
a|Og| + bx;(1) =1= aw + bx;(g) = Xj(l).
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Em outras palavras: x;(1) ndo ¢é divisivel por p. Como [Og| = p, isso
quer dizer que X;(1) e |O,]| sdo primos entre si e, portanto, existem
inteiros a e b tais que

06l - X;(8) X;(8)
alOg| + bX:(1) =1= a———722% + bx.(g) = =L=<.
£ ! Xj(l) / Xj(l)
Do teorema anterior, temos que o lado esquerdo (e, portanto, o lado
direito) é um inteiro algébrico. Agora, lembre que n= Xx;(1) é a
dimensdo da j-ésima representagdo p; e que Xj(g) é uma soma de n
raizes da unidade.
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Em outras palavras: x;(1) ndo ¢é divisivel por p. Como [Og| = p, isso
quer dizer que X;(1) e |O,]| sdo primos entre si e, portanto, existem
inteiros a e b tais que

|Og| 'Xj(g) _ Xj(g)
a|Og| + bx;(1) =1= aw + bx;(g) = Xj(l).

Do teorema anterior, temos que o lado esquerdo (e, portanto, o lado
direito) é um inteiro algébrico. Agora, lembre que n= Xx;(1) é a
dimensdo da j-ésima representagdo p; e que Xj(g) é uma soma de n
raizes da unidade. Pelo lema abaixo, segue que todas essas raizes da
unidade s3o iguais.

Lema (5.4.5 em [4])

. . . 1 P
Se€y,...,€, sdo raizes da unidade tais que a= —(e; +...+€,) € um
n
inteiro algébrico, entio a=¢; = ... =€, ou a= 0.
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Com isso, as entradas da diagonal de [pj] sdo todas iguais:

pi(g) = Ald.
Para concluirmos que G ndo é simples: tome K = ker(p;), que é um

subgrupo normal de G. Como p; ndo é a representagdo trivial, vale que

K #G.
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Com isso, as entradas da diagonal de [pj] sdo todas iguais:

pi(g) = Ald.

Para concluirmos que G ndo é simples: tome K = ker(p;), que é um
subgrupo normal de G. Como p; ndo é a representagdo trivial, vale que
K # G.

> Se K # {1}, entdo G n&o é simples.

» Se K = {1}, entdo p;j: G — GL(V) é injetora. Como p;(g) é
elemento central de GL(V'), segue que g é elemento central de G,
ou seja, 1 # g € Z(G). Assim, dado que Z(G) é subgrupo normal
de G e Z(G) # G (pois |Og| > 1), concluimos novamente que G
nao é simples.
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Finalmente

Teorema (Burnside)

N3o existem grupos simples ndo-abelianos de ordem p?q®, onde p e q sdo
primos e a, b € N.
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Finalmente

Teorema (Burnside)

N3o existem grupos simples ndo-abelianos de ordem p?q®, onde p e q sdo
primos e a, b € N.

Demonstracao.

Suponha que exista tal grupo G. Como G n3o é abeliano, temos que
Z(G) # G, entdo, por G ser simples, segue que Z(G) = {1}. Além
disso, as ordens das classes de conjugacdo de G n3o podem ser poténcias
de primo, entdo, com exce¢do da classe {1}, pg deve dividir a ordem de
cada uma das classes de conjugacdo. Com isso, sendo k + 1 o niimero de
classes de conjugacdo de G, existem m; > 0 tal que

K
pq® =G| =1 +Z(pq)”’" = pq-R—p°q°" =1, onde R N.
i=1

Os casos em que a = 0 ou b = 0 implicam que p?q® = 1 e, para a, b > 0,
segue que pq | 1, isto é, p = g = 1 (absurdos!). O]
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Obrigado!

e

Feliz Pascoa!
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