
Topologia Algébrica 1 – Projeto 2

Considere Sn ⊂ Rn+1. O espaço tangente de Sn em x é

TxS
n = {v ∈ Rn+1 : x ⊥ v}.

O espaço vetorial TxS
n herda de Rn+1 uma orientação canônica: uma base {v1, . . . , vn} de

TxM é positiva se a base {v1, . . . , vn, x} de Rn+1 tem a mesma orientação da base canônica.
Seja agora f : Sn → Sn uma aplicação suave, e seja y ∈ Rn um valor regular de f ,

ou seja, tal que dxf : TxSn → TyS
n é sobrejetor (e portanto um isomorfismo) para todo

x ∈ f−1(y). Neste caso, f−1(y) = {x1, . . . xm}. O objetivo deste projeto é apresentar um
roteiro para vocês demonstrarem o seguinte teorema:

Teorema: O grau de f pode ser calculado como

degf =
m∑
i=1

εi,

onde εi = +1 se dxif preserva orientação, e εi = −1 se dxif inverte orientação.

1. Mostre que existem vizinhanças Ui de xi, e V de y em Sn tais que

(a) Ui e V são difeomorfos a Rn para todo i,

(b) Ui ∩ Uj = ∅ para todo i 6= j

(c) f : Ui → V é um difeomorfismo para todo i.

Conclua que para calcular o grau de f é preciso entender como calcular

f∗ : Hn(Rn,Rn − 0)→ Hn(Rn,Rn − 0)

onde f : Rn → Rn é um difeomorfismo que preserva a origem. As próximas questões
respondem a seguinte pergunta:

Pergunta: Como calcular

f∗ : Hn(Rn,Rn − 0)→ Hn(Rn,Rn − 0)

onde f : Rn → Rn é um difeomorfismo que preserva a origem?

2. Mostre que se f : Rn → Rn é um difeomorfismo que preserva a origem, então

f∗ : Hn(Rn,Rn − 0)→ Hn(Rn,Rn − 0)

é local, i.e., se f e g coincidem numa vizinhança da origem então

f∗ = g∗Hn(Rn,Rn − 0)→ Hn(Rn,Rn − 0).

Agora note que d0f : (Rn,Rn − 0) → (Rn,Rn − 0). Logo, faz sentido comparar f∗ e
(d0f)∗.



3. Mostre que existe ε > 0 tal que as restrições de f e d0f a Bε(0) são homotópicas por
uma homotopia que fixa a origem.

4. Conclua que f∗ = (d0f)∗ : Hn(Rn,Rn − 0)→ Hn(Rn,Rn − 0).

Pergunta: Seja A : Rn → Rn um isomorfismo linear. Como calcular

A∗ : Hn(Rn,Rn − 0)→ Hn(Rn,Rn − 0)?

5. Mostre que On(R) é um retrato pro deformação de GLn(Rn).

6. Se A ∈ GLn(R), mostre que existe Ã ∈ On(R) tal que A, Ã : Rn → Rn são homotópticos.

7. Se A ∈ On(R), mostre que A∗(1) = degA|Sn−1 . OBS: Note que A(Sn−1) ⊂ Sn−1.

8. Conclua que se A : Rn → Rn é um isomorfismo linear, então A∗(1) é igual a +1 se
detA > 0 e −1 se detA < 0.

9. Demonstre o teorema enunciado no começo.
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