’ Topologia Algébrica 1 — Projeto 2 ‘

Considere S™ C R*"!. O espaco tangente de S™ em x é
T,5" = {ve R .2 L v}.

O espago vetorial T, S™ herda de R™™! uma orientacao candnica: uma base {vy,...,v,} de
T, M ¢ positiva se a base {vy,...,v,,z} de R"" tem a mesma orientagao da base canonica.

Seja agora f : S" — S™ uma aplicagao suave, e seja y € R™ um valor regular de f,
ou seja, tal que d,f : TwxS™ — T,5™ é sobrejetor (e portanto um isomorfismo) para todo
z € f~!(y). Neste caso, f~'(y) = {z1,...xn}. O objetivo deste projeto é apresentar um
roteiro para vocés demonstrarem o seguinte teorema:

Teorema: O grau de f pode ser calculado como

m
degf = Z =2
i=1
onde ¢; = +1 se d,, f preserva orientacao, e ¢; = —1 se d,, f inverte orientagao.

1. Mostre que existem vizinhancas U; de x;, e V de y em S™ tais que
(a) U; e V sao difeomorfos a R™ para todo i,
(b) U;NU; =0 para todo ¢ # j
(¢) f:U; =V éum difeomorfismo para todo i.
Conclua que para calcular o grau de f é preciso entender como calcular
fo: Hy(R"R" — 0) — H,(R",R" —0)
onde f : R® — R" é um difeomorfismo que preserva a origem. As préximas questoes

respondem a seguinte pergunta:

Pergunta: Como calcular
fo: Hy(R"R" — 0) — H,(R",R" —0)

onde f: R™ — R" é um difeomorfismo que preserva a origem?

2. Mostre que se f: R®™ — R" é um difeomorfismo que preserva a origem, entao
fe : Hy(R"R" — 0) —» H,(R",R" —0)
é local, i.e., se f e g coincidem numa vizinhanca da origem entao

f. = g H,(R",R" — 0) — H,(R",R" — 0).

Agora note que dpf : (R",R" — 0) — (R",R" — 0). Logo, faz sentido comparar f, e
(dof)s-



. Mostre que existe € > 0 tal que as restri¢oes de f e dyf a B.(0) sdo homotépicas por
uma homotopia que fixa a origem.

. Conclua que f, = (dof). : H,(R",R" — 0) — H,(R",R™ — 0).
Pergunta: Seja A : R" — R” um isomorfismo linear. Como calcular

A, : Hy(R", R" — 0) — H,(R",R" — 0)?

. Mostre que O, (R) é um retrato pro deformacao de GL,,(R").
. Se A € GL,(R), mostre que existe A € O,(R) tal que 4, A : R" — R” sdo homotépticos.
. Se A € O0,(R), mostre que A,(1) = degA|gn-1. OBS: Note que A(S"') c S»~L.

. Conclua que se A : R" — R™ é um isomorfismo linear, entdo A,(1) é igual a +1 se
detA >0e —1 se detA < 0.

. Demonstre o teorema enunciado no comego.
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