AGENDA 01 DE ALGEBRA LINEAR
SISTEMAS LINEARES E MATRIZES. SOLUCOES DE
SISTEMAS E APLICACOES

Prof. Jean Cerqueira Berni

1 Sistemas Lineares

Recorde que dados dois conjuntos, A, B ndo-vazios, o produto cartesiano de A por B é:

A X B={(ay,a3) | (a1 € A)&(ap € B)}

Assim, temos, por exemplo:

R xR = {(x1,x2)

(x1 € R)&(xp € R)}

Escrevemos IR? em vez de IR?. Definimos “poténcias cartesianas” de um conjunto A (néo-
vazio) como:

A% = {(x1,x0) | (x1 € A)&(x € A)}
A3 = {(x1,x0,%3) | (x1 € A)&(x2 € A)&(x3 € A)}

A" = {(x1, - %) | (Vi€ {12, ,n})(x; € A))

Definicao 1. Sejamn > 1eway,--- ,a,, B € R. Uma expressio da forma:

&1-xX1+ap-xo+--+ay-xp=p

onde x1,xp,- -+ ,Xn representam varidveis, é uma equag¢do linear sobre R nas incognitas
X1,X2,°°* , Xn S R

Observe que de acordo com a defini¢do formal dada acima, uma equagdo da forma:

K1 -X1+a- X+t ay-x,—p=0



ndo é uma equacdo linear com 7 incégnitas. Para que tenhamos uma equacao linear é neces-
sarios termos constante em um dos membros e uma soma de mondémios da forma «; - x; no

outro.

Definic¢ao 2. Dada uma equagio linear sobre R nas incégnitas x1,- - - , Xn:

&1 xX1+ax X0+ +ap-x,=p

uma solugdo é uma n—upla de niimeros reais, nio necessariamente distintos entre si, indicada
por (by,--- ,by) € R" tal que:

al.b1+a2.b2+...+lxn.bn:‘3

Exemplo 3. Determinar uma solugio da sequinte equagdo linear:

2:x1—x2+x3=1

Qualquer terna ordenada da forma (a,b,1 —2-a+b), com 4,b € R é uma solucdo da
equacdo acima. Por exemplo, tomando a = 1 e b = 2, tem-se a terna (1,2,2) satisfazendo:

2.1-2+1=1

Definicao 4 (sistema linear). Sejam m e n niimeros naturais maiores ou iguaisa 1 (m,n > 1).
Um sistema linear S, de m equacgdes com n incognitas (ou simplesmente sistema linear
m X n) é um conjunto de m equagdes lineares, cada uma delas com n incognitas, consideradas
simultaneamente. Denotamos um tal sistema linear como segue:

)
211 X1+ o X+ a0y = P
a1 - X1+ & Xp+ - oy Xy = P
S =
Qi1 - X1+ Qg - Xp - Ry - X = By
(Xm1 - X1+ Q2 - X2+ o+ Q- :,Bm

Vamos denotar a i—ésima dessas equagdes (1 < i < m) por eq (i).

Exemplo 5.
X1 —Xp» +x3 =1
2x1 +x2 +2x3 =0

¢ um sistema linear de 2 equagdes com 3 incognitas.
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Exemplo 6.
X1 —Xxp» +x3 =1
2x1  +x2 4+2x3 =
8x1 —7xp +12x3 =15
3x1 +2xp +x3 =12

é um sistema linear de 4 equagdes com 3 incognitas.

Se na defini¢do acima tivermos m = n, denominamos o sistema simplesmente por sistema
linear de ordem 7n (ou n x n).

Exemplo 7.

X1 +2xp =5
3x1 —X2 = -1

é um sistema linear 2 x 2.

Observagao 8. Quando tivermos duas incégnitas, é comum escrevermos x em vez de x1 e y em vez
de xp. Se tivermos, trés, escrevemos x em vez de x1, y em vez de x, e z em vez de x3. Se hd quatro
incégnitas, é comum escrevermos x em vez de x1, y em vez de xo, z em vez de x3 e t ou w em vez de
x4. A enumeragdo das varidveis por indices, embora pareca complexa no caso de “poucas” varidveis,
é essencial para generalizarmos nosso estudo para sistemas mais gerais, com (muito mais de) quatro
varidveis. Por exemplo, é comum escrevermos:

x +2y =5 X1 +2x =5
{Sx —y =1 em vez de {3x1 vy =1

x -y +z =1 X1 —Xx» +x3 =1
{Zx +y +2z =0 em vez de {2x1 +xp +2x3 =

e:
2x -y +z —t =4 2x1 —Xo +x3 —xg4 =4
S. 3x +2y —z 2t =1 em vez de 3x1 +2xp —x3 2x4 =1
2x -y —z —t =0 2x17 —Xx2 —X3 —X4 =
5x +2t =1 5xq +2x4 =1



Definicdo 9. Uma solugdo do sistema linear:

(

a11 X1 a2 X+ ag, = By

K1 - X1+ & Xp+ -+ &y Xy = B2
@ —

@i X1 &g Xo gy 0 = B

(X1 - X1+ Q2 - X2+ o+ A - :,Bm

é uma n—upla de niimeros reais, (b1, by, - -+ ,b,) € R" que é solugio de cada uma das equagdes
do sistema, ou seja, tal que valem as sequintem m iqualdades:

(011 by +agp-by+ - +ay, by = P

a1 by +an by+ - Fag, by, = Po
S = '

aip by tap byt +ag by = B

\D‘ml'b1+am2'b2+"'+‘xmn' :,Bm

O conjunto de todas as n—uplas de niimeros reais que sio solucdo do sistema S é definido e
denotado por:

m
SOI(S) = {(bl, ,bn) €]R| /\(zxil-x1+041~2-x2—i—-~~+zxm~xn:ﬁi)},
i=1

onde:

m
(aip X1+ x4+ iy X = Bi) =
=1

i
= (lel-x1+tx12-x2+---+zx1n-xn:,31)/\(0421-x1+0c22~x2+---+062n-xn:ﬁz)/\---
s A (Xt e Xo &y Xy = Bi) A A (@1 X1 Q2 X2+ B Xn = Bn)

Exemplo 10. Determinar uma solugdo para o sistema de 2 equacdes com 3 incdgnitas dado a seguir:

S 2x—y+z=1
lx+2y =6

Neste caso, podemos isolar uma das varidveis da segunda equacao:
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x=6-—2y
e substituir na primeira equagao:

2-(6-2y)—y+z=1 <=
— 12-4y—-y+z=1 <

— 12-5y+z=1 <
— z=5y—11

de modo que qualquer terna da forma (6 —2y,y,5y — 11), com y € R, é solugdo do sistema
dado. Assim, temos:

Sol.(S) = {(6 —2y,y,5y — 11) € R® | y € R}

Por exemplo, para y = 1, tem-se que (4,1, —6) é solugdo do sistema dado, pois:

2-4—1+ =1
4+42-1 =6
logo (4,1, —6) € Sol. (S).

Por outro lado, tomando y = 0, obtemos que (6,0,

2.6-0+ 11=1
64+2-0 =6

de modo que (6,0, —11) € Sol. (S).

) também é solucdo, pois:

Definicao 11. Um sistema linear de m equacdes com n incégnitas é homogéneo se tiver a
forma:

Q11 - X1+ a1 Xp+ kg Xy =0
K1+ X]+ &y Xo+ -+ Xy =0

Q1 - X1+ Q- X2+ -+ Qmn - Xp = 0

Observe que dado um sistema linear de m equagdes com n incognitas, a n—upla (0,0,---,0) €
R" é sempre uma solucdo do sistema, denominada solugao trivial do sistema homogéneo.



1.1 Classificagao de Sistemas Lineares Quanto as Suas Solu¢des

Considere o seguinte sistema linear de m equagdes com n incégnitas:

Q11 X1+ &1 X+ F &y X = By
5 o1 - X1+ a2 X2+ -+ Aoy - X = P2
aml'x1+0‘m2'x2+"'+“mn'xn:,Bm

H4 exatamente trés possibilidades quanto a existéncia de solug¢des para este sistema: pode
ocorrer do sistema ndo ter nenhuma solucdo, ter exatamente uma solu¢do ou mais de uma
solucdo. Assim, elaboramos a seguinte:
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Definicdo 12. Seja S o sistema dado acima.

e Se S ndo admite solugdo (isto é, se Sol. (S) = &), dizemos que o sistema S é incompa-
tivel;

Se S admite solugdo ( ou seja, se Sol. (S) # &), dizemos que o sitema S é compativel. Distin-
guimos dois subcasos desta situacio:

e Se S admite uma tnica solucgdo, dizemos que o sistema S é compativel determinado;

e Se S admite mais de uma solugdo, dizemos que o sistema S é compativel indetermi-
nado;

Analisemos alguns exemplos:

Exemplo 13. Um sistema do tipo:

)
K11 - X1+ X+ Xy X = By

Ox1+0xZ++0xn:ﬁl

\‘Xml'x1+‘xm2'x2+""|‘“mn'xn:,Bm

com B; # 0 é necessariamente incompativel, uma vez que a i—ésima equagio é equivalente a formula
0 = B; # 0, que é falsa para qualquer que seja a n—upla de niimeros reais (by,--- ,b;,--- ,b,) € R"

Exemplo 14. Um sistema do tipo:



X1 = B1

X2 = B2

xn:,Bn

é compativel determinado, e (B1,- -+ , Bn) é a sua solugdo tinica.

Exemplo 15. O sistema:

2x —y+z=1
x+2y =6

é compativel e indeterminado, pois (0,3,4) e (%, %, O> sdo solucdes deste sistema.

2 Sistemas Equivalentes

Seja S um sistema linear de m equagdes com n incégnitas. Buscaremos considerar, daqui em
diante, sistemas que possam ser obtidos de S de uma das seguintes maneiras:

(P) Permutar duas equagdes de S;
Se temos, originalmente, o sistema:

(
K11 - X1+ @ Xp+ -+ Xy = P
Kip X1+ Q- Xo 4+ &y Xy = B

06j1~X1+06j2-XQ+"'+£¥jn-xn:‘Bj

\D‘ml'xl+0‘m2'x2+"'+‘xmn'xn:,Bm

com 1 <i < j < m,entdo ao aplicar uma permutacao de linhas, obtemos o sistema:



(
K11 - X1+ @ Xp+ -+ &y, Xy = P
“jl.xl_i_ajz.xz_i_..._i_txjn.xn:’Bj

Kip X1+ Q- Xo 4+ &gy Xy = B

\D‘ml'x1+‘xm2'x2+"'+“mn'xn:,Bm

(M) Multiplicar ambos os membros de uma das equagdes de S por um mesmo ntmero real
A # 0; Se temos, originalmente, o sistema:

(
K11 - X1+ @ X+ - xy, Xy = Py

S=quain-x1+ap-Xp+ -+ g X = P

\[Xml'x1+“m2'x2+"'+0¢mn'xn:,Bm

com1l < i < j < m, entdo ao aplicar uma multiplicacdo de ambos os membros da
i—ésima equagdo por um nuimero A # 0, obtemos o sistema:

)
Q11 - X1+ @ Xp+ e+, Xy = Py

Smy=qA a1+t Aap-xo+- o+ A ay X = A B

\“ml‘x1+“m2‘x2+“‘+‘xmn'xn:ﬁm

(5) Somar aos dois membros de uma equacdo deste sistema uma outra equagdo desse
mesmo sistema cujos dois membros foram multiplicados pelo mesmo ntimero real ndo-
nulo; Se temos, originalmente, o sistema:



(
K11 - X1+ @ xp+ -y, Xy = Py
Kip - X1+ Q- Xo 4 &gy Xy = B

ajp - X1 @ XpF e F Ry Xy =

D‘ml'x1+‘xm2'x2+"'+“mn'xn:,Bm

com 1 <i < j < m,entdo ao aplicar uma soma aos dois membros da i—ésima equacdo
pelo produto dos dois membros da j—ésima equagdo por A # 0, obtemos o sistema:

(11 -1 + @ xp+ -+ a1, X = P
Wip X+ @i Xy X A (X R Xo e &y X)) = Bi+ A B

QX1+ XpF gy X =

\‘Xml'x1+0‘m2’x2+"'+0‘mn'xn:,Bm

ou, equivalentemente:
(011 X1+ @ x 4+ a1, X0 = P
(zxi1+)\-tx]-1)-x1+(oci2+)t-oc]'2)-x2+---+(zxm+/\-ocjn)-xn:ﬁﬂr)x-ﬁj

Njp X X F e gy X = B

k“ml'x1+0‘m2'x2+"'+“mn'xn:,Bm



Teorema 16. Seja:

(
K11 X1+ R12  Xp+ -+ &1y - Xy = P
K1 - X1+ @ Xp+ -+ oy Xy = P2

Qi X1+ Qp-Xp+ -y xn = B

\fxml'x1+“m2'x2+"‘+04mn'xn:,Bm

um sistema linear compativel (determinado ou indeterminado). Denotando por Spy o sistema
obtido de S por uma permutando duas de suas equagdes, por Sy o sistema obtido de S multipli-
cando ambos os membros de uma de suas equages por um niimero A # 0, e por S(g) o sistema
obtido de S somando ambos os membros de uma de suas equagdes por um miiltiplo ndo-nulo de
uma outra equagdo, tem-se:

Sol. (S) = Sol. (S(p)) = Sol. (S(M)) = Sol. (S(S))

Demonstragdo. Vamos analisar cada caso individualmente. Vamos considerar, em todos os
casos, o sistema:

(
K11 - X1+ @ Xp+ &y Xy = P
Kip X1+ Q- Xo 4 &y Xy = B

ocjl-x1+ocj2-x2+---+ocjn-xn:,B]-

\D‘ml'x1+0‘m2'x2+"'+“mn'xn:,Bm

coml<i<j<m.

Suponhamos, por hipétese, que (by,- -+ ,b;, -+, bj, -+, b,) € Sol.(S), ou seja, que tenha-
mos:
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(@11 b1+ oo by Fagy by = Py

aip-bytap b+t by = B
Hipétese: sdo verdadeiras as equagoes: :

ajp by +ajp byt A+ gy by = B

\‘Xml'bl+0‘m2'b2+"'+0‘mn'bn:,Bm

Caso 1: O novo sistema foi obtido por (P), e temos:

4
K11 - X1+ Xp s F Xy Xy = P
ocjl-x1+ocj2-xz+---+(xjn-xn:,B]-

i1 - X1+ Qg - Xp - Ry X = By

\D‘ml'xl+“m2'x2+"'+‘xmn'xn:,Bm

Uma vez que, por hipétese, tem-se, em particular:

i1 by 4 ip - by + - -+ iy - by = B

ajp by +ajp byt g, by = B

de modo que valem, naturalmente:

(011 b1+ by + -+ + 1y by = B
“jl.b1+“j2.b2+...+“jn.bn:ﬁj

&jp - by +ap by 4wy by = By

\‘Xml'b1+“m2'b2+"'+‘xmn'bn:,Bm

ou seja, (by,- - ,by) também é solugdo de S( p)- Fica, assim, estabelecido que toda solugdo de
S é também uma solugdo de S(py, ou seja, que Sol. (S) C Sol.(S(p)). A inclusdo reciproca,
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isto €, Sol. (S(py) C Sol. (S) é demonstrada simplesmente permutando i e j na argumentagao
acima. Assim, Sol. (S) = Sol. (Sp)).

Caso 2: O novo sistema foi obtido por (M), e temos:

(
Q11 - X1+ @ Xp+ &y, Xy = P

Smy=q A ain-xitAap-xo+-+Aay X = A B

\“ml'x1+“m2‘x2+"'+fxmn'xn:,Bm

Por hipétese, temos em particular:

aip - byt b+ gy by = Bi (1)

Ao multiplicar ambos os membros de (1) por A, obtemos que vale:

)\'“il'b1+/\'04i2'b2+"'+)\'06in‘bn:)\',Bi

Assim, valem as seguintes equagdes:

(“11'b1+“12'b2+"'+0‘1n'bn:[31

Arajg-bi+Aap-by+--+ Ay by =A- P

\“ml'b1+“m2'b2+“‘+“mn‘bn:,Bm

ou seja, (by, -+, by) é solugdo de Sy Fica, assim, estabelecido que Sol. (S) C Sol. (Syp)-
Vamos, agora, demonstrar que Sol. (S(y1)) € Sol. (S), ou seja, que toda n—upla (b1, -+, by)
que satisfaz simultaneamente:

(11 b1+ by + -+ &gy by = By

Avag-bi+A-ap-by+--+A by =A-p;

\‘Xml'b1+“m2'b2+"'+0‘mn'bn:,Bm

também satisfaz o sistema S.

Uma vez que vale, em particular:
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A -biy+A-ap-bp+---+ A, by =A-B; 2)
e como A # 0, ao multiplicar ambos os membros de (2) por %, obtemos a validade da seguinte
equacao:
1 1
T (Aeain by A byt Ay ba) = < (A By)

ou seja, vale:

1 1 1 1
(X'A)'ail’bl+<X'/\)'D‘iZ'b2+"'+(X'A)'“in'bn: (X)\)‘BZ

aip by tapp byt gy by =B

Como todas as demais equagdes sdo satisfeitas, segue que (by, - - - , b,) € solugdo do sistema
original, S. Desta forma, Sol. (S(y)) € Sol. (S). Logo, Sol. (S) = Sol. (S(ur))-

Caso 3: O novo sistema foi obtido por (S), e temos:
(1 X1 4+ 010 X0+ agy X = B
(Déil—{—/\'[x]'l) -xl—i—(ociz—i—)\-ocjz)-x2+~-—i—(zxin+)\-o¢jn) - Xp ZIBZ—l—Aﬁ]

“jl‘x1+“j2'x2+""|‘“jn'xn:ﬁj

k‘xml'x1+‘xm2'x2+"'+lxmn'xn:,Bm

Como, por hipétese, valem em particular:

a1 -by+ap by 4+, by = B 3)

ajp by +ajp byt g, by = B (4)

ao multiplicar os dois membros de () por A # 0 obtemos a validade da equagao:
/\Dé]lbl—l—)\(x]zbz—l——F)\Déjnbn:)\ﬁ] (5)

Agora, somando o membro direito de (3) ao membro direito de (5), obtemos f; + A - B, ou
seja:
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aip by +ap by 4t bn A (@b tapba g, by) =B+ A B

que pode ser reescrito como:

((Xﬂ—{—/\'(){jl)-b1+(06i2+/\~06j2)'bz—{—'"—l—(ﬁéin—l—)\-ﬁé]'n)'bn:ﬁi+)\-ﬁj

ou seja, valem:
(11 by 4+ a1p by + -+ + a1y by = P
(e +A-ajp) by + (ap+A-ap) byt -+ (aim+A-ajy) by =pi+A-Bj

“jl'x1+0‘j2'x2+"'+0‘jn'bn:;Bj

\‘Xml'b1+‘xm2'b2+"'+lxmn'bn:,Bm

o que significa que (by,- - ,bn) € solugdo de S(g). Fica, assim, estabelecido que Sol.(S) C
Sol. (S(u))- Resta demonstrarmos a incluséo reversa, ou seja, que Sol. (S(g))  Sol. (S).

Seja (b1, ,bu) € Sol.(S(s)), ou seja, suponha que valham:
(w11 -by+a1p-bo+ -+ + a1, by = P1

(e +A-ajp) br+ (ap+A-ap) byt -+ (am+A-aj) by =pi+A-Bj

\D‘ml'b1+‘xm2'b2+"'+amn‘bn:,Bm

Uma vez que:

,Bj—l-)\'ﬁ]':(Oéil—l—)\-(le)-bl—l—(()éiz—i—)\-(sz)-b2+"'+(0éin+)t~t)éjn)~bn:
= (aip-bi+ap-bp+ -+ -by) +A- =

= (a1 b1 +aip by + -+ by) + A
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concluimos que:

Bi+ ABj= (win b+ aip-ba+ - + iy - by) + A5

ou seja:

aip - byt b+ -+ by = Bi

Desta forma, como valem:

(@11 -by + oo by + -+ aqy by = Py
aip - byt by 4o+ by = Bi

0(]'1~b1+06]'2~b2—|—"'+04]'n~bn:,3]'

\“ml'b1+0‘m2'b2+"'+0¢mn'bn = Bm
fica estabelecido que (b, - -+ ,by) € Sol. (S). Assim, demonstramos que Sol. (S(s)) C Sol. (S),
e tem-se Sol. (S) = Sol. (S(g)).

Pelos trés casos analisados acima, concluimos que Sol. (S) = Sol. (S(py) = Sol. (S(u)) =

Proposic¢ao 17. Toda operagio elementar é reversivel, ou seja, se e é uma operagio elementar
sobre um sistema linear m x n S, entio existe uma operagio elementar f tal que (S)(f) = S.

Demonstragdo. Vamos fazer um estudo de cada caso.

Caso 1: ¢ = P, uma permutagdo que troca a i—ésima equacdo pela j—ésima equacdo
(1 < i # j < m). Neste caso, basta tomarmos f como sendo a permutacdo que troca a
j—ésima equagdo pela i—ésima equagdo, e ao aplicar a operagdo elementar f ao sistema S,),
obtemos novamente o sistema original, S.

Caso 2: ¢ = M, ou seja, a i—ésima equagdo de S,), que denotamos por eq (i), é A-eq (i),
onde A # 0 e eq (i) é a i—ésima equagdo do sistema S (a tnica que foi alterada pela opera-
¢do elementar). Neste caso, basta considerarmos f como a operagdo que substitui a i—ésima
equagao de S, eq (i)', por 1 -eq (i), e teremos a i—ésima equagdo do sistema (S())(f) igual
at-eq(i))=1 (A -eq(i)) =eq(i), e assim, retornamos ao sistema original.
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Caso 3: ¢ = S, ou seja, existe A # 0 tal que a i-ésima equagdo de S(,), que denotaremos
poreq (i), éeq(i) +A-eq(j), onde A # 0, eq (j) é j—ésima equagdo do sistema S e eq (i) é a
i—ésima equacdo do sistema S (a tinica que foi alterada pela operacdo elementar). Para obter o
sistema original a partir de S,), € suficiente considerar a operagéo elementar f que substitui a
i—ésima equagéo de S,), eq (i)’ por eq (i)’ + (—A -eq(j)). Assim, teremos a i—ésima equagao
do sistema (S,)) () igual a eq (i)' + (=A-eq(j)) = eq(i) +A-eq(j) —A-eq(j) = eq(i).
Assim, retornamos ao sistema original. O

A proposicdo acima nos permite definir a inversa da operacdo elementar e, e~ !, como

sendo a operagdo elementar f tal que (S(,))(s) = S.

Definicao 18. Dado um sistema linear de m equagdes com n incégnitas, S, qualquer uma das
modificagoes explicadas acima, (P), (M) ou (S) que se faca com esse sistema recebe o nome de
operacdo elementar com S. Se um sistema Sy for obtido de um sistema linear S por um
niimero finito de operagoes elementares, dizemos que S1 é equivalente a S. Notagdo: S1 ~ S.

E fécil verificar que a relagdo ~, definida acima, satisfaz as seguintes propriedades:
(a) Reflexividade: para qualquer sistema linear de m equagdes com 7 incégnitas, S, tem-se:
S5~6§
uma vez que S é obtido de S pela permutacado identidade;

(b) Simetria: Dados sistemas lineares de m equag¢des com n incégnitas S, S1, tem-se

S51~5=5~5;

Suponhamos que S; ~ S, de modo que existem ey, - - - , e operagdes elementares tais
que:

51 = ((((S(c1)>(€z)) T ><5’k—1))(€k>

Aplicando as operagdes e;l, e,;_ll, cee ,egl, e{l a S1, obtemos:

= (((CCCCCSEen) @) D) e e ) g e =S
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(c) Transitividade: Dados sistemas lineares de m equag¢des com 7 incégnitas S, Sq, Sy, tem-
se:
(S1~5)&(Sy ~ S1) = (S ~ S)

De fato, como S; ~ S, existem operagdes elementares ey, - - - , e tais que:

51 = (((((S)(el))(ez)) Y )(€k71))(ek)

e como Sy ~ Sp, existem operagdes elementares f1, - - - , f; tais que:

S2 = (SO ) s ) ()

Desta forma, tem-se:

Sz = (((CCCCCC ) e) e @) () () ) (i) (o)

de modo que S, pode ser obtido de S pela sequéncia finita de operagdes elementares:
e1, - ,ek f1,- -, fr, e portanto Sy ~ S.

Observe que pelo Teorema [16, se S; ~ S, entdo toda solugdo de S; é solucdo de S e vice-
versa. Em particular, se S é incompativel e S; ~ S, entdo S; também ¢é incompativel.

Desta forma, podemos engendrar um mecanismo muito ttil para a procura de solugdes
de um sistema linear S.

A ideia é, dado um sistema linear m X n, através das operagdes elementares, obter um
sistema equivalente porém “mais simples de resolver”. Vamos analisar o que queremos dizer
sobre “sistema mais simples de resolver”.

Defini¢ao 19 (sistema linear escalonado). Um sistema linear m x n é chamado de sis-
tema linear escalonado quando na primeira linha do sistema ocorrem somente as incégnitas
Xjy, oo, Xn, onde 1 < jy, na sequnda linha ocorrem somente as incégnitas Xy ** s Xn, onde
1 < j1 < jo, na terceira linha ocorrem somente as incégnitas xj,, - -+ ,xn, com1 < j1 < jo <js
e assim por diante, de modo que na k—ésima equagio (k € {1,--- ,m — 1}) ocorram somente
as incognitas xj,, - -+, xp, com1 < jy <jp <. <jpp <jp<mek+1<m.

Um modo alternativo (e talvez mais facil de compreender) de dizer que um sistema de m
equacdes lineares com 7 incoégnitas é um sistema linear escalonado é o seguinte: em cada
equacgdo as incognitas aparecem pela ordem determinada por seus indices (ou seja, se i < j
entdo x; ocorre antes de x;) e em cada equagdo, a partir da segunda, o indice da primeira
varidvel que ocorre na k—ésima equagdo é estritamente maior do que o indice da primeira
varidvel que ocorre na (k — 1)—ésima linha.
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O sistema estara escalonado quando ¢ < m = j, < ju
Um sistema linear escalonado m X n, portanto, é um sistema linear da seguinte forma:

“1]‘1'le+ s 4, Xp :,51
Xj, * xj2_|_ R s gy, Xy = 152
S - . o o
Kij " Xjt w00 TR - Xp = B
0-xp = Pr+1
ondel < jj <pp<- - <jpr<me a1, # 0, azj, #0,--- s Dk # 0. Eliminamos outras

equacdes do tipo 0 = 0.

Exemplo 20. O sistema:

X1— X+ x3=1
—1xp+ x3=4
ZX3:0

estd escalonado, pois j1 =1 < jp =2 < jz = 3.
Exemplo 21. O sitema:

le —X2 —X3 —3X4 =0
S: x3 —xg =1
ZX4 =2

¢ um sistema linear escalonado, pois tem-se: j; =1 < jp =3 < j3 = 4.
Exemplo 22. O sitema:

2x1 —X2 —X3 —SX4 =0
S: X3 —X4 = 1
2X3 =2

ndo é um sistema linear escalonado, pois j1 =1 < jo =3 £ j3 = 3.

Exemplo 23. O sistema:

X1— X2+ x3=1
2x1— + x3=4
—2X2 =0

nao estd escalonado, pois j1 =1£ 1= jop < j3 = 2.
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[NAO ESCALONADOS | ESCALONADOS |
X+y+2:=6 Ta wins  (X+Y-2=6 I 3 INCOGNITAS

3?"22 18 2 INCOGNITAS JY* Zs ? 2iNCRNTAS
y+52=37 | 2incoenins Yz =-4

X-2y+32 =8 T smcoenins y-2ek-m = 11 T 4 INCOGNITAS

1 INCOGMITAS

3}!*2; =6 | 2imcawins {3z -2k +m=-13 | 2 incosmins
-2y-32=3 | 2ineniras t-5m =23

7 INCOGNITAS

Figura 1: Exemplos de sistemas escalonados e ndo escalonados. Extraido de
https:/ /resumos.mesalva.com/escalonamento/

Exemplo 24. O sistema:

X1— X2+ x3=1
2x1 —1xp+ x3=4
ZJC3:0

nao estd escalonado, pois j1 = 1< jo =1 < j3.

Através de sucessivas operacdes elementares podemos obter, para qualquer sistema linear
m X n, um sistema escalonado equivalente. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 25. Obter um sistema escalonado equivalente ao sistema:

x— y+ z=1
S:{2x— y+ z=4
xX—=2y+2z=0

Para isto, vamos aplicar a S uma sequéncia de opera¢des elementares visando fazer com
que o numero de coeficientes iniciais nulos seja maior em cada equacdo, a partir da segunda,
do que na imediatamente superior. Veja abaixo como fazemos isto.

Primeiramente vamos substituir a segunda equagéo, eq (2), poreq (2)' =eq(2) —2-eq (1)
(efetuando uma operacédo elementar do tipo (S)), obtendo:
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x— y+ z=1 e (2)1ea (1 x— y+ z=1
2— y+ z—=4 eq(2)'=eq(2)~1-eq(1) y— z=2

x—2y+2z=0 Xx—2y+2z=0

Nosso proximo passo é substituir a terceira equagéo, eq (3)’, por eq(3)’ —eq (2)’ (nova-
mente efetuando uma operagdo elementar do tipo (S)):

x— y+ z=1 x— y+ z=1
_ eq (3)"=eq(3)'—eq (2)’ _

y— z=2 ~ y— z=2

x—2y+2z=0 —y+z=-1

Note que, por transitividade da relacdo de equivaléncia elementar, tem-se o sistema S
elementarmente equivalente ao sistema linear dado acima:

x— y+ z=1 x— y+ z=1
2x— y+ z=4 ~ y— z=2
x—2y+2z=0 —y+z=-1

Vamos aplicar mais a operagdo elementar (S) a este ultimo sistema, substituindo eq (3)”
por eq (3)" +eq(2)”, obtendo:

x— y+ z=1
y— z=2
0 =1

Novamente, pela transitividade da relagdo de equivaléncia elementar, tem-se:

x— y+ z=1 x— y+ z=1
2x— y+ z=4 -~ y— z=2
x—2y+2z=0 0 =1

Em virtude da ocorréncia da igualdade (falsa) 0 = 1, este sistema é incompativel; Sendo o
sistema S equivalente a um sistema incompativel, S é, por si mesmo, incompativel.

3 Sistemas Escalonados

Consideremos um sistema linear de m equagdes com n incognitas, que tem o seguinte aspecto:

20



“1]'1.x]'1+ +“1n.xn :ﬁl

“2]-2 . xj2_|_ PN e +“2n . xn et ,BZ
S - e e
Qkj * Xjpt+ o g Xn = Py
0-xp = PBry1

onde ayj, # 0,425, # 0, -+ ,ayj, # O ecadaj; > 1.

Como ja vimos, se tivermos 1 < j; < jo < --+ < jp < n, diremos que S é um sistema linear
escalonado. E claro que B;.; = 0, a tltima equacdo de S pode ser eliminada do sistema.
Logo, num sistema. Logo, num sistema escalonado, o nimero de coeficientes iniciais nulos
em cada equacdo, a partir da segunda, € maior do que na precedente, sendo que as incégnitas
sempre permanecem na mesma ordem em todas as equagoes.

Exemplo 26. O sitema:

2x -y —z =3t =0
S: z —t =1
2t =2

¢é um sistema linear escalonado. Embora ndo tenhamos enumerado as incégnitas, consideramos
X1 =X,X2 =Y, X3 =2zeX4 =t

[ Proposicao 27. Todo sistema linear S é equivalente a um sistema linear escalonado.

Demonstracdo. Consideremos o sistema:

a11-X1  Fappcxp oo o xy = Py
g.J X +ax-xy A A cxy, = P2
Dl * X1 FQ&p2 X2 + 0 Fhpn - X = ﬁm

Para escalonar este sistema, primeiramente vamos “eliminar” a incégnita x; de todas as
equagdes a partir da segunda. Para isto, verificamos se a1 = 0 — sendo este o caso, permu-
tamos a primeira equacdo com a primeira das seguintes que tenha a;; # 0. Sem perda de
generalidade, vamos supor que o sistema ja seja tal que a1; # 0. Em seguida, consideramos o
escalar:

® 1y = % e substituimos a equagdo eq (2) por eq(2) — 1 -eq (1)
o 131 = % e substituimos a equacdo eq (3) por eq(3) —r31 -eq (1)

° i = ff—ﬁ e substituimos a equacgéo eq (i) por eq (i) —r;1 - eq (1)
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® Iyl = ";—’;111 e substituimos a equagdo eq (m) por eq (m) — ry1 - eq (1)

Desta forma, através dessas (m — 1) operagdes elementares, obtemos um sistema da forma
abaixo:

wy1 X1 @ cXp A g, Xxn =B
Sy : X2 o Ay Xn =P
Ym2 X2 T+ &yt X :,B;n

Na sequéncia, buscamos eliminar a terceira incégnita de todas as equagdes a partir da
terceira, considerando o escalar:

° 13 = [‘% e substituimos a equagédo eq (3)’ por eq (3)" —r31 - eq (1)’

® 1y = % e substituimos a equacdo eq (4)" por eq (4) —r41 - eq (1)’

o 1] = 2‘—;11 e substituimos a equagéo eq (i)’ por eq (i)' —ri1 -eq (1)’

o Iyl = ";—’fll e substituimos a equacdo eq (m)’ por eq (m)" — ry1 - eq (1)

Prosseguimos assim sucessivamente até que na m—ésima equagdo somente ocorram varia-
veis com indice estritamente maior do que o menor indice da primeira varidvel ndo-nula que
ocorre na (m — 1)—ésima linha. O

Vejamos como podemos sistematizar o processo de escalonamento de um sistema de n
equacdes lineares com 7 incégnitas:

e Paracadai€ {1,---,m— 1}, iniciando por i = 1 e incrementando uma unidade de cada
vez, verificamos se a;; # 0. Se for este o caso, consideramos o escalar r = Z_IZ’ fazemos
k = i+ 1 e efetuamos uma operacdo elementar do tipo (S), substituindo a k—ésima
equacdo por ela mesma somada a —r multiplicado pela i —ésima equacao; Isto fard com
que todos os coeficientes do sistema da forma ay;, i +1 < k < n, do novo sistema
equivalente obtido se anulem;

e Se a; = 0, nés permutamos a i—ésima linha com a (i + 1)—ésima linha; Se a (i +
1)—ésima equagéo for tal que a;,1;11 = 0, vamos permutando a i—ésima equagdo com
a primeira equacdo (digamos a {—ésima) satisfazendo ayy # 0, ¢ € {i+2,--- ,n}. Repe-
timos este processo parak € {i+1,i+2,--- ,n—1}

e Ao terminarmos as substitui¢des, se i < n — 1, incrementamos i em uma unidade e
repetimos o procedimento;

Podemos converter o processo de escalonamento descrito acima em um fluxograma, como
segue:
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ai; =0

i
ajj
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A importancia dos sistemas escalonados reside na Proposicao Sendo todo sistema
equivalente a a um sistema escalonado, bastara que saibamos lidar com sistemas escalonados
e saibamos reduzir um sistema qualquer a um escalonado.

Exemplo 28. Obter, mediante operacdes elementares, um sistema escalonado que seja equivalente ao
sistema dado a sequir:

2x -y +z —t =
3x +2y —z +2t =1

5 2x -y -z —t =0
5x +2t =1
Temos:
2x -y 4z —t =4 eq(1)
g _ 3x +2y —z +2t =1 eq(2)
) 2x -y —z —t =0 eq(3)
5x +2t =1 eq(4)
(2x —y +z —t =4 eq(1)
«q(2)'=3eq(2) | 2x +3y —3z +5t =35 eq(2)
2x -y -z —t =0 eq(3)
| 5x +2t =1 eq(4)
(2x —y +z —t =4 eq(1)’
eq@)’=3eq(®) | 2x +3y -3z +3t =3 eq(2)"
2x —y —z —t =0 eq(3)
[ 2x +5t =5 eq(4)”
(2x —y +z —t = eq (1)"”
eq (2)""=eq(2)""~eq (1)" +iy —3z +5t =% eq(2)"”
2x -y —Z —t =0 eq (3)/”
[ 2x +3t =% eq(4)”
(v —y 4z —t =4 eq(1)@)
eq (3)(1V)=eq (3)"' ~eq (1)" +2y =3z +%t =10 eq(2)V)
-2z = —4 eq(3)0V)
| 2x +3t =2 eq (4)U7)
2x -y +z —t = eq(])(v)
eq (4)V)=eq (4) ") —eq (1)) +2y -3z 4+t =-1 eq(2)V)
2z = —4 eq(3)™
y -z +%t = 158 eq (4)V)
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2x -y 4z —t =4 eq(1)(VI)
eq(4)"=eq(4)")~Feq(2)") +3y -3z +5t =-2 eq(2)VD
—2z = -4 eq(3)(VI)
| 32+t =B eV
(2« -y 4z = eq(l)(VH)
eq(3)<V11>:eq(3N)(v11)_7eq(4)(V> +%y —?—;Z +%t 13_0 eq(Z)(VH)
S H A
\ —7z +3t =3 eq4)"V
eq(3) VM =eq)vih | 2x —y +z = —t — eq(l)(VIH)
eq(4)(vm)jeq(3)(vn) _’_%y _gz +%t — _% eq (2)(VHI)
—2z +§—8t = —5§—g eq (3)(ZE)
Bt =% eq@)

que é um sistema escalonado. Podemos resolver as equagdes retroativamente, ou seja, re-
solvendo a dltima para, em seguida, substituir o valor encontrado na pentltima e assim por
diante.

De eq (4)(V!D, concluimos que:

B0 -
5 5 S
Substituindo t = —2 em eq (3)(V!'D, obtemos:
2 76 8 2 s =D
7 35 5 35 n
Substituindo z = 2 e t = —2 em eq (2)(V!!)), obtemos y = 2, e substituindo estes valores
em eq(l)(vm), obtém-se, finalmente x = 1. Assim, concluimos que x = 1,y = 2,z = 2 e
t = —2, de modo que a tnica solugdo so sistema é (1,2,2, —2).

4 Discussdao e Resoluc¢ao de Um Sistema Linear

Discutir um sistema linear S significa efetuar um estudo de S visando a classificd-lo segundo
a Definicdo (12} Resolver um sistema linear significa determinar todas as solugdes. O conjunto
dessas solugdes recebe o nome de conjunto solu¢do do sistema.

Seja S um sistema linear de m equagdes com 1 incégnitas. Procedendo ao escalonamento
de S, chegaremos a uma das trés seguintes situagdes:
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(D

(IT)

(II1)

No processo de escalonamento, numa certa etapa, obtém-se um sistema:
S8 0-x; +--- 4+0-x, = Bi

com B; # 0. Como S’ é incompativel, entdo o mesmo se pode dizer de S.

Obtém-se um sistema escalonado so seguinte tipo:

X1 +&pxy A+ HR1, Xy = ,31
gl G R . I &)
Xn = ﬁn

Neste caso S’ podera ser transformado, por equivaléncias, no seguinte sistema:

X1 =M
X2 =72

Xn = Tn

Assim, S é compativel determinado e (1,72, -+ ,7n) € sua solugdo.

Obtém-se um sistema escalonado do tipo abaixo:

(

xl + . e _‘_“1].2 . sz + e +061]’3 . xj3 + . e _{_Dcljp . x]-p + .o

sz + e —|—042]‘3 . x].3 + . _’_lxsz . xjp + e

S/: xj3 + +a3jp.xjp +
L x]-p + e

onde p < n.

+a1y
. xn
. xn

+aop
+asy,

+“pn

.xn

E facil, entdo, ir eliminando, por meio de operagdes elementares, o termo em Xj, na

primeira equacgao, OS termos em X]'3 da primeira € segunda equacgoes, - -

-, 0s termos

em x;, da primeira a (p — 1)—ésima equagdo. Por exemplo, multiplicando a segunda
equagdo por (—«yj,) e somando o resultado com a primeira, eliminando o termo a1, - x;,.

Feito isto, passamos para o segundo membro de cada equacéo todas as parcelas, excegao

feita a primeira. Teremos, entdo, um sistema da forma:
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x1=f1
Xj, = f2

xjp :fP

onde cada f; ¢ uma expressdo linear nas varidveis x; com j # 1,j # ja, - - -
cada sequéncia de valores que dermos entdo a estas (n — p) varidveis (varidveis livres)
obteremos valores para X1, Xj,, - -+, Xj,, € consequentemente uma solucdo do sistema.
Como p < n, teremos mais do que uma solucdo (infinitas, na verdade) e o sistema é

compativel e indeterminado neste caso.

J F Jp A

Exercicio: Discutir e resolver os seguintes sistemas:

x -y +z =1
2x +y +2z =0
3x -y +z =1

x 2y —z =1
2x +y -3z =0
x =7y =3

efetuando o processo de escalonamento, justificando cada equivaléncia.

5 Resumo da Discussio

A discussdo feita acima pode ser resumida como segue: suponhamos que um sistema tenha
sido escalonado e, retiradas as equagdes do tipo 0 = 0, restem p equagdes com 1 incégnitas.

(I) Se a ultima das equagdes restantes é:

0-x1+--++0-x;, =By, com B, #0

entdo o sistema é incompativel;
Caso contrario, restam duas alternativas:

(I) Se p = n, o sistema é compativel determinado;

(II) Se p < n, entdo o sitema é compativel indeterminado.
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6 Matrizes

7

Definicao 29. Sejam m,n > 1 dois niimeros inteiros. Uma matriz m X n real é uma fungdo:
a: {1,---,m}x{1,---,n} — R
(i,7) = )
que representamos como sendo o conjunto {a;; | (1 <i < m)&(1 < j < n)} com os elementos
estejam distribuidos em m linhas e n colunas, formando uma tabela como a seguinte:

a1 412 - dip
ary dxp - d2p
Aml Om2 - Amn

Abreviadamente esta matriz pode ser expressa por (a;j)1<ij<u, Ou apenas por (a;;), se nao
1<j<n
houver possibilidade de confusdo sobre aos conjuntos aos quais pertencem i e j.

Cada um dos ntimeros que compdem uma matriz é denominado termo desta matriz. Dada

a matriz (aij)lgigm/ ao simbolo a;j, que representa indistintamente todos os seus termos, da-
1<j<n
remos o nome de termo geral dessa matriz.

Notagdes: Indicaremos por My« (R) o conjunto das matrizes m x n. Se m = n, em vez
de M;,«, (R), usa-se a notagdo M, (R). Cada matriz de M, (R) chama-se matriz quadrada de
ordem n. Em contraposi¢do, quando m # n, a matriz m X n diz-se matriz retangular. Uma

matriz 1 x 1, (a17) se identifica com o nimero real a17.

Cada matriz costuma ser denotada por uma letra maitscula do nosso alfabeto.

Exemplo 30. A matriz:

1 0
A=1|1 -3
0 4

é uma matriz 3 x 2. Logo, A € M3zx> (R).

6.1 Linhas e Colunas

Dada uma matriz:
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a1 a2 - Aip

a1 dzp -+ Ap
Aml Am2 - Amn
as m n—uplas horizontais:
1
AV = (ay ap - ay ),
2
AP = (ay an - ay ),
Alm) = ( Aml Am2 - Amn )

sdo chamadas linhas de A, enquanto que as n m—uplas “verticais”:

a1 a2 A1n

az1 az a2n
Aq) = Agy= | . Ay =

Aml A2 Amn

sdo as colunas de A. Observe que para cadai € {1,---,m}, tem-se AW e My, (R), e para
cadaj € {1,---,n} tem-se A(j) € Myx1 (R).

Exemplo 31. Na matriz 2 x 3:

as linhas sdo:

enquanto que as colunas sio:



6.1.1 Igualdade de Matrizes

Consideremos duas matrizes reais m X n: A = (a;;) e B = (b;j). Dizemos que A = B se, e
somente se,

(Vi j) €{L,---,m} x {1,---,n})(a; = bj)
Exemplo 32. Tem-se:

x=—1
121 |y 2 z y=1
{Oxo}_{t -1 01‘:* —0
z=1

6.1.2 Operacdes com Matrizes

Considere o conjunto M« (R).

Adicao de matrizes: A adicdo de matrizes é a func¢do dada por:

+ Myxn (]R) X Miyscn (IR) —  Mpxn (IR)
((a35), (bij)) — (@i + by)
Observe que a adigdo de matrizes satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Associatividade: Dados A = (a;j), B = (b;;) e C = (c;j), tem-se:
A+ (B+C)=(A+B)+C

De fato, para cada par (i,j) € {1,--- ,m} x{1,--- ,n}, pela associatividade de que goza
a soma de nimeros reais, tem-se:
ajj + (bij + cij) = (aij + bij) + cij

de modo que:

A+ (B+C) = (a;) + [(bij) + (cij)] = [(aij) + (bij)] + (cij) = (A+B) +C

(ii) Comutatividade: Dadas A = (a;;) e B = (b;;), tem-se A+ B = B + A. De fato, para
cada par (i,j) € {1,---,m} x {1,--- ,n}, pela comutatividade de que goza a soma de
numeros reais, tem-se:

ajj + bl’]' = bi]' + ajj

e portanto:
A+ B= (Lli]'—i—bij) = (bi]'—l—ai]') =B+ A
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(iii) Existe uma matriz m X n que é o elemento neutro da soma de matrizes, qual seja, a
matriz identicamente nula:

00 0
00 0
Omxn = o ..
00 --- 0

ou seja, a matriz Oy, tem termo ij idéntico a zero, de modo que para qualquer A = (a;),
vale:

Omxn + A = (0) + (a;) = (0+a;;) = (a;;) = (a;;+0) = (a;) + (0) = A + Opxn

Esta matriz é denominada por matriz identicamente nula.

(iv) Dada uma matriz A = (al-]-) € Mpuxn (R), existe uma matriz, —A = (—al-]-) tal que
A+ (—A) = 0y xn. De fato, tem-se:

A+ (—A) = (a;j) + (—aij) = (a;j — a;j) = (0) = Omxn

Multiplicagdo de uma matriz m X 7 por um ntimero: Dados uma matriz (a;;) e um ntimero
real A € R, definimos:

‘R: Muxn (]R) X M (]R) —  Mpxn (]R)

(A, (aif)) = (A-ay)
Assim, tem-se:
ayn app v A1y A-ayy A-ap oo Asag
a1 Ay v Ay A-ayy A-axp -+ A-agy
AR . . ; = ) ) )
Am1 Am2 " Amn Ay Ay - Ay

Observe que a funcdo ‘R : R X My;xn (R) — My xn (R) satisfaz as seguintes propriedades:

(v) Para quaisquer y,A € Re A = (a;;) € Myuxn (R),

assoc.R

R RA) =R (A-ay) = (- (A-ay)) L ((1-A)-ay) = (- A) w (a) =

=(p-A)RA
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(vi) Para quaisquer #,A € Re A = (a;;) € Muxn (R), tem-se:

(}l-l—/\) -IRA:‘LI-]RA—F/\-RA

(p+A) RA= (p+A) r(a;) = ((p+A)-a;) = (p-a;;+A-a;5) = por(a;j) + AR (a5)) =
=urRA+ARA

(vii) Para qualquer A € R, A = (a;j) e B = (bjj) € Muxn (R), tem-se:

/\-]R(A-I-B)I/\-IRA-F)\-]RB

De fato, tem-se, por defini¢do e pela distributividade da multiplicagdo sobre a soma de
que goza a estrutura dos ntimeros reais:

—~

. distr. def.

de
AR(A+B) =g (a5 +by) = (A (a+by) = (A-az+A-by)

def.
= (A-ai) + (A by) LA x (aij) + A r (bij) =A RA+A-RB

(viii) Para qualquer A = (a;;) € Myxn (R), vale:
1RA=A
pois, de fato,

def.
1
1 ~]RA =1 ‘R (LZZ']') = (1 . LZZ']') = (LZZ']') = A

Multiplicacio de Matrizes: Consideremos, agora, uma matriz A = (a;;) € Muxn (R) e
uma matriz B = (bjx) € Muxp (R), definimos, para (i,k) € {1,---,n} x {1,---,p}:

n
Cik = Y @jj - bjx = ajy - by + - + iy - b
=1

Proposigdo 33 (associatividade do produto de matrizes). Sejam A = (a;) €
men (R),B = (b]k) & Mnxp (R) eC= (Ck[) € Mp)(q (R), tem-se:

A-(B-C)=(A-B)-C
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Demonstragio. O (i,{)—ésimo termo geral da matriz M = A - (B-C) é:

n P
mig =Y _ ajj- <Z bik - Cké)
=1 k=1

Por sua vez, o (i,{)—ésimo termo da matriz N = (A-B) - C é:

p n
nig =) ( aj - bjk)  Ckt
=1

k=1 \j

n
mig =Yy ajj- (i bjk‘Ck€> =
=1 k=1
=a;n - (bin-cre+- - +bipcp) Fap- (b et +boycpe) +
oty (b it by ) =
(ain -bi +aip b+ +aip b)) cret -+ (@i by +aip by + -+ i bay) - cpp =

n n p n
= (Z”zj'%’l) ot (Z”z‘j'%) Cpr =) ( ”ij"%‘k)  Ckt = Mg
= = =1

k=1

Uma vez que para todo (i,¢) € {1,---,m} x {1,---,p} tem-se o (i,{)—ésimo termo de
A - (B-C)igual ao (i, ¢)—ésimo termo de (A - B) - C, segue a igualdade das matrizes. O

Proposicao 34 (distributividade do produto de matrizes sobre a soma de matrizes).
Sejam A = (a;;) € Muxn (R), B = (b]-k),C = (cjk) € Myxp (R). Entao:

A (B+C)=A-B+A-C

Demonstragio. Para qualquer (i, k) € {1,---,m} x {1,---,p}, tem-se o (i, k) —ésimo termo de
A-(B+C) igual a:

distr.
n n n n
i
Y aij- (b +op) = Y (aij-bp+ag-cx) =) aij b+ ) aij-cpp,
i = = =

que é exatamente o (i,k)—ésimo termode A- B+ A - C. O
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7 Matrizes Inversiveis

Nesta secdo vamos nos ater ao estudo de matrizes quadradas n x n. Neste caso, a multiplica-
¢do aplica qualquer par de matrizes quadradas n X n em uma terceira matriz n x n.

Além das propriedades dadas nas Proposi¢des 33| (associatividade) e |34 (distributividade
do produto com respeito a adi¢do), a multiplicagdo de matrizes quadradas admite um ele-
mento neutro:

10 - 0
Idpn=|. . . . |=()
00 - 1

onde:

5 1, sei=j
Y10, sei £
que evidentemente verifica as seguintes condi¢des: dada uma matriz n x n, A = (a;j),
temos:

Idnxn 'A — A
Com efeito, seu (i, j)—ésimo termo é:

n
Y Gk aj = 0 - iy = 1-a;; = ayj
k=1

o que significa, pela defini¢do de igualdade entre matrizes, que Id, x, -A = A.

Analogamente, verifica-se que A - Id; x, = A.

z

Definicdo 35 (inversa de uma matriz quadrada). Uma matriz A = (a;;) € Myuxn (R) é
inversivel se, e somente se existir uma matriz B € My« (R) tal que:

A'B:Idnxn:B‘A

Esta matriz B, quando existir, é iinica, e portanto denominada por a matriz inversa de A, e
denotada por A~1.

Exemplo 36. A matriz:
20
=[5 7]
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é inversivel, uma vez que tomando:

tem-se:

O NI

—_ O

| IS |
I

| — |

O -

—_ O

—_ 1
I

| — |

(@] S

o7 ] Lot

Proposicdo 37. Sejam A, B € My, xn (R) matrizes inversiveis. Entdo:
(@) (A-B)"'=B"1.4A"1
b (A H1=4

Demonstragio. Ad (a): Observe que:
(A-B)-BL-AH=A-B'B)-At=A1dp, A=A A1 =1dup

B 1. AH.(A-B)=B'- (A1 A) . B=A-1dyxn - A =B B =1d,xn

de modo que pela unicidade da matriz inversa, temos:

(A-By t=B"1.A"1
Ad (b): por defini¢do, como:

segue que:
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7.1 Determinacdo da Inversa de Uma Matriz

Apresentamos, agora, um método para determinar a inversa de uma matriz A, caso A seja
inversivel.

Analogamente ao que fizemos com sistemas lineares, vamos definir opera¢des elementa-
res sobre linhas de uma matriz quadrada.

Definic¢do 38. Dada uma matriz A € My xn (R), sejam
AV AR oo AG o AG)  AM sugs linhas.  Uma operacdo elementar sobre
as linhas de A é uma das seguintes:

(P) Permutar duas linhas quaisquer

(M) Multiplicar uma linha de A por um niimero A # 0;

(S) Somar a uma linha de A uma outra linha de A multiplicada por um niimero

Um fato importante é que aplicar uma operacdo elementar a uma matriz quadrada n x n
corresponde a multiplicar esta matriz por um certo tipo de matriz, dado na seguinte:

Defini¢ao 39 (matriz elementar). Uma matriz elementar de ordem n é uma matriz E obtida
de 1d,, «, por meio de uma, e somente uma operagio elementar.

Exemplo 40. A matriz:

100
Et=1020
0 01

é uma matriz elementar, pois foi obtida da matriz 1d3 3 mediante a operagio elementar (M), com A = 2.
Exemplo 41. A matriz:

100
E,=1[310
001

é uma matriz elementar, pois foi obtida da matriz 1ds«3 mediante a operagio elementar (S), em que
substituimos a segunda linha por ela mesma somada ao triplo da primeira.
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Proposicao 42. Seja E uma matriz elementar de ordem n. Se aplicarmos, entdo, em uma matriz
A, também de ordem n, a mesma operagio elementar que transformou 1d, <, em E, obteremos a
matriz E - A.

Demonstragio. Observemos, primeiramente, que para todo r € {1,--- ,n}, tem-se (E- A)(") =
E(" . A. De fato, escreva E = (eij) e A = (a;j), de modo que:

EW) = ( €r1 €2 " Em )
e portanto:
aip a2 - p
a1 dzp -+ Qp
E(T’).A:(erl € - ern). . . ) . —
a1l An2 -+ Ann
= (Lio1lk T Lio1lk- k2 - L1 Crk kn )
Também,
n
E-A= Z Cik - ak]-
k=1
e portanto:

(E-A) = (T jem-an Tiqem G~ LTrqem )

de modo que fica estabelecido que:

(E-A)(r) —EM.A

Analisemos, agora, cada uma das operacoes elementares.

Caso 1: A operacao elementar é do tipo (P), ou seja, existem indices iy, jo € {1,--- ,n} com
ig # jo tais que

EG0) = 1d([),
Elio) = 1aW)
E® =1d% seke {1,---,n}\ {io, jo}

Dado k € {1,---,n}\ {io,jo}, como EK) = 1d%) | tem-se:

nxn’s

(E-A)® =gk . 4 = 1d® 4= A0

nxn
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Também:

(E-A)0) = El0) . A = 1d%) .4 = Al

nxn
(E-A)00) = El0) . A = Id,(j&)n A = Alo)

de modo que todas as linhas da matriz (E - A) sdo idénticas a todas as linhas da matriz obtida
de A permutando a ip—ésima com a jp—ésima linha.

Caso 2: A operagdo elementar é do tipo (M), ou seja, a matriz E foi obtida da identidade
multiplicando sua iy—ésima linha (ip € {1,---,n}) por A # 0, ou seja,

{E(io) — .14\

nxn

E(k) = Id7(1k>zn; se k ;é io
Dado k # iy, temos:

(E-A)® =g® . 4 = Id1(1k>2n A= AW
enquanto que para ip, temos:
(E-A)0) = E0) . A = (A - Tdyyyp)® - A=A (Id(io) A)=A-Alb),

nxn '

ou seja, todas as linhas da matriz E - A coincidem com todas as linhas da matriz obtida de A
pela mesma operacdo elementar que deu origem a E.

Caso 3: A operagdo elementar é do tipo (5).

Suponhamos que a j—ésima linha de E seja a soma da j—ésima linha de Id,;x, com a
i—ésima linha multiplicada por A # 0:

nxn

EO =1d® sk #

nxmn’s

{EU) —1dY), +A-1dY),
Como (E-A)") = E() . A, tem-se:

(E-AD=c0. A=/ +1.1d" ). a=1d9 A+r.-1d) -A)=

nxn nxn

= (Idpsn - A)D + A - (Idysn -A) D = AD L 1. A0

donde concluimos que a j—ésima linha de E - A é igual a j—ésima linha de A somada a
i—ésima linha de A multiplicada por A. Finalmente, se k # j, tem-se:

(E-A)® =gk . 4 = Idgzkzn A= A
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e concluimos que para todo r € {1,---,n}, a r—ésima linha de E - A é igual a r—ésima linha
da matriz obtida de A mediante a operagdo elementar que transformou Id;;»,, em E. [l

O resultado a seguir nos permite, em muitos casos, identificar rapidamente se uma matriz
é inversivel.

[ Proposicao 43. Toda matriz elementar, E, é inversivel.

Demonstragio. Por hipétese, E é obtida de Id,;», por meio de uma operacdo elementar. Con-
sideremos a operagdo elementar inversa, que transforma E em Id,y,. Se aplicarmos esta
altima em Id;; »;, obteremos uma matriz elementar E;. Devido a proposigdo anterior, teremos
Eq - E = Id;;xn, 0 que é suficiente para concluirmos que E é inversivel e E; é sua inversa. [

Exemplo 44. Consideremos a matriz elementar:

1 00
E=1310
0 01

A operagio elementar que transformou 1dz w3 em E consiste em somar a sequnda linha de Idz«3 o0
triplo da primeira linha. Entdo, E serd transformada em 1d3 3 somando a sua segunda linha a primeira
multiplicada por —3. Logo, a matriz inversa de E, obtida efetuando em 1d3y3 esta iltima operagdo
elementar, é:

1 00
E=|-310
0 01

Quando uma matriz B puder ser obtida de A por meio de um ntimero finito dessas opera-
¢Oes, dizemos que B é equivalente a A, e escrevemos B ~ A. Esta relagdo é reflexiva. simétrica
e transitiva.

Teorema 45. Uma matriz A é inversivel se, e somente se 1d,;«, ~ A. Neste caso, a mesma
sucessio de operagdes elementares que transformam A em 1d,x,, transforma Id, s, em A~!

Demonstragdo. (<) Como cada operagdo elementar sobre A equivale a multiplicar A, pela
esquerda, por uma matriz elementar, existem matrizes elementares Eq, - - - , E; tais que:

Et-Etq---E1-A=Iduxyn
Logo,

A= El_l'Ez_l"'Et_l'Idnxn
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Como cada matriz do segundo membro é inversivel, entdo A é inversivel (o produto de
matrizes inversiveis, como vimos, é inversivel). Além disto, observando que:

(Vie {1, t)((E)) ™ =E,
segue que:
A—l — Et . Et—l . E1 . Idnxn
0 que prova a tltima afirmagdo do teorema.

(=) Observamos primeiro que se B ~ A, entdo A é inversivel se, e somente se, B é inver-
sivel. Isto porque se B ~ A, entdo B = P - A, onde P é uma matriz inversivel (P é um produto
de matrizes elementares). Nossa observagdo decorre, portanto, dessa igualdade.

Facamos o escalonamento da matriz A por meio de operagdes elementares, isto é, facamos
com que cada uma de suas linhas (a partir da segunda) tenha mais zeros iniciais do que a
precedente. Como a tultima linha de A ndo é nula (pois A é inversivel), obteremos:

air aip - A1
0 axp -+ ay

A ~
0 0 cee g

onde cada a;; # 0. Mas esta tltima matriz é equivalente a matriz Id, «,. Logo, Id;;x, ~ A. O

Exemplo 46. Verificar se a matriz:

A—

[ R
[ R S
N — O

¢ inversivel e determinar A=, caso esta matriz exista.

Devemos orientar nosso trabalho no sentido de transformar, se possivel, a matriz A na
matriz Idz«3. Como essa mesma sucessdo de operagdes levard Ids 3 em A~1 convém reunir
A e ld3zx3 em uma mesma matriz e operar a partir dai:

110[100],_, ,[1 1 0] 1 00
0111] 01 201 1] 0 10| =
102|001 0 -1 2| -101
110 100, ,,[110] 100
=0 1 1] 0 10|°*<"7*|l011] 0 10]-=
0 -1 2] -101 003 | —-111
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110 1 00w w[l10] 1 00
=|{011] 0 10[°~°|011]|] 0 10]=
003 ]| -111 0011_%%%
110}100‘€(>WW110|}(2)01
=10 11 0O 10 ~ 010 2 s _1 | =
001 | 41 co1l 1T
110 1 0 07, W100|§—§%
—010|12—1 17 010 1 2 1
_001|§1?13 001}31?_13

-3 3 3 J ~3 3 3
Logo, a matriz A é inversivel e:
2 2 1
5 73 3 1| 2 21
Al=| 1 2 _1_Z.11 2 1
31%13 3 1 1 1
-3 3 3 -

8 Exprimindo Sistemas Lineares por Equacdes entre Matrizes
Seja:

Q11 - X1+ XoF sy Xe = P

a1 - X1+ Q2 Xp A+ -+ Aoy - X = P2

S =

“ml'x1+“m2'x2+"'+“mn'xn:,Bm

um sistema linear de m equagdes com n incognitas sobre R. Se formarmos as matrizes:

X1 K12 ot K X1 B1
N1 @ vt Koy X2 B2
A= i . . , X=| . e B=
Em1 &m2 - &mn | X | vl 'B” mx1

entdo podemos reescrever o sistema S como uma igualdade entre matrizes:

K11 K12 ot Ay X1 B1
Xp] K2 ottt @y X2 0 | B2
Om1l Km2  Kmn Xn ﬁn

ou seja, A- X = B, onde A recebe o nome de matriz dos coeficientes de S.
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Daqui em diante, em virtude da identificagdo (traducdo) entre a linguagem dos sistemas
lineares e a das equagdes entre matrizes, serd comum “emprestarmos” adjetivos de matrizes
para sistemas lineares, olhando para a matriz dos coeficientes. Por exemplo, caso o sistema
seja n x n, teremos uma matriz de coeficientes quadrada, de modo que serd comum nos refe-
rirmos ao sistema como “sistema quadrado”, e assim por diante.

Definicao 47 (sistema de Cramer). Um sistema de Cramer é um sistema linear de n equa-
¢Oes com n incégnitas cuja matriz dos coeficientes é inversivel.

Se A - X = B é um sistema de Cramer, como:

A-X=B = A1 (A-X)=A"1.B << X=A"1B,
entdo esse sistema é compativel e determinado, e sua tnica solugdo é dada por A~! - B. Em

particular, um sistema quadrado e homogéneo cuja matriz dos coeficientes é inversivel s6
admite a solugao trivial.

Exemplo 48. A matriz dos coeficientes do sistema:

x +y =1
y  +z 1
X +2z =0

é a matriz:

110 x 1
o1 1|-|Jy|l=]1
10 2 z 0
que jd vimos ser inversivel, com inversa igual a:
2 _2 1
/=D I S S
BCE SR
3 3 3
Logo, temos:
x N % - z %1 1 0
S S i Y O e R R
3 3 3
e a solugdo do sistema é (0,1,0).
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