MATO0220 - CALcULO DIFERENCIAL E INTEGRAL IV
AGENDA 02: SERIES NUMERICAS

Prof. Jean Cerqueira Berni*

Apresentacao

Neste texto vamos tornar preciso o que entendemos por um “somatério de um ntmero
infinito de parcelas”. A pergunta natural que surge é: serd que estas “somas” se comportam
de modo similar a seus analogos finitos? Veremos que, em alguns casos, sim, mas que via de
regra, ndo é este o caso.

Como tais somas de “um ntmero infinito de parcelas” serdo obtidas via limite de sequén-
cias de somas parciais, 0 nosso estudo sobre sequéncias feito na AGENDA 1 serd frequente-
mente utilizado, tendo seus resultados frequentemente citados.

Neste texto abordaremos exclusivamente as séries numéricas e estudaremos sua conver-

géncia ou divergéncia. Mais adiante, em agendas posteriores, faremos um estudo sobre outros
tipos de séries, como séries de poténcias e séries trigonométricas.

1 Séries Numéricas e Exemplos

Comecamos apresentando a defini¢do de série numérica:
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Definicdo 1 (série numérica). Dada uma sequéncia de niimeros reais, (an)ncN, 4 Sequéncia
dada por:

é denominada a série numérica associada a sequéncia (a,),cN. Denoteremos o n—ésimo
termo de Y a, por sy, ou seja,

nelN

n
Sn = Zﬁli
i=0

e o denominaremos por n—ésima soma parcial da série ) a.

Exemplo 2. Vamos obter a n—ésima soma parcial de uma progressio geométrica de termo inicial a # 0
e razdo q # 1, ou seja, a n—ésima soma parcial da sequéncia (a,a-q,a-g%,a-¢>,---,a-q",--).
Temos:

Sop=4a

S1=a+a-q
so=a+a-q+a-q*
53:a—i—a-q+a-q2+a-q3

\Sn:a+a.q+a.q2+a.q3+...+a.qn

Consideremos a expressio que nos dd a n—ésima soma parcial da progressio geométrica:
Sn:a+a.q+a.q2+a.q3+...+a.qn (1)

Multiplicando ambos os membros da equagdo acima por q, obtemos:

Sn~q:a+a-q2+a~q3+a.q4+...+a,qn+a.qn+1 (2)
Fazendo (T) - (2)), obtemos:

sn-(1=q) = a+aAq+a1 +o-7 +a1 +- + a4~
(@At e o T +aq + o ta ") =a-(1—q") =a—a-g""

Como q # 1, podemos escrever:

a-(1—q"")
l1—q

Sn:



Assim, a série geométrica é dada por:

Exemplo 3. Para a sequéncia (2"),cN, a série associada é:

(50221
s1=1+2=3
Sp=14+24+4=7
s3=14+2+4+8=15

_yn i
[ Sn = Li—o 2
Pela férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica, temos:

n o 1- 1_2n+1
221 — ¥ — _(1_2?1—0—1) :2n+1_1
i=0 1-2

n .
(1,1+2,1+2+4,--- ,Zzl,m> =(1,3,7,15,--- 2" —1,...)
i=0

A série associada a esta sequéncia é, portanto:

n .
(57),

Exemplo 4. Vamos obter uma férmula para o termo geral da série associada a sequéncia (0,1,2,3,--- ,n,---) =
(n)pen. Temos:

S =0+142434+---+n—-2)+(n—1)+n
Observando que a soma do primeiro e do n—ésimo termo desta sequéncia é n + 1, igual a4 soma do

sequndo e (n — 1)—ésimo termo e assim por diante:

=n+1
i n+1 )
sp=1+243++(n—2)+(n—1)+n

n+1

concluimos que basta multiplicar (n + 1) por 5, que é a metade da quantidade de termos a se somar.
Obtemos, portanto:



e portanto:

Exemplo 5. Considere a progressdo aritmética:

(a,a+r,a+2r,a+3r,---,a+n-r,--+)

coma € R’ er € R. A série associada a esta sequéncia é:

(Soza
si=a+(a+r)=2a+r
sp=a+(@a+r)+(a+2r)=3a+r-(1+2)
Vszs=a+(a+r)+(a+2r)+(a+3r)=4da+r-(1+2+3)

, n-(n+1
Sn:(n+1).a+r.2?_112(n+1).a+r.<2>
\

((n+1) : (”JF%)),@N

Consideremos a sequéncia dos quadrados dos ntimeros reais:

(1, 22’ 32,42, “ .. ,nzl o« o ) = (nz)nE]N

Vamos usar o resultado a seguir para obter o termo geral da série:

£ (1)

nelN

Teorema 6. Vale, para qualquer n € IN,n > 2, que:

iiz n-(n+1)-(2n+1)

i=1 6

Demonstragio. Vamos demonstrar este resultado por indugéo finita.

Para n = 2 temos, naturalmente,



2
2-241)-(4+1 2-3.
i=1 6 6
Suponha que:
”_112_(11—1) n-2-n—-1)+1) (n—-1)-n-2n—-1)
= 6 6
Temos, assim:
n n—1 3 2 2 3 2
o o o (m=1)n-2n-1) , 2n°=3n"+4+n 6n° 2n°+3n"+n _
i_11_gl+n_ 6 e 6 . 6 -

n-(n+1)-(2n+1)
6

Exemplo 7. A série associada a sequéncia dos quadrados dos niimeros naturais é:

gnzz@oiz) (ml iy

6
nelN

2 Convergéncia e Divergéncia de Séries Numéricas

Ao nos depararmos com uma sequéncia, convém nos perguntarmos sobre sua convergéncia
e/ou divergéncia. Assim, como uma série nada mais é do que uma sequéncia de somas
parciais, dada uma sequéncia, (a,),cN, vamos estudar o comportamento da série associada,

_ n . _ . . . . . .
(sn)neN = (Xiioai),cpy — OU s€ja, de seu limite. Vamos denotar este limite por:

n

i a, := lim Zai = lim s,,.
n=1

n—oo 4 n—oo
=0

Definicdo 8 (limite, convergéncia e divergéncia). Seja (a,),cN uma sequéncia. Dizemos
que a série associada a (a,),cN converge se, e somente se, existir L € R tal que:

o0 n
Zan: lim Zai: lim s, = L
=1 n%ool.zo n—00

Caso contrdrio, dizemos que a série diverge.




Exemplo 9 (série de Grandi). Considere a sequéncia ((—1)"),cN. A série associada a esta sequéncia
é:

'So=( 1) =1
s1=(-1)+(-)l=1-1=0
$o =51+ (— 1)2: +1=1
s3=55+(-1)=1-1=0

0, se n é impar
Sn — .
\ 1, se n é par

Evidentemente, por possuir duas subsequéncias que convergem para valores distintos ((Spx)keNn =
(1,1,1,---) e (spkr1)ken = (0,0,0,---)), a série diverge, e escrevemos:

Y (—=1)" diverge

n=0

Exemplo 10. A série associada a uma progressio aritmética (a,a +r,a+2r,---) com r # 0 é diver-
gente, pois

oo, ser >0

n—o00 n—o00 2

r-mn
lims, = lim(n+1)-(a+—) =
e n im ( ) < ) {—oo, ser <0

A seguir, vamos analisar o comportamento da série associada a uma progressdo geomé-
trica. Para tanto, precisaremos do seguinte resultado preliminar:

Proposicio 11. Seja q € R tal que 0 < q < 1. A sequéncia (§")pen =
(1,9,9%,4% -+ ,q",- - ) converge para 0.

Demonstragio. Primeiramente vamos garantir a convergéncia da sequéncia, provando que ela
é decrescente e limitada inferiormente. Temos:
2 3 n
g>q->qg >--->q >--->0

de modo que a sequéncia dada é monétona estritamente decrescente e o conjunto dos seus
termos, {1,9,49%,4°,--- ,q",- -+ } é limitado inferiormente por 0. Do Teorema 32 da AGENDA 1,
segue que a sequéncia (¢"*1),cn converge para L = inf{gq,4%,4°,--- ,¢"*1,--- }.

Como:

n+1 )

(q’qzlq?”...’q S :q.(l/q,qzlq?”...’qn’...)’

6
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pelo Teorema 19 da AGENDA 1, tem-se:

lim (q/qzlq?’, . ,anrl, . )

n—o00

pr— -. 2000 n»».
=q-lim(1,9,4%---,q%---)

Como limy, 0 (q,9%,4°, -+ +) = lim,(1,4,9% -+ -) = L, onde podemos justificar a passa-
gem * usando o fato de ser (g""1),cn uma subsequéncia de (4"),cN, segue que:

L=g-L
e portanto:
L-(1—a)=0.
Uma vez que q # 1, segue que L = inf{1,4,4%,4°,- - } = lim,_,00g" = 0. O

Vimos que a n—ésima soma parcial de uma progressdo geométrica cujo primeiro termo é
a e cuja razdo é g # 1 é dada por:

a- (1 _ qn—l—l)

1—9g
Note que se tomarmos q = 1, a progressao sera:

Sy =

(ﬂ,ﬂ'l,ﬂ'lz,ﬂ'ls,"',El'].n,"')

de modo que a série associada seré:
(a/Za’?)a,. e n-a,-- )
e neste caso:

lim s, =
n—oo

00, sea >0
—o00, sea <0

Do que foi exposto acima, concluimos que a série geométrica divergird se sua razao, g, for
1. Vejamos o que ocorre quando q # 1.

Caso1: g > 1.
Neste caso, lim;_,c ¢" 7! = c0. Temos:
(1= n+1
lim s, = lim ° A=) _ - lim (1 — g™
n—00 n—s00 1— q 1-— q n—o

Como g > 1, temos 1 —g < 0. Se a > 0, teremos ﬁ < 0,esea <0, teremos 1‘%(1 > 0.
Assim:
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a .. oy A4 i) oo, sea <0
1—gq nh_r>ro1°(1 1 )_1—q (1 nl1_r>ro10q )_{—oo,sea>0

Assim, se g > 1, a série geométrica diverge.

Caso 2: 0 < g < 1. Neste caso:

n .
lim s, = lim Y a-q'g £ 1 lim —— - (1—¢""1) = " lim (1 - ") =
i=0

n—so0 n%ool—q 1—q n—o00

S (1 — lim q”“) Prp. [I]

1—q n—o00

a
1—9q

Caso 3: Se —1 < g < 0.

Neste caso, lim;_,c "1 = 0. Temos:

. _ an+1
lim a-4" = lim a-(1-q"") = - lim (1 — g"™1)
n—o00 n—o00 1— q 1— g n—oo

Observe que im0 |g" | = lim;, o ||" ! = 0, e portanto lim,,_, "' = 0. Assim,

. a
lim s, = ,
n—s00 1 — q

ou seja, a série geométrica converge.
Caso 4: g < —1.

Neste caso, (g"1),en diverge, uma vez que admite (g% *+1)), . como subsequéncia, e
esta diverge para co. Desta forma, a série:

a- (1 _ qn—i-l)
(Sn)neN = (—
n)ne 1 . q e
admite como uma subsequéncia:

. (a (11— qz.(k+1))>
keIN

1—gq
que diverge, pois:
R ) D S

kh—>no10 1—9¢q :1—q_1—q.kh—>r20q

= —0




Logo, (sn)neN, por admitir uma subsequéncia divergente, é divergente.

Podemos resumir a discussdo feita acima como segue:

Teorema 12. Seja (a,a- q,a- qz,- - ,a- q”“,- . ) uma progressio geométrica com a # 0.
Entdo:

(i) Se|q| <1, a série geomérica Y a-q" = (L} _oa- qi)neN converge para 1”qu'

(i) Se |q| > 1, a série geométrica Y a - q" = (Liga-q'), . diverge.

nelN

Um outro tipo importante de série cujo limite podemos calcular é dado a seguir:

Definicao 13 (série telescépica). Uma série ) a, é telescopica se, e somente se, existir uma
sequéncia (by)neN tal que para todo n € IN:

an = by — byqq

Dada uma série telescopica, (a,)neN = (bn — byt1)nen, teremos:

su=bo =P+ P —PE+ D5 =P+ 4 b T = J+ ) = bupr = b0 — b

e portanto:

o0

=0 n—00 n—00

. A 1 iy o
Exemplo 14. Consideremos a sequéncia ( D) . A série associada é:
n-(n
nelN\{0
) , \{0}
51 = 13
_ 1 1
2= 121 23
_ 1 1 1
3= 12123131

ou seja,



Observando que:

1 11
n-(n+1) n n+1
segue que:
5_1_1+1_1+1_1+ 11y _ . 1
" 2 2 3 3 4 n n+1) = n+1
Logo, a série converge:
Z;:hrnl— LI
=n-(n+1) noe n41

Exemplo 15. Determinar a soma da série:

ad 2n+1
)3

= n?-(n+1)>2

Solugdo: Vamos procurar descrever a série acima como uma soma telescépica. Para tanto,
usamos o método de fragdes parciais a fim de determinar A e B reais tais que:

2n+1 A _1_2
n2-(n+1)2 (n+1)2  n2
Temos:
A +E_A-n2+B-(n+1)2_(A+B)-n2+2B-n+B_ 2n+1
(n+1)2 n2  n2-(n+1)2 n2-(n+1)>2 n2-(n+1)2

A fim de que a igualdade acima esteja satisfeita, devemos ter:

A+B=0
2B =2
B=1
ouseja, A= —1e B =1, de modo que:
2n+1 1 1

nZ-n+1)2 n2 (n+1)2

Desta forma:

10



e (BB () (B A (e ) -

22 32 32 42 42 52 n?2  (n+1)32
zl—limézl
4 n—>oo(n—|—l)2 4

Dadas duas séries, podemos obter sua “soma”, sua “diferenca” e seu “produto por um
numero real a” operando termo a termo, como fazemos para sequéncias (afinal, toda série é
uma sequéncia). Assim, se (a,)eN € (bn)neN sd0 sequéncias e a € R, temos:

Zan:I:an = (iai) + (ih) = (iaiﬂ:bl) :Z(an:tbn)
i=0 nelN i=0 neN i=0 neN

n

Sobre estas “combinagdes” de séries, temos o seguinte:

Teorema 16. Sejam (a,)neN, (bn)neN sequéncias cujas séries, (i a;),cn € (Limo bi)pen
convirjam para y .. oay, =dey . oby = b, respectivamente. Dado a« € R, valem:

(1) Y2 o(an+b,) =a+h

(2) Yoo -a,=wn-a

Demonstracdo. Vamos escrever:
n
Sn=)_aj
i=0
n
i=0

Ad (1): Pelo Teorema 20 (da AGENDA 1), itens (a) e (b), tem-se:

’;(anibn) = lim (s, £ t,) = lim s, & lim #, =a+b :n;)ani,gbbn
Ad (2): Pelo Teorema 20 (da AGENDA 1), item (c), vale:

(0] (o0]
Y a-ap=1lima-t,=a-lims,=a-a=a-) a,

n—oo n—oco
n=0 n=0

11


https://www.ime.usp.br/~jeancb/Agenda1MAT2456.pdf
https://www.ime.usp.br/~jeancb/Agenda1MAT2456.pdf

3 Critérios de Convergéncia para Séries Numéricas

Os exemplos apresentados na se¢do anterior podem nos sugerir, falsamente, que é sempre
possivel calcular explicitamente a sequéncia das somas parciais e seu limite. Na verdade, isto
ocorre muito raramente, e é necessario obter resultados auxiliares, os “critérios de convergén-
cia”, que ndo dependam de se conhecer a sequéncia (s,),en. Vamos elencar alguns desses
critérios na sequéncia.

Teorema 17 (Critério da Comparacado). Sejam (a,)neN € (bn)neN sequéncias de termos nio-
negativos (ou seja, tais que (Yn € IN)(a, > 0) e (Vn € N)(b, > 0)) tais que existe um niimero
natural Ny e uma constante positiva, c, tais que:

n>Ny=a,<c-by,
Entdo:
(1) Se Y by, converge, entdo Y a, converge;

(2) Se) ay diverge, entio ) by, diverge.

Demonstragdo. Sejam:

n
Sp=do+am +ar+---+a, =) 4
i=0

n
th=bo+bi+by+- - +by =Y b
i=0
Ad (1): Suponhamos que ) b, convirja.
Observamos, primeiramente, que para qualquer n € IN, tem-se:

>0
Sn =8Sp-1+tan >sp1+0=15,1

ou seja,

(Vi € N)(su-1 < sn)

e (Sn)neN € crescente. Se demonstrarmos que (s,),en € limitada superiormente, pelo Teo-
rema 20 da AGENDA 1, seguird que ) a, converge.

Seja K = Ny - max{|ag|, |a1],- -, |an,—1|}. Temos, paran € {0,---, Ny — 1}:
an < Np - [an| < No-max{|ao|,-- -, [an,-1]} = K,

12



e portanto:

S():(ZogK
s1=ap+a; <K

SNo-1 =4ao+ar+ -+ +an,-1 <K

Para n > Nj temos:

llnSC'bn.

Como, por hipétese, Y b, = (ty)nenN converge, (t,)qeN € limitada, ou seja, existe M > 0 tal
que para todo n € N, |t,| < M. Em particular, como para todo n € N, b, > 0, tem-se que
(Vn € IN)(|ty] = tn < M).

Afirmamos que para todo n € IN tem-se:

sp < K+4+c-M

De fato,

No—1 n No—1 n No—1 n
Sp=dg+a+---+a, = Z a; + Z a; < Z a; + Z c-b; = Z a;+c- Z b <

i=0 i=Nj i=0 i=Np i=0 i=Np

n
<K+c- Y b <K+c-M
i=Np
ou seja,

(Vn € N)(sy < K+c-M)

Por ser crescente e limitada superiormente, segue que (s, ),eN, Ou seja, Y a, é convergente.

Ad (2): Suponhamos, agora, que (a,),cN seja divergente para co, de modo que para qual-
quer M > 0 existe no(M) € N tal que:

n>ny(M)=M<s,

Para todo n > max{ Ny, no(M)}, teremos:

MSSnSC'tn

e, equivalentemente,

13



e, em particular:

ou seja, lim, s ty, = c0 e )b, diverge. O

3.1 Representacao Decimal de Um Niimero Real

Vamos mostrar, agora, que todo nimero real do intervalo [0, 1] pode ser representado por
uma “expressdo decimal”, ou seja, pela concatenacdo dos termos ordenados de uma sequéncia
de elementos do conjunto {0,1,---,9}. Vamos denotar por D o conjunto de todas as expres-
sdes decimais da forma 0.d1dpd3 - - - . Vamos identificar a sequénciad : N — {0,1,---,9} com
a expressdo decimal:

0.dqdyds -+ dy - - -

de modo que a cada sequéncia de niimeros entre 0 e 9 corresponderd uma tinica expressao
decimal por meio da funcao:

g: {0,1,---, 9N — D
d — O.d1d2d3---

Vamos estabelecer uma funcio entre ID e o intervalo [0, 1:

f: D — [0,1]
0o d”
0.d1dpdsz - -+ +— Enzl W
Pelo Critério da Comparacio, a série f(0.d1dadz---) = Y o 1%’; é convergente, uma vez
que pode ser majorada pela série ) %, cuja soma €, pela férmula da soma da série geométrica
de razdo (1/10) igual a:

2
0 _

1
I-1%

=1

Sle|gle

Observe que f ndo é uma fungdo injetora, uma vez que se {d; | i € N} é tal que d; # 0
para algum j € IN, entédo:

f(O.d1d2d3 . d]_l(d] — 1)999 cee ) = f(o-d1d2d3 e djOOO' te ) (3)

Com efeito, observe que:

14



=9 1

n=j+1 10" 1Oj+1
e portanto:
_1 - 9
107t 5, 107
Logo:
i=1 n=j+1
L4 1 © 9 g
1 1
:2—.— — —:Z—.:f(O.d1d2d3---d]'OOO---)
i=1 100 10+ n=j+1 10" i=1 10t
Por outro lado, vamos mostrar que se 01 = 0.dydpd3 - - - e 6o = 0.b1byb3 - - - sdo elementos

de D tais que f(d1) = f(d2), entdo & e &, devem ser da forma dada na equacdo (3). De fato,
seja j o menor indice tal que d; # b;. Suponhamos, sem perda de generalidade, d; < b;, de
modo que:

dn

)

—b
T
n=1 0
implica:
L<bj_dj: id”_b”< 3 9 _1 (4)
100 — 10 Marel 10m = M 10" 10/

Segue, portanto, que bj — d]- =1, ou seja, b]- = dj +1,eparatodon >j+1,d, =0eb, =0
Seja:

D* = D\{O.d1d2d3"' eD | (31/10 S IN)(TZ >ng=d, = 9)}

Pelos argumentos expostos acima, f [p+ é injetora (uma vez que, excluidas as expansdes
decimais que, a partir de certo indice, sdo constituidas sempre do algarismo 9, ndo had mais
a possibilidade de termos duas expressdes que que correspondam a um mesmo nimero real
em [0,1]).

Resta mostrarmos que f [p+: ID* — [0, 1] é sobrejetora.

Consideremos a decomposic¢do de [0, 1] dada a seguir:

15



9 ..
o L]+1
[0’1[_9 [10’ 10 {
j=0
ﬁ d1—|—1
10”10

Dado r € [0,1], existe um, e somente um intervalo da forma [} = { [ Conside-

remos:

10 ' 102' 10

dy dy+1] O [dy j od jH1
{E’ 10 [_U{_Jr BT

j=0

Em seguida, escolhemos d, € {0,---,9} tal que:

dy  dy di do+1
10102710 " 102

O processo pode ser repetido indefinidamente, sempre obtendo intervalos I, tais que
Cl.(I,) D Cl.(I;4+1). Pela Propriedade dos Intervalos Encaixados, existe um tnico ponto

em (,enCl.(I;). Como r € N,enCl.(In), a expressdo formada pelas extremidades es-

7’612:|:

querdas dos intervalos I, converge para r, e portanto r = )
0.d1dpds - - - € D* é tal que f(0.d1dpds---) =r.

00 n ~
n=17qn" Logo, a expressao

Definicao 18 (dizima periédica). Uma dizima periddica é uma expressio decimal que é
imagem, por g, de uma sequéncia d : N — {0,---,9} estaciondria — ou seja, tal que para
algum miimero natural ng tenhamos n > ng = d, = dy,.

Exemplo 19. 0.7 = 0.777 - - - é uma dizima periédica, assim como 0.013 = 0.01333---. A barra
sobre o 1iltimo algarismo indica que ele se repetird indefinidamente.

Proposicao 20 (Representacao de dizimas periédicas como fra¢des ordindrias). Dada
uma dizima periddica 0.dydy - - - dp,b1by - - - by, tem-se:

_dydy o dyby by —dydy - dy
B 99...90...0
S—— ——

n m

0.dydy - - - dybiby - by

Demonstracdo. Podemos escrever:

didy---dy & biby by

10m Zl 10m+n~j
]:

0.dydy - - - dybiby - - by =

Observamos que:
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biby---by ble"'bn i L j_blbz---bn. 1
womems o 10m ANt/ 10m 10" -1

3

j=1
e portanto:

didy - - - dpy, biby - - - by, _
10™ 10m- (10" —1)

0.dydy - - - dybiby -~ by =

(10" —1) -dydy - dy +byby by 10" -dydy - dy — dydy - - dy 4 brby - - - by
B 10™ - (10" — 1) B 10™ - (10" — 1)

(10" - dydy - dy + biby - by) —dydy - - - diy
N 10m - (10" — 1)

ncasas

—
_ (dldzdm00+b1b2bn)_d1d2dm B dle'"dmble"'bm_dle"'dm

10 - (10" — 1) B 10m - (10" — 1)
n casas

. —
Finalmente, observamos que 10" —1 =99 - - -9, e portanto:

didy - dybiby -+ by — didy - - - dyy
—— —_

n m

0.dydy - - - dybiby - - by =

Exemplo 21. Escrever a dizima:

0.2394 = 0.2394394394 - - -

como quociente de dois inteiros.

Solugao: Escrevemos:

0239_4_£+394+394+394+ 2 394% 1 f_3+@ 1000
' 10 10% 107 1010 10 104 103) ~ 10 ' 10% 999

_ 2 n 394000 1998000 + 394000 2392000 2392
~ 10 9990000 9990000 ©.9990000 9990

Exemplo 22. Exprimir a dizima 0.23 como um quociente entre dois inteiros.
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Solugao: Escrevemos:

— 23 23 23 23 23 | 23
023 = 0232323 =155 " 10000 " 1000000 T T 102 T10f 106 T

1 1 1 © /1Y) s 1 23
=28 (-—+-—+-—+---) =23 — ) =23. 10 _—9o3. __ — =
(102 ETCRETON ) ]; (102> 1— s 99 — 99

3.2 Condicdo Necessaria para Convergéncia de Uma Série

Observaremos que diversos outros critérios de convergéncia e divergéncia de uma série se
baseiam no Critério da Comparacdo, que acabamos de demonstrar.

Ao investigar o comportamento de uma série numérica, o primeiro teste que se deve fazer
é verificar se termo geral da sequéncia converge para zero. Varemos, no teorema a seguir, que
se a série ) a, converge, entdo a, — 0.

Teorema 23 (Condicdo necessdria para a convergéncia de uma série numérica).

. A . . . _ n . =
Seja (an)nen uma sequéncia de niimeros reais. Se Y. a, = (Liqa;),cn COnverge, entdo
lim, 0 a, = 0.

Demonstragio. Se (}_i_a;), o converge, existe L € R tal que

n—1
Sp—1 = Z a; — L
i=0

n
sn=1Y a;—L
i=0

de modo que pelo item (b) do Teorema 20 da AGENDA 1, tem-se:
n n—1
an=Y a;— ) aj=5,—5,.1—~L—L=0
i=0 i=0

]

O resultado acima, em sua forma contrapositiva, é a espinha dorsal do primeiro teste pelo
qual uma sequéncia deve passar a fim de que sua série associada convirja: o critério do termo
geral.

18



Teorema 24 (Critério do Termo Geral para Divergéncia). Seja (a,),cN uma sequéncia de
niimeros reais tal que a, # 0. Entdo se a série associada diverge.

Exemplo 25. A série ) (1 + %)n é divergente, dado que lim, o <1 + %)n =e#0.

Exemplo 26. As séries Zn,ZnZ,Z(a + n-r) sio todas divergentes, uma vez que lim,_son =
limy; .00 1200 € limy 0 (a + 11 - ) = =00, dependendo do sinal de r.

Exemplo 27. A série ) cos (%) é divergente, uma vez que lim;_,« cos (%) =cos(0) =1 #0.
Vamos analisar o seguinte:

Exemplo 28 (série harmonica). Vamos considerar a série associada a sequéncia ( %) N\ (o) deno-
ne
minada série harmoénica:

(51:1
52:14—%

— 1 1
ss=1+5+3

sn=14+3+3+ - +:5+

Vamos demonstrar que a série harmonica é divergente.

S

Estratégia da prova: mostraremos que a sequéncia das somas parciais diverge, mostrando que esta
admite uma subsequéncia divergente. Para demonstrar que a subsequéncia diverge, vamos construir
uma (t,),enN divergente que minora a subsequéncia e aplicaremos o Critério da Comparagdo.

Consideremos a sequinte subsequéncia de (sp)ncN, dada por (spn)yen. Seu termo geral é 1+
n . . ~
Y7, 1, e podemos observar as seguintes minoragdes:
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B T I I It
2T T34 56 778910 ' 11 1213 14 15 ' 16
>1+1 >i+E+tith >ht bttt gt h
1 r 1 1 l_|_l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

T T T a T T B T T s sy st e o s Tt
1

-

1,1 1 1
shidtdtdthththththih bbb ihihth
TR R S .
\2n71_|_1 27171 +2 21171_}_3 omn
1 1
22—n+" +2_n
N—

21=1 termos

Vamos definir a série minorante, que denotaremos por (to)reN. Esta série é construida a partir da

sequéncia dada por by = 1,by = %, by = by = }1, bs = bg = by = bg = % e, em geral, b; = % para
2l i <2 n>1

1, sei=1
b; =<1
! —se2nl < j<on
21

Denotando t, = Y"1 b;, podemos escrever:

u_1+%+(%+i>—1+%+§:1+2%
SR TN A O ) DU SO RS
2 4 4 8§ 8 8 8 2 2 2 2
t16:1+1+(1+1)+(1+--~+1)+<i+---Jri):1+4-1
2 4 4 8 8 16 16 2
T seme
t32:1+1+(1_|_1>+<1_|_..._|_1)+(l+...+l>+(l+...+l>:1_|_5.1
2 4 4 8 8 16 16 32 32 2
4 t;;mos - 8 t;rrmos o 16 t;;mos ’
tzkzl—i—g

Observando que (o) ke € uma subsequéncia de (t,),cN € que

20



k
lim t)x = lim 1+ - = oo
k—oc0 k—oo
seque que (t,),eN € divergente. Pelo Critério da Comparagio, a sequéncia (syn),cN € divergente,
e como (Sn)neN admite uma subsequéncia divergente, (s,),eN diverge.

Note que a série Z% é tal que limn%m% = 0, mas ainda assim ela diverge. Isto ocorre

porque a condi¢do de o termo geral convergir para zero é apenas necessaria, mas ndo é
suficiente para garantir a convergéncia da série. Assim, registramos a seguinte importante:

Observacgao 29. A reciproca do Teorema [23|¢é falsa, isto é, o mero fato de a,, — O ndo garante
a convergéncia de ), a,. Como acabamos de ver, a prépria série harmonica satisfaz a condigio de
seu termo geral tender a zero e, ainda assim, é divergente. Tem-se, portanto:

n

an =05 Y an= () a converge
i=0 nelN

Um critério extremamente 1til para decidir a convergéncia e/ou divergéncia de uma série

Teorema 30 (Teste da Integral para Convergéncia). Sejam (a,),eN uma sequéncia de ter-
mos ndo negativos, Ng € N e f : [Ny, co[— R uma fungio continua, ndo-negativa e decrescente
tais que para todo n > Ny valem:

n> Ny = f(n) =ay

Se flf,z f(x)dx = limy_e0 f](zfo f(x)dx existe, entdo a série Y a, é convergente.

az

as N

as
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Demonstragido. Como f é descrescente, para n > N, tem-se:
n

mo=f) < [ flxda
e

e portanto:

Ny No-+1 n n
agF g a < [ @t [ @t [ fodr= [ f(x)dx
n— 0—

No—1 No+1

Uma vez que f é ndo-negativa, para todo n € IN vale:

[ fars [ pxax

e portanto, para qualquer n € IN, tem-se:
n
Sy =ag+ - +an,—1+an, + - +ay §a0+"'+‘1N01+/N f(x)dx <
0
<ottt [ S
0

Por ser limitada superiormente e crescente, em virtude do Teorema 20 da AGENDA 1, a
sequéncia (s, )N converge para um nimero menor que dg + - - - + an,—1 + f;]z f(x)dx. O

Definicao 31 (p—série). Dado p # 1, a p—série é a série associada i sequéncia ,
P J 1eN\ {0}

1 (” 1
L-(£3)
=L SN

Teorema 32. Se p > 1, entdo a p—série converge.

ou seja, a série:

\.

Demonstragio. Para verificarmos isto, vamos aplicar o Teste da Integral, Teorema Para
tanto, definimos:
f: [1,eo] - R

1

X — —
xP

que é uma funcdo decrescente e ndo-negativa tal que:



Temos:

/n 1 1 " 1 1

1 xp (1=p)-x=Ply Q—p)-nt? (1-p)

Como / ” idx = lim " lclx = L segue do Teste da Integral para Convergéncia
1 nP n—o J1 xP -1’

1 - 1
que ) _ ;5 converge para um numero menor que 1+ =T O

Exemplo 33. Decidir sobre a convergéncia ou divergéncia da série:

Lo (La
n4+1 \=i2+1 .

Solugido: Para todo n > 1, podemos considerar:

f: [Leo] - R
1
x2+1

. < < : _ 1
que é uma funcéo decrescente, ndo-negativa e tal que a, = .75 = f(n).

X

Como:

lim "_dx -
n—oo J1 x2+1 4

do Teste da Integral que a série converge para algum ntimero menor do que /4.

Teorema 34 (Teste da Integral para Divergéncia). Sejam (a,),cN uma sequéncia de termos
ndo negativos, Ng € N e f : [Ny, oo[— R uma fungio continua, ndo-negativa e decrescente tais

que para todo n > Ny valem:

n>Ny= f(n)=ay

Se | If;; f(x)dx = limy e |, ]30 f(x)dx diverge para oo, entio a série ) a, é divergente.

Demonstragio. Como limy e |, 1]\110 f(x)dx = co, dado qualquer M > 0, é possivel exibir ny(M) €

N tal que se n > ny(M), entéo:

n n
M< [ flx)dx< ) a
No i=No

A " ‘ o o
de modo que a sequéncia (Zi:NO a1> Lo Cresce arbitrariamente, ou seja, diverge para co. [

23



[ Teorema 35. Se p < 1, a p—série diverge.

Demonstragdo. Para verificarmos isto, vamos aplicar o Teste da Integral para a Divergéncia,
Teorema 34 Para tanto, definimos:

f: [1,e0o] - R
1
* xP

que é decrescente, ndo-negativa e tal que f(n) = nl—p Uma vez que para p > 1, temos:

/1 %dx divergente

segue do Teste da Integral para Divergéncia que ) nl—,, diverge. O
Exemplo 36. Decidir se a série a sequir converge ou diverge:

> 1

L n-In(n)

n=2

Solugdo: Definimos:

f: [2,00] — R

b
* x - In(x)
Para qualquer M > 2, temos:
M 1 p p 101 In(M) 1d In(M)
/ iy = In()du = Ldx IA o li=00| =) - In(a(2)

o 1 : 1
Dado que limpj_,e In(M) = co, tem-se [, mdx = limp1—e0 sz Yoy

n(x)

dx = oo, de

modo que pelo Teste da Integral para Divergéncia, a série é divergente.
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Teorema 37 (Critério da Comparagdo no Limite). Sejam (a,)neN € (bn)nen sequéncias
tais que existe No € IN tal que:

n > No = (a, > 0)&(b, > 0).

a
Se limy, 0o — = L, entdo:
by,

(a) Se 0 < L, entdo Y ay, e Y by sdo ambas convergentes ou ambas divergentes;
(b) Se L =0 e ) by for convergente, entdo Y a, é convergente;

(c) Se “L = oo” e Y b, diverge, entio y_ a, diverge.

Demonstragiio. Ad (a): Como lim, e 3* = L, dado & = L'> 0, existe n9(L/2) € N tal que:

L a, 3L
> 2 —_ — i
n_no(L/):>2<bn< >

Em particular, para todo n > max{ N, n9(L/2)} tem-se:

3L
ay < (?) - by

de modo que pelo Critério da Comparacao, item (1), se }_ b, converge, ) a, também converge.

Também temos, em particular, para n > max{Np, no(L/2)} que:

2
by < T “An
de modo que pelo Critério da Comparacao, item (2), a divergéncia de ) b, acarreta a diver-
géncia de ) ay.

Ad (b): Dado € > 0, existe ng(e) € N tal que se n > ny(e), entdo:

|an]

2|

Novamente, pelo Critério da Comparacao, item (1), se }_ b, for convergente, entdo ) a,
também sera convergente.

<e <= l|ap| <e-|by| <= a, <e-by

Ad (c): Se L = o0, entdo para qualquer namero positivo, M > 0, existe no(M) € N tal que:
n>n(M):>M<a—”<:>b<ia
= 1o = bn n = M n

Pelo Critério da Comparacdo, item (2), segue que se ) b, diverge, entdo ) a, diverge. 1
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1

Zn2+n

Exemplo 38. Decidir sobre a convergéncia ou divergéncia da série

11

Soluc¢do:Para n muito grande, temos:
n>+n  n?

Assim, vamos comparar a série acima com:
1
temos

Yoa
1
 n’+n’

que, por ser uma p—série com p = 2 > 1, é convergente. Fazendo a4, = nl—2 eb, =

(Vn € N)((a, > 0)&(b, > 0)), e também:
1 2 1
p= =T =y
n m n n
Temos:
1
lim =" = lim 14+~ =1>0
n—oo n n—oo n
L também converge.

1
Como ) -5 converge, segue que ) —r—

n—+3

Z:\/ﬁ-(2n4+n—5)

Exemplo 39. Decidir sobre a convergéncia ou divergéncia da série:

Solugdo: Para valores muito grandes de 7, temos:
n+3 N n 1
Vi-(2nt4+n—5) " n-(2-n%) 2.4

Vamos, portanto, comparar a série dada acima com:
1
bn —

7/
2-nz

que por ser produto de uma constante, %, por uma p—série com p =7/2 > 1, é convergente.

Temos:
26



+3
ay \/ﬁ'(zril/l4+7’l—5) n+3 VIR (Zn% ) 2n* + 6n3

by 1. _ﬁ-(2n4+n—5). n T2t 4n-5

2.n2

Como:

__an .. 2nt+end
Wy T 5

n+3
segue que ) i nas) converge.

Teorema 40 (Teste da Razdo (ou de d’Alembert)). Se Y a, é uma série de termos positivos
tal que:

a
lim L =L
n—oo  dy
entdo:
(a) Se L <1, entdo ) ay, é (absolutamente) convergente;

(b) Se L > 1, entdo ) ay, é divergente;

(c) Se L =1, nada se conclui.

Demonstragio. Ad (a): Dado € > 0, existe ny(¢) € N tal que:

Ap+1 Ap+1

n>np(e) =
An

<L+e=a,1<(L+¢)-ay

—L’<s <«—— [L—¢e<
an

Em particular, para e < 1—L, teremos L +¢ < L+ (1 — L) < 1 e existird ng(e) € IN tal
que:
Apg(e)+1 < (L + 8) "o (e)

Apo(e)+2 < (L + 8) “ng(e)+1 < (L + 8)2 "y (e)

Apg(e)+k < (L + e)k "y (e)
Note que



converge, por ser uma série geométrica de razdo L + ¢ < 1 (por escolha). Também, como para
todo k € IN podemos escrever:

ano(s) + ano(s)—H + ano(s)—l—Z +ot ano(s)—&-k <
n

Saye) I+ (L+e)+ (L+e)+-+ (L+e)) =a,- Y (L+e)

k=0
Desta forma,
np(e)+k no(e)+k np(e)+k ‘
ajp = a9+ -+ aye)-1 + Z n < g+ Apg(e) -1+ g (e) - (L+e)
i=0 n=n(e) i=0
Como

ng(e)+k ‘
(ao o ()1 o) - Z (L+ g)l> converge, pelo item (i) do Teorema
i=0 keN

segue do Teorema 17| (item (a) do Critério da Comparagio) que (}_\_a;), - convergente.

Ad (b): Supondo que L > 1, podemos escrever L = 1+ p, para algum p > 0, e dado
0 < e < L—1,existird ng(e) € IN tal que:

n>no(e) = aZH—L‘ aZH—(ler)) ce e (14p)—e< M o (14 p) 4oL
n n n
a
=p+L=(1+p)—(1-L)<(1+p)—e< " =a, (0+L) <41
an Hfl_/
>

Logo,

Ao (e)+1 > (,0 + L) "Dy (e)
Apg(e)+2 > (P + L) “Apg(e)+1 > (P + L)2 N O)
Apo(e)+3 > (P + L) Ay (e)+2 > (p + L)Z "o (e)+1 > (P + L)3 "o (e)

Apo(e)+k > (P + L)k "y (e)

Assim, para todo n > ng(e), tem-se:
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k
(.0 + L) "y (e) < Ao (e)+k
Como Y (p+ L)"- Aa, (o € UMa série geométrica de razdo maior que 1, pelo item (ii) do
Teorema ela diverge. Pelo Teorema da Comparacao (item (b) do Teorema segue que
Y_a, também diverge.

Ad (c): De fato, considere as séries ) a, = % (convergente, por ser uma p—série com
p=2)e)b,= Z% (divergente, por ser a série harmonica). Em ambos os casos tem-se:

1

(n+1)2

. a .
lim 2 — lim — =1
n—oo n—oo L
n
b 1
. . n+1
lim 2L — lim (1) _ 1

n—eco by n—oo 1
n
Assim, se L = 1, a série pode tanto convergir como divergir, e nada podemos concluir. [J

Exemplo 41. Estudar o comportamento de Y 3.

Solugdo: Temos, para todon € IN, a, = % — logo uma sequéncia de termos positivos. Ja

sabemos que lim,, ;0 ; = 0, entdo a série pode convergir ou divergir. Vamos usar o Teste da
Razao:

1
lim (1)t lim n—' = lim L = lim ——
n—oo L n—oo (n+1)!  noe(n+1)-ul noeon+1

n!

=0<1

Segue, do Teste da Razdo, que a série converge.

Exemplo 42. Estudar o comportamento de ) ,’f—,',

Solucdo: Temos, para todon € N, a, = g—,', — logo, uma sequéncia de termos positivos.
Vamos aplicar o Teste da Razao:

(n+1)!

an L (n+1)mtt uwl (1) (n+1)" n+1 <1+%>n
Como:
li An+1 _ 1 = 1 <1,
n—oo limy, e (1 4 l) e



o A . A . |
a série converge. Note que, como consequéncia da convergéncia de }_ 75, tem-se:

que é um resultado ndo tdo facil de se obter diretamente.

Exemplo 43. Estudar o comportamento da série ) (5!73:
Soluc¢do: Temos, para todon € N, a, = % —logo, uma sequéncia de termos positivos.

Vamos aplicar o Teste da Razao:

An41 ((ﬂ;Fl)!-(n+1) _2}’-2-(114—1)1”"“17_ non  2-(n+1)"  n!
n et T (D)4t 27t (n4+ 1) prl

1 n
_Z-M-(n-l—l)”*l wl _5 (n+1>”1_2 (1"'%)
+
Assim, como:

lim 2 — im 2.
n—oo Ay n—00 <1+%)

a série diverge.

Teorema 44 (Teste da Raiz (ou de Cauchy)). Seja (a,),cN uma sequéncia de termos nio-
negativos tal que:

lim {/a, = L.

n—oo

Entio:
(a) Se L <1, entdo a série ) a, é (absolutamente) convergente;
(b) Se L > 1, entdo a série Y ay, é divergente;

(c) Se L = 1, nada se conclui.

\.

Demonstragido. Ad (a): Se L < 1,dado 0 < € < 1— L, existird ng(e) tal que:
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n>no(e) = |Va,—L|<e < L—e< {Ya, <L+e= Yo, <L+e={<L+(1-L)=1

ou seja,
n>mnple) = Va, <¢, 0<f<1
e portanto:
n>ng(e) = a, <"
Assim,
L k
ap + - 1+ Z ano <a0+"'+ano(s)—1+zg
k= I’ZO ) =

Observando que (Y}, )n o € uma série geométrica de razdo menor do que 1, pelo item
(ii) do Teorema ela converge, e segue do Critério da Comparacao (item (a) do Teorema
A7), que ¥_a, também converge.

Ad (b): Se L > 1, dado 0 < ¢ < L — 1, podemos encontrar 1y (¢) € N tal que:

n>mny(e) = |Va,—L|<e < L—e< {/a,<L+e= (L—¢)" <ay
ComoL>1lee<L—1,temsel=L—¢e>L—(L—1)=1. Assim,

n>mnp(e) = (L—e)" <a, < " <ay

e portanto:

ap+---+a, 1+Zg <ag+- 1+ Z ay
k=0 k=np(e)

Como (Xj_o¢"),en € uma série geométrica de razao maior que 1, pelo item (ii) do Teo-
rema (12} ela diverge, e pelo Teorema (17| (item (b) do Critério da Comparacao), segue que ) a,
¢ uma série divergente.

3n—|—1)

Exemplo 45. Estudar o comportamento da série Z D

Soluc¢do: Temos aqui uma sequéncia de termos positivos, logo pedemos aplicar o Teste da
Raiz, calculando:
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., [(Bn+1)" . 3n+1
lim -~ = lim —
n—so0 (n—|—8)” n—oo 1+ 8

de modo que a série diverge.

Veremos, a seguir, que o Teste da Raiz é mais geral que o Teste da Razao, ou seja, que
aquele pode ser aplicado a um conjunto maior de séries:

Teorema 46. Seja (a,),en uma sequéncia tal que (Vn € WN)(a, > 0). Entdo, se
Intl _ L, teremos lim,,_c /a,, = L.

limy; 00
n

Demonstragio. Pelo Teorema da Conservacao do Sinal (Corolario 39 da AGENDA 1), como para

todo n € N tem-se ”Z—:l, se lim; oo ”Z;” = L, para algum L € R, entdo lim;, ””:1 =L>0.

a

Suponhamos, primeiramente, que L > 0. Pela continuidade da fungdo logaritmica, tem-se:

lim 2% = [ = lim log <a”+1) = lim [log(a,+1) — log(a,)] = logL

n—oo (I n—oo ay n—oo

Assim, dado ¢ > 0, existird np(e) € N tal que:

n 2 no(e) = |[log(ant1) —log(an)] —log(L)| <&

<= log(L) — ¢ < log(a,+1) —log(a,) < log(L) +¢
Assim, para qualquer k € IN, valem:

(log(L) — & < 10g(ayy(¢)+1) — 10g(ayy(e)) < log(L) +¢
log(L) — & < log(ay(¢)42) — 10g(ay,(e)+1) < log(L) +e
log(L) — & < 1og(ay(¢)+3) — log(ay,(¢)+2) < log(L) +e

(og(L) — & <1og(au(c) 1x) — 108 (A, (e) k1) <log(L) +e
Somando cada membro de cada desigualdade acima, obtemos:

k- (log(L) —¢) < [log(ay,(e)+1) —108(any(e))] 4 [108(ay(e)+2) = 10g (a1 (c)11)]+
+ [10g(ﬂn0(£)+3)— log(ano(s)+2)] +o+ [ -
— log(ay,(e) 11-2)] + [108(an(e) +£) )] <
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Observando que os termos de “mesma cor” se cancelam no termo do meio das inequagdes
acima, obtemos:

k- (log(L) —¢€) <log(an,(e)+r) —10g(ayy(e)) < k- (log(L) +¢)

0 que nos permite escrever, para qualquer k € IN:

1
log(L) — & < ¢ - [10g(ay(e) 1) —108(any(e))] < log(L) +e

1 1
log(L) — & < 1 108 (a0 £) — 3 108(an, ()] < log(L) +¢

Portanto:

k—oo k—o0 k—00

: . 1 1 )
lim (log(L) —¢) < lim <E ~10g (@, (e)+k) — T log(ano(s))]) < lim (log(L) +¢)

ou seja,

log(L) —e < liminf1 -1og(a(e)+x) < limsup lim 1 -log(a,(e)+k) < log(L) + ¢

Uma vez que ¢ é arbitrério, tem-se:

e : 1
lim inf T log(a,,(e)+x) = limsup P 10g (@ (¢)4k)

k—)OO k~>00

e portanto:

|
lim — - log(a,(¢) ) = log(L)

k—o00

Mas:

. .1
Jim @) 1k 10g (g (e) k) = lim - 10g(a,,(e) + k) = log(L)

de modo que da continuidade da funcdo exponencial de base 10, segue que:

lim Va, =L

n—o00
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Assim, sempre que pudermos assegurar a convergéncia ou a divergéncia de uma série
pelo Teste da Razdo, também podemos fazé-lo usando o Teste da Raiz.

Apresentamos, a seguir, um exemplo de série para a qual ndo podemos aplicar o Teste da
Razio, mas no qual podemos usar o Teste da Raiz.

Exemplo 47. Considere (a,),ecN, onde a, = ﬁ, que é uma sequéncia de termos positivos. Pelo
Teste da Razdo, temos:
1 n
Ap+1 _ ont1+(-1)n+1 _ 27’l+(—1) _ zn—i—(—l)”—(n—l—l)—i—(—l)” _ 2_1+2(_1)n
a 2H+(171)” onH14(=1)nt1

cujo limite conforme n — oo nio existdﬂ Aplicando o Teste da Raiz, obtemos:

lim )~ = lim —— =11
n1—r>rolo onH(=1)" n1—r>ro}o 2% 2

0 que garante que a série converge.

O exemplo acima nos permite enunciar o seguinte:

Corolario 48. Seja (a,),eN uma sequéncia de termos positivos. A existéncia de limy oo {/an

ndo assegura a existéncia de limy, oo “’;: 1,

4 Critérios de Convergéncia para Séries de Termos Quaisquer

Os testes desenvolvidos na secdo anterior dizem respeito apenas a séries cujos termos sao
todos ndo-negativos. Ainda precisamos considerar o caso geral, isto é, devemos estudar séries
de termos que podem ser tanto positivos quanto negativos. Um exemplo importante é a série
alternada, dada na seguinte:

Definicdo 49 (série alternada). Uma série Y a, tal que a sequéncia (a,),eN tem termos
alternadamente positivos e negativos é dita uma série alternada.

A . — —_1\" p3 .
!Basta observar que a subsequéncia de (2-1+2(-=1"), .y de indices pares converge para %, enquanto que a
subsequéncia de indices impares converge para %.
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Para demonstrar a convergéncia de séries cujo termo geral pode assumir qualquer sinal,
nem sempre poderemos usar o argumento de que a “sequéncia das somas parciais é cres-
cente e limitado superiormente”. Assim, nesta secdo usaremos frequentemente a seguinte
caracterizagdo de convergéncia, dada pelo Teorema 48 da AGENDA 1:

(Sn)nen converge <= (sy)neN € uma sequéncia de Cauchy

Uma vez que ja fizemos o estudo de séries de termos ndo-negativos, convém introduzir-
mos a seguinte:

Definicao 50 (série absolutamente convergente). Uma série ) a, é absolutamente con-
vergente se, e somente se, Y |a,| é convergente.

Assim, dada uma série qualquer ) a,, ndo importando o sinal dos termos da sequéncia
(an)neN, temos ferramentas para, pelo menos, decidir se a série é absolutamente convergente.

Como uma aplicacdo da caracterizacdo de sequéncias convergentes de niimeros reais como
sendo exatamente as sequéncias de Cauchy, apresentamos o seguinte:

[ Teorema 51. Se ) a, é absolutamente convergente, entido Y a, é convergente.

Demonstragao. Uma vez que ) |a,| converge, (su)neN = (Xi_g|4i]),cpn € uma sequéncia de
Cauchy, de modo que dado ¢ > 0, existe ny(e) € N tal que para todo p € IN e todo m > ng(e)
tem-se:

m—+p

Y fail =
i=m

m—+p

Y |ail
i=m

Uma vez que:

m+p m+p

Yo oai| <Y a| <e
i=m i=m

obtemos que (Yi_(4;), o € uma sequéncia de Cauchy. Desta forma, }_a, é convergente.

[
n(n)

Exemplo 52. A série ) - 3 Converge ou diverge? Justifique.

Soluc¢do: Observamos que, para todo n > 1 tem-se:

n3

sin(nn)‘ <1
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e como i, or ser uma p—série com p = 3, converge, segue do Critério da Comparacio
713

(item (a) do Teorema que ),

lutamente convergente, é convergente.

sin(n7r)

sin(n7r)
n3 n3

é convergente. Assim, a série ) , por ser abso-

Para garantir a convergéncia absoluta de séries, dispomos de todas as ferramentas apre-
sentadas na secdo anterior. A fim de destacar duas, apresentamos o seguinte:

Teorema 53. Seja ) a, uma série de termos de quaisquer sinais. Entdo:

(a) Se lim;,;—0o ’a|”+|1| =L <1,Y |ay| converge, ou seja, Y a, é absolutamente convergente;
n

(b) Se lim;—seo ’T;—Jr‘” =L >1,asérie |ay| diverge;
n

(c) Selimy_,oo {/|an| = L < 1, entdo Y |a,| converge, ou seja, ¥ a, é absolutamente conver-
gente;

(d) Selimy_yoo {/|an| =L > 1, asérie Y |ay,| diverge;

A demonstracdo do teorema acima é exatamente a mesma dos testes da razdo (itens (a) e
(b)) e da raiz ((c) e (d)) para séries de termos ndo-negativos.

Nem toda série convergente é absolutamente convergente, como veremos posteriormente.
Vamos apresentar alguns resultados que nos permitem determinar o comportamento de uma
série de termos quaisquer.

Teorema 54 (Teste de Leibniz). Seja (a,),en uma sequéncia tal que (Vn € IN)(a,, > 0). Se:
(a) (an)nen for decrescente, ou seja, ag > a1 > ay >+ > ay >+ - -;
(b) limy, yo0ay, =0

entdo a série y_(—1)" - a, é convergente.

\

Demonstragdo. Vamos construir a sequéncia das somas parciais:
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s1=ap+ (=1)-a; =ayp—aq

52:a0+( 1) a1+( ) sy = ag—ay +ap
SgISz—l—( 1)3 az =dgp— a1+ ax — as

ss =53+ (—1)*-a3 =ag—ay +ay —az +ay

Afirmamos que:
(@) s9 =5y >54 >+ >5p > -
(b) s1 <s3<s5< -+ <sppyg <o
(c) Se k é impar e / é par, entdo s < sy.

Justificativa:

Aoj 11 <Ak 42
N\

Ad (a): temos, de fato, para todo k € IN, o2 = Sk — ok 1 + Aok 2 = Sox + (Aogsn — Appr1) <
52k

A2k 4+3<A2k+1
N\

Ad (b): temos, de fato, para todo k € IN, spx3 = spry1 + Zaszrz — a2k+35 > Soka1s

Ad (c): Notemos, primeiro, que syx = Sp_1 + g > Spr—1. Dados, agora, k impar e ¢ par,
existe n € IN tal que k < 2n e £ < 2n. Por (a) e por (b), sy < sp,—1 < Spn < 5y

As sequeéncias (Syx)keN € (S2k+1)keN S0, portanto, ambas monoétonas, sendo (Sy)ren cres-
cente e (Syx11)keN decrescente.

Observe que (Sy)ken € crescente e limitada superiormente por sp, € que (Spki1)keN €
decrescente e limitada inferiormente por s;. Desta forma, ambas convergem. Sejam:

a = lim sy, e B = lim sp,41
n—oo n—oo
Vamos agora mostrar que & = f.

Temos:

Son+1 — S2n = A2p+1

Como limy_, ax = 0, passando ao limite a igualdade acima, obtemos:
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lim (s —Syy) = lima =0
e portantoa —f =0,ea = B.

Demonstraremos que lim s, existe dividindo a situagdo em dois casos: n par e n impar.

Se n = 2k, entdo:

lim s, = lim 2y, =«
n—o0 k—o0

Se n = 2k + 1, entéo:
lim Sp — lim Sok+1 = lim So — Aoky1 = & — 0=ua.
n—00 k—o00 k—o0

Desta forma, (s, ),en converge.

Exemplo 55. A série ) (—71)” converge ou diverge? Justifique.
1

Solugdo: observamos que a sequéncia associada a esta série é ((—1)” : %) Como < n) N
ne
¢ uma sequéncia de termos positivos e decrescente, pelo Teste de Leibniz, ela converge.

O exemplo acima nos permite destacar a seguinte:

Observacgdo 56. A reciproca do Teorema 50| ¢ falsa, ou seja, o fato de uma série convergir nao
implica na sua convergéncia absoluta. De fato, embora y_(—1)" - % convirja, pelo Teste de Leib-
niz, ) %, por ser a série harmonica, diverge. A séries convergentes que ndo sio absolutamente
convergentes denominamos séries condicionalmente convergentes.

Teorema 57 (Teorema da Estimativa). Seja Y (—1)" - a,, uma série tal que (a,),eN € uma
sequéncia decrescente de termos positivos. Entdo:

15— su| < ay41

\.

Demonstragio. Seja § = limy,_, 5,. Pela demonstracdo do Teste de Leibniz, concluimos que
para todo k € IN, tem-se:
Sop—1 < 5 < Spx
Consideraremos os casos em que n é impar (n = 2k — 1) e em que n é par ( n = 2k ).

- _ 2k _
§—spr_1 < spk —Spk—1 = (—1)™ - ag = ay

- _ 2k+1 _
Sok—1 — 5 < o — So1 = —(—1)% T - ageyy = age
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Assim, em qualquer caso, tem-se:

|§ - Sn‘ <y
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