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Introducao

A populagdo do México no inicio da década de 1980 é dada na tabela abaixo:

Ano 1980 | 1981 | 1982 | 1983 | 1984 | 1985 | 1986
Populagao (mi) 67.38 | 69.13 | 70.93 | 72.77 | 74.66 | 76.60 | 78.59
Variagdo na populagdo (mi): 1.75 | 1.80 | 1.84 | 1.89 | 1.94 | 1.99

Para ver como a populagdo estd crescendo, olhamos para o aumento da populacdo na
terceira linha da tabela. Se a populacédo tivesse aumentado linearmente (i.e., em progressao
aritmética), todos os ntimeros da terceira linha seriam os mesmos.

Suponha que dividimos a populagdo de cada ano pela do ano anterior. Por exemplo,

Populagdo em 1981  69.13mi

= ~ 1.026
Populagdo em 1980  67.39mi

Populagdo em 1982  70.93mi

= ~ 1.026
Populagdo em 1981  69.13mi

Populagdo em 1983  72.77mi
Populagdo em 1982  70.93mi

Populagdo em 1984  74.66mi
Populagdo em 1983  72.77mi

~ 1.026

~ 1.026
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Populagdo em 1985  74.66mi
Populagdo em 1984  72.77mi

O fato de que os célculos acima ddo sempre, aproximadamente, 1.026, mostra que o cres-
cimento da populacdo do México cresceu 2.6% ao ano entre 1980 e 1985. Sempre que temos
um fator de crescimento constante (neste caso, 1.026), temos um crescimento exponencial. A
populagdo ap6s t anos desde 1980 é dada pela fungao exponencial:

~ 1.026

P(t) = 67.38 - (1.026)"

Se supusermos que a férmula é valida por 50 anos, o grafico da populacao terd a forma
dada abaixo:

200 T T T T T T

100 a

0 | | | | | |
—10 0 10 20 30 40 50

Como a populagdo estd crescendo cada vez mais rapido, o grafico fica cada vez mais
ingreme; dizemos que este grafico é convexo; mesmo fungdes exponenciais que crescem vaga-
rosamente no inicio, como esta, acabam finalmente crescendo muito rapidamente.

Para reconhecer que uma tabela de valores de P de t vem de uma fungdo exponencial
P = Py-a', procure as razdes de valores de P que sdo constantes para valores de t
espacados igualmente.

Analisemos agora um outro fendmeno que, observado ao longo de 220 dias, também apre-
senta um comportamento exponencial, qual seja, a disseminagdo da covid-19 (a velocidade
de propagacdo da doenca depende da quantidade de infectados em certo momento). Veja,
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abaixo, como foi o crescimento do nimero de infectados pela covid entre 2 de janeiro e 9 de
agosto de 2020:

Casos confirmados de coronavirus no mundo estao
proximos de 20 milhdes, e subindo rapidamente

20 mi
Casos
15 mi
Mas s6 24 dias parairem
de 10 a 15 milhdes
10 mi
Foram 38 dias para casos
pularem de 5 para
. 10 milhdes
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Fonte: Johns Hopkins University, agéncias nacionais de salde, dados até 9 de agosto  [F[EA[E

O gréfico acima assemelha-se muito a uma curva exponencial, das vistas no Ensino Médio,
nao é verdade?

Vamos analisar, agora, uma quantidade que decresce ao longo do tempo ao invés de
crescer. Quando se administra uma medicacdo em um paciente, o remédio entra no fluxo
sanguineo. Quando ele passa pelo figado e pelos rins, é metabolizado e eliminado a uma taxa
que depende da droga em questdo. Para o antibiético ampicilina, aproximadamente 40% da
droga sdo eliminados por hora. Uma dose tipica de ampicilina é de 250mg. Suponha que
Q = f(t), onde Q é a quantidade de ampicilina, em mg, no fluxo sanguineo ¢ horas depois do
remédio ter sido dado. Em t = 0, temos Q = 250. Como, em cada hora, a quantidade restante
é de 60% da quantidade anterior, temos:

£(0) = 250
£(1) =250 (0.6)
f(2) = (250 (0.6)) - (0.6) = 250 - (0.6)?,

e depois de t horas,

Q= f(t) =250-(0.6)"
Essa é uma funcdo de decaimento exponencial. A tabela a seguir mostra alguns dos valores
deste decaimento:

thy | 0 | 1 [2[3] 4] 5
Q (mg) | 250 | 150 | 90 | 54 | 324 | 19.4




Esbocamos o grafico abaixo, onde no eixo horizontal as unidades representam as horas
decorridas desde a administragdo do medicamento e as unidades no eixo vertical represen-
tam os mg da droga presentes na corrente sanguinea do paciente:
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Definicdo 1 (fun¢ao exponencial). Dizemos que P é uma funcdo exponencial de t com base
b, se:

P: R - R
t — Py bt
onde Py é a quantidade inicial (quando t = 0) e b é o fator sequndo o qual P muda quando t

aumenta de uma unidade. Se b > 1, temos crescimento exponencial, enquanto quese 0 < b < 1,
temos decaimento exponencial.

Observacao 2. A razdo de excluirmos b < 0 é que, por exemplo, ndo poderiamos definir b2 se b < 0.
Além disso, ndo temos, em geral, b = 1, jd que P = Py - 1t é uma fungdo constante, nesse caso. O
valor de b estd intimamente ligado a taxa de crescimento (ou decaimento) percentual. Por exemplo,
se b = 1.03, P estd crescendo a uma taxa de 3% por unidade de tempo; se b = 0.94, entdo P estdi
decrescendo a uma taxa de 6% por unidade de tempo.

As fungdes exponenciais sdo as tnicas fungdes capazes de descrever matematicamente a
evolucdo de grandezas cuja taxa de crescimento (ou decaimento) é proporcional a quantidade
daquela grandeza existente num dado momento. Dentre outros exemplos de fendmenos que
podem ser modelados langando méo das fun¢des exponenciais, podemos citar o decaimento
radioativo de certo elemento quimico, o crescimento de uma colonia de bactérias ou mesmo
a evolugdo de um capital investido a juros em uma carteira de investimentos.

1 Propriedades das Poténcias: o que devemos entender por
3v2?

Nesta secdo apresentaremos formalmente a definicdo de poténcia, partindo de poténcias com
expoente natural e terminando com poténcias de expoente irracional.
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1.1 Poténcias com Expoente Natural

Dado um ntimero real b > 0, sabemos certamente o que devemos entender por b", quando
n é um namero natural. Definimos, recursivamente, b° = 1 e, para qualquer niimero natural
n>2b"=0b-p"1

Teorema 3. Sejam a,b € R e m,n € IN. Valem as seguintes propriedades:

(P1) b™ - b = b,
m

b_ﬂ:

m—n.
b

(P2) Seb#0em >n,
(P3) (a-b)" =a"-b";

axn a"
(P4) Seb # 0, (5) .

Demonstragio. Ad (P1): Seja m € IN fixado. Demonstraremos a propriedade pelo Principio da
Inducao Finita.

Primeiramente mostramos que quando n = 1 a propriedade é vélida (“o primeiro dominé
cai”). De fato,

def
/I\
b bt =" b = b
Em seguida, supomos que vale:

HIL " .p" = bm+n’

(ou seja, supomos que o n—ésimo dominé cai) e provamos, com fulcro nesta hipétese, que
vale:

1 1
pm. bn+ — bm+n+ ,

(ou seja, que se 0 n—ésimo domind cai, entdo o (n + 1)—ésimo dominé também cai). De fato,
supondo que b™ - b" = b, temos:



def. associatividade H.I def.

p. bn—l—l 1 . (bn . bl) i (bm . bn) b i pmtn g i bm—l—n—l—l,

ou seja, a propriedade é valida para n 4+ 1 sempre que for valida para n. Fica estabelecida a
propriedade P1.

Ad (P2): Novamente, consideraremos m € IN fixado. A propriedade é valida para n =1,
uma vez que:
pm b . bm—l
[ A
Supondo que vale 0" /b" = b™" ", n < m, mostraremos que a propriedade é vélida para
n+1 < m. Com efeito:

bmfl

def H.L

pm T pm pm 1 i pm—n _ % pm—n-1 _ bm—n—l _ bm—(n—i-l)

bl bbb b b P
Ad (P3): Novamente, a demonstragdo sera feita por indugdo. A propriedade é vélida para
n =1, pois:

(a-b)!'=(a-b)-1=al-p

Supondo que vale H.I. : (a-b)" =a" - 1", segue que:

H.L
!

(a-b)"-(a-b) =a"-b"-(a-b)y=a"-(b"-a)-b=a"-(a-b")-b

= (a"-a)-(b"-b) ="t .p"*1
e a propriedade é vélida para n + 1. Assim, fica estabelecida a propriedade P3.

Ad (P4):

Ad (P5): Consideraremos m fixado e faremos a prova por indugdo em n.

def.
Para n = 1, temos (b™)! = b" = b™1,

Suponhamos que valha H.I. (b™)" = b™". Entao:



def. H.L P1

(bm)n—l—l _ (bm)n P = L — e  pmentm bm.(n—l—l)

7

ou seja, a propriedade vale para n + 1. Fica, assim, estabelecida a propriedade P5.
O

Na definicdo de b", o nimero b pode ser qualquer niimero real, positivo, negativo ou mesmo
nulo. Vejamos o que ocorre em cada caso:

Caso em que b = 0: neste caso, definimos 0 := 1 e 0" = 0 para todo n € IN.

Caso em que b > 0 neste caso, b" > 0, isto é, toda poténcia de base real positiva e expoente
natural é um namero real positivo.

Caso em que b < 0: neste caso, b" > 0 sen é par, e b" < 0 se n é impar.

No caso em que o expoente é um ntimero inteiro negativo, definimos:

1

b’

isto é, a poténcia de base real, ndo nula, e expoente inteiro negativo é definida como o inverso
da correspondente poténcia de inteiro positivo. Com esta defini¢do, a propriedade P4 passa a
ter significado mesmo quando m < n, ou seja, se b # 0 e m < n, temos:

b =

b _ 1
g =b"" = pn—m

Naturalmente que 07" é um simbolo desprovido de significado — “Obladi Oblada”.

1.2 Poténcias de Expoente Inteiro e Negativo

Com as defini¢des de poténcia de expoente natural e poténcia de expoente inteiro negativo,
podemos estabelecer a seguinte:

Definicao 4. Sejam b € R, n € Z. Entdo:
1, se n=20
b — b"1.b se n>0

bé”' sen<0eb#0

Estas poténcias tém as propriedades dadas na seguinte:
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Proposicao 5. Sejam a,b € Rem,n € Z, m,n < 0. Valem as seguintes propriedades:

(Z1) b™ - " = b,

m

(Z2) Seb#OemZn,Z—n:

bm—i’l;

(Z3) (a-b)" = a" - b";

(Z4) Seb #0, (%)” _ 7

\.

Demonstragio. Nas demonstra¢des abaixo sdo utilizadas as propriedades que demonstramos
para poténcias com expoente natural.

Ad (Z1): Tem-se:

(P1)
g L1 1 T,
b b bt pmen p(mim)
Ad (Z2): Tem-se:
ﬁ — b}m — 1 . b" — b" — pn—(=m) _ pm—n
bt L b1 b
Ad (Z3): Tem-se:
(P3) def.
1 T 1 01 T
(a'b)n = (11 b)—n - a—"n.pn - a—n —n a" - b"
Ad (Z4):
(P4)
g b oyt -(3)"
bt L e \a - (g)”_ b
a
Ad (Z5):



1.3 Raiz n—ésima Aritmética

Nosso primeiro objetivo nesta secdo é convencer o leitor de que, dado qualquer namero
natural n > 2, todo namero real positivo, 2 > 0, admite uma tnica raiz n—ésima positiva.

Para ilustrar este fato, demonstraremos, em seguida, que 2 admite uma tnica raiz qua-
drada positiva.

Afirmagdo: existe um tinico a > 0 tal que a® = 2.
Seja Ap o maior natural tal que:

A(z) < 2 (neste caso, Ap=1)
dat:

(Ag+1)>>2 (pois Ag+1=2,22>2)
Fagamos, agora, ag = Ap e by = Ag + 1. Seja A1 € {0,1,---,9} o maior digito tal que:

A 2
<A0 + —1) < 2 (neste caso, A; = 4,(1.4)> <2 < (1.5)%).

10
Facamos:
. Al . Al +1
al—Ao—l-Eebl—A()—F 10
Assim,
i <2<b?
Observe que a; = 1.4 e que b; = 1.5.
Seja A, o maior digito tal que:
A, A\ _ 2 2
Ap + 0 + 102 <2 (nestecaso, Ap =1,(1.41)° <2 < (1.42)7).

Facamos:



_ A A
aZ—AO‘f—E—f-l—Oz

Observe que a; = 1.41 e by = 1.42.

o A Ary+1
e bz—A()+ 10 + 102

Assim,

a3 <2 < bl

Prosseguindo com este raciocinio, obteremos uma sequéncia de intervalos:

[(Z(), bO]/ [all bl]/ oty [an/ bn]
satisfazendo as condicdes da Propriedade dos Intervalos Encaixados, uma vez que:
1
107
Deste modo, existe um tinico namero real a tal que, para todo n € IN, vale:

bn_an

An S x S bn/
e portanto:
a < a? < b2

Mas a2 é o tnico ndmero real tendo esta propriedade, por [a%, b(z)], [a%, b%],- -, (a2, b2], -
também satisfaz as condi¢des daquela propriedade. Como para todo n € IN tem-se:

at <2< b3,

segue-se que o> = 2. Fica, assim, provado, que existe um ndmero real « > 0 tal que a? = 2.
Vejamos, agora, a unicidade. Suponhamos que > 0 também satisfaca f> = 2. Entéo:

(zx2:2)&(52:2):>0c2:[32:>0c:ﬁ

Teorema 6. Sejam b > 0 um niimero real e n € IN com n > 2. Entdo existe um iinico niimero
real positivo, w, tal que o = a. Denotamos « por {/a.

Demonstragio. Seja Ap o maior natural tal que:

Ap <b
dai:

(Ag+1)" >0
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Fagamos, agora, ag = Ag e bp = Ap+ 1. Seja A1 € {0,1,---,9} o maior digito tal que:

n
(Awﬂ) <b

10
Facamos:
. Aq . Al +1
al—A0+Eeb1—A0+ 10
Assim,
ai <b<bf

Seja A o maior digito tal que:

n
(Ao+ﬂ+A2) <b

10 ' 102
Facamos:
Aq As Aq Ay +1
fa=fot gy T ¢ 2T At g T e
Assim,
ay <b<by.

Prosseguindo com este raciocinio, obteremos uma sequéncia de intervalos:

[El(), bO]/ [all bl]/ ttty [akl bk]
satisfazendo as condi¢des da Propriedade dos Intervalos Encaixados, uma vez que:
1
10%
Deste modo, existe um tinico namero real « tal que, para todo k € IN, vale:

by —ax =

ap < a < by,

e portanto:

ap <a" < b

Mas a" é o tinico ntimero real tendo esta propriedade, por [afj, by, [a},b]],-- -, [a}, b}], - -

também satisfaz as condi¢des daquela propriedade. Como para todo n € IN tem-se:

ap <b < b,
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segue-se que a" = b. Fica, assim, provado, que existe um ntimero real « > 0 tal que a” = b.
Vejamos, agora, a unicidade. Suponhamos que g > 0 também satisfaca " = b. Entdo:

(" =0)&(p"'=b)=a"=p"=a=p

Calcados no teorema acima, temos a seguinte:

Defini¢ao 7. Dados a € R,a > 0 e n € IN, é possivel demonstrar que existe sempre um
niimero real positivo ou nulo, b, tal que b"* = a.

Ao niimero b chamamos de raiz n—ésima de a, e indicaremos pelo simbolo a, em que a é
chamado “radicando” e n é chamado de “indice” .

Segue imediatamente da defini¢do que, para todo a > 0, tem-se:

(Va)" = a. (1)

Observemos que, em virtude disto, temos:

V36 =6
e ndo /36 = +6, por exemplo.

Finalmente, observe que no caso de um quadrado perfeito, temos:

V2 = |b|.

Proposicao 8. Sejam a,b € Ry,m € Z,n,p € N. Temos:

(R1) Vb = "Ypmp
(R2) Va-b=/a- Vb

(R3) Seb7éo,</g:

(R4 (Vb)"™ = b,
R5) /b= "V

§|

§|
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Demonstragdo. Ad (R1): Fazemos x = V'b™, e segue que:
2 = (Yamyr = [(Vom)P = " = x = Y

Ad (R2): Neste caso, fazemos x = /a Vb, e temos:

x”:({'/E-%)n=({‘/ﬁ)”-(%)”=a-b:x=m.

Ad (R4): Considerando 7 fixo e m > 0, provaremos o resultado por indugao sobre m.
A propriedade é verdadeira para m = 0, pois:

(V6)" =1= 1=V
Suponhamos que valha H.I. : (%) - /b, Temos:

def. H.I (R2)
m—+1 T

()" 2 (48)" () = 95 2

Se m < 0, fazemos —m = g > 0, de modo que vale:

n bm
Ad (R3): Neste caso, fazemos:
X = \/E.
Vb
Temos:
(Z4) (R
/I\

de modo que:

ou seja,
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S

n

a
b
Ad (R5): Fazemos x = {/ /b, de modo que:

I —E

Assim,

1.4 Poténcia com Expoente Racional

Defini¢dao 9. Sejamb € R,b > 0e g €QcompeZeqge N. Tem-se:

r
q

bi = \/bp

No caso em que b = 0 e p/q > 0, convencionamos que:

==

07 =0.

Para poténcias de expoentes racionais, temos as seguintes propriedades:
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Proposigdo 10. Sejam b € R,b > 0, % I € Q. Tem-se:

s

Q1) b7 - bt = bt
P

ba
(Q2) —+=1b
Q 7

p p P

(Q3) (a-b)1 =ai-bi
a\ g at
Q9 ()" =
-
(Q5) (b7)F = b1+

Demonstracdo. Ad (Q1):

(R1) R2) (P1) def.
1 1 1 g T
bi bt = Vpp N = Saps. Ward = Wpps prd = Wppsira — bpqt T pits
Ad (Q2):
(R1) (R3) (Z2) def
p
X /P T S/ pp-s T 5q bP T 5q — T ps—rq P r
b—g: Sbr — q-sbr.q — W: \/bPS rq:b q :b‘?
Ad (Q3):
def. (P3) R2) def.
» T T T (T
(a-b)1 = {/(a-b)P = VaP bV = Vab - /P = ad - ba
Ad (Q4):
(R1) (Z4)
at Y T T () = ()
b§ 9w Vb b) — \b
Ad (Q5):
def. def. (R4) (R5)
) T T



1.5 Poténcias com Expoentes Irracionais

Vamos, agora, definir o que podemos entender por uma poténcia com expoente irracional.

Dados um ntimero real b > 0 e um ntmero irracional &, podemos construir, com base nas
poténcias de expoentes racionais, um tinico nimero real positivo b* que é a poténcia de base
b e expoente irracional «.

Seja, por exemplo, a poténcia 3V2 Sabendo quais sdo os valores aproximados por falta e
por excesso de /2, obtemos em correspondéncia os valores aproximados por falta ou excesso
de 3V2 (poténcias de base 3 e expoentes racionais, conforme ja definidas).

Ay Aj By B,
1 2 31 32
14 1.5 314 315

141 142 3141 3l4
1.414 1.415 31.414 31.415
14142 1.4143 31.4142 31.4143
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Defini¢do 11. Sejam b € R e « € R\ Q. Consideremos os conjuntos:

Ai={reQ|r<a} e Ap={s€Q|s>ua}
Observe que:
* todo niimero de Ay é menor do que todo niimero de Aj;

* Dado qualquer e > 0, existem niimeros racionais r,s tais quer < a« < se|s—r| <.

Em correspondéncia com os conjuntos A1 e Ay, temos os conjuntos:

Bi={btVeQ|r<a} e Bb={b’<Q|s>ua}
Se b > 1, demonstra-se que:
e todo niimero de By é menor do que todo niimero de By;

* Dado qualquer ¢ > 0, existem niimeros r € Ay e s € Ay tais que |b° — b"| < .

Nessas condigoes, dizemos que b" e b°® sdo aproximagoes por falta e por excesso, respectiva-
mente, de b*, e que os conjuntos By e By sdo as classes que definem b*.

Provaremos posteriormente neste curso que, para quaisquer a, b 6]0, 1 [U] 1,00 [, as seguintes
propriedades sdo vélidas:

(i) (Vx € R)(Yy € R)(b* - ¥ = b*1Y);

by
(iii) (Vx € R)(Vy € R)(a*-b* = (a-b)¥);

(i) (¥x € R)(Vy € R) (b_ _ bx—y);
(iv) (Vx € R)(¥y € R) (Z—x - (%))

(v) (Vx € R)(vVy € R) ((b%)" = b*Y);

2 Comportamento das Fun¢des Exponenciais quanto a Ordem

A mais simples de todas as fun¢des exponenciais pode ser expressa como segue:

gbI]R—)IRi
x — b
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onde b €]0,1[U]1, 00, por motivos ja expostos. Vamos denominar fun¢des desta forma por
“fungdes exponenciais elementares”.

Nesta se¢do estudaremos o comportamento das fun¢des exponenciais elementares no que
diz respeito a preservacdo ou inversdo da ordem.

Lema 12. Sejama € R,b > 1en € Z\ {0}. Tem-se:

" >1 < n>0

Demonstragio. Primeiramente provaremos o resultado para n € IN. Para provar que:

(Vn € N)(b" > 1)

usaremos o Principio da Indugdo Finita. Vamos recorda-lo:

(1) Primeiro, devemos provar que a afirmacdo b" > 1 é verdadeira para n = 1 (“o primeiro
dominé cai!”);

Mas isto segue facilmente de uma das hipéteses, afinal b > 1. Assim,
b'=b>1.
(2) Em seguida, supomos que o resultado seja vélido para certo n € IN, ou seja, que valha:
b" > 1

Com fulcro nesta hip6tese, concluiremos que b"™! > 1 (“sempre que um dominé n cair,
ele derrubard o dominé seguinte, n 4 1”).

De fato, multiplicando os dois membros da desigualdade:
b" > 1
por b, sendo b > 0, obtemos:

Pl =p.p" > b

e como b > 1, temos:

Pt > b > 11

Segue do Principio de Indugao Finita que:
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(Vn € N)(0" > 1).

Mostremos, agora, que se n < 0, entdo b" < 1, ou seja, que:

n<0=0b">1

Como n < 0, —n > 0, de modo que —n € IN. Pelo que provamos para niimeros naturais,
segue que:

b~ > 1.

Multiplicando os dois membros da desigualdade acima por b", obtemos:

1=b7"1" > b"

Desta forma, para n € Z \ {0}, tem-se b" > 1 se, e somente se n > 0. O

Lema 13. Sejam b € R,b > 1er € Q. Tem-se:

b >1 << r>0

Demonstragio. Primeiramente provaremos que r > 0 = b" > 1.
Dado r € Q, existem p,q € Z, q # 0, tais que r = g. Assim,
b= b,
Pelo Lema seb = <b$>q >1leg >0, entdo bi > 1. Ainda pelo mesmo lema, se bi >1

1\ P
e p > 0, entdo (b‘?) > 1, ou seja,

==

=b" >1,

1\P
(b7)" =0
e a primeira implicacdo fica provada.

Mostremos, agora, que b” > 1 = r > 0. Nossa hipétese, agora, é que b" > 1.

Seja r = %, comp € Z,q € Z\ {0}. Faremos esta prova dividindo-a em dois casos, quais
sejam, o caso em que g > 0 e o caso em que g < 0.

Temos:



Supondo g > 0 e considerando que na primeira parte desta demonstracdo provamos que

1
b7 > 1, temos pelo Lema
1 1\P
b1 >1e (bQ> b" > 11Lemal53)p > 0
Assim, > 0e p > 0 implicar = £ > 0.
Supondo, agora, g < 0, temos —g > 0, e pelo Lema 53 temos:
_1 1\P 1\ P
bi>1e (b‘7> :<b Q> >1=-p>0=p<0
Desta forma, g < 0 e p < 0 implicam r = g > 0.

O resultado fica, portanto, estabelecido. O

Lema 14. Sejam b € R,b > 1er,s € Q. Temos:

P >b < s>r

Demonstracdo. Temos:

P >0 < b’ -b7">b b7 < b >1Lemall3s —r >0 < s>r

Lema 15. Sejam b € R,b > 1ea € R\ Q. Tem-se:

b*>1 < a>0

Demonstragio. Sejam:

Al={reQl|r<a}l e Ap={scQ|s>a}

os dois conjuntos que definem o ntimero irracional «, e considere os seguintes conjuntos que
definem o niimero b*:

Blz{br|1’€A1} e BzZ{bS|S€A2}

Mostremos, primeiramente, que:

x>0=0*>1

20



Pela defini¢do de « como ntimero irracional e positivo, existem r € A; e s € A tais que
O<r<a<s.

Pelo Lema uma vezqueb >1,r>0es >0, temosb” >1el® > 1.

pelo Lema (14, como b > ler < s, temos 1 < b" < b° e, pela definicdo de poténcia com
expoente irracional, temos:

1<b <b*<?b®
isto é:
b* > 1.

Mostremos, agora, que:

P*>1=a>0

Por contraposi¢do, vamos supor que & < 0, de modo que —a > 0. Pela primeira parte da
demonstracdo deste teorema, tem-se:
b>1N&(—a e R\Q)&(—a>0)=b""*>1

Multiplicando os dois membros da desigualdade do consequente da implicagdo acima por
b* > 0, obtemos:

b= b* > b*
isto é,
1> b%,
que é a negacdo da hipétese. Portanto, segue o resultado.
O
Teorema 16. Sejam b € R,b > 1, x € R. Tem-se:
b*>1 <= b>0
Demonstracdo. Temos:
x € QLemafI3h* >1 <— x>0
xeR <~
x € R\ QLema[I5h* >1 < x>0
U
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Teorema 17. Sejam b € R,b > 1 e xq,xp € R. Tem-se:

b2 > b1 — xp > x;

Demonstracdo.

X2

b2 > pY1 = =Tl 1 < b2 > 1Teoremafl6; — x; > 0 <= x, > x;

Teorema 18. Sejam b € R,0 < b < 1ex € R. Tem-se:

b*>1 < x<0.

1
Demonstragio. Se 0 < b < 1, entdo 1 < b Deste modo, pelo Teorema (16, segue que:

1 —X
b":(bl)x:<5) >1 &= —x>0 < x<0

Teorema 19. Sejam b € R,0 < b < 1e x,x2 € R. Tem-se:

bt > b2 — x1 < xp

Demonstragdo.

X1

b
bt > b2 — = >1 <= b2 > 1TeoremalI8x; —x» <0 < x1 < x7

Sintetizamos os resultados demonstrados acima no seguinte:

Teorema 20. Seja b € R. Tem-se:

b>1)= (VxeR)(VWyeR)(x <y=b*<bY)

ou seja, se b > 1, a fungdo exponencial elementar de base b é estritamente crescente.

0<b<l)=(VxeR)(VyeR)(x <y=1b <b)

ou seja, se 0 < b < 1, a fungdo exponencial elementar de base b é estritamente decrescente.

(2)

©)
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Note que:

e O gréfico esta totalmente acima do eixo dos xx, pois (Vx € R)(b* > 0);

¢ O gréfico intercepta o eixo dos yy na altura (ordenada) 1;

No caso em que b > 1, o gréfico da fungdo tem o seguinte aspecto:

enquanto que no caso em que 0 < b < 1, o grafico da fun¢do exponencial tem o seguinte
aspecto:

De acordo com o fendmeno em apreco, pode ser necessario lancarmos mao de certas
varia¢des das func¢des exponenciais. Vejamos algumas delas.

Uma fungdo exponencial geral tem o seguinte aspecto:

f(x)=a-b"+c,
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onde b €]0,1[U]1,[ e a,c € R.

Vejamos os efeitos de cada um desses parametros sobre o grafico da funcdo exponencial
g(x) =b*comb > 1.

Se ¢ > 0, o grafico da funcdo f(x) = b* + c serd deslocado em ¢ unidades para cima, como
segue:

g(x) =b"+c
y g(x) =0b*

Se ¢ < 0, o gréfico da fungdo f(x) = b* + ¢ serd deslocado em ¢ unidades para baixo, como
segue:
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Agora, vejamos o que ocorre com o grafico da funcdo f(x) = a-b*, onde a > 1:

No caso em que 0 < a < 1, temos:

Se a < 0, o grafico de f(x) = a-b* é obtido pela reflexdo, pelo eixo Ox, do gréfico de
h(x) = |a| - b*:
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8(x) = b7 h(x) = [a] - b*

fx) =a-b*

Os efeitos dos parametros no caso em que 0 < b < 1 é totalmente andlogo aos efeitos
mostrados acima, de modo que os omitiremos.

Resumimos, abaixo, algumas das principais propriedades das poténcias, que sdo frequen-
temente usadas no estudo das fung¢ées exponenciais.

Como sugere o teste das retas horizontais, a fun¢do exponencial elementar é bijetora:

Y / &(x) = b~

/
/

(w g

[N S S

3 O numero e

Uma (importantissima) base para sistemas de logaritmos e para fun¢des exponenciais é o
numero e.
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Suponha que seu banco pague 3% de juro, ao ano, sobre depdsitos. Se estes juros sdo
adicionados, ao fim de cada ano, por um periodo de trés anos, o valor total de seu crédito,
supondo-se um capital inicial de R$ 1 000,00, serd calculado pela férmula:

(1+0.03)°

para cada real aplicado. Se os juros sdo compostos semestralmente, depois de um periodo de
trés anos, o total do principal com juros sera:

- 0.03 2*3
2

Imagine que vocé teve a incrivel sorte de encontrar um banco filantrépico que decida pagar
100% de juro por ano. Entdo o total de seu crédito ao fim de um ano sera:

(1+1)1,

ou seja, R$ 2000,00. Se os juros sdo compostos semestralmente, o total serd baseado na

formula:
1\ 2
1 Y ’

ou R$ 2250,00. No caso de os juros serem compostos trimestralmente, o total seria o capital
inicial multiplicado por:
1 3
1 " s
(1+3)

ou R$ 2 370, 37. Parece claro que, quanto mais rapidamente os juros forem compostos, mais
dinheiro vocé terd no banco. Com um pouco mais de imaginagdo, vocé pode conceber a
possibilidade do banco filantrépico decidir compor juros continuamente, ou seja, a cada instante
do ano. Quanto vocé terd, entdo, no fim do ano? Sem duvida, uma fortuna, ndo? Infelizmente,
o total do seu crédito ao final deste ano milagroso ndo chegaria a R$ 2 720,00. Conforme
veremos posteriormente, a medida que n se torna muito grande, os valores sucessivos de:

oo2)

se aproximam mais e mais de um certo nimero, que denotamos por e, cujo valor aproximado
¢ 2.71828. Este numero é o maior fator que se pode obter em um crescimento composto de
100% a cada instante de tempo. O nimero e, deste modo, funciona como um “limite de ve-
locidade”, que nos diz o qudo rapidamente uma quantidade pode crescer em um processo
continuo, ao final do periodo.
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Pode-se demonstrar, com as ferramentas que desenvolveremos neste curso, que o nimero
e é o limite da série:

e=1+r4iqprqptyl 11
1020 T34l 5 el T

ou seja, é melhor aproximado quanto mais termos forem acrescidos.

Pt

Desta forma, seu valor poderd ser tdo aproximado quanto se queira, adicionando-se outros
termos da série. Até a décima casa decimal, e = 2.718281285. Uma olhada na tabela abaixo
nos sugere como esta série se comporta a medida em que adicionamos mais e mais termos:

1+ 2

1+ 5+ 5 2.5
1+4+ 9+ 4 2.666 - - -
1+ 2+ 24+2+7% 2.708334 - - -
1+ 5+ 5+ 4+ 5+2 2.71666 - - -
I+ 444 +a+a+a+ag | 27180555
1+l +L+4+&+5+5+4 27182539 -

Depois de alguns termos, ¢ aparece como:

e ~ 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995 - - -

Mas o que nos garante que, em certo momento, os digitos da parte decimal do ntiimero e
ndo se repetirdo, ou mesmo que a partir de certa posi¢do decimal ndo poderemos encontrar
uma sequéncia infinita de zeros?

Vamos assumir, por um momento, que sabemos que:

1 1 1 1 1 1
tatntEa e T

c=ltata Tty tatete

1 P

Temos a seguinte:

Proposicao 21. O niimero e é irracional, ou seja, ndo pode ser expresso como quociente de dois
niimeros inteiros.

Demonstragido. Suponhamos, por absurdo, que existam p,q € IN tais que e = p/gq, com
m.d.c. (p,q) = 1. Como:

el+1+1+1+1+1+1+1+- il

120 314 50 6l 7! jﬂﬂ
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Segue que:
1 1 1 © 1
d O+df+w+ +7>: = @)
q q: k=q+1 J:

Vamos fazer uma estimativa do segundo membro de (4):

il:l.<1 + 1 +...)<l.(1 + 1 _|_) (5)
i ! gt \g+1 (g+1)-(9+2) gt \q+1  (9+1)

A expressao:

1 1 1
<q+1+(W+D2+'”+(W+U”+'”)

¢ uma série geométrica, cuja soma é:

1 q+1
(R g+1 _1
1_ L~ 1 ) g
g+l 1) (1- ——
(q )( T+
Obtemos, assim, a seguinte estimativa:
=1 1 1
Z'— pri ©)
Usando a estimativa (6) em (), temos:
p 1 1 1 1y 1 1
0<=—11 — .z
<q (+1|+2|+3|+ -I-q! <q! 7
e daf:
1 1 1 1
O<gqgl- (P10 )<= 7)
q 1 2! q! q

Note, agora, que o termo do meio de (7)) é inteiro, pois g! cancela todos os denominadores
das fragoes ali presentes. Como 1/g < 1, chegamos a um absurdo — a saber, encontramos um
numero inteiro estritamente positivo e menor do que um. O absurdo provém de supormos
que e é racional. O

Assim, conclui-se que, por ser irracional, e ndo admite representagdo decimal finita ou
periddica.
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A funcdo exponencial de base ¢, f(x) = e* é o instrumento usado, de uma ou de outra
forma, para descrever o comportamento de tudo o que cresce: é a tinica fun¢do de x com uma
variacdo em relacdo a x exatamente igual ao valor da prépria fungdo calculada em x — o que
é particularmente 1til para descrever processos tais como o crescimento de uma populagdo, o
decaimento de uma substancia radioativa, a disseminacdo de uma doenga contagiosa, a taxa
de resfriamento de um bolo retirado do forno em termos de sua temperatura em cada ins-
tante, ou mesmo — conforme ja vimos — o aumento de capital aplicado a juros compostos.

O que é peculiar a todos os processos descritos acima é que a razdo de crescimento é proporci-
onal ao estado de crescimento. Quanto maior for uma grandeza, mais rapidamente ela crescera.
No exemplos acima, quanto maior for uma populagdo, mais rapidamente ela poderé se re-
produzir — por contar com mais agentes capazes de se reproduzirem; quanto menor for a
quantia de uma substancia radioativa, mais devagar ela decaird; quanto mais pessoas forem
infectadas pelo novo coronavirus, mais rapidamente a doenca se espalhara; quanto maior for
a diferenca entre a temperatura do bolo e a temperatura ambiente, mais rdpido ele esfriard.

4 Funcoes Logaritmicas

Em que estdgio estaria hoje o conhecimento astronémico se o matematico e astronomo
alemdo Johannes Kepler (1571-1630) tivesse tido a sua disposi¢do uma calculadora eletronica?

Esta questdo provoca algumas reflexdes interessantes. Por exemplo, o tempo dispendido
por Kepler em célculos desgastantes como 3.25694 x 1.78090 ou 3.25694 =~ 1.78090, tao frequen-
tes em estudos astrondmicos, poderia ter sido empregado em pesquisas, e talvez tivéssemos
hoje uma “quarta lei de Kepler”.

Até o século XVII, célculos envolvendo multiplica¢des ou divisdes eram bastante incomodos,
ndo s6 na Astronomia, mas em toda ciéncia que usasse medidas. O escocés John Napier (1550-
1617), também conhecido como Neper, preocupou-se seriamente em simplificar esses cdlculos
e, ap6s vinte anos de pesquisa publicou, em 1614, o trabalho intitulado “MiriFict LOGARITH-
MORUM CANONIS DESCRIPTIO'EF apresentando ao mundo a teoria dos logaritmos.

O principio basico dos logaritmos é transformar uma multiplicagio em adi¢do ou uma
divisdo em subtracdo, uma vez que adicionar ou subtrair niimeros é consideravelmente mais
rdpido do que multiplica-los ou dividi-los.

Para compreender melhor a concepcdo de Napier dos logaritmos, usaremos uma ideia
bem conhecida e engenhosa: vamos comparar dois pontos em movimento, um dos quais gera

1“Descrigdo Canodnica dos Maravilhosos Logaritmos”
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uma progressao aritmética e o outro, uma progressao geométrica.

Considere as seguintes progressoes:

Aritmética [0 |1(2(3|4 |5 6| 7 8 9 10 11 12 13
Geométrica |1 |2 |4 |8 |16 |32 |64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192

As progressdes acima guardam, entre si, a seguinte relacdo interessante: se os termos da
progressdo aritmética sdo considerados como expoentes (poténcias) de 2, os termos corres-
pondentes na progressdo geométrica representam o resultado da exponenciagdo. Assim, o
numero 64, por exemplo, se encontra abaixo do ntimero 6 na tabela acima, o que pode ser
interpretado como o fato de que 20 = 64, e assim por diante.

Observe que, para determinar o produto de dois elementos da segunda linha, basta somar-
mos os valores correspondentes da primeira linha e, em seguida, verificar a qual valor esta
soma corresponde na segunda linha.

Por exemplo, se desejamos efetuar o produto 32 x 64, observamos a quais ntimeros da
primeira linha esses valores correspondem, o que se vé marcado abaixo, em vermelho:

Aritmética (01234 |5 |6 | 7 8 9 10 11 12 13
Geométrica |1 |1 |4 |8 | 16|32 |64 |128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192

Em seguida, somamos 5 e 6, obtendo 5+ 6 = 11 e obtemos, como resultado, o valor da
tabela abaixo de 11, marcado abaixo em azul:

Aritmética ([0 |1(2(3|4 |5 |6 | 7 8 9 10 11 12 13
Geométrica |1 |1 |4 |8 | 16|32 |64 |128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192

Chamando 2 de base, cada termo da progressdo aritmética é o logaritmo do termo corres-
pondente na progressao geométrica.

A ideia de Neper é similar aquela exposta acima, onde a diferenca é que representam-se
0s nimeros positivos como poténcias de outros ntimeros positivos, como 10 e e, que veremos
posteriormente. Por exemplo, cada coluna da tabela abaixo apresenta um ntimero e a sua
respectiva representacdo enquanto poténcia de 10.

Numero 1.78090 | 1.82881 | 3.25694 | 5.80029
Poténcia de Base 10 100.25064 100.26217 100.51281 100.76345
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Com a tabela acima podemos calcular:

3.25694 x 1.78090 = 100.51281 % 100.25064 — 100.51281—1—0.25064 — 100.76345 — 5.80029

Observe que o produto foi calculado pela soma dos expoentes das poténcias de base 10.

3.25694 = 1.78090 = 100.51281 = 100.25064 _ 100.5128170.25064 — 100.26217 = 1.82881

Observe que o quociente acima foi calculado pela subtracdo dos expoentes das poténcias
de base 10.
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Grandes tabuas de logaritmos foram logo construidas na base 10 e na base natural e (ou
“neperiana”). Estas tdbuas foram disseminadas tdo amplamente que os matematicos de toda a
Europa puderam usar logaritmos muito pouco tempo apés sua invencdo. O préprio Johannes
Kepler foi um dos que ndo s6 viu as tdbuas de Neper, mas também ajudou a desenvolvé-las.

O valor das fungdes logaritmicas, no entanto, vai muito além de sua utilidade aritmética:
diversos fendmenos que lidam com um espectro muito amplo de grandezas sdo apresentados
em escalas ditas “logaritmicas”. Um exemplo do uso das escalas logaritmicas é a Escala Rich-
ter, que mede a intensidade de terremotos e o movimento da crosta terrestre. Outro exemplo é
a escala de pH (cologaritmo do teor, em mol/L, de ions de Hidrogénio) de uma solugdo. Em
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ambas as escalas, a distancia entre duas marcas consecutivas equivale & mesma proporcao.
Assim, um terremoto de instensidade 3 libera o décuplo de energia que um terremoto de
nivel 2, por exemplo, e uma solugdo de pH 5 contém o décuplo da concentragdo de ions de
Hidrogénio que uma solucdo de pH 6, e assim por diante.

5 Logaritmos

Definicao 22. Sejam a,b € RY com b # 1. Chamamos de logaritmo de a na base b o
expoente que se deve dar a base b, de modo que a poténcia seja igual a b.
Em simbolos:

log,(a) =c <= b =a.

Na expressio log,(a) = c, dizemos que b é a base do logaritmo, a é o logaritmando e c é o
logaritmo.

Como exemplos, temos:

(1) log,(8) = 3, pois 2° = §;

@) log; (§) = —2,pois (3) > =1

Dado qualquer par de nimeros (b,a) com a,b > 0, b # 1, existird um tnico ¢ € R tal que
log,(a) = c, ou seja, tal que b° = a.

Alguns logaritmos podem ser computados rapidamente. Por exemplo, é imediato deduzir
que log,(16) = 4 (pois 2* = 16), que logs(125) = 3 (pois 5° = 125) ou que log,(49) = 2 (pois
49 = 77).

Alguns outros logaritmos requerem um pouco mais de célculo. Por exemplo, para calcular
log,, 1048576, podemos dividir 1048576 sucessivas vezes por 16:

1048576 | 16
65536 | 16
4096 | 16
256 | 16
16 | 16

1

donde concluimos que log,,(1048576) = 5, pois 16> = 1048576.
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A maioria dos logaritmos, no entanto, pode ser apenas aproximada. De fato, note que

log,,(2) é um ntimero irracional, de modo que é impossivel explicitar sua representagdo de-
cimal.

Fato: log;,(2) é um niimero irracional.

Demonstragio. Mostraremos que nenhum ntimero racional, ou seja, nenhum ntimero da forma
I e . . m

m/n, onde m, n sdo inteiros e positivos, pode satisfazer a igualdade log,,(2) = —. De fato, se
n

existisse um tal niimero %, teriamos:

2=10"
Elevando os dois membros da igualdade acima a 7, obtemos:
2" =10" =2".5"

Esta é uma igualdade de inteiros positivos, de modo que podemos aplicar o Teorema
Fundamental da Aritmética, que garante que esta igualdade ndo pode acontecer, uma vez
que para qualquer valor de 7, 2" é um inteiro ndo divisivel por 5, enquanto 2™ - 5™ é. Segue,
portanto, que log;,(2) é um ntimero irracional. O

5.1 Consequéncias da Definicao

Decorrem imediatamente da defini¢do de logaritmo as seguintes propriedades:

(L1) O logaritmo da unidade em qualquer base é igual a zero, ou seja, para qualquer
b>0,b# 1 tem-se:

log, (1) = 0.

(L2) O logaritmo da base b na base b, onde b > 0,b # 1 é sempre igual a 1:

log, (b) = 1.

(L3) A poténcia de base b e expoente log,(a) é igual a b:

plos(@) — 4.
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Uma propriedade que requer uma pequena demonstracdo é apresentada abaixo, e reper-
cutird na injetividade da “fungdo logaritmica”, a ser definida:

(L4) Dois logaritmos na mesma base sdo iguais se, e somente se, os logaritmandos sdo
iguais, ou seja:

log,(x) =log,(y) <= x=y

Demonstragdo. Pela definicio de logaritmo, temos log,(x) = log,(y) se, e somente se, x =

blo8(¥). Pela propriedade (L3), no entanto, tem-se b'°%(Y) = y, de modo que temos x =
plog,(v) — v. ]

5.2 Propriedades dos Logaritmos

Vejamos, agora, as propriedades que tornam vantajoso o emprego dos logaritmos nos célculos.

Teorema 23 (Logaritmo do Produto). Dada qualquer base b > 0,b # 1, o logaritmo do
produto de dois fatores positivos é igual a soma dos logaritmos dos fatores, ou seja:

(Vx € R ) (Vy € RY ) (log, (x - y) = logy (x) +1og, (v))

Demonstragdo. Sejam a = log,(x), p = log,(y) e v = log,(x -y). Vamos demonstrar que
T=atp.

De fato, temos:

a =log,(x) < b =x

B =log,(y) < b=y
v =log,(x-y) < b =xy
Assim,
@
/l\
b =x-y=b" bP = p*F
pr=bF Wy —ntp
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A propriedade acima pode ser estendida para o produto de n fatores reais positivos:

Proposicdo 24. Sejam b > 0,b # 1, by, by, - -+ , by, > 0. Tem-se:

log, (by - by by -+ -by_p-by_1-by) =
= log, (b1) + log,,(b2) +log, (b3) + - - - +1og, (by—2) + log, (b,—1) + log,,(bx)

Demonstragio. O caso em que n = 2 ja foi demonstrado no Teorema Suponhamos, por
hipétese de inducdo, que para n € IN tenhamos:

log, (b1 -by b3~ -by_o-by_q1-by)

H.I
T
— logy (b1) + log, (b2)

+log, (b3) + - - - +log;, (by—2) +logy,(b,—1) + log, (b,)

Mostremos que a afirmagdo é valida para n + 1. Sejam by, by, - - - , by, by, 1 > 0. Temos:

logb(bl . bz . b3 s bn_z . bn,1 . bn . bn+1) = logb((bl . bz . b3 s bn_z . bn,1 . bn) . bn+1) =
H.L

/I\
=log, (b1 -by-b3---by_o-by_1-by) +logy(byt1) =
= logy (b1) +logy, (b2) +logy (b3) + - - - + logy, (by—2) +logy, (by-1) +log, (bu) + log, (but1)-

]

Observe que , se x,y > 0, entdo x -y > 0, de modo que para qualquer b > 0,b # 1
podemos escrever:

log, (x - y) = log,(x) + log, ().

No entanto, se soubermos apenas que x -y > 0, devemos escrever:

log (x - y) = log, |x| +log, |y,
uma vez que x -y > 0 pode ocorrer quando x,y < 0 — situagdo na qual ndo definimos log, (x)
nem log, (v).
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Teorema 25 (Logaritmo do Quociente). Dada qualquer base b > 0,b # 1, o logaritmo do
quociente de dois fatores positivos é igual a diferenga entre o logaritmo do dividendo e o logaritmo

do divisor, ou seja:

(4 € RY)(% € RE) (g (5 ) = log, (x) ~ logy (1)

Demonstragdo. Sejam « = log,(x), B = log,(y) e v = log,(x/y). Vamos demonstrar que
v=ua—p.

De fato, temos:

X X
v =1lo (—) = b ==
8 Y Y
Assim,
(ii)
e E = E i le*‘B
y b

by =p* P (g)'y:ac—ﬁ.
Observe que, dados quaisquer b > 0,b # 1 e a > 0, tem-se:

log, (%) = log, (1) — log,(a) = —log,(a)

Chamamos o ntimero — log,,(a) de cologaritmo de a na base b.

Teorema 26 (Logaritmo da poténcia). Para qualquer base b > 0,b # 1, o logaritmo de uma
poténcia de base positiva a e de expoente real « é igual ao produto do expoente pelo logaritmo da

base da poténcia, ou seja:

(Va € R)(log,(a") = a -log,,(a))
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Demonstragdo. Facamos log,(a) = x e log,(a*) = y. Devemos mostrar que y = « - x.
De fato,

log,(a) =x <= b* =a
log,(a") =y < b =a"
e portanto:

)
y o & xaix-a
B =a% = (b*)* = b

5.3 Mudanga de Base

Existem muitas situagdes nas quais logaritmos de bases diferentes precisam ser convertidos
para uma tnica base conveniente. Vejamos como se dd esse processo.

Teorema 27 (Mudanga de Base). Sea,b,c >0ea # 1,b # 1,¢c # 1, tem-se:

Demonstragdo. Sejam x = log,(a),y = log.(a) e z =log.(a) = z. Como a # 1, z = log.(b) # 0.

Devemos mostrar que x = =.
b4

De fato,
x =log,(a) <= b* =a
y=log.(a) <= ¢/ =a
z=1log.(b) <= =D
Assim,

&y =a

{(Cz)x =

=0 = y=z-x = x=12
z
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6 Funcdes Logaritmicas

Nesta e nas préximas se¢des introduziremos as fungdes logaritmicas, explorando algumas
de suas principais propriedades.

Definicdo 28. Seja b > 0,b # 1. A funcdo logaritmica de base b é a fungio:

log,: R} — R
x +— log,(x)

Assim, por exemplo, f(x) = log,(x), g(x) = log%(x) e h(x)
garitmicas.

In(x) sdo fungoes lo-

Teorema 29. Seja b > 0,b # 1. As fungdes:

log,: R} — R
x +— log,(x)

sdo inversas uma da outra.

Demonstragio. De fato, dado qualquer x € R, temos:

(¢ ology)(x) = & (log,(x)) = b8 (%) = x = idg (x)
Também, dado qualquer y € R, temos:

(logy, 0é)(y) = log, (¢} (y)) = log, (b’) =y -log, (b) =y -1 =y = idr(y)
O

Em virtude do Teorema [29, podemos obter o grafico da fungdo logaritmica mediante uma
reflexdo do grafico da funcdo exponencial pela primeira bissetriz. Temos dois casos a consi-
derar.

No caso em que b > 1, temos:
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Graf (y = b")

Note que, enquanto a fun¢do exponencial cresce cada vez mais rapidamente, a funcéo lo-
garitmica cresce cada vez mais vagarosamente.

No caso em que 0 < b < 1, temos:

Graf (y = b*)
y

af (v = log,(x))
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Assim, a depender de b estar no intervalo |0, 1[ ou no intervalo |1, o[, o gréfico da fun¢do
logaritmica assume um dos seguintes aspectos:

2
Y,
b>1
1 X
Y,
O0<b<1
1
-

A partir de certos pontos caracteristicos, podemos esbogar o gréfico da funcao logaritmica
de base b.

Considere o caso em que b > 1, ou seja, o caso em que a fun¢do logaritmica é crescente.
Os valores que podem ser calculados imediatamente sdo, evidentemente, os das poténcias

inteiras de b, log,(1) = 0,log,(b) = 1,log,(b*) = 2,--- ,log,(b") = n. Veremos, posterior-
mente, que o gréfico da fun¢do logaritmica de base maior do que 1 tem o seguinte aspecto:
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assumindo valores negativos em |0, 1[ e positivos em |1,00[. No caso em que 0 < b < 1, ou
seja, o caso em que a fungdo logaritmica é decrescente, veremos que a situagdo se inverte, ou
seja, a fungdo assumird valores positivos em |0, 1] e negativos em |1, o0:

O teste das retas horizontais nos sugere que a fun¢do logaritmica é bijetora: qualquer reta
horizontal de equagdo y = k intercepta o grafico da fungdo logaritmica em, no minimo um, e
no maximo um ponto. A prova deste fato sera feita mais cuidadosamente apés estabelecidos
alguns pré-requisitos. Em particular, a prova de que toda reta horizontal intersecta o grafico
em, no minimo, um ponto, requer o uso de propriedades estruturais de R (nomeadamente, a
de “ser arquimediano” e a de “satisfazer a Propriedade dos Intervalos Encaixados”) que sdo
apresentadas com mais detalhe no MATERIAL SUPLEMENTAR.

Y,

/

RW
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Antes de prosseguirmos, recordemos as seguintes trés propriedades das fung¢des logaritmicas,
independentes do valor de sua base, b €]0,1[U]1, 00:

() (Yx € R%)(Vy € R*)(logy(x ) = logy (x) + logy(¥));
(i) (vVx € R%)(Vy € RY) (log, (5) — log, (x) — log, (4));

(iti) (Vx € RY)(Vy € R%)(log,(x) = y - log, (x)).

Observacao 30. Em se tratando de fungdes logaritmicas, se a base for b = e, denotamos log,(x) por
In(x), e se b = 10 denotamos log,,(x) simplesmente por log(x).

7 Descricdo Axiomatica de Funcao Logaritmica

Nesta secdo mostraremos que todas as propriedades relevantes das fun¢des logaritmicas de-
rivam, na verdade, de duas caracteristicas bem simples: do fato de que a fun¢do é monétona
(ou seja, ou € estritamente crescente ou estritamente decrescente) e do fato de aplicar produ-

tos em somas.

Comegamos com a seguinte:

Definicao 31 (funcdo logaritmica crescente). Seja b > 1. Uma funcdo real:

L IRj_ — R
x = Z(x)

é chamada uma fungdo logaritmica de base b, ou ainda um sistema logaritmico de base b,
quando satisfaz:

(I'y) & é estritamente crescente, ou seja, para quaisquer x,y € R tais que x < y tem-se

(%) < L(y);
(ILy) & aplica produtos em somas, ou seja:
(Vx € RY)(Vy € RL) (L (x - y) = L (x) + % (y))

Dado x € R*, o0 niimero %, (x) denomina-se o logaritmo de x sequndo £}, ou simplesmente
o logaritmo de x na base b.

Naturalmente, de acordo com a definicdo dada acima, para qualquer b > 1, a funcao:
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log, : RY — R
x +— log,(x)

é uma fungdo logaritmica crescente.

[ Proposicao 32. O logaritmo crescente de 1 é 0.

Demonstragdo. De fato,
£(1) = 4(1-1) = 4(1) + £(1)

logo,
2(1) = 0.

Proposicao 33. Uma fungio logaritmica crescente, £}, : R, — R é injetora.

Demonstracio. Sejam x,y € RY tais que x # y. Entdo ha somente duas possibilidades:
* x <y, e neste caso, pela propriedade (L) tem-se %, (x) < %, (y), donde %, (x) # % (y);
* y < x, e neste caso, pela propriedade (I¢) tem-se %, (y) < £(x), donde %, (x) # % (y).
Como x # y = 4 (x) # % (y), segue que % é injetora. O

Proposigdo 34. (Vy € RY)(y > 1= %4 (y) > 0).

Demonstragio. De fato, pela propriedade (Iy),

1<y= %) <%y = 0< L)

[
Proposigdo 35. (Vx e RY)(0 <x <1= Z4(x) <0).
Demonstragio. De fato, pela propriedade (Iy),
¥ <1=%(x) < %Q1Q)= %) <O0.
[
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Proposicdo 36. Tem-se:
x

i) (Vx € RY%) <.§fb <1) = —D%(x)>;

(i) (Vx € R%)(Vy € R%) (xb (;) = Z(x) — ,,sfb(y));

Demonstragdo. Ad (i): Tem-se:

1
X

0= %01) =% Gx) :gb( >+$b(x)

donde:

Ad (ii): Tem-se:

Proposicdo 37. Ser € Q, tem-se:

(Vx € RY) (L (x") =7+ Z(x)).

Demonstragio. Primeiramente demonstramos a proposi¢do para ntimeros naturais, depois para
nimeros inteiros e finalmente para nliimeros racionais quaisquer.
Casol: r =n € IN.

Mostraremos primeiramente que para todo n € IN tem-se:

(Vx € RL) (L (x") = n - Z(x)).
O caso n = 1 esté claro, uma vez que .%}(x!) = % (x) =1 % (x);
Hipétese de Inducio (H.L): Suponhamos que valha .%,(x" ') = (n — 1) - %,(x). Mostre-

mos, agora, que %, (x") = n - %4 (x).
Com efeito,

1I
L") = (2" 2) "2 L (Y + Z(x)

=

= (n—1)- %4 (x) + L (x) =n- L (x).

45



Caso 2: r = 0.

£ (x°) = 4(1) =0=0-Z(x).
Caso3:r=necZ*.

Vamos demonstrar o caso em que n = —m para m € IN. Tem-se:
_ 1
B = B ™) = 2 (5 ) = 46" = - Zy(x) = - Zi(x)
Casod:r =15 compeZ,qeZ.
v
Observe que (x")7 = (x7)7 = xF, e portanto:
Z((x")7) = q- L(x"),
pelos casos 1 e 3. Como (x")7 = x?, segue que:

q- 2 (x") = L((x")1) = L(x") = p- L(x).

Segue, portanto, que:

L(x") = = L(x) =1 L(x).

ESHIN

Posteriormente, veremos que a Proposicao 37 implica que:

Proposicao 38. Para qualquer r € IR, tem-se:

(Vx € R}) (L (x") =7 Z(x)).

Encerramos esta se¢do apresentando o seguinte teorema, cuja demonstragdo depende de
resultados provados no apéndice deste material.

Teorema 39. Toda funcio logaritmica, 2, : R — R é bijetora.

Demonstragio. Pela Proposicao [33(.%), € injetora, e pelo Teorema |57 do Apéndice, .%}, é sobre-
jetora. [
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No que segue, apresentamos a definicdo da funcdo logaritmica no caso em que 0 < b < 1,
ou seja, da funcdo logaritmica decrescente. Vocé notard que diversos resultados continuam
validos, e que apenas o comportamento — e portanto, o grafico — da fungdo muda.

Defini¢ao 40 (funcdo logaritmica decrescente). Seja 0 < b < 1. Uma fungdo real:

L IRj_ — R
x = Z(x)

é chamada uma fungdo logaritmica de base b, ou ainda um sistema logaritmico de base b,
quando satisfaz:

(I'y) & é estritamente decrescente, ou seja, para quaisquer x,y € R¥ tais que x < y tem-se

Z(y) < Z(x);
(I'y) &, aplica produtos em somas, ou seja:
(Vx € RL)(Vy € RL)(Z(x-y) = Z(x) + L (y))

Dado x € R*, 0 niimero %, (x) denomina-se o logaritmo de x sequndo £}, ou simplesmente
o logaritmo de x na base b.

Naturalmente, de acordo com a definicdo dada acima, para qualquer b > 1, a funcao:

log,: R} — R
x +— log,(x)

é uma fungédo logaritmica.

Proposicao 41. O logaritmo decrescente de 1 € 0.

Proposicao 42. Uma funcio logaritmica decrescente, .2}, : R* — IR é injetora.

Demonstracio. Sejam x,y € RY tais que x # y. Entdo ha somente duas possibilidades:

* x < y, e neste caso, pela propriedade (I'y) tem-se %, (y) < %,(x), donde %(x) # 4, (y);
* y < x, e neste caso, pela propriedade (I',) tem-se ., (x) < % (y), donde %, (x) # % (v).
Como x # y = 4 (x) # % (y), segue que % é injetora. O

[ Proposicao 43. (Vy € R )(y > 1= %(y) <0).
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Demonstragio. De fato, pela propriedade (I'y),

1< Yy = gb(]/) < gb(l) = gb(y) < 0.

O
[ Proposicao 44. (Vx e R} )(0 < x <1 = Z(x) > 0).
Demonstragio. De fato, pela propriedade (I'y),
¥x<1=%4(1)<%(x)=0<LGLx).
O
r Proposicdo 45. Tem-se:
0 (xery (4 (1) =-a),
(i) (Vx € R%)(Vy € RY) (.ﬁfb (g) = % (x) — .,sfb(y));
Demonstragio. Idéntica a prova da Proposigao O
Proposicao 46. Ser € Q, tem-se:
(Vx € RY)(L () =7+ %(x)).
Demonstragio. Demonstragio. Idéntica a prova da Proposicao U
O

Posteriormente, depois de abordada a nogado de limite e continuidade, veremos que a Pro-

posicdo 37 implica que:

Proposicao 47. Para qualquer r € R, tem-se:

(Vx € R}) (L (x") =7 Z(x)).

Em tudo o que foi exposto acima, feitas as considera¢des adequadas, podemos substituir

<) por log,. Listamos, abaixo, as propriedades deduzidas:
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Proposicdo 48. Seja b €]0,1[U]1, co[. Temos:

(a) Seb > 1, temos:

(Vx € RL)(Vy € RY)(x <y = logy(x) < log,(y))
(b) Se0 < b < 1, temos:

(Vx € RL)(Vy € RY)(x <y = logy(y) <log,(x))
(c) Vale:

(Vx € RL)(Vy € RY ) (log, (x - y) = logy,(x) +1ogy (y))

(d) log, (1) =0;
(e) A fungdology, : R — R é bijetora.
(f) Seb > 1 tem-se (Vx € R )(x > 1 = log,(x) > 0);
(g) Seb > 1tem-se (Vx € R%)(0 < x <1 = log,(x) <0);
(h) Se0 < b < 1tem-se (Vx € R} )(x > 1= log,(x) < 0);

(i) Se0 < b <1 tem-se (Vx € R% )(0 < x < 1= log,(x) > 0);
O (vx e Re) (1og, () = ~logy(»));

(k) (Vx € RY)(Vy € RY) (10gb (3) = log;, (x) — logb(y));

(k) (Vx € RL)(Vr € R)(log,(x") = r-log,(x))

Finalmente, para encerrar esta segdo, apresentamos um importante resultado da teoria dos
logaritmos:
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Proposicao 49. Sejam b,d €|1,00] e %, %y : R} — R duas fungdes logaritmicas. Pelo
Teorema Fundamental de Unicidade da Teoria dos Logaritmos, existe k > 0 tal que:

(Vx € RL) (L (x) = k- Zy(x)).

Em particular, para x = d tem-se:

Ly(d) =k - L(d) =k-1=k

k= %(d).
Portanto,
(Vx € R} ) (L (x) = L(d) - Zu(x)),
ou seja,
-5

Esta relagio é conhecida como a formula de mudanga de base.

Da proposicdo acima, concluimos que toda funcdo logaritmica é um multiplo constante do
logaritmo natural. Basta fazermos b = ¢, e teremos:

log, (d) =

ou seja,

log, (x) = Egg, b>0,b#1

Tradicionalmente, as bases mais comuns para os sistemas de logaritmos sdo 10 (porque
nosso sistema de numeragdo é decimal) e e = 2,71828 - - -, que estudaremos em aulas posteri-
ores.

Conforme provado no apéndice deste material, as fun¢ées logaritmicas e exponenciais se
relacionam como segue:

Proposicao 50. Seja log,, : R* — R uma fungdo logaritmica de base b. Tem-se:

(Vr e Q)(Vx e R} )(log,(x) =7 <= b =x).
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https://courses.lumenlearning.com /ivytech-collegealgebra /chapter/build-a-logarithmic-model-from-data/
https: //mathbits.com /MathBits/TISection /Statistics2/logarithmic.htm

7.1 Modelagem com Func¢des Exponenciais

Parte do texto abaixo foi extraida do sitio:

http: / /www.cprm.gov.br/publique /CPRM-Divulga /Como-Sabemos-a-ldade-das-Rochas%3F-1070.
html.

A idade absoluta de uma rocha pode ser determinada de duas maneiras: pelo contetido
fossilifero ou pela datacdo radiométrica, que utiliza a radioatividade natural das rochas. Se a
rocha contém fésseis, sua idade sera a idade desses fésseis. Isso é muito simples, mas é um
método com enormes limitagdes. Nem toda rocha contém fésseis; as igneas, por exemplo,
nunca os tém. E, mesmo quando a rocha contém restos ou vestigios de animais ou plantas,
eles podem ser de dificil obtencao.

Outro problema é que alguns fésseis viveram durante um periodo de tempo muito grande,
portanto o intervalo possivel para a formagao da rocha em que estdo é muito amplo e de pouca
utilidade. Por isso, sdo muito importantes os chamados fésseis-indices. Sdo seres vivos que
viveram durante um periodo de tempo curto (em termos geolégicos) e em amplas dreas do
planeta. Desse modo, sdo relativamente faceis de encontrar e, quando descobertos, sabe-se
que a rocha em que estdo tem uma idade que esta num intervalo de tempo ndo muito amplo.
Sédo foésseis-indices, por exemplo, trilobitas, foraminiferos, graptolitos e amonitas.

LN

Fosseis de trilobites

Para superar as grandes limita¢cdes da datagdo pelo contetido fossilifero, usa-se a datagao
radiométrica, que s6 se tornou possivel quando, ha cerca de 100 anos, descobriu-se a radi-
oatividade. Radioatividade é o processo de desintegracdo espontdnea de dtomos de alguns

Zimagem obtida em http://origens.org/os-olhos-dos-trilobites/
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elementos quimicos encontrados na natureza. Toda matéria é formada de 4&tomos e os &tomos
sdo constituidos de um ntcleo - onde existem prétons e néutrons - e de elétrons - que “orbi-
tam” esse ntcleo.

Os elementos quimicos radioativos emitem uma radiacdo que pode ser de trés tipos: dois
proétons e dois néutrons - como o ntcleo do elemento Hélio (radiacdo alfa) -, elétrons (radiacao
beta) ou uma radiagdo eletromagnética - semelhante aos raios X (radiacdo gama). Com a
emissdo dessas radia¢Oes, os dtomos originais, radioativos, transformam-se em atomos de
outro elemento, estdveis, isso é, ndo radioativos. Sabendo-se a velocidade com que esse pro-
cesso ocorre, determina-se a quantidade do elemento formado pela radioatividade e, assim,
determina-se hd quanto tempo o processo estd ocorrendo naquela rocha. Esse tempo sera sua
idade. Essa é uma explicacdo extremamente resumida da que seja datacdo radiométrica.

Todo elemento quimico tem um ntmero atdmico (nimero de prétons) e um nimero de
massa (a média das somas de seus prétons e néutrons relativamente a abundéancia daquele
elemento). O ntmero atdmico ndo varia, € como o nimero da nossa carteira de identidade.
Mas o ntiimero de massa pode mudar, como pode mudar nossa massa (ou peso, como habitu-
almente dizemos). O Carbono, por exemplo, tem nimero atdmico 6, mas nimero de massa
que pode ser 12, 13 ou 14. O ntmero de massa do Carbono 12 (12C) é invaridvel, mas o
Carbono 14 (14C) é radioativo e seus dtomos podem sofrer alteragdo no ntimero de massa
(transformando-se em outro elemento quimico). Atomos que t¢ém mesmo ntimero atémico,
mas diferentes nimeros de massa sdo chamados de is6topos. O 12C e o 14C sdo is6topos do
Carbono.

O 14C ao emitir radiagdo transforma-se em 14N (Nitrogénio). Do mesmo modo, o 1475m
(Samaério) transforma-se em 143Nd (Neodimio); 87Rb (Rubidio) transforma-se em 87Sr (Estroncio);
238U (Uréanio) transforma-se em 206Pb (Chumbo) e 40K (Potéssio) transforma-se em 40Ar
(Argonio). Esse processo chama-se decaimento radioativo.

O decaimento radioativo pode se dar numa s6 etapa (ex.: transformac¢do de Rubidio em
Estroncio) ou envolver vdrias etapas (ex.: transformacdo de Urdnio em Chumbo). Ele ocorre
com diferentes velocidades em cada um desses pares de elementos e teoricamente nunca ter-
mina. Por isso, na datacdo radiométrica trabalha-se com o conceito de meia-vida, que é o
tempo necessdrio para que metade dos is6topos instdveis se transformem nos corresponden-
tes is6topos estdveis. Numa rocha sdo necessdrios, por exemplo, 106 bilhdes de anos para que
metade do Samadrio original (147Sm) se transforme em neodimio. Portanto, a meia-vida do
Samario é de 106 bilhoes de anos (106 Ga ou 106.000 milhdes de anos).

O decaimento radioativo de um elemento pode ser descrito pela fungéo:

P(t) = Py-27%,

onde t é um instante de tempo medido em anos, b é uma constante real e Py é a quantidade
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inicial da substancia analisada.

Tomemos, por exemplo, o rubidio (Rb). Para que metade do rubidio se transforme em
estroncio, bastam 48,8 Ga, ou seja, 48.8 - 10° anos. No caso do uranio (U), leva 4.5 - 10° anos
para metade de uma amostra se transformar em chumbo.

Vamos obter uma fungdo exponencial que modele o decaimento do rubidio.

Seja R(t) = Rp-27"" a fungdo que descreve a quantidade de rubidio presente em uma
amostra no instante t (em anos) a partir de um instante inicial.

Sabe-se que a meia-vida do rubidio é de 48.8 - 10° anos, de modo que:

1
R(48.8-10%) = 5 Ro= 271 Ry

Por outro lado, sabemos que:

_p-48810° _ H—
Rg-27t48810° _ 5-1 . pe
9—b-48.810° _ 51
Aplicando log, nos dois membros da igualdade acima, obtemos:

_p. .10° _
lOg2(2 b-48.8-10 ) — 1082(2 1)

O que ocorre se, e somente se:

—b-488-10° = —1

Desta forma, concluimos que:

1
b=-——-10"° =2.049-10" 12,
48.8

A fungdo que descreve a quantidade de rubidio é, portanto:

R(t) = Rg- 9—2.049-107% ¢
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7.2 Aplicagao: Datacao por Carbono 14

Todo ser vivo tem em sua constituicdo atomos de Carbono. Dentre os 4tomos de Carbono,
existe um tipo especifico que nos possibilita datar com relativa exatiddo em que época tais
seres viveram.

A técnica do carbono-14 foi descoberta na década de 1940 por Willard Libby, e se baseia
no fato de que a concentragdo do isétopo 14 do Carbono se mantém constante na atmosfera.
Ele percebeu que a quantidade de Carbono-14 dos tecidos organicos mortos diminui a um
ritmo constante com o passar do tempo. Assim, a medigao dos valores de Carbono-14 em um
objeto f6ssil nos dd pistas dos anos decorridos desde sua morte. Isso equivale a dizer que
o Carbono-14 morre junto com o ser vivo e é a partir desta datagcdo que ele vai diminuindo
de quantidade com o passar dos anos. Isso possibilita entendermos em que época esses seres
viveram. Hoje este é o método mais eficiente para estimar a idade de espécimes arqueoldgicas
de origem bioldgica. Esta técnica é aplicdvel a madeira, carbono, sedimentos organicos, 0ssos,
conchas marinhas, ou seja, todo material que conteve carbono em alguma de suas formas.
Como o exame se baseia na determinacdo de idade através da quantidade de Carbono-14 e
esta diminui com o passar do tempo, ele s6 pode ser usado para datar amostras que tenham
idades estimadas em até 50 a 70 mil anos.

Seja C(t) = Co - 27t a fungdo que descreve a quantidade de Carbono 14 presente em uma
amostra no instante t (em anos) a partir de um instante inicial.

Sabe-se que a meia-vida do Carbono-14 é de 5730 anos, de modo que:

C(5730) = % .Gy

Por outro lado, sabemos que:

%. 275730-17 — 271 %

5—b:5730 _ »—1
Aplicando log, aos dois membros da igualdade acima, obtemos:

log,(277°70) =log,(27")

O que ocorre se, e somente se:

—b-5730 = —1

Desta forma, concluimos que:

b = 0.00017452006

54



Desta forma, a fun¢do que procuramos é:
C(t) =Cp- 270.00017452006'15

Assim, considere um exemplo para ver como determinar a idade dos fésseis. Digamos que
um féssil de um animal seja encontrado e, apds andlise, descobre-se que ele apresenta um teor
de Carbono 14 igual a 1,25 ppb. Entdo, ele possui 12,5% do teor de Carbono encontrado nos
seres que estdo vivos. Vamos determinar, aproximadamente, a idade deste féssil.

0.125 .%: —0.00017452006- ¢ _%

2—3 — 2—0.00017452006~t

3
= 0.00017452006

Isso significa que o animal em questdo morreu e de 14 para c4 o carbono 14 completou trés
meias vidas, o que dd um total de 17 190 anos. Essa é a idade do féssil!

~ 17190 anos

Apéndice: Mudanca de Base e Sobrejetividade das Func¢des Lo-
garitmicas
Proposicdo 51. Se .2 : R’ — R é uma funcio logaritmica, entdo para qualquer k € RY,,

k-Z: Ry — R
x = k-Z(x)

também é uma fungdo logaritmica.

Demonstragio. Basta mostrarmos que para qualquer k > 0, a fungdo k - £ satisfaz (I¢) e (ILy).
De fato, dados x,y € R, tais que x < y, temos .Z(x) < Z(y), e como k > 0, segue que:

k- Z(x)<k-ZL(y),
(k-2)(x) < (k-2)(y),

e portanto k - .Z é estritamente crescente, e k - £ satisfaz (I¢).
Dados x,y € R, tem-se:

ZL(x-y) =Z(x)+ZL(y),
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e multiplicando ambos os membros da igualdade acima por k > 0, obtemos:

k-Z(x-y)=k- (L(x)+ZLy) =k-L(x)+k- L)

(k-2)(x-y) = (k- L) (x) + (k- Z)(y)
e segue que k - £ satisfaz (I ). O

O teorema a seguir nos diz que, a menos de um fator constante, existe um tnico sistema
de logaritmos possivel:

Teorema 52 (Teorema Fundamental de Unicidade da Teoria dos Logaritmos). Sejam
2L, M : R — R duas fungdes logaritmicas. Entdo existe uma constante k > 0 tal que:

(v € RY) (A (x) = k- £(x),

Demonstragido. Suponhamos, inicialmente, que exista a > 1 tal que £ (a) = (a). Neste caso,
provaremos que (Vx € R )(Z(x) = (x)).

Naturalmente que se £ (a) = (a), entdo para todo nimero racional € Q tem-se .Z(a") =
r-Z@)=r-(a)=(a").

De fato, se ndo fosse o caso, existiria algum b > 0 tal que (b) # Z(b). Sem perda de
generalidade, podemos assumir b > 1 e, consequentemente, .Z(b) > 0 e (b) > 0, pois se
tivéssemosb < 1 entdo 1/b > 1 e ainda terfamos (1/b) # £ (1/b), uma vez que (1/b) = —(b)
e Z(1/b) = —Z(b).

Mas .Z(b) # (b) significa que:

e ou bem Z(b) < (b);

e ou bem (b) < Z(b).

Suponhamos, sem perda de generalidade, que .2 (b) < (b) (o outro caso é andlogo). Como
R satisfaz a Propriedade Arquimediana, dados x = (b) — Z(b) > 0 e y = Z(a), existe
no € IN tal que:

no - [(b) = Z(b)] > Z(a),

ou seja,




1 1 1
Os ntimeros ¢ = £ (a™),2-c =2%(a"),3-c =3%(a"),--- decompoem a semirreta R*.
1

em intervalos de comprimento ¢ = .#(a™).
1

Como o intervalo [.Z (D), (b)] tem comprimento (b) — £ (b) > Z(a" ), existe algum m € N
tal que:

1
Mas m - Z(a™) = L(a™) = nﬂ L(a) = nﬂ - (a) = (a™), e como £ e sdo fungoes
0 0
estritamente crescentes, £ (b) < .Z(a" ) e (a") < (b), decorre que:

donde conclui-se que:

b<b,

o que é um absurdo. O absurdo provém de supor que existe b € R tal que (b) # Z(b). A
conclusdo natural é:

((Fa e RY)(Z(a) = (a))) = (Vx € RL)(Z(x) = (x)).

Passemos, agora, a demonstragdo do resultado principal tomando um valor concreto para
a, digamos a = 2. Como 1 < 2 e tanto . quanto sdo fungdes crescentes, segue que 0 =
Z(1) < Z(2)e0= (1) < (2). Consideremos k = (2)/.Z(2) e a fungdo logaritmica:

A0 RY — R
2
X —> %3(3()

)
Pelo que provamos anteriormente, como .4 (2) = (2), segue que:

~—r

(Vx eRY) | H(x) = "2 2(x) = () |,

Z(2)
——"
ou seja,
(Vx € RY) (k- Z(x) = (x)),
como queriamos demonstrar. [
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A grosso modo, o teorema acima nos diz que ndo importa como definimos um sistema de
logaritmos: todas as defini¢des conduzem ao mesmo resultado, a menos de uma mudanga de
escala. Tudo o que se exige de um sistema de logaritmos é que seja uma fungdo crescente que
transforme soma em produto [i.e., uma fungdo . : RY. — R que satisfaca (I) e (ILy)].

Lema 53. Seja .2 : R — R uma funcio logaritmica. Dados quaisquer a,b € R com a < b,
existe x € R* tal que a < £ (x) < b.

Demonstragio. Usando a Propriedade Arquimediana parax =b—a > 0ey = Z(2), segue
que existe np € IN tal que:

no-(b—ﬂ) >$(2),
ou seja,

2(2)
Tng

b—a>

m
Escrevemos ¢ = £(2)/ng. Os multiplos inteiros m -c = m - £(2)/ny = ZL(2"),m € Z
decompdem a reta como uma reunido de intervalos justapostos cujo comprimento, ¢, é menor
do que b — a, que é o comprimento de |a, b[.

b—a
— b
c
| | | | L | ||
I I I I T I o
22 Z(2 Z(2 Z(2 Z(2 Z(2 22
_2.% 1. "(0) 0- ”(0) 1. n(o) . n(o) 3. "(0) 4. 71(0)
Como a reunido destes intervalos justapostos recobre a reta toda, ou seja,
Z(2 Z(2
R = U (m—l)-ﬁ,m-j
meN "o "o
~ Z(2) mg
existe pelo menos um my € Z tal que my- ——= = £(2") €la,b[. Deste modo, basta
no

my
tomarmos x = 2", e teremos:
mo

a< £(2M) <b.

Coroldrio 54. Se £ : R} — R é uma funcdo logaritmica, entdo £ é ilimitada, ou seja, para
qualquer M > 0 existem x,y € R tais que:

(Z(y) < —M)&(M < ZL(x)).
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Demonstragio. Basta aplicar o Lemal[53|tomando a = M,b = M + 1 para encontrar x e tomando
a=—M—1eb= —M para encontrar y. [

Devido ao coroldrio anterior, podemos deduzir que o grafico de qualquer fungdo lo-
garitmica jamais estard contido em qualquer faixa horizontal do plano cartesiano.

Observacgdo 55. Recorde que todo niimero real x admite uma representagio decimal:

dq ds ds
x=mng,didpds  =NA ot e,
0, #1253 100 102 T 10°
onde a parte inteira, ny, é um niimero inteiro qualquer e os algarismos decimais, d,,n > 1, podem
assumir os valores 0,1,2,3,---,8,9. Para todo n > 0, escreveremos:

dy dy ds d,
xn:no,d1d2d3...dn:n0_|_1_01_|-1_02_|_1_03_|_..._|_ﬁ_

Tem-se, evidentemente,

ORI S L. B
00t 102 T 108 10" =
dip | dy | ds dn | dni _ dpt1 | dnio _
=motgrtqe Tt g Tagen T T e ez T T
e para todo n > 0 tem-se:
dy k<9
_dpp1 | dugo2 1 [(dyyr | dugo A vk 1
YT = qge Trgeez T T qee \ 10 T 102 T Tk 7)) S

) 9
< L Z i = 1 .10 _ 1 .
— 10" \ /= 10k 0" 1—-4 107
Se um niimero real w é menor do que x, entdo deve existir n > 0 tal que w < x,. Com efeito,
w < x significa que x — w > 0, de modo que pela Propriedade Arquimediana existe no € IN tal que
np- (x —w) >1,logo 1/ny < x —w. Como ny < 10™ para qualquer ng € N U {0}, seque que:
1 1

< —<x—w,
10" — ny

de modo que:

1
x—xn0<n—0<x—w (8)

logo x — x,, < x — w, e dai resulta que w < xy,.
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A observagdo acima pode ser sintetizada na seguinte:

Proposicao 56. Sejam x,w € R. Se w < x entdo existe ng € IN tal que w < xy,.

[ Teorema 57. Se .Z : R, — R é uma fungdo logaritmica entido £ é sobrejetora.

Demonstragio. Devemos demonstrar que dado qualquer y € R existe um tnico (por qué?)
x € R tal que Z(x) =y.

Dado y € R, se y = 0 bastard tomarmos x = 1, e teremos .Z(x) = £(1) = 0 = y. Su-
ponhamos, portanto, y # 0, de modo que ou bem y > 0 ou bem —y > 0. Sem perda de
generalidade (o outro caso é andlogo), suporemos y > 0.

Pelo Corolario |54 (fazendo M igual a y), existe(m infinitos) n € IN (que no Coroldrio
corresponde a x) tal que £ (n) > y (pois £ é estritamente crescente, e qualquer niimero
natural m > n satisfard £ (m) > £ (n) > y). Seja nyp € IN o menor namero natural tal que
Z(np+1) > y. Desta forma, tem-se:

ZL(ng) <y< ZL(ng+1),

ou entdo np + 1 ndo seria 0 menor inteiro com a propriedade indicada.
Afirmamos que existe x € [ng, ng + 1] tal que £ (x) = y.

Para demonstrar isto, construiremos uma sequéncia de intervalos encaixados e mostrare-
mos que o Unico elemento na interse¢do de todos estes intervalos é o x que desejamos.

Considere os seguintes ntimeros:

nn-|—1n+ n+9n—|—1
O/O 10/0 101 IO 10/0 M

Comoy € [Z(ng), L (ng+1)] = [Z(no),,i” (no + %)] U UL (no+35),L (no+ 55)] U
[ (no + 19—0) ,Z(ny+1)], existe um tnico namero d; € {1,2,---,9} tal que:

dl d1+1
(O 10) y< (O 10 )

Obtemos, deste modo, um intervalo:

B d 4y +1
11—{ﬂ0+ﬁlno+ 0 ]

Note que I C [ng,ng + 1].
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Repetimos o procedimento, observando que como:
d
VAS {Z (Tlo+ﬁ) ,Z <n0+ dllgl)] =
B d d 1
= |:$ (TZO—FE) ,g (Tl0+ﬁ+m>:| U
d 1 d 2 d 9 dp+1
- {g (”°+ 10" 100) -z <”O+ 10" 100)} - {’g ("” EJrﬁ) -z <”0+ 10

existe um unico namero d, € {1,2,---,9} tal que:

dq d» dq dr +1
2,72 <« i
"?(”ﬁ 0" 100) —y<"§“ﬂ(”°+ 10 7 7100
e obtemos o intervalo:
o dq dy dq dr +1
IZ-{”O—FE—FW,”O—FE-F 100

Note que , C I; C [7’10, no + 1].

Prosseguindo deste modo, para cada k € IN, obtemos um intervalo:

dq dr dy dq do dpr+1
I, — o, %2 0, Yk 2,72 0 %k
k [”” 10 100 e 0 T 00T oo
talque [ C L1 C---C L CI C[ng,no+1].
Denotemos por x; o nimero ng + f—é + % + e+ % = ng,d1dpds - - - dp_1dr. Desta
forma, podemos escrever:
1

Assim, pelo Teorema dos Intervalos Encaixados, existira um tinico x na intersecdo de
todos esses intervalos, ou seja, existe um tnico:

X e ﬂ Iy
keIN
Afirmacdo: £ (x) = y.
Suponhamos, por absurdo, que .Z(x) < y. Entdo, pelo Lema |53} existiria w € R tal que:

Z(x) < ZL(w) <vy.

61



Como . é estritamente crescente, segue que x < w, de modo que pela Proposicao
existiria n € IN tal que:

w < Xy
donde:
Xn + L <x+ ! <w
S S TV
Logo, por (9) e pelo fato de . ser estritamente crescente, tem-se:

©

T
1 1
y< % (aner) <Z (x+ 10n0) < ZL(w)

Dai concluimos que y < .Z(w) - o que contradiz ser .¥(w) < y. Dai segue que ndo é o
caso que .Z(x) < y.

Analogamente, ndo se pode ter y < Z(x). Com efeito, usando o Lema , obteriamos
w € R tal que:

y< Z(w) < ZL(x).

Como .Z é crescente, de £ (w) < Z(x) concluimos que w < x, e isto implicaria que existe
n € N tal que w < x,. Entdo £ (w) < Z(x,) <y, contrariando que w foi obtido de modo a
satisfazer y < .Z(w).

Segue, assim, que:

L(x) =y,

e a fungdo .Z é sobrejetora.

Corolario 58. Seja .2 : R — R uma fungdo logaritmica. Entdo existe um tinico elemento
b €]1, 0| tal que:
ZL(b) =1.

Pelo Teorema (39| toda funcdo logaritmica é bijetora, donde segue que qualquer fungdo
logaritmica admite uma fun¢do inversa. Em seguida apresentamos a fun¢do exponencial
como a inversa da funcdo logaritmica. Veremos que as propriedades da fungdo exponen-
cial sdo consequéncias diretas das propriedades das func¢des logaritmicas (ou, simplesmente,
“manifesta¢des das propriedades dualizadas”).
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Definicdo 59 (fun¢ido exponencial de base b). Seja b €]1,00[. A fun¢do exponencial de
base b ¢ a fungio inversa de £}, : R, — R, ou seja, é a tinica fungdo, que denotaremos por:

(%:]R—)]Rj_

tal que:

(gb (0] gb = idl[{)&(éob O gb = idIRj_)-

Teorema 60. Seja &, : R — R a funcdo exponencial de base b com b > 1. Entdo valem:
(Ig) (Vx € R)(Vy € R)(x <y = &(x) < &(y));
(Ig) (Vx € R)(Yy € R)(&(x +y) = &(x) - & (v));

(Ilg) (Vr € Q)(&(r) =b")

Demonstragdo. Ad (Ig): Dados x,y € R com x < y. Mostraremos que ndo podem ocorrer nem
Ep(x) = &(y) nem &,(x) > &,(y), e seguird da tricotomia da ordem que &;(x) < &(y).

Suponhamos que &,(x) = &;(y). Desta forma, ao calcular .%}, nos dois membros da igual-
dade acima, obteriamos:

L (6(x)) = L (6p(y))
x =y,

0 que é absurdo. Vamos supor, entdo, que &;,(x) > &,(y). Como .2}, é estritamente crescente,
segue que:

& (y) < &p(x) = L (& () < L (&(x) =y <x,

o que é absurdo. Logo, &}, : R — R’ é uma fungdo estritamente crescente.
Ad (Ilg): Temos, para quaisquer x,y € R, por um lado:

x+y=idr(x+y) = L(&(x +y)) (10)

e por outro lado,

x4y =idr(x) +idr(y) = L o0 &(x) + L 0 &(y) =
= L (6(x)) + L(&%(y)) = L(&(x) - &(y)) (A1)
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Portanto,

2 +y) Px1y @ 440 40).

Como %}, é uma fungdo injetora, segue que:

Ly(&p(x +y)) = Z(6(x) - 6(y) = E(x +y) = E(x) - G (y)-
Ad (Illg): A demonstragdo é feita primeiramente para r € IN, depois para r € Z e, final-
mente, para r € Q.

Ey(x+y+2z) = &(x) - () - &(z)
Caso 1: r € IN, ou seja, mostraremos que (Vn € IN) (& (n - x) = &,(x)").

A demonstracdo, neste caso, é feita por indugdo. O caso n = 1 estd claro, uma vez que
&(1-x) = &(x)!. Suponhamos que:

&((n—1)-x) = &(x)"D.

Temos, assim:

&(n-x)=&((n—1) x4x) =&((n—1) - x)- &(x) = &(x)" 1 &(x) = &(x)"

Caso 2: r = 0.
Sabemos que .%;(1) = 0, de modo que:

& (Z(1)) = &(0)
idg: (1) = &(0)

1= &(0)
b’ = &,(0)
Caso3:rc Z_.
Neste caso, existe n € IN tal que r = —n. Neste casor = —1 — --- — 1, e tem-se:
&y(r) = &p(=1—--- —=1) =&(-1)"
Também,

% (%) — )= -1



Segue assim que:

1 " -1 7
gb(?’) = (o(db(—n) = b_” = E =b =0.
Dos Casos 1,2 e 3 segue que:

(Vre Z)(&(r) =1").
Caso 4: v = %, comp € Zegqc Z*. Temos:

Ep(r) = & (g) -

P p p
#0b1)=Lgm)=F,
b( ) q b( ) q

de modo que aplicando &, aos membros da igualdade acima, obtemos:
H p
& (Lp(b7) ) = & (—)
(4en) =4 (g

p p
‘-a()
"\q

Finalmente, examinaremos o comportamento da funcdo exponencial cuja base é um ntiimero
entre 0 e 1.

Sabemos que:

]

Teorema 61. Seja &, : R — R a fungio exponencial de base b com 0 < b < 1. Entdo valem:
(Ty) (Vx € R)(Vy € R)(x <y = &(y) < &(x));

(I) (Vx € R)(Vy € R)(&p(x +y) = &(x) - & (y));

(I) (Vr € Q)(éy(r) =1")

Demonstragio. Demonstraremos apenas (I, ), pois os demais itens tém demonstragdes idénticas
as do teorema anélogo ja demonstrado.

Dados x,y € R com x < y. Mostraremos que ndo podem ocorrer nem &,(x) = &,(y) nem
&y(x) < &(y), e seguiréd da tricotomia da ordem que &;(x) > & (y).
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Suponhamos que &,(x) = &;(y). Desta forma, ao calcular .}, nos dois membros da igual-
dade acima, obteriamos:

Zp(6p(x)) = ZL(6p(y))

xX=y,

0 que é absurdo. Vamos supor, entdo, que &,(x) < &(y). Como 0 < b < 1, %), é estritamente
decrescente, e segue que:

6 (x) < &(y) = L(&(x) > Z(&(y) = x >y,

o que é absurdo. Logo, &}, : R — R” é uma funcao estritamente decrescente.

O
Coroldrio 62. Seja £}, : R — R uma fungdo logaritmica de base b. Tem-se:
(VreQ)(Vx e RY)(L(x) =1 < bV =x).
Demonstragio. Seja r € Q tal que £, (x) = r. Entdo:
L(x)=r=r-1=r-%(b) = %"
Zy(x) = 2 (V")
x=10
Reciprocamente, se x = b’, entdo:
b =10"- b
Zy(x) = H (V") = H° 1) = H°) + 41
Zy(x) =r- 23 (b)
Xb(x) =T7.
O

O aspecto do grafico da funcdo exponencial é, conforme ja argumentado, obtido pela re-
flexdo do gréfico da funcdo logaritmica correspondente pela primeira bissetriz.
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