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AGENDA 03: SERIES DE POTENCIAS

Prof. Jean Cerqueira Berni*

Apresentacao

Na parte inicial deste curso pudemos nos familiarizar com sequéncias e séries infinitas de
numeros reais. A ideia de definir fun¢des através de séries, ou de se exprimir fun¢des como
séries, surge naturalmente — até ja fizemos isto. Consideremos a funcao:

f:]1-1,1 — R
1
—
x 1—x
) ) = 1
Vimos, em agendas anteriores, que sempre que |x| < 1, tem-se Z x" = ——, de modo

=0 1—x

que podemos escrever a seguinte igualdade:

(Vx €] —1,1[) (f(x) _ 1ix _ if)

Ao estudar o comportamento das p—séries, vimos que sempre que p > 1, a série an—,,
converge. Desta forma, podemos definir a seguinte funcgao:

: Jl,0o] - R
=1
P ) P
n=1
conhecida como “func¢ado zeta de Riemann”.

O uso de séries de fungdes €, com certa frequéncia, inevitavel na solugdo de certas equagdes
diferenciais. Por exemplo, a solugdo da EDO de Bessel de indice p:
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é dada pela série:

(ee]

- ; (n +)1; +1) @)ZMP
t—1

em que I'(x) = x'7" - e *dx. Nesta agenda vamos estudar a importante classe de sequén-

cias de fun¢des denominada a classe das séries de poténcias, que conforme veremos, possui
excelentes propriedades operatorias.

1 Sequéncias e Séries de Funcdes

Vamos convencionar a seguinte notacdo: dado X C IR, escreveremos:

F(X,R)={X B | f fungdo}
para denotar o conjunto de todas as fun¢des de dominio X e contradominio RR.

Munidos desta notacdo, vamos generalizar o conceito de sequéncia numérica para “sequén-
cia de fungdes”: uma sequéncia de fungdes serd, simplesmente, uma fun¢do de N em .% (X, R):

¢: N — F(X,R)
n — f:X—=>NR

Naturalmente, a notagdo para uma sequéncia de fungdes serd (f, : X = R),en, (fo(x), f1(x),
fa(x), -, fu(x), ) ou (fu(x))nen, onde colocamos este x depois do f apenas para nos lem-
brarmos de que cada termo desta sequéncia é uma funcéo (de variavel x).

Dada uma sequéncia de fungdes, (f; : X = R)yen € F (X,R)N, podemos definir a série
que lhe é associada, a sequéncia das somas parciais:

(folx), folx) + f1(x), fo(x) + A(x) + fox), - folx) + A(3) + -+ fuli), )
Yo fi(x)

que denotaremos por:

(fﬁ(x)) ou Y flx)
i=0 nelN



Note que para cada xg € X, temos uma série numérica, qual seja, ) f(xp), que pode
convergir ou divergir. O conjunto dos pontos de X tais que a série ) f,(x) converge é deno-
minado dominio de convergéncia, e serd denotado por:

Conv (f) C X ={x e X | )_ fu(x) converge}
n=0
Podemos, desta forma, definir neste conjunto uma fungao:

f: Conv(f)CcX — R
X = Lo fu(x)

Observando que toda série de fungdes é, por defini¢do, uma sequéncia de fungdes, tem-
se que, dada uma sequéncia (f)sen de funcdes continuas (diferencidveis, de classe €* ete),
pelo fato de a soma finita de fun¢des continuas (diferenciaveis, de classe €* etc) ser continua
(diferenciével etc), a série associada, que é a sequéncia de somas finitas, (L;_ fi),cpn também
é uma sequéncia de func¢des continuas (diferencidveis, de classe €* etc). Surge, naturalmente,
0 questionamento: serd que a fun¢do definida por meio de uma série de fun¢des continuas
(diferencidveis, de classe €* etc) é, novamente, continua (diferenciaveis, de classe €* etc)?

Vamos considerar o seguinte exemplo:

Exemplo 1. Consideremos a sequinte sequéncia de fungoes:

s: N —  Z(0,1,R)
W B D1 R
X = X

cujos grdficos estdo esbogados abaixo:

Yy

0.5 |

K 0.5 i

X

Cada uma dessas fungdes continua (na verdade, de classe € em [0, 1]). Notamos que para qualquer
x € [0,1], temos:



. e
P Salr) = i, " =0

mas que para x =1,
lim 1" =1
n—00

Desta forma, ponto a ponto, concluimos que a sequéncia de fungoes continuas (f(x))ncN converge
para a fungdo:

f: 01 — R
0, sex €[0,1]
X
1, sex=1

que é descontinua em 1, pois lim,_,1_ f(x) =0# 1= f(1).

O exemplo acima nos mostra que nem sempre o limite de uma sequéncia de fungdes
continuas é continua (ou diferenciavel etc).

Motivados pela férmula de Taylor, vamos introduzir as séries de poténcias, e veremos que,
a depender do caso, tais séries sdo extremamente bem comportadas no que diz respeito a pro-
priedades como continuidade e mesmo resultados que nos permitem derivé-las ou integra-las
termo a termo.

2 Séries de Funcgoes

A nossa primeira defini¢do abrange qualquer tipo de sequéncia de fungdes:

Definicio 2 (n—ésima soma parcial). Seja (f,)nen € -Z (X, R)N uma sequéncia de funcoes
de mesmo dominio, X C R. A n—ésima soma parcial de (f,),eN € a fungio:

S (1) = i)fi(x)

Observe que se todas as fungdes do conjunto {f, : X — R | n € N} forem continuas (diferen-
cidveis, de classe € etc), entdo a n—ésima soma parcial destas funcdes também serd continua
(diferencidvel, de classe € etc).

Exemplo 3. Dada a sequéncia de fungdes (fy, : [0,1] = R),  dada por f,(x) = x", a n—ésima
soma parcial é:

(1 _ xn+1)

=Y x=1 24" da PG
sn(x) 2x +x+x*+ -+ x"soma da T

1=0



Definigio 4 (série de fungdes). Seja (fu)nenw € Z (X, R)N uma sequéncia de fungoes de
mesmo dominio, X C R. A série de fun¢ées associada a (f,)ncN € a sequéncia das n—ésimas
somas parciais de (fn)necN, OU Seja:

an(x) = (sn(x))neN = (éfz(ﬂ)

nelN

Exemplo 5. A série associada a sequéncia dada no Exemplo |3|é a sequéncia das somas parciais:

Y 2" = (su(x))nen = (Z)N = <%)N

n=0 i=0

onde x € [0,1].

3 Séries de Poténcias

As técnicas de aproximagdo de fungdes por polindmios surgiram no século XVII. Na ver-
dade, os matematicos daquela época utilizavam as séries infinitas para representar funcdes,
como se fossem polindmios. Uma vez que eles ndo possuiam qualquer teoria que tratasse da
convergéncia — e ndo perceberam a necessidade desta teoria — manipulavam séries como se
fossem polindmios. Era um expediente comodo, que permitia representar fun¢des complica-
das por “polindmios infinitos”. De fato, possuindo infinitos termos, estes entes eram tratados
com as mesmas regras formais do célculo algébrico. Por isso mesmo, era frequente obterem
resultados estranhos e até mesmo contraditérios. Por exemplo, quando derivamos a série:

x> x

In(1 VR AL
n(l+x)=x 2+3 4+

como se o membro direito da igualdade fosse um “polindmio” (ou seja, termo a termo) ,
obtemos:

1
1+x
Embora esses desenvolvimentos sejam ambos validos para x € R com |x| < 1, a primeira

série continua convergente mesmo quando x = 1, ao passo que a segunda ndo faz nenhum
sentido; De fato, veja que ao substituir x por 1 na segunda igualdade obterfamos:

=1—x+x> -4t

1 1
= =1-141-1+1—-1+---
175 + + +oe,

que, conforme ja vimos, diverge (recorde que a série de Grandi diverge).



Evidentemente, o resultado acima ndo pode ser aceito como verdadeiro. N&do é sempre
que podemos derivar uma série de fun¢des termo a termo, conforme ja vimos. Neste caso, ao
derivar a série de In(1 + x) obtemos uma série divergente.

Como careciam de uma nogdo precisa de convergéncia, os matemaéticos acabavam lidando
com séries divergentes, as vezes sem perceber. O que faltava a Matematica dos séculos XVII
e XVIIII seria suprido somente pelos matematicos do século XIX, a comegar com os trabalhos
de Bolzano (1781-1827) e Cauchy (1789 — 1857).

Nesta secdo veremos que uma série de poténcias, quando converge, o faz uniformemente
em um intervalo simétrico (limitado ou toda a reta), de tal modo que podemos deriva-las e
integra-las termo a termo.

As séries de poténcias sdo o tipo mais natural de séries de fungdes, por diversas razdes.
Em primeiro lugar, sdo a generalizagdo natural dos polindmios, e em segundo lugar, sado cla-
ramente sugeridas pela férmula de Taylor.

Definicao 6 (série de poténcias). Uma série de poténcias em torno de um niimero real, xo € R
é uma série de fungoes da forma:

Zan~(x—x0)”:a0+a1-(x—x0)~|—a2-(x—x0)2+---—|—an-(x—xo)”+---
n=0

Nos pontos em que converge, X C R, uma série de poténcias, }_a, - (x — xp)" define uma
funcéo:

f: X — R
X = Yoloan- (x —x)"
Acerca desta funcdo, podemos perguntar:

(@) Quais sdo as propriedades da fungdo f definida por uma série de poténcias?

(b) Dada uma fungdo f : X — IR, serd possivel encontrar uma série de poténcias de tal
modo que:

(vx e X) [ f(x) = ioan (x— x0)"

O resultados a seguir nos indicam que o conjunto de pontos para os quais uma série de
poténcias é convergente ou é unitdrio ou é um intervalo.



Lema 7. Se a série de poténcias ) a, - (x — xo)" converge para certo X € R, ou seja, se X € R é
tal que Y a, - (X — x)", enquanto série numérica, é convergente, entdo para todo x € R tal que
|x — x| < |% — x0|, a série ) |an - (x — x0)"| converge.

Demonstragio. Se Y ay, - (¥ — x9)" é convergente, entdo:

Jim [a, - (£~ x0)"| =0

de modo a sequéncia (|ay, - (¥ — x0)"|)nenN € limitada, digamos pela constante M > 0, ou seja:

(Vi€ N)(lan - (% — x0)"| < M)

Mas observe que, para qualquer x € R tal que |x — x| < |¥ — xg|, podemos escrever, para
todo n € IN:

n

<M-

n

X — X0 X — X0

X — Xxp

|an : (x_xO)n| = |an : (f—xo)"| :

X — Xg

Assim, dado x € R tal que |x — xg| < |¥ — x¢|, para todo n € N, temos:

n
X — X
|an - (x = x0)"| < M- | =
X — Xp
——
<1
PP ~ _ X — Xp
Pelo Critério da Comparacido, observando que |x — xg| < |¥ — xo| = |= < 1eque,
X—x
n
L. s X — X n
portanto, a série geométrica ) M - | converge, segue que Y_ |a, - (x — x)"| converge,
X — Xp
ou seja, a série ) a, - (x — xp) ndo apenas converge, mas também é absolutamente convergente.

]

Lema 8. Se a série de poténcias y_ay - (x — xo)" diverge em ¥ € R, ou seja, se y_an - (X — x)"
diverge, entdo para todo x € R tal que |x — xo| > |X — xo|, a série (numérica) Y a, - (x — xo)"
diverge.

Demonstragio. (contraposi¢do) De fato, seja x € R tal que |x — x9| > |¥ — xg|. Se a série
Y |an - (x — x9)"| converge, entdo pelo Lema [7 seguiria que }_ |a, - (¥ — x)"| converge. O

Uma série de poténcias, ) a, - (x — xp)", pode convergir apenas para x = x(, como é o caso
da série }_n!(x — xg)". Com efeito, se x = xp, a série em apreco é Y 0, que converge, mas
sempre que x # Xg, lim,_e [n! - |x — x0|"| # 0. Também pode acontecer de uma série de
poténcias convergir para todo x € IR, como é o caso da série ) fl—}:



a parte desses dois casos extremos, veremos que existe um niimero positivo, R, tal que se
|x —x0| < R, asérie ) a,-(x—xg)" converge, e se |x —xg| > R, asérie }_a, - (x —xp)" diverge.

Teorema 9. Seja Y_a, - (x — xo)" uma série de poténcia tal que existem ¥ € R, X # xq tal que
Y a, - (% — x0)" converge e ¥ € R, com X # xo, tal que Y_a, - (X — xo)" diverge. Entdo existe
um niimero positivo R tal que:

|x —xo| < R= Y a,-(x—xp)" converge absolutamente
|x —xo| > R= Y a,-(x—xp)" diverge

.

Demonstragio. Considere o conjunto S = {y € R | Ya,, - (y — x09)" converge absolutamente}.
Este conjunto é ndo-vazio, uma vez que ¥ € S, e limitado superiormente. Seja:

R = sup{|x — xo| | x € S}

Observe que |¥ — x9| < R e que |¥ — xp| > R (uma vez que se |¥ — x| < R, entdo existiria
y R, |¥—x] <y < Rtal que Y a,-(y— xp)" converge absolutamente, o que pelo Lema
implicaria que }_ay,, - (X — xo)" também convergiria absolutamente, contrariando a definigdo
de ).

Se x é tal que |x — xp| < R, pela defini¢do de supremo existe x’ € S, ou seja, existe x’ € R
tal que Y_a, - (x' — xp)" converge e tal que |x —xo| < |[x' —xp| < R. Pelo Lema[7} a série
Y.a, - (x — x9)" converge absolutamente. A série diverge para x € R ral que |x — xo| > R,
sendo, pelo mesmo lema, teria que convergir em todo vy € R tal que R < |y — xo| < |x — x|, e
portanto R ndo seria supremo do conjunto {|x — xg| | x € S}. O

O ntimero R introduzido no teorema anterior é chamado “raio de convergéncia da série”.

O Teorema [9] garante a convergéncia absoluta no intervalo aberto |xg — R, xo + R[, nada
afirmando sobre os extremos, xop — R e xp + R. Vamos ver, posteriormente, esses casos.

H4 um outro modo de introduzir o conceito de raio de convergéncia de uma série de
poténcias, que nos permite inclusive calculd-lo em termos dos coeficientes da série. Para
tanto, aplicamos o critério da razdo a série ) a, - (x — xp)". Pelo Teste da Razio, teremos a
série Y a, - (x — xg)" absolutamente convergente sempre que:

. _ n+1
im [l (= x0)™ |
e |ap| - [(x —x0)"|
— 1imM-\x—xo\<1 1)
n—co |gn’



| 41|
|an]
Y. a, - (x — x9)" converge absolutamente para todo x € R.

Caso limy e = 0, a desigualdade sempre se cumpre, de modo que a série

|21

|an]
absolutamente sempre que:

Caso L = lim;; 00 > 0, entdo pelo Teste da Razio, a série }_a, - (x — xo)" convergira

1
lim 1241 x—x0] <1 <= |x —xp| <
n—oo |a,| . |ap41]

1My — oo ]

diverge converge diverge
?
A I
1

1 X
X0 — 1 0 X0

+ O

1
L

Note que o teste é inconclusivo sempre que o limite de |a, 1|/ |a,| for 1 — por isto ndo
podemos concluir nada sobre o comportamento da série nos pontos xy — % e xo + % (razao
pela qual colocamos uma lacuna com um ponto de interrogacdo sobre esses pontos na figura
acima: sdo pontos em que a série de poténcias pode ou ndo convergir).

a
Finalmente, se lim;;, oo ||:l—+|1| = 0o, entdo para todo x # x( teremos:
n
. _ n+1
lim | #rtl (x — x0) = |x — x| - lim |41 _
n—oo| - (x — x)" n—oo |ay,|

de modo que Y a;, - (x — xg)" diverge para todo x # xj.

‘an—&-ll
||
Caso limy e /|ax| seja um namero real ndo nulo, a convergéncia absoluta da série ) ay, -

(x — x0)" fica assegurada sempre que:

Se, no entanto, o limite lim;,

ndo existir, podemos apelar para o Teste da Raiz.

lim ’(/]an| Sx —xo|" =[x —xg| - im {/|an] <1 <= |x — x| <
n—s00 n—o00

1
limy 00 v/ |an |

Se lim, 00 {/]ax| = 0, entdo para todo x € R teremos:

0:|x—x0|-nli_r>ro1o { |an|:nli_r>{>10</|an-(x—x0)”| <1

9



de modo que a série de poténcias ) a, - (x — x¢)" convergira absolutamente para todo x € R.

Finalmente, se lim, ;o {/|an| = 00, entdo para qualquer x # xp teremos |x — xg| # O e,
portanto:

lim </|an (x —x0)"| = |x — x0| - im {/|an| = o0

n—00 n—o0

de modo que a série divergird sempre que x # xo.

Podemos resumir a discussdo acima na seguinte:

Defini¢ao 10 (raio de convergéncia). Seja }_a, - (x — x)" uma série de poténcias tal que

20 11] =L = lim {/|ay|
n—oo || n—co

(i) Se L = 0, dizemos que o raio de convergéncia da série de poténcias ) a, - (x — x)"
é infinito, ou seja, que a série converge para todo x € R;

(i) Se L > 0, entio dizemos que o raio de convergéncia da série de poténcias ) ay, - (x —
x9)"éR = % Neste caso, garante-se que a série converge (pelo menos) no intervalo aberto
Jxo—1/L,xo+1/L[;

(iii) Se L = oo, dizemos que o raio de convergéncia da série de poténcias y_a, - (x — xp)"
é zero. Neste caso, a série converge apenas no conjunto {xg}.

Definicao 11 (intervalo de convergéncia). O intervalo convergéncia da série de poténcias
Y. ay, - (x — x9)" é o maior intervalo centrado em xg restrita ao qual a série é convergente.

\.

Exemplo 12. Determinar o intervalo de convergéncia da série de poténcias dada por:

1
Solugdo: Aqui temos a, = . Calculamos:

lim 1
n—oo |ay| n—oo 1 n—oo 11 + 1

de modo que o raio de convergéncia desta série de poténcias é R = 1. Notamos que a série
estd centrada em xp = 0, de modo que a série converge em todo ponto do intervalo | —1,1].
Falta, portanto, testar os extremos deste intervalo. Para x = —1, a série é:

10



nz_l (—2) ,

que pelo critério de Leibniz, converge. Para x = 1, temos a série 2? 1 1 que por ser a série
harmonica, diverge. Logo, o intervalo de convergéncia da série ) ;> ; %~ é [—1,1].

Exemplo 13. Determinar o intervalo de convergéncia da série de poténcias:

00 xn
n!
n=0
Solugao: Neste caso, a, = % Vamos determinar o raio de convergéncia calculando,
primeiramente:
a1 (@ t 1
a n+1)! . . .
lim = — fim ( ):11m—:11m—:O
n—oo || n—00 l| n—oo (n+1)-m noeon+1

ni
de onde concluimos que a série converge absolutamente para todo x € IR, ou seja, o intervalo
de convergéncia é R.

Exemplo 14. Determinar o intervalo de convergéncia da série de poténcias:
(o)
> (=1)"-n"-(x—5)"
n=1

Solugido: Neste caso a, = (—1)" - n". Calculamos:

lim {/|a,| = lim V(=) -nn| = lim vV/n"* = lim n" =
n—oo n—o00 n—o00

Assim, exceto quando x = 5, a série de poténcias dada é divergente. Seu intervalo de
convergéncia, neste caso, é degenerado, consistindo apenas do conjunto {5}.

Exemplo 15. Determinar o intervalo de convergéncia da série:

00 (_1);1 X 2211 . x2n
2n

Solucdo: Note que, na forma acima, a série ndo é de poténcias. No entanto, podemos
converté-la em uma série de poténcias fazendo a mudanca de varidvel y = x2. Temos, assim:

i (_1);1 .2271 Y
B! 2n Y

11



—1)"*. 22n
que é uma série de poténcias centrada em yy = 0. Aqui a, = L, de modo que:

2n
(71);’!-&-1_22-(71-&-1)
- ana] 2:(n+1) 22l oy 22 .4 .o
lim 2 = lim = lim = =
n—oo |ay|  n—e '(_1),,.22” s (n+1) 220 nseo (2n +2) 2% -
2n
lim Sn_ _
e 2n 42 ’
de modo que o raio de convergéncia da série (envolvendo y) é
R— 1 1
li |an+1 | 4
n
e a série converge em ] — 1 [ Analisemos o que ocorre nos extremos: para y = —1/4, temos

& ) 22 °° 2% (- &1

B () LS “Loa
que diverge. Para y = 1/4 temos:

= (12 (1)@ ()21 (1)

;;1 2n '(71) _,;1 2% =) 5

que, pelo Teste de Leibniz, converge. Logo, o mterval de convergéncia para a série em y é:

11
4’ 4
Falta retornarmos a variavel x. Temos:
o ) PR
Y 44 2’2
(_1)11 _22n . xZn
2n ¢ ] B

Desta forma, o intervalo de convergéncia da série ), ;

4 Propriedades de Funcdes Definidas por Séries de Poténcias

Nesta se¢do apresentaremos e demonstraremos alguns fatos sobre as séries de poténcias, evi-

denciando suas “boas” propriedades, como a continuidade, diferenciabilidade e integrabili-
dade.

12



Tais propriedades dependem do seguinte resultado, que sera central na demonstragdo de
Nnossos teoremas:

Lema 16. Seja Y 5> ay - (x — xo)" uma série de poténcias cujo raio de convergéncia é R > 0.
Entio, dado rg € R tal que 0 < rg < R, existe uma série numérica convergente, Y > My, tal
que se |x — x| < 7o, vale:

(Vr € N)(Jan - (x = x0)"| < My)

Demonstragio. Como rg < R, certamente existe 71 € R tal que ryp < r; < R (basta, por exemplo,
tomarmos r; = #). Uma vez que x = xg+ 11 < x9+ R, xg + r1 pertence ao intervalo de
convergéncia da série de poténcias, e por isso tem-se que:

(]

(00)
Y an-[(xo+71) —x]" =) an-r{ éconvergente
n=0 n=0

Pelo Critério do Termo Geral para séries numéricas, podemos concluir que lim; e ay -
r{ = 0, de modo que (a;, - ] ),eN, por ser uma sequéncia que tem limite, é uma sequéncia
limitada — ou seja, existe M > 0 tal que:

(Vn € N)(la, -r]| < M)

Agora, se x € R for tal que |x — x| < 79, entdo:

<M
n /—/\“ rn 7 n
|an - (x — x0)"| = |an] - |x — x0| < |an| - 78 =lan-]-L < M- <_°)
N—— ry 4]

<ro

n
Basta tomarmos M,, = M - (:—(1)) , € (My)neN serd uma progressdo geométrica de razao

n
o ] o o] _ e} 1o z 2 z . .
7 < 1 (visto que rg < r1), de modo que }.;" g My = Yo M- (H) é a série numérica cuja

existéncia o lema afirmava.

4.1 Continuidade de uma Fun¢ao Definida por Uma Série de Poténcias

r

Teorema 17. Seja Y ;> a, - (x — x0)" uma série de poténcias com raio de convergéncia R > 0.
Entdo a fungdo definida por:

f: ]XO—R,XO—i—R[ — R
X = Yo odn - (x —xp)"

é continua em |xg — R, xo + R[.

13



Demonstragio. Seja a €]xy — R, xg + R[ qualquer; desejamos mostrar que, dado ¢ > 0, existe
um 6 > 0 tal que:

[x—al <= |f(x) - fla)] <e

Comecemos escolhendo um ry > 0 tal que |a — x| < 7.

Pelo Lema [16, existe uma série numérica convergente, Y ,~ ; My, tal que se |x — xg| < 7o,
vale:

(Vi€ N)(lan - (x — x0)"| < My)
e portanto, se |x — xg| < 7, vale:

(o]

Y Jan- (x—x0)"| < Y M,

n=0 n=0

Note que uma vez que temos, em particular, |a — x0| < rp, também temos:

Z |ay - (a — x0)"| < ZMn
n=0 n=0

Dado m € IN, vamos escrever:

sm(x) = i an - (x — xp)"
n=0

Assim, para qualquer m € IN, vale:

f(x) = f(@)] = £ (x) =sm(x) +5m(x) =sm(a) +sm(a) = f(@)] < |f(x) =sm(x)] + [sm(x) —sm(a)[+

Flsn@) — f@] =] T an- (x—x0)"| +sm(@) —sw(@] +| ¥ an- (a—x0)"

n=m+1 n=m+1
ou seja,
f)=f@ <] Y, an(x—x0)"|+[sm(x) —sm(@)| +| Y an-(a—x0)" <
n=m+1 n=m+1
< ) law- (x=x0)"[ + [sm(x) =sm(a)| + Y lan-(a—x0)"|
n=m-+1 n=m+1

Fato 1: uma vez que )’ M, converge, dado o nimero positivo 5, existe um indice

no (§) € N tal que:
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Y M= ¥ My<s
n=m+1

€
n0<—>§m:>
3 n=m+1

Fato 2: Afirmamos que existe 6; > 0 tal que se |x —a| < J1, entdo tem-se |x — xp| < 7.
Com efeito, basta escolhermos é; > 0 satisfazendo 4, < rg — |xg — a|, e teremos |x — xo| =
|x—a+a— x| <|x—a|+|a— x| <ro—|xo—al+ |a—xo| = ro, eafortiori, |x — xo| < rp.

Seja ¢ > 0 qualquer dado. Pela continuidade de s;; em a (continua porque é uma fungao

polinomial de grau m), dado o namero positivo § > 0, existe 5, > 0 tal que |x —a| < &

garante que s, (x) — sy (a)| < 5.

Desta forma, tomando 6§ = min{éy,d,} e fixando m > ng (%), tem-se, para |x —a| < J:

FO) = f@I< Y Jan- (x—x0)"| + sm(x) —sw@|+ Y. an- (a—x0)"| <

n=m+1 n=m+1

o0 00 S
< Z Mn—f“sm(X)—Sm(a)‘—{— Z M, §§+
n=m+1 n=m+1

€€
— — =€
3 3
Desta forma, como dado ¢ > 0 qualquer, é possivel exibir § > 0 tal que |x — a| < J garante
que |f(x) — f(a)| < ¢, segue que f é continua em 4, e portanto é continua em qualquer ponto
de Jxg — R, xo + R|, conforme afirmdvamos. O

4.2 Diferenciabilidade de uma Funcdo Definida por Uma Série de Potén-
cias

Os proximos resultados dizem respeito a diferenciacdo e a integragdo de séries de poténcias.

Proposicdo 18. Seja Y, a, - (x — xo)" uma série de poténcias de raio de convergéncia R > 0.
Entdo a série Yooy 1 - ay - (x — x0)" ! também tem raio de convergéncia igual a R.

Demonstragido. Dado x € R tal que |x — xp| < R, escolhemos ry > 0 tal que |x — xo| < rg < R.
Pelo Lema 16} existe uma série geométrica da forma ) ;. oM - 4", em que 0 < g < 1, tal que:
(V€ N)(Jan - (x —x0)"| < M-¢")
Agora,

M-g"
e (=) <
|x—xo|



Observamos, agora, que a série ) ;” x| converge, pois pelo Teste da Razao:
X — X

‘M-(nJrl)-q"""l

. a |x—xo] . n 1
n—s00 |an| n—s00 Mg n—s00
|[x—xq

Concluimos dai e do Critério da Comparacio que, para todo x € R tal que |[x — x9| < R, a
série Y oy n-a, - (x — xo)”_1 converge absolutamente, e portanto converge. Assim, para todo

x €]xo — R, xo + R[, a série Y00 1 n-a, - (x — x9)"~! converge. O

Uma vez demonstrada a Proposicgado [18, é natural supormos que f/(x) =Y. 1 n-a, - (x —
x0)"~!; ndo obstante, nés ainda nem sequer sabemos se f é derivavel ou nao!

Os préximos dois teoremas estabelecem definitivamente a diferenciabilidade de uma série
de poténcias:

7

Teorema 19. Seja Y ;> a, - (x — x)" uma série de poténcias de raio de convergéncia R > 0, e
definamos:

f: ]XO—R,Xo+R[ — R
X = Yo odn - (x —xp)"

Seja F(x f f(t)dt. Entao:

F(x) = i </x:an-(t—x0)”dt> = i “"'(’;19;0)

n=0 n=0

n+1

\.

Demonstragio. Considere x € R tal que |x — xg| < R, e observe que:

X a _(x_xO)rH—l
ay - (t — xo)"dt = =
/Xo n ( O) n+1

Podemos escrever:

Zan- t—xg)" Zan (t—x0)" + Z a - (t—x)"

n=m+1

e portanto:

—ian- (t—xo)" Z ay - (t—xp)"
n=0

n=m-+1
e para ryp € R tal que |x — xo| < rp < R, temos também |t — xg| < rg. Desta forma,
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Z ay - (t—xp)" Z Ay - 1 (2)

m
— Y ay- (t—x0)"
n=0 n=m-+1 n=m-+1

Como rg < R, esta tltima série converge absolutamente, de onde concluimos que:

(o)
m( Y laul- |r8|) =0
n=m-+1

isto é, a cauda tende a zero. Desta forma,

n+1

F i e L dt—zj - (4= =
/xo (f(t)—\;:ﬂn'(t—xo)”>dt‘§/xo Zan. t—xp)"
/x Z ay - (t—xp)" dtg/xx< i |an|-|f—xo|”>dt§

[

dt

n=m+1 n=m+1
[t—x0|<rg x © ©

< / Y lan -l dt‘:|x—x0]~ Y lan -l

X0 \n=m+1 n=m-+1
Assim, tem-se, para x € R tal que |x — x| < R:

g, (x— xg)" L ©

) - 30 I e
n=0 n+ n=m+1

e passando os dois membros da desigualdade acima ao limite conforme m — oo, obtemos:

o0
<lx—ol im0l =0

)n+1

oL (x —x
I
ml—l;réo nZ: n-+1
de modo que para todo x €|xg — R, xg + R], tem-se:

ian (x — xg)" !
n=0 n+1

que é o que queriamos demonstrar.

Teorema 20. Se a série de poténcias Y a, - (x — xo)" tem raio de convergéncia R > 0, entdo:

Zn+1 —a) = LS ()" ©)

n=1

obtida da série dada por integragdo termo a termo, tem o mesmo raio de convergéncia, R > 0.

17



Demonstragdo. Note que:

o0 (0]
n+1 an n
. — P — — . . —
7 (x x09)""" converge (x — xo) nz ) 7 (x —x0)" converge

Para concluirmos nossa tese, basta observarmos, como na demonstracdo do lema anterior,

que:

lim { lan] = lim - lim {/|a,| = lim {an|

n—oo \l m+1 n—>oo”n_|_1 n—00

Teorema 21. Seja Y ;> oa, - (x — xo)" wuma série de poténcias de raio de convergéncia R > 0.
Definindo:

f: Jxo—Rxp+R[ — R
x = Y o (x — x)"

tem-se que f é diferencidvel em |xg — R, xo + R|, e vale, para todo x €|xy — R, xo + R|:

(o]
=Y n-ay-(x—x0)"!
n=1

Demonstragio. Ja vimos que a série Y50 1 - a, - (x — x9)" ! converge sempre que |x — x| < R.

Definamos, entao:

]XO—R,Xo+R[ — R
x = Yo - an - (X — Xxo

que é, evidentemente, uma funcdo continua em razao do Teorema 17, Vale, também:

)n—l

< (x — x)"

/ g(t)dt Teo 2T 2 g X = Xo)
X 1 n

Logo,

e como ¢ é continua, temos que f é diferenciavel e f'(x) = g(x), conforme afirmamos.

18



Teorema 22. Se a série de poténcias Y ay - (x — xo)" tem raio de convergéncia R > 0, entdo:

[ee]

Zn-an-(x—xo)”*lz Y (n+1)- a4 (x—x)" 4)
n=1 n=0

obtida da série dada por derivagio termo a termo, tem o mesmo raio de convergéncia, R > 0.

\.

Demonstracdo. De fato, temos:

[0,] o0
Y oneay-(x— x0)""! converge = (x—1xp)- Y oneay-(x— x0)""! converge
n=1 n=1

O raio de convergéncia desta ultima série, Y - 17 - a, - (x — x()", é o reciproco do namero:

=1
R —
lim {/|n-a,| = lim ¥/n-{/|ay| = lim ¢/n- lim {/lan| = lim V x|
n—00 n—00 n—o0 n—r00 n—reo

de modo que o raio de convergéncia da nova série é:

1 1

iMoo /1 an]  limpoeo &/[an]

R.

Proposicao 23. Sejam Y ;> a, - y" uma série de poténcias com raio de convergéncia R > 0 e
I, ] C R intervalos tais que ] C] — R, R[. Definindo:

f: JCR — R
y = Lo Y"
seu:I CR — R for uma fungdo tal que:
(Vx € I)(u(x) €J)
entdo:

Y - u(x)"

converge (pontualmente) para f ou : I — RR.

Demonstragdo. Por definicao:

[e¢]

fou(x) = fu(x)) =} an-u(x)"

n=0
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Para qualquer x € I fixado, como u(x) € | C] — R, R|, segue que a série Y, a, - u(x)"
converge para o valor f(u(x)). O

Vejamos algumas aplicagdes importantes da proposicdo acima, obtendo novas séries de
poténcias a partir de séries ja conhecidas.
Sabemos que a soma da série geométrica de razdo t com |t| < 1, é

T t:1+t+t2+t3+t4+---+t”+--- (5)

Substituindo ¢ por —x (ou seja, tomando u :| —1,1[— R, t — —x na Proposi¢io em ,
obtemos:

1 1
p— p— 1 —_— 2 — 3 4 —_— 5 DY —1 n . n DY
T g e X+x"—x"4+x =7+ (=) X"+
Se substituirmos x por —x? (ou seja, tomando u :] —1,1[—] — 1,0[C R,t — —x? na Pro-

posig¢do 23) em (), obteremos, por sua vez:

1

Exemplo 24. Sabemos que para todo t €] — 1,1] temos:

1
T =14+t4+2+ PP+ 4
Aplicando o Teorema podemos integrar os dois membros da igualdade acima em qualquer
intervalo da forma [0,x] C| —1,1[, ou seja, com —1 < x < 1, e obtemos:

/1—dt /1dt+t-|—/ tzdt+/ t3dt+/ t4dt+/ Odt + - - +/ 'dt + - -
01—

x2 x3 x4 xn-i-l
In(1 — x) = A S ST
n(l=x)=xt g3ttt

Exemplo 25. Sabemos que para todo t €] —1,1] temos:

=14 PP P (=DM
T - - o (D)

Aplicando o Teorema podemos integrar os dois membros da igualdade acima em qualquer
intervalo da forma [0, x] C] —1,1][, ou seja, com —1 < x < 1, e obtemos:

X X X X
/—dt /1dt—t+/ t2dt — /t3dt+/ t4dt—/ t5dt+~~~+(—1)”/ thdt + - -
o 1+t 0 0 0 0
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x2 x3 x4 xn-i-l

In(1 — Y- (=1 .
n(l+x)=x >t -7t +(-1) n+1+
Exemplo 26. Sabemos que para qualquer t €] —1,1[, podemos escrever:
1 (o]
:1_t2 t4_t6 A 1?’1 t2n n_t2n
1+1¢2 * Tt (=D ;

e portanto, para qualquer 6 € |[0,1[, podemos aplicar o Teorema (19| ao intervalo [0,60] C] —1,1],
obtendo:

o 1 0 0 0 0 0 0
/ —zdxz/ 1dx—/ xzdx+/ x4dx—/ x6dx—|—/ xsdx—/ x10dx —
0o 1+x 0 0 0 0 0 0

93 95 97 9211—1—1
—_— f— — — — — — —_— n . ..
arctan(f) — arctan(0) = 6 3 + T +--+(-1) 1 +
93 95 97 9211-!—1
0)=0——+——— -1)"-
arctan(8) = A R -4 (—1) 2n+1+

Exemplo 27 Podemos utilizar o Teorema [23| para obter séries como, por exemplo, o desenvolvimento
de f(x) = L em torno de xo = 3. Temos:

11 1 1 1
x x-3+3 (x=3)+3 3 (333)+1
Assim,
1 & & (x —3)"
; - 5 Z Z 3n+1
Agora, para determinar o raio de convergéncia da série, calculamos o limite:
. .11 1
am, { 3n+1 | = tim 3n+1—,}£205%—5>0

e assim, o raio de convergéncia serd:




Figura 1: Na figura acima temos, em azul, o grafico de f (x) = % e, em vermelho, o grafico
da soma dos trinta primeiros termos da série obtida neste exemplo. Interaja com o applet em

https://www.geogebra.org/classic/pbr92dtv

Observacio 28. Note que, similarmente, podemos obter o desenvolvimento de f(x) = 1 em torno de

Xo = 2 para obter: !
1 & (-1 (x—2)"
(Vx €]0,4() (; = HZ%) ES}

A seguir veremos resultados que nos permitem, sob certas condigdes, calcular o valor de
uma série de poténcias de raio de convergéncia R no extremo direito de seu intervalo.

Exemplo 29. Usando o exemplo acima e o Teorema da Estimativa (Teorema 56 da AGENDA 2),
obter uma aproximagio para In(2) com erro inferior a 10~ 1.

Solucido: Pelo Teorema da Estimativa, temos:

L 1 1
In(2) = Y (-1 7' -] <
n() ]‘_1( ) j_n+1

Queremos erro inferior a %. Comparando:

1 com 1
n+1 10

notamos que basta tomarmos n = 9. Assim,
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https://www.ime.usp.br/~jeancb/Agenda2MAT2456.pdf

Figura 2: Na figura acima temos, em azul, o grafico de f(x) = % e, em vermelho, o grafico da

soma dos trinta primeiros termos da série obtida neste exemplo. Observe que o gréfico desta
série de poténcias difere do da série anterior (conforme sugere o intervalo de convergéncia).
Interaja com o applet em https://www.geogebra.org/classic/pbr92dtv

9]11 1 1 1 1.1 1 1 1879

1
el g4ty _Z,: = 0.74563492
]Z j 2737175 677 g9 gy V7RIS

serd uma aproximagdo de In(2) com erro inferior a 1/10. O valor que encontramos na calcu-
ladora é 0.69314718056, e de fato tem-se:

0.74563492063 — 0.69314718056 = 0.05248774007 < 0.1

Observacao 30. Notamos, no exemplo anterior, que a convergéncia se dd de modo bastante lento: para
obtermos uma aproximagdo de In(2) com erro inferior a 1/100, serd necessdrio computarmos a soma
dos 99 primeiros termos da série, e assim por diante. Temos:

Z(—l)j_l% = 0.69817 - - -
Z(—1)11% = 0.69364 - - -

Z(—1)f—1% = 0.69319 - - -
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Corolario 31. Se a série de poténcias Y an - (x — x)", com raio de convergéncia igual a R
converge em x = xo + R, entio ela converge uniformemente em [xg, xo + R|, de modo que:

f [JCQ , X0 + R] — R
x = Yoo (x — xp)"
é uma fungio continua neste intervalo. Em particular, tem-se:

lim  f(x) = ioa” .R"

x—x9+R_

\.

Demonstragio. Similar & do Teorema de Abel, trocando-se (x — xg) por R - (x — xp). O

Teorema 32 (unicidade de séries de poténcias). Se uma fungio f : I C R — R admite um
desenvolvimento em série de poténcias em um ponto xo € I, este desenvolvimento € iinico.

.

Demonstragido. Suponhamos que f tenha dois desenvolvimentos em série de poténcias numa
vizinhanga de xp € I, |[x — xg| < R:

x €]xg— R, xo+ R[= f(x) = Z”" (x—x)" = an - (x —x0)"

Estas séries podem ser derivadas repetidamente, termo a termo em |xp — R, xo + R|, donde
seguird que (Vn € IN)(a, = by). O

O teorema acima nos diz que, se uma fungdo tem série de poténcias em torno de um ponto
Xo, ndo importa que método empregamos para obté-la, ja que esta série é tnica. Muitas séries
serdo obtidas a partir das “séries de Taylor”, como veremos posteriormente.

Os resultados vistos acima nos mostram que as fungdes definidas por séries de poténcias
tém propriedades muito boas: por exemplo, sdo infinitamente derivéveis (se f é definida por
uma série de poténcias e f é derivavel, entdo f’ também é definida por uma série de potén-
cias) e assim por diante.

Assim como pudemos derivar e integrar séries de poténcias, podemos operé-las, como
segue:
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Proposicao 33 (soma/subtracao de séries de poténcias e produto por escalar). Sejam
xo € R, Ry > 0e Ry > 0 os raios de convergéncia das séries de poténcias Y a, - (x — xo)" e
Y- by - (x — x0)", respectivamente. Se definirmos as fungdes:

f: ]xo—Rl,xo—i—Rl[ — R
X = Yo odn - (X — x0)"
e:
g: ]XO—RZ,XO+R2[ — R
X = Yoo bn - (x —x0)"

entdo a série de poténcias dada por:

(ee]

(ayn £by) - (x — x0)"
=1

converge para a funcio
ftg: Jxo—R,xo+R[ — R
X = f(x) £8(x)
k

onde R = min{R;, Ry }. Também, se « € R e k € IN, entio a série y ;> o - (x — x0)" - a,_ -
(x — x0)" converge para « - (x — xg) - (x — x0)* em ]xg — Ry, xo + Rq|.

Demonstragdo. Temos:

(o) o0 n n
Y an- (x—x0)"+ ) by (x —x)" = lim Zuk-(x—xo)kj: lim Zbk-(x—xo)k:
= n=0 R = "0

n n n
, k k , k
= lim (k;)ﬂk'(x—xo) i;bk'(x—xo) ) :nggolg)(ﬂkﬂ%k)'(x—xo) =

ianib (x —xp)"

Quanto a segunda parte, fazendo m = n + k, temos n = m — k, de modo que quando n = 0
tem-se m = k. Naturalmente lim;_,., m = co, e portanto:

(x — x0)* Zan x — xg)" Z(x Apyg - (x — x0)"

m=k

Trocando m por n, segue que:
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(x — xo)F Zan x —x)" th Ay (x —x)"

n=k

Exemplo 34. Exibir a série de poténcias da fungdo dada por:

f(x):ln<1—’__i)

e determinar seu raio de convergéncia.

Solugao: Vimos que:

1 1 1
ln(l—x):—x—i-xz—g-xfﬁ—z-x‘l—---

e que ambas tém raio de convergéncia igual a 1. Pela Proposic¢ao (33| temos:

1+x\ B 1, 1 5 1
ln(l—x) =In(l+x)—In(l—x) = (x S X

L oo 1 5 1 4 _

( X— o Xt = )-

e o raio de convergéncia desta série também é 1.

Observagao 35. Podemos obter, a partir do exemplo anterior, uma férmula recursiva bastante comoda
para calcular In(n) para qualquer n € IN. Fazendo:

x = 1 ou seja 1+x _ntl
C 2n+1 Y T2~ "n
‘n-l—l‘

Note que para qualquer n > 0, |x| = < 1, de modo que podemos escrever:

(") (2 L 1 1
n ) 2n+1 3-2n+1)3  5-(2n+1)>  7-(2n+1)7

Inn+1) =In(n) +2- L + ! + 1 + 1 I
B 2n+1 3-(2n+1)3 "5 - (2n+1)° ' 7-(2n+1)7

26



Para obtermos, por exemplo, In(3), basta tomarmos n = 2 e teremos:

1 1 1 1 1

Apresentamos a seguinte:

Definic¢ao 36 (funcdo analitica). Sejam X C R, xo um ponto de acumulacio de X e f : X C
R — R wma fungio de classe €. Dizemos que f é analitica em xy € int.(X) se existir
0 > 0 tal que, no intervalo |xg — 6, xo + 6|, f € igual a uma série de poténcias. Se f é analitica
em todos os pontos de seu dominio, dizemos simplesmente que f é analitica em X.

Na préxima segdo veremos como representar diversas fungdes de classe € como séries
de poténcias.

5 Expansao de Func¢des em Séries de Poténcias

Nesta secdo vamos responder ao segundo questionamento sobre func¢des representédveis
por meio de séries de poténcias. Isto é importante porque séries de poténcias nos ddo apro-
ximagoes calculdveis de uma fun¢do — por exemplo, ndo ha método de célculo razoavel para
o célculo da fungéo arco-tangente, mas usando a série x — x>/3 + x°/5 — x” /7 + - - - obtemos
uma bom valor aproximado.

Na secdo anterior conseguimos representar algumas fun¢des em séries de poténcias, com
base essencialmente no conhecimento da soma de uma série geométrica através do uso de
certas manipulagdes algébricas do importante resultado a respeito da derivagdo e integragao
termo a termo de uma série de poténcias. é natural, entdo, procurarmos saber mais quais
fungdes podem ser representadas assim e como obter a representacao.

Comecamos observando que se, em seu intervalo de convergéncia, tivermos:

F6) = L o (x =)
entao:
f/(x) = in - (x— xo)nfl
fx) = iz ne(n—1)-ay- (x— x0)"2



e assim por diante. Avaliando cada uma das igualdades acima em x(, obtemos:

f(x0) = ag
f(x0) = a
f(x0) =2-ay

f(”)(xo) =n!-ay,

de modo que se f(x) = Yo" gan - (x — xp)", entdo:

o £(n)(y
foy = 3o L0y

|
=0 n:

Definicao 37 (série de Taylor). Seja f : I C R — R uma fungio de classe € (I,R) e xg € L.
A série de Taylor de f em torno de x é:

- (x — x)"

©  (n) x
Txo(f) = Zof (, 0)

n

Se xg = 0, a série é chamada série de MacLaurin da fungdo.

Do exposto acima, concluimos que, pelo Teorema 32} se uma funcdo tem desenvolvimento
em série de poténcias em torno de um ponto xp, esta série é necessariamente sua série de
Taylor.

Vamos calcular algumas séries de Taylor.

Exemplo 38. Expandir a fungio f(x) = e* em série de Taylor em torno de xo = 0 e apresentar seu
intervalo de convergéncia.

Solucgao: Neste caso, temos:
(vn € N)(f"(x) =€)
de modo que para qualquer n € N, f(")(0) = ¢? = 1. Assim, temos:

o0 oo

o r(n) n
zof ODpgy=y L=y &

v |
n = n! = n!

Para determinar o raio de convergéncia da série acima, calculamos:
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1
lim @41 = lim (CEE) li —%{ = lim —1 =
n—oo |a,| n—co % n—oo (n+1)-m noeon+1

e concluimos que a série acima converge para todo x € R.

Exemplo 39. Expandir a fungio f(x) = sin(x) em série de Taylor em torno de xg = 0.

Solugao: Observamos que:

£ (x) = sin(x)
£(x) = = sin(x)
£ (x) = sin(x)
£ (x) = —sin(x)
de modo que:
f®(x) = (=1)F - sin(x)
Também notamos que:
fV(x) = cos(x)
f®)(x) = — cos(x)
£ (x) = cos(x)
£ (x) = — cos(x)
de modo que:
fED (x) = (~1)F - cos(x)

Segue, entdo, que:

F(o) {Q(selgzk 2k
nt ) =L -
2K+ 1)V sen=2k+1
Portanto, a série de Taylor de f(x) = sin(x) em torno de xop = 0 é:
SPAUUIEE U Gl VTSN AU N A
EO T _kgo(zkﬂ)!x TR T i
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Para determinar o raio de convergéncia desta série ndo podemos considerar a razao |a,11|/|an|,
uma vez que sempre que 7 for par, teremos a, = 0. No entanto, podemos escrever:

oo -1 k 00 -1 k il il 00 -1 k
lg(z(k+)1)!x2k+1:,§)(2(k+)1)!'(x )y = L

_1\k

Neste caso, temos a; = %, de modo que:

(71)n+1
lim 2 11] = lim M = lim M = lim (2uA1 =0
n—eo |ay| n—oo | (_qyn n—oo (2n+3)!  n—eo 2n+3) - (2n+42) - 2u+1)T
(2n+1)!

(=DF
(2k+1)!
de convergéncia é R. Consequentemente, o intervalo de convergéncia da série original,

o (1)
S0 2+ 1)

. A . o0 k 2 = . . . .
e portanto o raio de convergéncia de )/, -y© é infinito, ou seja, seu intervalo

- x2+1 também é R.

Exemplo 40. Expandir a fungio f(x) = cos(x) em série de Taylor em torno de xog = 0.
Solugao: Observamos que:
FO(x) = cos(x)
@ (x) = = cos(x)
FH(x) = cos(x)
FO(x) = —cos(x)
de modo que:
f®(x) = (=1)F - cos(x)

Também notamos que:

£ (x) = — sin(x)
fP(x) = sin(x)

O (x) = —sin(x)
£ (x) = sin(x)

de modo que:

30



Segue, entdo, que:

= —1)k
n! Ak se n =2k
Portanto, a série de Taylor de f(x) = (x) em torno de xp = 0 é:
= f0) L (D x? xt af
p— pu 1 —_— — —_—— — .« ..
EO nt k;)(zk)!x TR TR

Para determinar o raio de convergéncia desta série ndo podemos considerar a razao |a, 41|/ |ax/,
uma vez que sempre que 1 for impar, teremos a, = 0. No entanto, podemos escrever:

= (1) > (—1)k & -1k
Lo L agr =T

_ 1)k
Neste caso, temos a; = ((2;))! , de modo que:

(_1)n+1
e lal CEH)| i m)! (2m)T 0
n—00 |an| n— 00 (~1)n n—oo ( (n + ))l n—0o (21/1 _|_2) . (21’1 + 1) W
(2n)!

=

: A —1 s . .
e portanto o raio de convergéncia de ) ( )| -y* é infinito, ou seja, seu intervalo de conver-

(2k)
(—1)F 2k

géncia é R. Consequentemente, o intervalo de convergéncia da série original, } ;7 —(Zk)' - x,

também é R.

Exemplo 41. Expandir a fungio:

f:r R — R
x — (14x)*

onde x € R, em série de Tnylor e determinar seu raio de convergéncia.

Solugao: Temos:
FO) = 1+
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O =a- (14x)% "
f(z)(x) = - (06 _ 1) . (1 +x)a_2
f(3)(x) =a-(a—1)-(a—2)-(1 —i—x)"‘*?’

de onde podemos inferir que:

e portanto:

Se denotarmos:

obtemos:

que generaliza a férmula binomial, denominada série binomial.

Vamos determinar agora o raio de convergéncia desta série. Tem-se:
«
ay =
n
Observe que:

( « ):oc~(¢x—1)~~~(zx—(n—l))~(oc—n) _ (a)_oc—n

n+1 (n41)-n!

de modo que:
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de modo que o raio de convergéncia desta série é 1.

Exemplo 42. Usar a série binomial para calcular /630 aproximadamente.

Solugdo: O quadrado perfeito mais préoximo de 630 é 625. Escrevemos, entdo:

1

1 1 \?2

= = 2. — ) = . _
V630 = V625 +5 \/25 (1+125> 25 (1—{—125)

Tomando a = % na série binomial, obtemos:

R B I
27 8 16 128 T =\n
1
Em nosso caso, x = o5 = 0.008, de modo que:
(i 1)% (1) 0oy
+—1 = (0. -
125 = \n
141 (0008)+l-(0008)3—i (0008)4—L (0.008)° + - - - =
- 2 . . 128 . 256 . e

16
=1+ 0.004 — 0.000008 + 0.000000032 — 0.000000000000896 - - -

e portanto, usando os 3 primeiros termos da série binomial, obtemos:

1 \2
V630 =25- (1 + E) ~ 25+ 0.1 — 0.0002 = 25.0998

Pelo Teorema da Estimativa, o erro cometido sera menor que:

2 1
1 1
y (]21) - (0.008)" — \/630‘ < ¢ - (0.008)° = 0.000008
n=0

Exemplo 43. Determinar a série de MacLaurin de f(x) = sin(x) + sin(3x).
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Solugdo: Para todo t € R temos:

sin(t):i(—l)”-;tzn“_ 3+£_t_7+£_£+
2n+1)! 31 5 7o I

n=0

Podemos aplicar a Proposi¢ao [23| substituindo t por 3x para obter:

ad 1
sin(3x) = ). = (3x)2 L =
3 3 3 5 3 7 3 9 3 11
OO S A AN L
3! 5! 7! 9! 11!
33 55 377 399 11 1
=3x—§x +§x—ﬁx +ax—ﬁx =+

Pela Proposigio 33 tem-se:

sin(x) +sin(3x) = ¥ (<1)" - LE ani
= (2n+1)! B

1+3 5 143 5 143 , 1+3 4
S Y Ty Y T Y g Y

3. ,x

Exemplo 44. Determinar a série de MacLaurin de f(x) = x° - e*.

Solugao: Temos:

* 1
ex—zn'x

n=0
de modo que pela segunda parte da Proposi¢io [33] vale:

© 1 =1 ] R
Y S TT ST RO
Desta forma, podemos escrever:
1+x—|—1x+1x+ x—l—x—i—lx—l—lx—l—
27 3 N 27 3

Até aqui vimos exemplos de séries de Taylor que aproximam a func¢do em torno de um
certo ponto. Nem sempre este é 0 caso, como veremos a seguir.
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Exemplo 45. Expandir a fungio:
f: R = R

0, sex<0
X 1
e x,sex>0

em série de Taylor em torno de xo = 0.

Soluc¢do: Apresentamos, abaixo, o grafico da funcao:

y

04 |

0.2 |

0.5 1 x

Pode-se demonstrar que:

£ x) = {

onde p,(y) é um polindmio na indeterminada y. Por exemplo, no caso da derivada primeira,
verifica-se que p;(y) = y?>. Para determinar o valor da derivada na origem, é necessario
calcular suas derivadas laterais. A n—ésima derivada lateral a esquerda de f é:

0, sex<0
e_%-pn<%>,sex>0

FM0) = lim f™(x) = lim 0=0

x—0_ x—0_

A n—ésima derivada lateral a direita em 0, por sua vez, é:

fj(tn)(o) = lim f(n)(X) = lim e ¥ - Pn (—) = lim ¢¥ - pu(y) = lim pn(y) —0

x—04 x—04 y—o0 y—oo ey

Desta forma, para todo 1 € IN, temos f(")(0) = 0, e a série de Taylor de f em torno de 0 é:

[o0]
0-x"
n=0
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Resta claro que a fungdo f é diferente de sua série de Taylor em qualquer intervalo cen-
trado em xg = 0.

Vimos, acima, um exemplo de funcdo de classe 4> que ndo é analitica no ponto 0.

5.1 Aplicacao da Série de Taylor ao Calculo de Derivadas

Se n,k € N, entdo a k—ésima derivada de x" é 0 em x = 0, exceto se n = k, caso em que a
derivada é k!':

dk
W(xn)

(6)

B {O, para k # n

o |k, parak=n

Por exemplo, se n = 3, entdo x> e suas duas primeiras derivadas, (x*)" = 3x? e (x%)" = 6x

se anulam em x = 0, enquanto que (x*)©®) = 6 = 3! e todas as derivadas de ordem mais alta
sdo zero para todo x € R. Portanto, se a série de poténcias:

fE) =Y " )
n=0

tiver um raio de convergéncia ndo-nulo, entdo:

00 dk
f90) = ¥ an- [d—xk<"”>] = -k ®)
x=0

n=0

Assim, se conhecemos a série de MacLaurin de uma fung¢do, podemos facilmente calcular
suas derivadas em x = 0.

Exemplo 46. Vimos que para todo 6 €] — 1,1], temos:

3 T }:( 1)71 2n+1 9
t 0 — .en

re () n02n+1 ()
9

Usar esta série para calcular 7 (arctan(6))

0=0

Solugdo: A férmula mostra que f(?)(0) = 9!-ag, onde ag é o coeficiente de 6° na
série de poténcias de f. Obtemos a poténcia 0° na série (9) fazendo n = 4. Desta forma,
(-D* _1

“=5a411 9F




6 Multiplicacao, Divisao e Composicao de Séries de Poténcias

Grande parte da utilidade das séries de poténcias estd no fato de que, nos intervalos de
convergéncia, elas podem ser adicionadas, multiplicadas, divididas, compostas, derivadas e
integradas, realizando-se as operac¢des “como se fossem polindmios” (somas finitas) em vez
de séries infinitas. Nesta se¢do, descreveremos resultados-chave relativos a essas operagdes
com séries de poténcias.

Consideremos o problema de multiplicar duas séries de poténcias:

ag+ay-x+ay x>+ ebyg+b-x+by-x>+ - (10)

Aplicando o procedimento formal algébrico, como se as séries fossem polinémios, o resul-
tado seria a nova série de poténcias:

ag-bg+ (ag-by +ay-bo)-x+(ag-by+ay-by+ax-by)-x*>+--- =

00 n
= Z(ﬁlo-bn+ﬂ1 -bn_1+"'+ﬂn_1-b1+ﬂn-b0) cxlt = Z <Zﬂi'bni) cx" (11)
n=0 n=0 \i=0

A justificativa do porqué de multiplicarmos séries de poténcias como fizemos em (11)) estd
no seguinte:

Teorema 47. Se A = Y a, e B = Y by, sdo duas séries absolutamente convergentes, entio a
chamada série produto, Y ¢y, onde ¢, = Y. o a; - b,_;, também é absolutamente convergente e,
além disso:

n=0

A-B= (Z””) : <an> = Z(ao-bn+a1-bn_1+~-—|—un_1‘b1—|—an-b0)
n=0 n=0

Demonstragio. Sejam A, e B, as n—ésimas somas parciais de }_a, e }_ by, respectivamente, ou
seja:

Ay =ap+a+---+ay

Bn :b0+b1+"'+bn

e seja C, a n—ésima soma parcial de }_c,. Analigamente, sejam A}, e B;, as n—ésimas somas
parciais reduzidas de }_ |a,| e ¥ |by|, respectivamente, e seja C;, a n—ésima soma parcial de
Y. c,, onde ¢, = |ag| - |bn| + |a1] - |bu_1]| + - - - + |au]| - |bo|. Para cada indice n € IN dado, seja m
o maior inteiro menor do que n/2, ouseja, m < n/2 <m+1.
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é facil ver que o produto Aj, - B, contém todos os termos |a;| - |b;| que aparecem em Cj; e
todos os termos do produto A}, - B, aparecem em C,,. Portanto, tem-se:

Al B, <C, <A, B,

Como limy,_se 11 = o0, segue do Teorema do Confronto que (C},),cn converge para A’ - B'.

Observe que (Vn € IN)(|c,| < ¢},), de modo que a série produto, }_c,, é absolutamente
convergente. Seja C o valor para o qual a série ) c, converge. Resta provarmos que C =
A - B. Para isto, observe que cada termo da diferenga Aj, - B, — C;, é o mo6dulo do termo
correspondente a diferenca A, - B, — C,, portanto:

0<|A,-B,—Cy| <|A, B, —Cl|

Como limy, e |A}, - B, — C};| = 0, segue do Teorema do Confronto que limy_ o |Ay - By —
Cn| — 0, ou Seja, A . B — ].lmn*)oo An . ]J.mn%oo Bn — llmn*)oo An . Bn — llmn*)oo Cn — C.
]

Conforme mencionamos anteriormente, o Teorema [47| justifica o produto de série de po-
téncias dado em (47), pressupondo, evidentemente, que as séries }_a, - x" e }_b,, - x"* tenham
raios de convergéncia positivos. A série do produto converge pelo menos no dominio |x| < R,
sendo R o menor dos raios de convergéncia dessas séries.
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Teorema 48 (produto de séries de poténcias). Sejam xo € R, Ry > 0 e Ry > 0 os raios
de convergéncia das séries de poténcias Y a, - (x — x9)" e Y. by - (x — x0)", respectivamente. Se
definirmos as fungoes:

f: ]xo—Rl,xo—i—Rl[ — R
X = Yo odn - (x — x0)"
e:
g: ]XQ—RQ,xo-l-Rz[ — R
X = Yo obn - (x —x0)"

entdo a série de poténcias dada por:

ol

n=1

n
a; - bn—j) - (x — x0)"
0

converge para a fungdo

f-g: Jxo—Rx+R[ — R
X = f(x)-g(x)

onde R = min{Ry, Ry }.

Exemplo 49. Dar os termos até grau 5 da série de MacLaurin de sin(x) - cos(x).

Soluc¢do: Temos, para todo x € IR:

: _ I 5,1 5 1 5 ., 15 1T 5 1 5
Sln(X)—x—?T!'x +§x—ﬁx +"'—x—6‘x +m'x—m'x + .-
1 1 1 1 1
:1——. 2 _— 4__. 6 ...:1——- 2 _ 4__. 6 “ e
cos(x) AT R R TR S

de modo que:
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3! 5! 2 41 6!

_ 1 -, 1 4 1 ¢ 1 3 1 - 1 4 1 4
_x<12x+24x 720 * >6x R T T R
1 5 T -, 1 4 1 _
+mx<1§x+ﬂxﬁox+ =
_ 1 5,1 5 1 5 1 5 1 5 _

Xy Yty 6 ¥ T2 T10 " B
3, 2 5 - n x2n
B AR TR :EO(_) 2n+1)!

Uma vez que as duas séries convergem para todo x € R, o intervalo de convergéncia da
série acima € IR.

'y
1 1

RN TR
sin(x) - cos(x) |~

1! p1(x)

pa(x)

3

p7{x

- po(x)

Exemplo 50. Obter o desenvolvimento do produto e* - /1 + x em série de poténcias de x em torno de
0.

Solu¢ao: Temos:

x2 %3 x  x2 %3
X \/1 — (1 T4 ) (1t ) =
e +x (+x+2!+3!+ )(-I—2 8+16+ )

3 7 17
—14+=. S SRV < T
—1-2 x+8x+48x+
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'y
| | | X
-04 -0.2 0.2 0.4
—e -V1+x
-1+
-2 1

Como se vé no exemplo acima, nao é facil obter uma forma geral simples para o termo ge-
nérico deste desenvolvimento, é importante observar, todavia, que é sempre possivel calcular
os primeiros coeficientes da série, 0 que muitas vezes é suficiente para as aplica¢des.

Com o Teorema {47, podemos obter a série de poténcias de uma fungdo 1/ f conhecendo a
série de poténcias de f. Assim, colocando 1/f = g =} a, - x", determinamos os coeficientes
gn a partir da relacdo f - g = 1. Devemos ter ap - g0 = 1 e, para todo n € IN

ao.qn_i_al.qnil_{_..._}_an.qo:0

Daqui obtemos todos os coeficientes g,,:

( 1
QO:%
a1 -
”0'@1+a1-q0:0:>q1:_ 1a0‘10
al - + a» -
ﬂO'q2+a1-q1+a2.q0:O:>q2:_ 1 qlao 2 qo
\

e assim por diante.

Exemplo 51. Obter a série de poténcias de

Um procedimento analogo a esse permite obter o desenvolvimento, em poténcias de x, de
um quociente do tipo f/g (desde que, evidentemente, g(0) = by # 0):

fx) _ao+a-x+--- a
g(x) bo+by-x+--- bo
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Exemplo 52. Dar os termos até grau 6 da série de MacLaurin de f(x) = sec(x). Determinar, ainda
o raio de convergéncia.

Solugdo: Temos sec(x) = cos(x)’ e sabendo que:
_ x2 xt kb A8
cos(x) = —Stm ate T

podemos escrever cos(x) = 1 — z, onde:
Cx?oxt a8
S TR TR T TR

de modo que:
1 1

pum pumm :1 2 3 .« ..
sec(x) cos(x) _1-2z +z+z°+27+

para valores de z com |z| < 1. Temos:

4,6
=2 _2 | termos de grau mais alto
4 24
X6
3 .
=73 + termos de grau mais alto

1 5
dlcul i t — 14+ = x24T b
O calculo acima mostra que sec(x) TR R T R

O raio de convergéncia desta série de poténcias é 1.

7 Funcdes Definidas por Séries

Até agora s6 temos obtido desenvolvimentos em séries de poténcias de fungdes conhecidas,
ou entdo, dada uma série de poténcias, temos procurado identificd-la com o desenvolvimento
de alguma funcéo ja& conhecida anteriormente.

Mas a importancia das séries de poténcia ndo reside apenas nisso. Elas sdo usadas para
definir fun¢des novas, do mesmo modo que a integral é assim utilizada. De fato, podemos
imaginar uma série de poténcias qualquer, como:

%) P
f(x)_,§03n2+4n+1
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Pelo Teste da Razdo, é facil ver que essa série converge quando |x| < 1; logo, ela define
uma funcdo f com dominio | —1,1[. Uma fun¢do dada dessa maneira sé muito raramente po-
derd ser identificada com fungdes ja conhecidas. Um importante exemplo de funcdo oriundo
da Fisica dada por uma série é a funcdo de Bessel de ordem zero, dada por:

o 2N
Jo(x) =) _(=1)"- ¥ (n1)?
n=0 )

Em geral, uma série define uma funcdo totalmente nova. E essa possibilidade de criar
novas fungdes através das séries de poténcias é extremamente importante para as aplicacdes.
Para resolver equacdes diferenciais, por exemplo, as séries de poténcias sdo um recurso muito
poderoso e, frequentemente, nos conduzem a construcdo de novas fungf)es, que nao podem
ser expressas em termos de fungdes ja conhecidas mas que, no entanto, devem ser estudadas
pela sua grande importancia pratica.

As séries de poténcias sdo também usadas para definir as fungdes que ja nos sao familiares,
como a exponencial, o seno e o cosseno. Estas trés fungdes, por exemplo, costumam ser de-
tinidas por suas séries de poténcias. Esse procedimento é preferivel em Andlise Matematica,
pois evita, entdo, a necessidade de utilizar conceitos geométricos na defini¢do dessas fun¢des.

As fungdes que admitem desenvolvimentos em séries de poténcia formam uma classe
importante, a das chamadas fun¢des analiticas. Assim, sdo analiticas as fung¢des trigonomé-
tricas, a funcdo exponencial, o logaritmo e as demais fun¢des que ja nos sdo familiares e que
admitem um desenvolvimento em série de poténcias.

Referéncias

[1] AviLa, G., Céalculo das Fungdes de Uma Variavel, volume 2, 72 edi¢do, Edgard Bliicher,
1999.

[2] AviLa, G., Introducdo a Andlise Matemadtica, Edgard Bliicher, 1999.

[3] Bouros, P.; Asup, Z. I, Cilculo Diferencial e Integral, Volume 2, Makron Books, Sao
Paulo, 2000.

[4] FicueireDO, D. G., Andlise I, 27 edicdao. Editora LTC. Rio de Janeiro, 2015.

[5] FLemMiNg, D. M., GongaLves, M. B. Célculo A — Fungdes, limite, derivagdo e integracdo,
6" edicdo revista e ampliada. Editora Pearson. Sao Paulo, 2006.

[6] GouvEa, E Q., Séries Infinitas, Notas de aula. Sdo Paulo, 1982.

[7] GranviLLE, W. A., Elementos de Cdlculo Diferencial e Integral, Editora Cientifica. Rio
de Janeiro, 1961.

43



[8] HysLop, ]. M., Infinite Series, 5th edition, Oliver and Boyd, Edimburgo, 1970.

[9] Lima, E.L., Curso de Analise, volume 1, 14? edicdo. Associacdo Instituto Nacional de
Matemadtica Pura e Aplicada. Rio de Janeiro, 2016.

[10] Piskunov, L., Differential and Integral Calculus, MIR Publishers, Moscow. Traduzido
do Russo por G. Yankovsky, 1965.

44



	Sequências e Séries de Funções
	Séries de Funções
	Séries de Potências
	Propriedades de Funções Definidas por Séries de Potências
	Continuidade de uma Função Definida por Uma Série de Potências
	Diferenciabilidade de uma Função Definida por Uma Série de Potências

	Expansão de Funções em Séries de Potências
	Aplicação da Série de Taylor ao Cálculo de Derivadas

	Multiplicação, Divisão e Composição de Séries de Potências
	Funções Definidas por Séries

