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1 Numeros Complexos: construcao, operacdes e propriedades

2 Um breve relato historico

A histéria dos niimeros complexos, segundo[2], comega com a busca por uma férmula simples que
resolvesse qualquer equacdo polinomial do 3° grau (como a férmula resolvente da equagdo quadratica).
Em 1510, Scipione Del Ferro conseguiu encontrar uma resolucio para equagdes do tipo x> + px+4q = 0,
porém ele acabou falecendo antes de conseguir publicar sua solugdo, a qual foi herdada por Antonio
Maria Del Fiore que buscava reconhecimento na drea matematica. Del Fiore entdo desafiou Nicolau
Fontana, também conhecido como Tartaglia, j& renomado no ramo, para um duelo de resolu¢des ma-
tematicas que consistia em resolver 30 problemas propostos pelo oponente e cujo perdedor deveria
pagar 30 banquetes ao vencedor. O desafio foi aceito e ganho por Tartaglia, o qual, apesar de Del Fiore
ndo saber, também j4 tinha encontrado uma solugéo para as equagdes do tipo x> + px + g = 0 e, além
disso, para as equagdes do tipo X3+ pr +4g =0, em 1535. Com a vitéria, Tartaglia recebeu um convite
para ir a casa de Girolamo Cardano com intuito de convencer Tartaglia a compartilhar suas férmulas.
Apds um tempo de insisténcia, Tartaglia acabou dando a sua férmula a Cardano com a promessa de
que este ndo a publicaria. Infelizmente para Tartaglia, Cardano quebrou sua promessa e publicou a
férmula para resolugdo das equacdes do tipo x° + px + g = 0 e que ficou conhecida como Férmula de
Cardano.

Nessa mesma época, Rafael Bombelli estava escrevendo seu livro “L’Algebra Parte Maggiore Dell
Arithmetica ” e percebeu que x = 4 era raiz da equagdo x°> — 15x = 4. Porém, pela Férmula de Car-
dano, o valor encontrado seria \3/ 2++v—121 + f/ 2 —y/—121 o que, na época, levaria o matemaético a
considerar que a equagdo ndo teria raiz, uma contradicao.

Por volta de 1572, Bombelli decidiu considerar a existéncia de nimeros na forma a + v/ —b, para
qualquer b € R. A partir daf, o conjunto dos niimeros imagindrios e, por consequéncia, o dos comple-
xos foi tomando forma e sendo aprimorado por diversos matemaéticos. Foi somente no século XVIII
que Carl Friederich Gauss deu aos ndmeros complexos um formato 16gico e consistente, tratando-os
como uma extensao do sistema de ntimeros reais. Neste século, Jean Robert Argand e Friederich Gauss
concluiram que os ntiimeros complexos poderiam ser representados geometricamente em um sistema
de coordenadas retangulares e foi convencionado que o eixo horizontal representaria os ntimeros reais
enquanto o eixo vertical representaria os niimeros imagindrios. O simbolo i foi originalmente empre-
gado como um disfarce para o “estranho"simbolo y/—1. Hoje dizemos que i é a unidade imagindria
definida pela propriedade i> = —1. Também vale destacar que em 1814, Augustin-Louis Cauchy apre-
sentou a Academia Francesa um artigo contendo algumas de suas mais importantes contribui¢des a
teoria das fung¢des de varidvel complexa. Atualmente, a Andlise Complexa é uma importantissima
drea da Matemadtica por sua beleza estrutural e pelas diversas aplica¢des da vida real que carece desta
teoria.

Como determinar as raizes da equagao cibica x° + ax? + bx + ¢ = 0?
De uma forma técnica, a seguir daremos os passos realizados para determinar as raizes de uma
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Figura 1: Frontispicio de “L’Algebra parte maggiore dell’aritmetica divisa in tre libri”, de Rafael Bombelli

equacgao cubica da forma

P trax®+bx+c=0.

1° passo: Vamos transformar a equacdo na seguinte forma

V+py+q=0.

)

Para isto, fagamos uma mudanca de varidvel: y = m + x, (m constante). Assim, x = y —m e

substituimos em (1), isto &,

0=y —m)?’+aly—m)?+bly—m)+c

=y° — 3y*m + 3ym* — m> + ay* — 2yam + am® + by — bm + ¢
=y° +y*(—=3m +a) +y(B3m* — 2am + b) — m> — bm + ¢ + am?.

a ~ .
Tomando agora m = g, a equacao acima se torna

0=1>+y*(—3m+a)+y (3m* —2am +b) — m® — bm + c + am?

v

0

p
VApy+q=0

q



2° passo: Se x> + px + g = 0, vamos buscar solugdo da forma x = A + B. Note que
(A+B)® = A® 4+ 3A°B + 3AB* 4 B®

= A%+ B>+ 3AB(A +B)
= x> = A’ + B> + 3ABx

= x® —~3ABx — (A*+B% =0
= 3AB=p e —(A*+B%) =g
= AB=-FL o A 1B =
3

3p3 _ P~
AP =0

Entdo A% e B® sdo as raizes (por relacdes de Girard) da equacéo do 2A° grau dada por:

3

2 P
——=0.
X +qx o7
Determinando as raizes, temos:
4 3
X = 5 , ouseja,

=4 [ )

Portanto, x = A + B, solugdo da equagdo ctbica x3 4+ px +q =0, é dada por

O o

Exemplo 1. Considere a equagdo x> — 15x — 4 = 0 (mencionada no relato histérico). Vamos usar ()
para escrever uma solugdo desta equacgao.
Note que p = —15e g = —4. Assim,

x= 2+ VE- 125+ {2 V- 125
:»x:\3/2+11ﬁ+\3/2—11ﬁ




Por outro lado, x = 4 é raiz da equacdo (basta substituir na equac¢do). Para obter as demais raizes,
efetuamos a divisdo:

x> —15x — 4 x—4
—x3 +4x2 X2+ 4dx +1
4x7 —15x — 4
—4x2 4+ 16x
x—4
0
Dai,
¥244x+1=0
Lo 41\/216—4 _ _4j;2\@:—2if3

Ja temos todas as raizes (e sabemos, pelo Teorema Fundamental da &dlgebra que sdo 3 raizes, no
méaximo). Entdo supondo que v/ —1 (um simbolo matematico) funcione como um ntimero real, fazendo
as contas:

2+vV-1P2=22+3-22/-1+3-2(vV-1)*+ (vV-1)°
=84 12vV-1-6—-vV-1
=2+11V/-1

2-V-1)P2=22-3-22/-143-2(vV=1)2 - (vV-1)°
=8-12v/-1-6++-1
=2—-11V/-1

Extraindo a raiz ctbica,

2—V—1=12-11y-1
4:@/2+11ﬁ+§/2—11ﬁ

Logo, a raiz x = f/ 24+11v/—-1+ f/ 2 —114/—1, com essa simbologia, é na verdade o namero real
x =4.

{2+ﬁ:m




3 O conjunto C e suas representacdes

Defini¢do 1. Um miimero complexo z é definido como um par ordenado z = (a,b) de niimeros reais
satisfazendo os axiomas:

1. (a,b) = (c,d) < a = ceb = d (igualdade de niimeros complexos);
2. (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) (adigdo de niimeros complexos);
3. (a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc) (produto de niimeros complexos).

Denotamos por C o conjunto de todos os niimeros complexos.

Por exemplo, (0,1) - (0,1) = (—1,0).

Observagdo 1. O Axioma 3 ilustra uma das diferencas entre o conjunto dos nimeros complexos e o R?.
Pois ndo é bem definido produto de dois pares ordenados em IR?, com as propriedades que garantem
a estrutura de corpo.

Observacdo 2. A definicdo de um ntmero complexo na forma de um par ordenado possibilita uma
interpretagdo geométrica. O plano que contém os niimeros complexos é denominado plano complexo
ou z— plano. Pela observacdo anterior ndo devemos confundi-lo com o plano R,

Exercicio 1. (A) Mostre que (C, +) é um grupo abeliano.
(B) Mostre que (C, +, -) é um corpo.

Resolugédo: sejam (a,b), (c,d), (e, f) € C. Pela definigdo, sabemos que a, b, ¢, d, e e f sdo nameros
reais.
(A).

® associativa
[(a,b) + (c,d)]+ (e, f) =(a+cb+d)+(ef)=((a+c)+te (b+d)+f)
como a, b, ¢, d, e e f sdo nimeros reais, em R vale a associatividade, assim:

[(a,b) + (¢, d)]+ (e, f) = (a+ (c+e),b+ (d+ f))
= (a,b) +[(c,d) + (e, f)]

e comutativa R
(a,b)+ (¢, d)=(a+c,b+d) = (c+a,d+b)=(c,d)+ (ab)

¢ clemento neutro

Tomemos (0,0) € C, dai
(a,b) +(0,0) = (a+0,b+0) = (a,b),

pela propriedade do corpo RR.



* inverso aditivo

Seja (a,b) € C, tomemos (—a, —b), dai
(a,b) + (—a,—b) =(a—a,b—0) = (0,0)
Portanto, (C, +) é grupo abeliano.
(B).
* comutativa com respeito ao produto

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
(c,d)-(a,b) = (ca—db,bc+ ad)

pela propriedade comutativa dos niimeros reais, segue que os pares acima sdo iguais.

* associativa com respeito ao produto

[(a,b) - (c,d)]- (e, f) = (ac — bd,ad + bc) - (e, f)
= ((ac — bd) -e — (ad + bc) - f, (ac — bd) - f + (ad + bc) - e)
= (ace — bde — adf — bcf,acf — bdf + ade + bce).

(a,0) - [(c,d) - (e, f)] = (a,b) - (ce —df,cf +de)
= (a(ce —df) —b(cf + de),a(cf + de) + b(ce — df))
= (ace —dfa — bcf — bde,acf + ade + bece — bdf).

pelas propriedades distributiva, comutativa e associativa dos nlimeros reais segue a associativa
de ntimeros complexos com respeito ao produto.

¢ clemento neutro

Tomemos (1,0). Assim, para todo (a,b) € C, temos

(a,b)-(1,0)=(a-1—-0-b,0-a+1-b) = (a,b)

* inverso multiplicativo

Seja (a,b) € C, (a,b) # (0,0). Tomemos <

a —b .
a2 + b’ a? +b2>’ Dai,

a —b a? b2 a(-Db) ab
(a,b) (a2+b2'a2+b2) N <a2+b2 terw et a2+b2) = (L,0)

A expressdo do elemento inverso acima pode ser determinado pelos seguintes calculos: seja (a,b) €
C com (a,b) # (0,0) dado, queremos entdo encontrar (x,y) € C tal que

(a,b) - (x,y) = (1,0),

8



ou seja,
(ax — by, bx +ay) = (1,0).

Pelo Axioma 1, temos as igualdades

ax—by=1 _ [abx—by=b _ [ abx—by=0 . b
bx+ay =0 abx +a’y =0 (@®>+b?)y=—b A

Substituindo a expressdo de y na primeira equagdo, obtemos:

-b
2
abx — b (a2 bz) =b

(b— b3 > (b(a2+b2)_ b3 )
a2+b2 B 612—|—b2 a2+b2
ab - ab
_u2b+b3—b3 1 a
T @2+ ab a2+

X =

e distributiva

(@,) - [(c,d) + (e, )] = (a,b) - (c+e,d + f)

= (a(c+e) —b(d+f),a(d+ f) +b(c+e))
= (ac+ae —bd — bf,ad + af + bc + be)
= (ac — bd,ad + bc) + (ae — bf,af + be)
= (a

b) - (c,d) + (a,b) - (e, f)

Portanto (C,+,-) é um corpo.

Defini¢do 2. Dado z = (a,b) € C, chamamos o mimero a de parte real de z e o mimero b de parte
imagindria de z. Notagdo:

Em particular, o par ordenado (0,1) é denominado unidade imagindria de C.

\.

Observacdao 3. 1. O conjunto C é também uma extensdo do corpo R.
Para isto, considere a funcdo ¢ : R — C dada por ¢(a) = (4,0), Va € R. Notemos que
* ¢ é injetora.
Pois, se ¢(a) = ¢(b), isto é, (a,0) = (b,0), pelo Axioma 1 da defini¢do de C, tem-se a = b.
* ¢ ndo é sobrejetora.

Por exemplo, todos os elementos (0,b) com b # 0, ndo pertencem a imagem de ¢ e sdo
elementos de C.



* ¢ é homomorfismo.

p(a+0b)=(a+b,0)=(a0)+ (b0) (peloAxioma 2)
= ¢(a)+ ¢(b), VYa,beR
¢(a-b)=(a-b,0) = (a,0)-(b,0), (peloAxioma 3)
=¢(a) (), VabeR

Agora, vamos restringir a fun¢do ao conjunto imagem, isto é, C; = ¢(R). Assim, temos

¢ : R — C4, bijetora.

Logo, C; C C é isomorfo a R e podemos identificar R com C;. Portanto, C é uma extensdo do
corpo dos ntimeros reais.

Uma primeira vantagem que vemos, ao considerar C em vez de IR, é podermos resolver certas
equagdes. Por exemplo, a equagdo x*> + 1 = 0 ndo tem solugdo em R, mas em C tem. Vamos
reescrever a equacao usando a identificagdo acima, isto é, identificando o namero real 1 ~ (1,0),
temos a equacgdo:

z2 4 (1,0) = 0.

Resolver esse problema é equivalente a determinar z = (x,y) tal que:

(x,y) - (x,y) = (=1,0)
(x* — 2, 2xy) = (-1,0)

x> —y?t=-1
2xy =0
Logo,x =0ey =1,ex =0ey = —1. Ou seja, temos duas solugdes:

z1=1(0,1) e zx=(0,—-1)

Isto é, existem em C, mais precisamente em C — C;, dois nimeros complexos cujo quadrado
coincide com o namero real —1.

. O corpo C, como extensdo do corpo IR, ndo pode ser ordenado.
Lembrando: um corpo (K, +, -) é ordenado quando existir uma relag¢do de ordem em K, isto §é,
uma relagdo bindria <, transitiva e tricotdmica:

s sex<yey<u=x<uy

¢ dados x,y € K, tem-sex <youy <xoux =y;

e sex<y=x+u<y+uVuclk

esex<yeu>0=x-u<y-u

Por exemplo, (Q,+,-) e (R, +, ) sdo corpos ordenados. Fica como exercicio, mostrar que C néo
é um corpo totalmente ordenado.

10



Vamos ver agora que podemos identificar um ntimero complexo por uma matriz de M(R). Mais
precisamente, existe um isomorfismo entre C e um subconjunto de M;(RR).
Primeiramente, vamos observar a equagdo matricial

X - X=-I,

onde X = [?; ’?] € Mz(R) e I indica a matriz identidade e, portanto, —I = [_01 1

identificada com o ntimero real -1. Assim, essa equagao pode ser escrita na forma X2 + 1 = 0. Nota-se

}, a qual serd

.10
que a matriz [

1 0 } é solugdo desta equagdo matricial.

Entdo, se “identificarmos"a unidade imaginaria (a qual é solugdo de z> + 1 = 0) pela matriz _1}

poderemos escrever um niimero complexo na forma matricial, pois

(a,b) € C = (a,b) = (a,0)+ (0,b) =a(1,0) +b(0,1) ~ a B ﬂ +b [(1) _01] - {; _ab- :

Agora estamos prontos para definir

l/):C —)Mz(IR)

(a,b) — [Z _ab}

Mostremos que ¢ é homomorfismo injetor. De fato, para quaisquer (a,b), (¢,d) € C temos:

#((0,0)+ () = yla+ o) = [T~ D)

sl (AP R P R CORED

a

((a,b) - (c,d)) = p(ac — bd, ad + bc) = [Z;;Zi _Ezidjzgﬂ

- [Z —b] , [2 —d} — p(a,b) - plc,d)

a c

* ¢ é injetora mas ndo é sobrejetora.
Sejam (a,b), (¢,d) € C tais que
(a,b) = p(c,d),

a==c
A R R R S
b=d

Portanto, (a,b) = (c,d), implicando ¢ injetora.

entao

Il
QU o

. a —b ~
Agora, considere por exemplo um elemento da forma [c . ] com b # c. Entao, ele pertence a

M>(R) mas ndo a Im (1), portanto, ¢ ndo é sobrejetora.

11



Conclui-se que C é isomorfo a ¢[C], onde

P(C) = {[Z _ﬂ cabc ]R} C Ma(R).

Observacgado 4. Deste tltimo isomorfismo, podemos observar que todas as operagdes definidas em C
sdo herdadas do conjunto das matrizes, destacando o produto de ntimeros complexos. A definigdo de
produto que aparece no Axioma 3, é na verdade o produto de matrizes que ja tdo bem conhecemos.
Outro célculo que pode ser usado no contexto das matrizes é o de inverso multiplicativo. Para isto,
veremos que basta encontrar a matriz inversa da matriz identificada ao ntimero complexo. Isto é, dado

z=(a,b) € C,z # (0,0), podemos identifica-lo pela matriz A = [Z _ab} e dai
-1 1 T
= Gera (ot
) a b
a —bl 1 a bl _ | 241 2412
b a a2 +p2 |-b a| b a

242 2412
L —b _1N a b
b a a2 +b> a2+b2)°

Defini¢do 3. O niimero complexo (0,1), unidade imagindria, a partir de agora serd representado pelo
simbolo 1.

Assim, i ~ (0,1) e, portanto, i> = (0,1) - (0,1) = (=1,0) = —1. (Neste sentido, muitas referéncias
utilizam também i = \/—1).

Além disso, pelo produto (y,0) - (0,1) = (0,vy) e, usando o significado de i, podemos escrever um niimero
complexo (a,b) por

(a,5) = (2,0) + (5,0) - (0,1) ~ a + bi.

Assim, definimos a + bi como sendo a forma algébrica do niimero complexo (a,b).

Exercicio 2. Consideremos entdo os conjuntos C = {(a,b), satisfazendo os Axiomas 1,2 e 3, a,b € R}
e C = {a+1bi, a,b € R}, sendo as operagdes em C:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+4d)i;
(a+ bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Prove que C é isomorfo a C.

Observagdo 5. Vimos que existem trés representa¢des distintas de um ntimero complexo, a saber, par
ordenado, matriz e forma algébrica. Foi demonstrado que essas representacdes sdao equivalentes, logo,
qualquer uma delas pode ser utilizada.

12



3.1 Lista de exercicios

1. Mostre que:
a) (Vz e C)(—(—z) =2), b) (VzeC*)(z71 =1),

o (VzeC*)((z ) 1=2), d) (Vz € C*)(Im(iz) = Re(z))

2. Reduza a forma a + bi:

a) (2 —/3i) —i[(2—)(3 — 3i) — 5] b) (3i — 1)(% - é)
Q) gjgg — (24 5i)(2 — 5i) d) 1+ 2i + 3i% + 4i° + 5i* + 61°

3. Descreva o conjunto de pontos do plano que satisfazem:

a)Re((1+i)z—1)=0 b) Im(z? +2 +2i) = 0.

4. Dados z, w nameros complexos arbitrérios, verifique se é verdadeiro ou falso e justifique:

a) Re(z+ w) = Re(z) + Re(w). b) Im(z.w) = Im(z).Im(w).

13



4 Operacao de divisao, conjugado e médulo

Como sabemos efetuar a soma e o produto de dois nimeros complexos e, além disso, determinar o
inverso aditivo e o multiplicativo, podemos definir subtracdo e divisdo entre ntimeros complexos.

7

Definicdo 4. Dados z1, zo € C, a subtracdo de z; por z é dada por
z1—2p = 21 + (—22).

Para z; # 0, a divisdo de z; por z; é definida por
21 1

1 _
:Z1-f221'22 5
22 22

Defini¢ao 5. Dado z = a + bi € C definimos
(i) o conjugado de z como sendo o niimero complexo: z = a — bi;

(i) 0o médulo de z como sendo o niimero real: |z| = v/a® + b>.

\.

Observagdo 6. 1. Como um nimero complexo z = a + bi pode ser visto como um vetor de posi¢do
bidimensional, ou seja, um vetor cujo ponto inicial é a origem do sistema de eixos e cuja extremidade
é o ponto (a,b), entdo o comprimento do vetor z é dado pela distancia va? 4 b? da origem ao ponto
(a,b), cujo nome dado é médulo.

Assim, dados dois nimeros complexos z; = x1 + y1i e z2 = X2 + y2i, segue que a distdncia entre
esses dois pontos é dada por:

21— 2] = /(11 — 1) + (11 — )2

2. Note também que o conjugado z = a — bi de z, geometricamente, é a reflexdo do ponto z = (a,b)

com respeito ao eixo real.
3. Observa-se que, com essas notagdes, € possivel expressar o inverso de z # 0 por

1 Z

z |z
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Proposicao 1 (Propriedades-conjugacao). Dados z1, zo € C, entdo temos:

1 z1+2 =21 + 2o;

2. 21— 20 =21 — Zp;

3. 2120 =21 2p;

4. <Zl> = %—1, para zo # 0.

Z) Zy

Demonstragdo. 4. Dados z1, zo € C, z1 = a+ bi, z; = ¢ +di # 0, temos

z 1 . c di
(Zl> B <Zl'22> = (a+bi)- <c2—i—d2 _c2—i—d2>
ac bd . ad be
B (c2+d2+c2+d2+l(_c2+d2+c2+d2>)
ac + bd bc—ad) .
2t~ <c2+d2>l

) c di
= (a — bi) <cz—|—d2+cz—|—d2)

= (a — bi) - 1 1

- 1 —-
c—di 25

A prova dos demais itens fica de exercicio. O

Proposic¢do 2 (Propriedades- médulo). Dados os niimeros z, z1, zp € C, entdo temos:

1. |z| > |Re(z)| > Re (2),
z| > [Im(z)| = Im (z);

2. z-2=|z|%elz| = |2|;

3. |z1- 22| = |z1| - |22];
Z1 ’Z1|

4 |2 =24 0;
2 ’ZZ|,pam zy #0;

5. (Desigualdade triangular) |z1 + z2| < |z1| + |z2];

(o)}

.z — 22| > | |z1] = |22] |-

5 Forma Trigonométrica ou Polar de Nimeros Complexos

Recordemos do célculo que um ponto P do plano de coordenadas retangulares (a,b) também pode ser
descrito em termos de coordenadas polares (r,60). Assim, se z = a + bi # 0 é um numero complexo,
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entdo basta tomar r = |z| = Va? 4 b? > 0 e 0 satisfazendo

a = |z|cos6;

b = |z|sin 6.

Assim, o nimero complexo z = a + bi # 0 possui a forma polar (ou forma trigonométrica)
z = |z|(cos @ + isin 0).

O angulo 0 é chamado um argumento de z e denotado com 6 = arg(z).
A representacdo do ntimero complexo na forma polar ndo é tnica, pois

z = |z|(cos(6 + 2kmt) +i - sin (6 + 2k7)), k € Z.

O argumento 6 do numero complexo z com valor no intervalo | — 7, 1] é chamado de argu-
mento principal, denotado por Arg(z) e neste caso é tnico (0 que implica na representacdo po-
lar tnica). Muitas vezes, ¢ utilizado o intervalo [0,277], neste caso, o argumento é denominado
argumento positivo minimo.

5.1 Operacdes: produto e divisao

é possivel definir as operagdes conhecidas entre ntimeros complexos, usando a forma polar, com o
objetivo de facilitar a interpretagdo geométrica. No caso da adicdo, efetua-se geomentricamente como
no caso do IR?. Assim, serdo discutidos o caso do produto (consequentemente, poténcia de nimeros
complexos) e divisdo.

Dados dois nimeros complexos zi, zp, diferentes de zero, entdo podemos escrevé-los na forma
polar por

z1 = |z1|(cos(arg(z1)) + isin (arg(z1)),
2y = |z2|(cos(arg(z2)) + isin (arg(zz)).
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Pela definicao de igualdade z; = z,, temos:

|z1| cos(arg(z1)) = |z2| cos(arg(z2))
|z1|sin (arg(z1)) = |z2|sin (arg(z2)), ou seja,

|z1] = |z2] e

cos(arg(z1)) = cos(arg(z2))
sin (arg(z1)) = sin (arg(zz2))

|z1| = |22

Logo, arg(z1) = arg(z2) + 2k, k € Z. Portanto, z; = zo & { arg(z1) = arg(z2) mod 271

Também, pela defini¢do de conjugado de z;, temos
71 = |z1|(cos(— arg(z1)) + isin (— arg(z1)) = |z1|(cos(arg(z1)) — isin (arg(z1)).
Assim,

21| = |z1],
arg(z1) = [—arg(z1)] mod 2.

Produto: Dados dois niimeros complexos, diferentes de zero, na forma polar:

z1 = |z1|(cos 01 +isin6y), 67 = arg(z1),
2y = |zp|(cos 6 4+ isinB,), 6, = arg(zz)

o produto é dado por:

Z12p = |Zl‘(COS 91 + iSian) : ‘Zz’(COS 92 + iSiI‘le)
= |z1| - |z2|[(cos 61 cos B, — sin B1sin B,) + i(sin 0 cos B, + cos H1sin 6;)]
= |z1] - |z2|(cos (01 + 62) + isin (61 + 62))

Assim,

|21 22| = |21 - |22,
arg(zy - zp) = [arg(z1) + arg(z2)] mod 27.

Se considerarmos n niimeros complexos z1, z», ..., z,, diferentes de zero, podemos definir
212020 2p = |21| -+ - |Zn|(cOs(61 + ...+ 6,) +isin (61 + ...+ 6,)).
Em particular, se n € IN, temos
Z" = |z|"(cos(nb) + isin (nd)) = |z|" (cos(nb + 2k7) 4 isin (n6 + 2km)) k€ Z

Observagio 7. Quando |z| = 1, a formula da poténcia se reduz ao Teorema de Moivre para expoentes
inteiros:
(cos@ +isin@)" = cos(n0) + isin (n0).
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Divisdo: Dados z; = |z1|(cos 01 + isin61), zo = |z2|(cos 6, + isin6,), para descrever o quociente de

dois niimeros complexos, é preciso especificar z—l e arg i—l
2 2
1
Primeiramente, vamos descrever = e arg <z> Como
2 2
1 Zn . 1
_— = — = Z —9 1 —9 Py —
%" Tl (22| (cos(—02) + isin (—6;)) 22
1 ..
= — (cos(—6,) +isin (—6,)),
|22
temos
1 1

22 . 22
arg <> = —f6 mod 27
22

Agora, usando esta expressdo e a expressdao polar no caso do produto, conclui-se que:

21 1 ‘21’ ..
Ao g2 = P cos(6, — 0 61— 6,)),
zz Z1 n " Izl (cos(6y — 6;) +isin (61 — 6,))
ou seja,

2| _ =]

Z ’Zz|

arg i—l = (01 —62) mod 27.

2
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5.2 Lista de exercicios

1. Represente geometricamente o conjunto de ntimeros complexos que satisfazem:

a) Re(z) =0 b) Im(z) >0 Q) |z| =3 d) 22 = i|z|?
e)|lz—(1+1i)|=2 Hl<|z—2/<3 g) Re(z) +Im(z) =1
h) [Re(z)| 4+ Im(z) =1 i) [Re(z)| + |Im(z)| < 1

2. Utilizando as operag¢des envolvendo ntiimeros complexos deduza as formulas do cos(26) e sen (20).
é possivel deduzir uma expressdo para cos(36) e sen (36)?

3. Determinar o menor nimero natural n para o qual:
a) (i —+/3)" é imagindrio puro. b) (v/3 +1i)" é real e negativo.
) (v/3+1)" é real e positivo.

4. Mostre que:

o Zn+1

a)l4z+22+.. 42" ="—"—
1-2z
b) Use a) e prove que

1+ cos 0 + cos(20) + .. + cos(nf) = % n W

para 6 € (0,27). Este resultado é conhecido como identidade de Lagrange. (Utilizada em Andlise de

Fourier)

5. Prove o Teorema de Moivre com expoentes negativos.
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5.3 Radiciacao

Ja vimos as operagdes de adigdo, produto, subtracdo, divisdo, potenciacdo e agora trataremos da radi-
ciacdo (veja que ainda nos concentramos nas operagdes - sem a preocupacdo de definir uma fungéo).
Observaremos que a forma trigonométrica tem grande vantagem no célculo da raiz n-ésima de um
ntmero complexo.

Dado um ndmero complexo zy # 0 em sua forma polar

2o = |zo|(cos 6y + isin 6),

obter a raiz n—ésima de zo corresponde a determinar um ntmero complexo z que satisfaga z" = z.
Se denotarmos z = |z|(cos 6 + isin 0) entdo

z" = |z|"(cos(nf) + isin (nf)).

Pela igualdade de nimeros complexos, se z" = zj, tem-se, com respeito ao médulo:

[2[" = |z0l = |z| = /20

nd =0p+2kn, keZ,

e com respeito ao argumento

ou seja,
O+ 2km
—

z = {/|zo] (cos ((90—}—”21(71) + isin (90—!—712](71'>> , keZ.

A principio podemos pensar que hd infinitas solugdes para o problema z" = zy ou z = /z, ja
que k € Z. Mas isto ndo ocorre, pois haverd uma repeticdo das raizes, conforme k varia devido a
periodicidade das fungdes reais seno e cosseno. Note que

0 keZ.

Portanto,

.k:O
o o .. (6
wg—\/\z()](cos(n)—i—zsm(n>>
PRl 6o +2 0o +2
w1 = {/|zo| <cos< O—; n)—i—zsm<0—; 7r>>
k=2 bo+4 Bo+4
wy = {/|zo| <cos< O—; n)+isin<0—; 7r>>
o k=n-1
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0 .. (0
wy, = {/|20] (cos (no +27r> + isin <no —|—27T>)

Logo, w, = wy. Analogamente, teremos w, 11 = Wi, Wy42 = Wa, ..., W2, = Wo € assim, sucessiva-
mente, gerando um nimero finito de solugdes. Portanto, precisamente, teremos n nimeros complexos
{wo, w1, ..., wy—_1} que sdo as raizes n-ésimas de zg. Todas as raizes estdo na circunferéncia contida no
z-plano, de raio {/|z| e centro na origem.

Exemplo 2. Vamos descrever as solugdes de z" = 1, ou descrever as raizes da unidade. Primeiramente,
escrevemos 0 numero zg = 1 e aplicamos a expressdo obtida acima. Ou seja,
zop =1 =1(cos 0+ isin0)

n 2k .. 2k
z=11 cos%%—zsm nn , keZ.

As solugdes sdo dadas por

2 2
z:cosl;n—kisinljf, k=0,1,..,n—1.

Logo, as raizes sdo dadas pelos ntimeros:

k=0
z=-cos0+isin0 =1
k=1
2 .. 271
Z = COS — —+1SIn —
n n
k=2
47 .. 4
Z = COS — -+ 1sin —
n n
k=3
6t .. 671
Z = Cc0S — +1sIn —
n n
k=n-1
-1 2(n—1
z:cos(nn)ﬂ—kisin(n)n.

Exemplo 3. Determine:
a) v1
b) V4
c) V14 V3i
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a) 1 =11|(cos0+isin0) = 1(cos0 + isin0) As raizes sdo dadas por

2kt .. 2km
Z = COS —— 4+ 1SIn

AN ew
1 1 ~€

Logo, as raizes sao:

k=0
z=cos0+isin0 =1
k=1
z:cosz—kisinzzi
2 2
k=2
z=cos7 +isint = —1
k=3
z—cos?)—ﬁ—i—isin—ﬂ——i
= 5 > =

S={1-1,i —i}
Como representa-las geometricamente?

b) Como 4 = 4 + 0i temos entdo na forma polar: 4 = 4(cos0 + isin0). Assim,

z=+V4 (cos 2t + isin 2k7t> , keZ.

4 4
Portanto,
k=0
z =4
k=1 - -
_4 st .. L :.4
z—\/éi(cos2 +zsm2> 1\/41
k=2
z = V4(cosm +isinm) = —V4
k=3

3 3
z= V4 <COSZ7T + isin 27T> = —iv4
S ={-V4, V4, iV, —iv4}
Represente-os geometricamente.

¢) Exercicio.
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6 Nogdes topoldgicas

Definido o médulo, é possivel definir a distancia entre dois nlimeros complexos quaisquer z; =
(a,b) e zp = (c,d):

d(z1,22) = |21 — 22| =/ (a— )2 + (b — )2,
pois estdo satisfeitas, para quaisquer zi, z, z3 € C, as seguintes propriedades:
d1) d(zq1,z2) > 0. Evale d(z1,22) = 0 < z1 = 2;
d2) d(z1,z2) = d(z2,21);
d3) d(z1,22) < d(z1,23) +d(z3,22) V21, 22, 23 € C.

A prova das propriedades d1, d2 seguem rapidamente da defini¢do e
d(z1,2z2) = |z1 — 22| = |21 — 22 + 23 — 23| < |21 — z3| + |23 — 22| = d(21,23) + d(z3,22).

Portanto, (C,d) é um espago métrico.

Definicao 6. Dados um zo = xo +1i-yo € C e € > 0 um niimero real, denotamos por
B(zp,e) ={z€C:d(z,z0) <e}={z€C: |z—2z <e}
o disco aberto de centro zy e raio €. E
Blzo,e] = {z € C: d(z,20) < ¢}

o disco fechado de centro zg e raio €.

Y,
e S
/ \
Yo |- - SIS :
\\ I /B(ZQ,(S)
\ | 4
\\ | 4
-~ _r — -
|
! >
1 >
X0 X

Definicado 7. Um niimero complexo zo é um ponto interior de um conjunto Q) C C quando existir um
disco aberto centrado em z( inteiramente contido em Q). Ou seja, zo é ponto interior de ) < Je > 0 tal
que B(zp, &) C Q.

Um conjunto () C C é denominado de conjunto aberto se todo ponto de () é ponto de interior.
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Exemplo 4. Sdo abertos de C os seguintes conjuntos:
a) Q={z€C:Re(z) >0eIm(z) >0}
b) O = D(z,¢)
o) Q={z=x+yiecC: x+y>0}
Justificativas:

a) Mostremos que todo ponto de Q) é ponto interior. Para isto, tome zo = (a,b) € Q) arbitrério, logo
a > 0eb > 0. Basta entdo tomar ¢ = min{a, b} e mostrar que B(zp,¢) C Q.

De fato, seja z = (x, ) um ponto arbitrario de B(zo, €). Assim, |z — zp| < &. Sabemos que

Re(z—2z0) <|Re(z—2z0)| <|z—2z0| <¢

Im(z—2zp) <|Im(z—20)| <|z—2z0| <&
= |Re(z—2zp)|=|x—a|<e=—-e<x—a<e=>—e+a<x<e+ta.
Se ¢ =4, entdo 0 < x < 24, logo Re (z) > 0.
Se ¢ = b, como ¢ = min{a, b}, b < a, segue que
0<-bta<x<a+b,

ou seja, Re (z) > 0.
Analogamente, prova-se que Im (z) > 0.

Portanto, B(zo, &) C Q) para ¢ = min{a, b}, concluindo que () é um conjunto aberto.

b) Dado z € Q) arbitrario, tomemos
p=¢—]|z—2z >0.

Mostremos que B(z,p) C ), isto é, |w — z9| < ¢, Yw € B(z,p).

De fato, para w € B(z, p) arbitrdrio, temos:
lw—zo| =lw—z4+z—2z0| <|lw—z|+|z—20| <p+|z—20] =€—|z—20| + |z — 20| = &
Logo, |w — zo| < ¢, concluindo que ) é aberto.

¢) Exercicio.

Exemplo 5. Sejam ()1 e (), dois abertos em C, entdo
i) O Ny é aberto;

ii) ()3 U )y é aberto.
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i) Seze 1 NOy =z € Oy = Jeg > 0tal que B(z,e1) C ;. Mas também tem-se z € () = Jey >
0 tal que B(z, &) C Oy.

Basta tomar
e = min{ey, &2} > 0.

Pois, B(z,€) C B(z,€1) C O e B(z,¢) C B(z,e2) C (). Portanto, B(z,¢) C O N .
ii) Exercicio.

Exercicio 3. Podemos generalizar (i) e (ii) para uma quantidade infinita de conjuntos {Q);};cn em C?
Justifique.

Definicado 8. Um ponto zy € C é chamado ponto de acumulagdo de um conjunto Q) C C quando todo
disco aberto centrado em zo contém pelo menos um ponto de ) distinto de zy.
Um ponto wy € Q) é chamado ponto isolado de Q) quando existir r > 0 tal que B(wp, r) N Q) = {wp}.

Exemplo 6. Seja Q) = {z1,...,2z,}, com n € N fixado, entdo todo ponto de Q) é isolado.
Exemplo 7. Q) = B(zg,¢€).
i) todos os pontos de (2 sdo de acumulagao;

ii) os pontos z tais que |z — zg| = € também sdo pontos de acumulagao.

i) Seja z € B(zo,¢) arbitrdrio. Mostremos que z é um ponto de acumulacdo. Para ito, considere o
segmento de extremos z e z, isto é,

wy=(1—-1t)zo+1tz, 0<t<1.
Vamos mostrar que 3¢ € (0,1) tal que

wy € QN B(z,r), Vr > 0.

Verifiquemos primeiramente que todo o segmento estd contido em D(zy, €), ou seja, wy € D(zg,¢), Vt €
(0,1). De fato,

|we — zo| = [(1 —t)zo + tz — zo| = |20 — tzo + tz — 20| = |t(z — 20)| = |t||z — 20]-
= |wy — zo] < |z —2z0| <e.
Agora, mostremos que dado r > 0, 3t € (0,1) tal que
|lwe —z| < r.
Dado r > 0 notemos que para w; estar em ()N B(z,r) devemos ter

(1—t)zo+tz—z| <7
= [(1-t)zp—z(1-t)| <7
(1 =8)(z0—2)| <7
1—t||z—z0| <r te]01].
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Para encontrarmos o valor de ¢, 0 < t < 1, devemos entdo impor que:

1-t)z—z] <r= 1-t< 1 —=1-_T 4
|z — 2o |z — zo]

Basta tomar
.
max{O,l— } <t <1,
|z — zo]

concluindo que wy € QN B(z,r).

ii) Exercicio.

Defini¢do 9. Um ponto zg € C é chamado ponto de fronteira de um conjunto Q) C C quando todo disco
aberto de centro zo contém pontos de Q) e de seu complementar C \ Q). (Lembrando que C\ Q = C — Q).
O conjunto de todos os pontos de fronteira de () é denotado por 0Q).

Logo (z € Q) < (Vr > 0), (B(z,r)NQ # &)&(B(z,r) NC\ Q # 2).

Defini¢ao 10. Um conjunto Q) C C é fechado quando seu complementar for aberto.

Defini¢do 11. Um conjunto Q3 C C é denominado limitado quando existir r > 0 tal que QO C DJ[0, 7],
ou seja, |z| <r, Vz € Q.
Dizemos que Q) é um conjunto compacto quanto Q) for fechado e limitado.

\.

Exemplo 8. Seja QO = {(x,y) € C: x > 0e y > 0} e mostremos que
N ={(x,y) eC: x=0ey>0ouy=0ex>0}.
De fato, dado o ponto (x¢,0), xo > 0 arbitrario, entdo Ve > 0 temos

B((x0,0),e)NQ # @

B((x0,0),e)NC\Q #0

pois (xo,5) € Q e, como |(xo, 5) — (x0,0)| = 5§ < &) temos também (x¢, 5) € B((x0,0),¢). Além disso,
(x0, —5) € C\ Q e também (xo, —5) € B((x0,0 ), ¢).Portanto, (xo,0) € oQ).
Os casos (0,y0) com yp > 0 e (0,0), seguem de forma andloga.

Definicdo 12. Sejam Ai, A, ..., An, Aps1 pontos do plano complexo. A colegdo dos segmentos
A1Ap, A2As3, ..., Ay Ay constitui uma linha poligonal unindo A ao ponto Ayy1.

Um conjunto Q) C C é chamado conexo quando dados dois pontos quaisquer de (), existir uma linha
poligonal ligando esses dois pontos e inteiramente contida em Q).

Exemplo 9. B(zp,€) com ¢ > 0 é um conjunto conexo.
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Observacgao 8. Se dois subconjuntos de C sdo conexos, entdo:
a) a unido pode ndo ser conexa;

b) a interse¢do pode nao ser conexa.

Definicao 13. Um conjunto () C C é chamado de dominio se for aberto e conexo.
Uma regido em C é um conjunto constituido por um dominio ) e mais possivelmente por pontos da
fronteira de Q).

Observagido 9. Nem toda regido é dominio, por exemplo D|zo, 7| é uma regido, mas ndo é dominio.
Mas é claro que todo dominio é regido.

Exemplo 10. Classifique em dominios e regides.
1. B(0,1);
2.0<z| <1;
3. {(x,y) €C, x+y<1};
4 1<|z-2|<2;

5. Dado B(zp,¢) e A = {z1,22,...,2n} C B(zo,¢€) verifique se () = B(zp,¢) — A é dominio.
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6.1 Lista de exercicios

1. Represente geometricamente as raizes n—ésimas de z e verifique que sdo vértices de um poligono
regular inscrito num circulo.

2. Um quadrado, inscrito numa circunferéncia de centro na origem, tem como um dos seus vértices o
nimero 3i. Que niimeros complexos sdo representados pelos outros vértices?

3. Um hexdgono regular, inscrito numa circunferéncia de centro na origem, tem como um dos seus
vértices o namero 2i. Que ntiimeros complexos sdo representados pelos outros vértices?

4. Mostre que:
a) w = cos(27t/n) + isen (271/n) é uma raiz n-ésima da unidade.

b)l+w+w?+...+w" 1 =0sen>2.
5. Demonstrar que a soma das raizes de indice 2n de um nimero complexo qualquer é zero.

6. Dados z e w dois nimeros complexos ndo nulos, prove que Re(z@) = |z||w|, se e s6 se, 0 arg(w)=
arg(z)x2km, comk =0,1,2,- - -.

7. a) Podemos definir z#, com m, n € Z? b) Use a) para calcular V.

8. a) Mostrar o item (ii) do Exemplo 7. b) Mostre também que os pontos w € C tais que |w — zp| > ¢
ndo sdo pontos de fronteira de B(zo, €).

9. Defina e dé a interpretagdo geométrica da projecdo estereogréfica no caso complexo.
10. Prove que {z € C : |z — zo| + |z — z1| < r} é conexo.
11. Defina conjunto simplesmente conexo em C e dé exemplos.

12. Dé um exemplo que se verifica que a intersec¢do infinita de conjuntos abertos pode nao ser aberta.
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7 Curvas em C

8 Traco e orientacao

Vamos trabalhar com certas fun¢des, denominadas curvas, que sdo fung¢des cujo dominio é um sub-
conjunto de R e o contradominio em C. Esse estudo serd ttil para o tratamento de fungdes de variavel
complexa e os resultados que apresentaremos a seguir abrange o calculo diferencial.

Defini¢do 14. Uma curva em C é uma fungio ¢ : [a,b] — C tal que a cada t € [a,b] associa-se
¢(t) = ¢1(t) + ida(t), onde ¢1 : [a,b] — R e ¢y : [a,b] — R sdo fungdes reais de varidvel real.
Denotamos também ¢, = Re(¢p) e ¢pp = Im(¢p).

Observacio 10. Pela defini¢do acima, vé-se que o trago de ¢ estd contido no z-plano, isto é, tr(¢) C C.
Portanto, podemos expressa-lo geometricamente.

Exemplo 11. Dados dois nimeros complexos, z1 e zp, defina ¢(t) = (1 — t)z; + tzo, t € [0,1]. Logo, ¢
é a parametrizagdo do segmento no z-plano que liga z; a z5.
Se z1 = (a,b), z2 = (¢,d), entdo

¢(t) = (1— t)(a + bi) + t(c + di)
¢(t) = (1—Ha+tc+i((1—H)b+td), Vtelo1l.

Neste caso, ¢1, ¢ : [0,1] — R sdo dadas por ¢1(t) = (1 —t)a+tce ¢ga(t) = (1 —1t)b+ td com
t e [0,1].

Exemplo 12. Seja ¢ : [—1,1] — C, tal que ¢(t) = t + t%i. Represente o trago desta curva geomentrica-
mente.

Observagio 11. Como também acontece no caso de curvas no R?, se o trago de uma cuva em C é o
grafico de uma fung¢do real de uma variavel real f : [4,b] — R (como o caso do exemplo anterior),
basta entdo definir ¢ : [a,b] — C por ¢(t) = (¢, f(t)), com t € [a,b], ou seja, ¢(t) =t +if(¢).

Observemos no préximo exemplo como a orientagdo de uma curva é também importante.

Exemplo 13. Se o traco de uma curva é a circunferéncia de centro na origem e raio r > 0 orientada no
sentido anti-hordrio, entdo, ¢ : [0,271] — C, é dada por

¢(t) = rcos(—t) +irsin (—t) = rcost — irsint.

Assim, ¢ (t) =1 cost e ¢p(t) = —rsint com t € [0,271].

9 Limite
Dados uma curva ¢ : [a,b] — C e um ty € [a,b] , escrevemos

lim ¢(t) =«

t—to
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se dado & > 0, existir § > 0 tal que se |t — fg| < 6, com t € [a,b], implicar |p(t) —a| <e.
O resultado a seguir é fundamental para os célculos de limites envolvendo curvas.

Teorema 1. Dados ¢ : [a,b] — C uma curva em C e ty € [a, b] entio

lim¢(t) =a € C &

t—to

Demonstragdo. (=) Suponha que tlim $(t) = a, isto é, dado e > 0,30 > O tal que se |t — o] < J e

—tp
t € [a,b] entdo |¢p(t) —a| < e.
Assim, denotando &« = &7 + ins
[@1(8) +ipa(t) — (a1 +iaa)| < ¢
= |p1(t) — a1 +i(¢2(t) — a2)| <,
desde que |t —tp| < 4.
Pela propriedade 1 da Proposicdo |2, tem-se

[91(8) — | < | (t) — a1 +i(a(t) —a2)| <e

|92(t) — 2| < [P1(t) — a1 +i(¢2(t) —az)| <,
desde que |t — to| < 6.
Portanto, dado &€ > 0 arbitrario, basta tomar § > 0 como do limite da curva para garantir que se
|t —to| < d entdo |¢1(t) —Re(a)| < ee |¢2(t) —Im (a)] < ¢ ou seja, th_)r? $1(t) = Re(a) e th_)r? Pa(t) =
0 0

Im (a).

(<)Suponha que tlgrt\ P1(f) =w e tlgrt\ $2(t) = ap, ou seja, dado € > 0, existem 6; > 0 e J, > 0 tais que
0 0

setelab]e

o |t—t0‘ < = ’¢1(t) —0&1| <

Nl NI m

o |t—tyo] <= |pa(t) —aa| <
Tomando § = min{éy,d»}, tem-se, que para t € [a,b] com |t — ty| < ¢:

() = (@1 +iaz)| = [(¢2 () — a1) +i(¢2(t) — a2)]|

< [p1() — | + [i(¢2(t) — a2)]
= |¢1(t) — aa| + [if[2(t) — a2,
. e €
= |¢p(t) — (a1 +inz)| < 5 + 5= g,
desde que |t —tp| < 4. O
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Proposic¢do 3. Se ¢, i : [a,b] — C sdo curvas em C tais que limy_¢, p(t) e limy_y, (t) existem, entdo

1. lmp(t) + (1) = lim 9(t) + lim ()

t—tg

2. Em[p(t) - p(t)] = Lim ¢(t) - lim p(¢).

i’—)to f%t() i’—)to
lim ¢(t)
3. lim P(t) _ =h , desde que lim (t) # 0.
t—ty () tlgr} P(t) t—to
0

Demonstragao: Exercicio. (As provas sdo similares ao caso real)

10 Continuidade

Pelo teorema anterior podemos provar que uma curva ¢ : [a,b] — C é continua em ¢y € [a,b] se, e s6
se, Re (¢(t)) e Im (¢(t)) sdo fungdes reais continuas em . Ou seja,

{lim ¢1(t) = Re (¢(to))

t—to

lim ¢ (t) = Im (¢(to))

t—tg

lim ¢(t) = ¢(tg) € C

t—tg

A demonstracdo deste fato é similar a prova feita no Teorema 1. (Exercicio)

11 Derivada

7

Defini¢do 15. Definimos a derivada de uma curva em C, ¢ : [a,b] — C no ponto t € [a,b], como sendo

(Pl(t) :I{ii%gb(t_{_h]/)l_q)(t)’ (hE]R)

se o limite existir. Se t = a ou t = b, toma-se o limite lateral.

Vamos agora utilizar o Teorema 1 para expressar a derivada em func¢do da derivada da parte real e
da parte imagindria da ¢, para isto note que

li QU = () . Pi(E+h) +igo(E+h) — [ (E) + ia(t)]

h—0 h h—0 h
~ lim 4’1(f+h)—4’1(f)+i<¢2(f+h)—¢2(f))]'
h—0 h h
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Assim, este limite existird se, e s6 se, ¢; e ¢ forem derivaveis. Segue entdo que

i P =00 _ i 1) 0]y 0l 1) =0l
h

h—0 h%O h—0 h

=¢1(t) + i<Pz(f)~

Portanto, ¢ é derivéavel se, e s6 se, Re (¢) e Im (¢) forem fungdes reais derivaveis e, para tais fungoes,
podemos usar as Regras de Derivagdo do Caso Real conhecidas.

Proposicdo 4. Sejam ¢, ¢ : [a,b] — C duas curvas em C, entdo:

1. A soma de duas curvas derivdveis é derivdvel e vale
(@) + (1) = ¢'(8) + ¢'(1);
2. O produto de duas curvas ¢ e  derivdveis é também derivdvel e vale

(@(8) - (1) = ¢ (Op(t) + ¢(O)P' (1)

Exercicio 4. Demonstre a proposigdo anterior.

12 Integral

Seja ¢ : [a,b] — C uma curva em que ¢(t) = ¢1(t) +i¢(t). Considere P = {fy,t1,...,t,} uma parti¢do
arbitréria do intervalo [a,b], a = ty < t; < ... <t,_1 < t, = b. Vamos escolher #; € [t;_1, ;] para cada
1 <j <mn,entdo:

3 018t = L0 Cn) i)

j=1

I
ME

b1 (’7])At +i (Z‘PZ 1j At)

j=1

Il
—_

j

Como P é arbitréria e pelo resultado demonstrado sobre limites, tem-se:

lim Zgb 7j)At; = lim Z‘Pl 1) At; —|—z 11m 24)2 1i)A

IP[|—=0 I[Pl =
desde que os limites existam, lembrando que
|P|| = max{[t; —tj_1], j=1,...,n}.

Utilizando a definicdo de integral de Riemann para funcdes reais de varidvel real, podemos entdo

escrever
b b b
/Qq)(t)dt:/a cpl(t)dtJri/a 2 (t) dt
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Proposi¢do 5. 1. Se ¢, ¢ : [a,b] — C sio curvas integrdveis em [a, b] entio:

i) (¢ + ) é integrdvel em |a, b];
ii) (¢ - ) é integrdvel em [a, b);
iii) ¢ é integrdvel em [a, b], Vo € C.

Ainda temos:

(A) Re (/ath(t) dt> = /abRe (@(t)) dt;
(B) Im </ub¢(t) dt> - /abIm (o(t)) dt;

(®)

fwmﬂsfwww.

Teorema 2 (Teorema Fundamental do Calculo para curvas). Seja ¢ : [a,b] — C uma curva de classe
Cl, isto é, ¢' é uma fungio continua, entdo:

D 5 [ 96)ds = (o)

i [0 = p(b) — 9(a).

Demonstracio. Denotando ¢(t) = ¢1(t) +i¢ga(t), t € [a,b], temos
(i)

[ oeras = 5 [oa6s) +igats)as

d Tt ot
= [/ (pl(s)ds—i-z/ 4)2(s)ds]
d [t d ot % .
=5 [ e as+ig [ gas)ds = g0+ ia(t) = 9(0)
Note que em * utilizamos o Teorema Fundamental do Célculo para fungdes reais.

(ii) Usando novamente o Teorema Fundamental do Célculo e a defini¢do de derivada de curva em
C, temos:
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b b b
[ o ®ar= [ (i) +iga(t)) at = [ g1(t)+igs(0)]

:/b¢;(t)dt+i/ab¢é(t)dt

TEC 41 (0) = ¢1(a) + ilga(b) — ¢ (a)
—%(%H@www@<wuw<»=mm—¢w.

Teorema 3 (Mudanga de variavel). Sejam ¢ : [a,b] — C uma curva em C integrdvel e B : [c,d] —
[, b] uma fungio real de classe C' invertivel. Entdo:

b d
/a et = / $(B(s)) |B'(s)| ds.

Demonstragio. Para provarmos o resultado, vamos considerar dois casos, dependendo do sinal da
derivada de . Novamente, lembremos que

[ owar= [l +iga)ar = [ pi(0yat +i [ gty

Fagamos uma mudanga de variavel: t = B(s), p'(s) > 0, dt = B'(s) ds, entdo

/ t)dt = /(p] ds+z/ P2(B(s)) - B'(s)ds

T ”/ww%»w@<@nm@Ms

- / 5)| ds.
Se B/(s) < 0 entdo
[ owdr= [ o(ps) B)ds =~ ["oB) - §s) s
= ["oB(s)) - -8 e))ds = [ g(p(s)) - |85 .

O]

Observagio 12. Sempre é possivel transformar um intervalo ndo degenerado [c,d] em um intervalo
[a,b], b > a, usando a mudanga de variavel B : [c,d| — [a, ], dada por

B(s) = (Z:i>a+<;:z>b.
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Defini¢do 16. Uma curva ¢ : [a,b] — C é:
a) fechada, quando ¢(a) = ¢(b);
b) simples, quando ¢(t1) # $(t2), Vt1, ta € (a,b) com ty # to;
¢) arco, quando sua derivada ¢' for continua, isto é, ¢ € C;
d) Jordan, quando for fechada, simples e continua;

e) retificdvel , quando seu comprimento, L(¢p), for finito, sendo

L9) = [ 19/l
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12.1 Lista de exercicios

1. Provar as propriedades ii) e (B) da Proposicao 5.

2. Determine uma curva ¢, cujo traco é o segmento de reta que liga 1 427 a 2 + i, onde o parametro ¢
satisfaz 0 < t < 3. Calcule a derivada dessa curva e também L(¢).

3. Usando a forma polar, mostre que:

[ o o< | o)t

4. Construa um exemplo para cada item da Definicdo 15 anterior e justifique.

5. Dadas duas curvas em C, ¢, 9 : [a,b] — C, com ¢(t) # 0, para todo t € [a,b]. Verifique se vale a
Regra de Derivagdo do Quociente:

(4>>’ _ Yy gy
¢ g2

Bons estudos!!
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13 Funcao de uma varidvel complexa

14 Defini¢oes basicas

Definic¢ao 17. Seja (2 C C. Denomina-se funcao de varidvel complexa ou aplicacdo complexa a
toda correspondéncia univoca definida em () com valores em C.
Notagoes: f: Q) — C, tal que Q >z — w = f(z) € C.

Q) é chamado dominio de f, muitas vezes denotado também por Dy. C é chamado contradominio
e é denominado imagem de () pela f ao subconjunto de C:

Imf={weC: w=f(z), comze Q} = f(Q).
Se w € C, podemos definir

fHw ={z€Q: f(z) =w}

denominado imagem inversa de w pela f. Note que se w nao estiver na imagem de f entdo f'[{w}] =
@. Se K C C, entao
fIKl={z€Q: f(z) €K}

é a imagem inversa do conjunto K pela f. Também podemos definir o grafico de f:
G(f) ={(zw) e C*: w=f(z), Yz Q}.

Observacdo 13. Nota-se que o grafico de uma fun¢do complexa estd contido em um espago de dimen-
sdo 4, ndo podendo ser expresso geometricamente. Entretanto, algumas informacdes sobre a funcdo
podem ser obtidas graficamente, exibindo-se conjuntos de pontos correspondentes z e w.

Denotaremos o plano complexo que contém o dominio de f por z—plano e o plano que contém a
imagem de f por w—plano.

Para z = x + iy € (), entdo podemos expressar f(z), que pertence ao w—plano, também na forma
algébrica, isto é,
fiz)=w= f(x+1iy) =u-+iv,

onde u = u(x,y) e v =v(x,y) sdo fungdes de x e y. Assim,
Re (f(z)) =u(x,y) e Im(f(z)) =o(xy).

A correspondéncia entre pontos nos dois planos é denominada de transformacao de pontos no
z—plano em pontos no w—plano pela fungdo f. Pontos w sdo entdo imagens de pontos z. Este termo
transformacao também se aplica para subconjuntos de C, como veremos a seguir.

Observacdo 14. Uma fungdo de varidvel complexa pode ser multivoca ou multivalente, isto ¢, dado
um valor z no dominio de f, o conjunto imagem deste ponto pode ter mais de um elemento. Veremos
isto nos exemplos apresentados no texto e também como estudar estes casos.

Exemplo 14. Vamos determinar o dominio e a imagem de S dado abaixo, com respeito a funcao f:
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1. f(z) =z
Casoi) S={z=x+iy € C: y=mx}, com m > 0. (Veja a figura).

Neste caso, o dominio de f é C. Se z = x + iy entdo f(z) = x — iy = u(x,y) +iv(x,y), ou seja,
u(x,y) =x
v(xy) =~y
Note que os pontos de S sdo da forma z = x + (mx)i. Assim,
S={(x,mx) eC: x € R},

o que implica.
f(S) ={(x,—mx) € C: x € R}.

Caso ii) Considere a mesma f, mas agora
S={(x,y)eC: ¥*+y* =1}
Para este caso, temos
B+ =24 (—y)P=2+1P =1

Portanto, f(S) = {(u,v) € C: u?*+v*> =1}.

2. Considere f(z) = |z| e tomemos S = {(x,y) € C: x>+ y*> = r?}.
O dominio de f é C, assim f : C — C satisfaz

f(z):f(x+iy):\/m=u+iv:> {u(x,y):\/m

v(x,y) =0

Sez=x+iyeS=|z|=rou/x>+y>=r,assimu=rev=0.

3. Considere f(z) = z2. Vamos determinar geometricamente f(S) para os seguintes casos:

a) S: x=0;

b) S:y=0;

) S: x=xg, x0#0;

d) S:y=yo yo #0;

e) S={(x,y) eC: 1 <x<2}.
V3

1
4. Considere agora f(z) = (2 + 21’) z2. Tomemos o conjunto S = {z € C;Re(z) = 2} no

z—plano.
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Para resolver este exemplo, basta lembrarmos como o produto entre ntimeros complexos é rea-

V3

1,
lizado geometricamente. Pois, se chamarmos ¢(z) = z? e h(z) = (2 + 21> z entdo a fungdo

dada é escrita pela composicdo: f(z) = h(g(z)), Vz € C.

Assim, z € S implica z = 2 + iy. Usando um plano intermediario, (1, v’) teremos

g(z) = 2% = x* — y* + 2xyi
I 2.2
L=y
v = 2xy
u =4 —y? "2
Masz € S = o' :>u’:4—<v>.
U’:4y:>Z:y 16

Portanto, g(S) representa geometricamente uma pardbola. Agora basta realizar uma rotagdo em
1
2(S) de um angulo de 71/6, pois escrevendo zp = (\25 + 21') na forma polar, temos
zo=1- (COS% —|—isin%)
f(z) =20-8(z) = f(5) = z0-8(5).

Concluimos que f(S) é uma parabola rotacionada no w—plano. Ver figura.

Exercicio 5. Determine em que o conjunto S = {z € C : |z| = 1} é transformado pela fungio f(z) = z2.

15 Funcao afim e funcao quadratica complexa

Definicdo 18. Denomina-se fun¢do afim de uma varidvel complexa a toda fungio f : C — C
definida por f(z) = mz + n, com m, n constantes complexas e m # 0.

Exercicio 6. Dado um conjunto qualquer S C C, descreva o que geometricamente a fungdo afim
complexa realiza em S nos seguintes casos: (a) m =1len #0;(b) [m| >1en=0;(c)0< |ml <1le
n=0.

Vimos no tdltimo exemplo da segdo anterior um caso particular de uma fun¢do quadrética e como
esta age em certas regides do z—plano, agora vamos generalizar a ideia utilizada.

Defini¢do 19. Denomina-se fun¢do quadrética complexa a toda fungio f : C — C, tal que f(z) =
az’> + bz +c, com a,b,c € C constantes e a # 0.

A seguir faremos a andlise de alguns casos particulares que serdo tteis para a descri¢do geométrica
no caso geral com respeito a malha no z—plano (x = xp e ¥ = yp).
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Caso 1

Caso 2

Caso 3

Caso 4

Caso 5

Sea=1leb=c=0.

Neste caso a funcdo se torna f(z) = z2. Portanto, f transforma retas no z—plano da forma x = x
e y = Yo em pardbolas no w—plano.

Sea#1leb=c=0.

A fungio w = f(z) = az? pode ser vista como a composigio das fungdes g(z) = z2 e h(z) = az.
Desta maneira, az> transforma uma reta x = xp ou ¥ = Yo em uma pardbola, que sofreu uma
rotacdo (Arg(a)) e uma contragdo/dilatagdo dependendo |a|.

Sea=1,b=0ec#0.

Neste caso, f fica com a expressdo: f(z) = z?>+c. Portanto f transforma uma malha retan-
gular em um conjunto de pardbolas e entdo transladadas pelo vetor correspondente ao ntimero

complexo c.
Sea#1,b=0ec#0,entdo f(z) = az® + c. Logo f é a composicdo da funcdo g(z) = z> com a
fungdo h(z) = az +c.

Como f = h o g a malha retangular serd transformada em um conjunto de pardbolas que depois
serdo rotacionadas por um angulo dado pelo Arg(a) e dilatadas/contraidas pelo fator |a| e,
finalmente, transladadas pelo vetor correspondente ao nimero c.

Finalmente, o caso geral: f(z) = az? + bz + ¢, a # 0. Para estudé-lo, basta observar que

f(z) =a <22+Zz> +c

b\> b
f(z):a<z+2a> —@—i—c,
entao, ,
b b?
o=zt 5) (o a)
C

Logo, f é a composta das fungdes h(z) = az>+ Ce g(z) = z+ D, D = b/(2a). Isto é, f(z) =
h(g(2))-

Assim, primeiro translada-se a origem segundo o vetor correspondente ao niimero complexo
b/(2a). Em seguida, transforma as retas da malha em parabolas que serdo rotacionadas pelo
Arg(a) e contraidas/dilatadas pelo || sendo entdo transladadas segundo o vetor correspondente
ao nimero complexo C.

Exercicio 7. Determine em que o conjunto S = {z € C : |z| = 1} é transformado pela fun¢do
f(z) = az?> + bz +c, com a # 0.
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15.1 Lista de exercicios

1. Determine a imagem de S pelas fun¢des indicadas:
a) f(z) =2z,comS={z€C; 1 <Im(z) <2}

b) f(z) =z+1,com S ={z€C; 0 < Re(z) <2}

o) f(z) =z+i,comS={zeC, —1<Re(z) <1}

d) f(z) =2z+1i,comS={z€C, =2 < Re(z) <2}

e) f(z) =(1+i)z+2,com (i) S ={z€C, —1<Re(z) <1},
(i) S ={z€C;, 1 <Im(z) <2}

g) f(z) = 72 — (2+2i)z,com S = {z = (0,y) € C; y = —2}.
2. a) Resolva a equacdo quadratica z2 + (1 — i)z — 3i = 0.

b) Determine a imagem de S pela fun¢do quadratica acima, f(z) = z>+ (1 —i)z —3i,onde (i) S = {z =
(x,y) €eC y=uyote()S={z=(x,y) € C; x =x0}.

3. Determine o dominio da fun¢do complexa e descreva as fungdes u e v:

3z +2i iz
C =

a) f(z) = 2Re(z) —iz? b) f(z) = B4 12

4. Se f(z) é uma funcdo definida no disco B(0;1) determine o dominio de cada uma das seguintes
funcgoes:
a)w=f(z—2) b) w = f(2z +1) o w = f(z?)
1 2
dw=f . e)w = f(z"—1)

5. Em algumas situagdes, dado z, a imagem f(z) pode ser mais de um valor(chamamos de funcéo
multivalente). Por exemplo, a fungdo raiz quadrada f(z) = \/z. Determine o dominio da fung¢do raiz
quadrada e descreva w = u 4 iv em funcdo de x e .

6. Seja f(z) = % Determine o dominio de f e descreva f(S) em cada caso: (a) S = {z € C: Re(z) =
xofe(d)S={z=x+iyeC: y=2x+1}.

16 Limite

Nesta se¢do vamos introduzir a defini¢cdo de limite e estudar algumas propriedades. Iniciemos com a
definicdo de funcdo limitada que sera importante aos nossos propdsitos.
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Defini¢ao 20. Dizemos que uma fungio f : 3 C C — C de varidvel complexa é limitada quando o
conjunto f(Q) for limitado, isto é, existe M > 0 tal que

(Vz € Q)(If(z)] < M)

Definicao 21. Seja f : O — C, com Q) C C, uma fungio de uma varidvel complexa e seja zo um ponto

de acumulagio do conjunto Q). Dizemos que um niimero complexo a é o limite de f quando z se aproxima

de z, escrevemos li_>m f(z) = a, quando para todo € > 0 existir um niimero 6 = 6(¢g,zo) > 0 tal que se
Z—2Z)

z€Qe0< |z—zy| <dtem-se |f(z) —a| <e

Observacao 15. 1. Se existe o limite dado acima, entao ele é tinico. (Demonstre!!)

2. Se existe o limite de f quando z tende a zp entdo f é limitada em z, isto é, existe r > 0 tal que
|f(z)| < M, Vz € B(zp,7) N}, para algum M > 0.

De fato, suponha que Zhﬁm f(z) =a € C. Logo, dado ¢ = 1 existe §; > O tal que 0 < |z —zp| < d1 e

20

zeQ=|f(z) —a| <1

Assim,

f(2)] = 1f(z) —a+a| <[f(2) —a| +[a] <1+ ]af,

desde que z € QN B(zp, 61)-
Basta tomar r = J; e a definigdo é satisfeita com M =1+ |«|.

Exemplo 15. Dados z( € C arbitrario e f(z) = z, calculemos lim f(z).

Z—2Z)
Lembremos que Dy = C e mostremos que
lim f(z) = 2.
De fato, notando que |f(z) — Zo| = |Z — Zo| = |z — 20| = |z — 20|, segue que dado ¢ > 0, existe

0 =¢e>0, tal que
0<|z—2zo| <d=|f(z) — 20| =|z—20] < =¢,

ou seja, |f(z) — 20| < ¢, Vz € B(zo,9).

Exercicio 8. Calcule li_>m f(z), onde f(z) = ¢, c é uma constante complexa.
zZ—2Z0

Exercicio 9. Calcule le f(z), onde f(z) = z.
Z—2Z0

Exemplo 16. Dados zy € C arbitrario e f(z) = z?, calculemos li_)m f(z).
Z—2Z0

Novamente temos Dy = C e mostremos que li_>m f(z) = z3.
zZ—2Z0

Notemos primeiramente que

1f(z) = 2| = |2 — 25| = |(z — 20) (z + 20) | = |z — z0l|z + 2o

= |z — zol|z — 20 + 20 — 20| < |z — 20|(|z — 20| + 2|20]),

42



ou seja,
|f(z) = 28| < |z — 20| (|z — zo| +2lz0]).
Dado ¢ > 0, como queremos determinar § > 0 tal que |f(z) —z3| < ¢ para z € B(z,J), basta
tomarmos § = —|zo| + /|z0|*> + € > 0. Pois,

|f(z) — 25| < 8(8+2|z0]) = 6% +2|z0|6 =¢, |z —z0| < 6.
Exemplo 17. Dada a funcéo f(z) = |;Re (z) + 1, calculemos lin(1) f(z).
z—
Note que Dy = C — {0}, zo = 0 ¢ Dy mas zo é um ponto de acumulagdo de Dy. Mostremos que
lim f(z) = 1. De fato,
z—0
Ve > 0, basta tomar ¢ = ¢, pois se 0 < |z — 0] < J temos

z z
If(z) —1] = HRe(z)—i—l—l :u]Re(z)| <|z|=]z—-0| <é ==

Proposigdo 6. Seja ) C C e denotemos por Q' o conjunto dos pontos de acumulagiio de Q). Dada
f: Q — C uma fungdo de uma varidvel complexa e o ponto zg € (Y, entdo:

1. lim f(z) = a1 < lim[f(z) —a1] =0;

Z—20 zZ—2)

2. lim f(z) =« & lim f(z) = a7.

Z—r2( zZ—Zg

Demonstragio. 1. Se lim f(z) = aq, isto é, Ve > 0, 36 > 0 tal que z € Q),

)
0<|z—2z0| <éd=|f(z) —m| <e
Mostremos que Ve > 0, 3¢’ > 0 tal que z € ), com
0<|z—zo|<d =|f(z) —a1 —0| <e.

Dado ¢ > 0, basta tomar ¢’ = § e o resultado segue.
A reciproca é imediata.
2. Exercicio.
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Proposi¢do 7 (Limite e operagdes). Seja Q3 C C e denotemos por (Y o conjunto dos pontos de acu-
mulagio de Q). Dadas as fungdes f, g : QO — C e o ponto zo € Q' satisfazendo li_>m f(z) =a e
Z—2Z)

lim g(z) = ay, entdo valem as sequintes propriedades:
Z—2Zp

1. lim Af(z) = Aaq, VA € C;

Z—2Zp

2. lim[f(z) + g(z)] = 1 + az;

Z—2Z)

3. lim[(2) - 8(2)] = oz

. _ & .
4 }1_{1;) G = desde que ay # 0;
5. lim [f(z)| = [aa].
Demonstragio. 1. Exercicio.

2. Exercicio.
3. Por hipétese:

(I) Como existe o limite da § quando z — zp, entdo g é limitada em zo. Assim, 3r > 0 tal que
|g(z)| < M, Vz € B(zo,r) N, para algum M > 0;

(II) lim f(z) =a; < Ve > 0,30y >0talquesez € N el < |z—zp| <y, entdo |f(z) — ] <
€

zZ—2Z0

M—|—|0€1|.
(TI1) Z11_>r2)g(z) =& Ve>0,30 >0talquesez € Qe < |z—2z| < d, entdo |g(z) —ay| <
€
M—|—|0€1|.

Devemos mostrar que Ve > 0 36 > 0 tal que se
0<|z—2zy| <deze Q= |f(z)8(z) —maz| <e.
Dado entdo ¢ > 0, basta tomar 6 = min{r, d1,d,} pois,

f(2)8(2) —maa| = [f(2)g(2) + mg(2) — a18(2) -tz
< [8(2)1f(2) = wa| + |as[g(2) — a2

€ €
<M———+ 1| —— =
M + |aq | 1|M+\“1\
. 1 . . .
4. Basta mostrar que im — = — e, em segulda, usar o item anterior.
2557 g(z) Xy
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5. Por hipétese, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que 0 < |z — zg| < J, com z € Q) implica |f(z) —a;| < .
Pela desigualdade
0 <[If(2)] = laal] < [f(2) —aal,
segue que, para 0 < |z —zp| < dcomz € O, ||f(z)| — |m]| <e.
O

Note que a reciproca do dltimo item desta proposi¢do néo é verdadeira. Isto é, li_>m |f(z)] = |a1]
Z—2Z0

ndo implica lim f(z) = 3. Por exemplo, considere a fung¢do
Z—2Z0

1, se x e y forem racionais

f(x+iy):{

—1, caso contrario.

Note que |f(x 4+ iy)| = 1, para todo z = x + iy € C e, portanto, lgm |f(z)] =1, Vzo € C. Porém,
Z—2Z0

Z11_)r1£'10 f(z) ndo existe.

De fato, fixado um ponto zp € C tome ¢ = 1/2. Assim, para todo § > 0 vdo existir nimeros
complexos (¥,y'), (x,y) em B(zy,0) tais que f(x' +iy’) = 1e f(x+iy) = —1 (pois Q e R — Q sdo
conjuntos densos em R) o que mostra que f ndo tem limite em z(, independente do valor de f(zp).

Podemos tratar problemas de limite estabelecendo a relagdo entre o limite de uma fungao de varié-
vel complexa e os limites de fung¢des reais de duas varidveis reais, o que mostra o préximo resultado.

Proposicao 8. Sejam f : () C C — C e zg = xg + iyg um ponto de acumulacio de Q). Denotando
z=x+iye f(z) =u(x,y) + iv(x,y) entdo

( )lir(n )u(x,y) =a

1- — b X,y )—(Xo0,Y0

Zgr;gf(z) Ao lim o(x,y) =0
(xy)—=(x0.40)

Demonstragdo. (=) Suponha que 1i_>m f(z) =a+bi,isto é dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que,sez € Qe
Z—2Z)

0 < |z—2zp| <9, entdo |f(z) — (a+bi)| <e
Como dado ¢ > 0, temos & > 0 satisfazendo +/(x — x9)2 + (y — v0)? < 6, logo

Re (f(z) = (a+bi))| = [u(x,y) —a] <[f(z) = (a+bi)| <e

[Im (f(z) — (a+bi))| = [o(x,y) —b] < |f(z) = (a+bi)| <e.
(<) Agora vamos supor que os limites das fung¢des reais de duas varidveis reais existam. Isto €,

dado e >0, 36, > 0tal que \/(x —x0)2 + (y — y0)2 < 01 = |u(x,y) —a| < %

E existe também d, > 0 tal que /(x — x0)2 + (y — y0)? < 62 = |v(x,y) —b| < g
Assim, dado € > 0 basta tomar 6 = min{d;, d }. Pois, para z € Q) com 0 < |z — 29| < J, temos

£(2) = (a+bi)| = u(x,y) +i0(x,y) —a = bil < |u(x,y) —a| + [il[o(x,y) —b] < 5 + 2 =&
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2
existe. Basta observar que o limite lim  Re(f(z)) ndo existe.
(xy)—(0,0)
Observacdo 16. Como na Andlise Real podemos definir os conceitos de limite no infinito e limite no
infinito para fun¢des complexas. Por exemplo, o limite

lim f(z) =

Z—00

Exemplo 18. Dado f(x + yi) = + 2xy?i. Entéo, pelo resultado anterior o limite lim,_,o f(z) ndo

significa que para todo € > 0, existe um valor M > 0 tal que |f(z) — L| < ¢, sempre que |z| > M. Com
esta defini¢do, é possivel mostrar que

}l)ngof( z)=L & hgéf<i> = L.
Ja o limite
lim f(z) =

Z—2Z0

significa que para todo M > 0, existe um 6 > 0 tal que |f(z)| > M sempre que 0 < |z —zg| < J. E
desta definicdo segue a equivaléncia:

. 1
lim f(z) = 0 & lim 275 =0.

17 Continuidade

Veremos que os resultados sobre continuidade seguem imediatamente dos resultados sobre limites
vistos na se¢do anterior. Iniciemos com o conceito de fun¢do continua num dado ponto do seu dominio.

Definic¢do 22. Uma fungio f : O C C — C de varidvel complexa é continua em zp € ) se

h_)m f(z) = f(z0). Se f for continua em todo zoy € Q) entdo dizemos simplesmente que f é continua.
Z—Z|

Exemplo 19. Sao exemplos de fung¢des continuas:

f(z) = ¢, c constante;
2. f(z) =
f (z) =
f(z) = 2". Exercicio: prove que lim f(z) = zj.

Z—Z0

O teorema a seguir é uma consequéncia imediata da Proposigdo

Teorema 4. Uma fungdo de varidvel complexa f : () — C é continua em um ponto zgp = xo + iyg €
QA CCseesése Re(f(z)) =u(x,y)elIm(f(z)) =v(x,y) sdo continuas em (xo,Yo).
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Observacgdo 17. Usando as propriedades envolvendo limites, pode-se garantir as seguintes proprieda-
des com respeito a continuidade: se f, g: (2 C C — C sédo fung¢des continuas em z, entdo:

i) f+ g é continua em zo;
ii) af é continua em zp, com o € C;

iii) f - g é continua em z;

iv) f é continua em z,, desde que g(zp) # 0.

Observacdo 18. Em vista dos resultados e propriedades dadas, podemos concluir que toda fungdo
polinomial complexa, denotada por p(z) = ag + a1z + ... + a,z", com agp, a3, ...a, constantes complexas,

p(z)

e toda funcdo racional complexa, denotada por f(z) = 1)’ com p e g fungdes polinomiais complexas,

sdo fungdes continuas em C e ) = {z € C: g(z) # 0}, respectivamente.

17.1 Lista de exercicios

1. Calcule os limites, se existirem:

3 5 2 . .
' i3 1 ' z2+4 ) z(z2+(2—1)z—2i
a) llngn‘ ﬁ b) llng)zi E C) 111’1’1Z*>l‘ ( (Z o 1) )
- 2 ; 5
) z . z-—iz+ 101 . Z
d) llmZ*}O ; e) llmzﬁzi ﬁ f) llmZ*)O 27
2 _ 52 2 _ 52
. zc—Z . z-—z
g) hmZﬁO |Z‘ h) hmz—>0 |Z|2

2. Sejam f, g: Q) — C tais que lim,_,,, f(z) = 0 e g é limitada em Q). Mostre que lim,_,,, f(z)g(z) = 0.

3. Mostre que lim > =1

x—0 x 4 x2(cos & + isen %)

4. Discuta a continuidade das fungodes:

z2 4 22 —z-2

a)f(z) = - b)g(z) = 20y

zZ—1

5. Considere as fungdes:
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e(z m(z?
= R|Z(| ), Q(z) = ! |z(2| ), z #0.

f(2)

Essas fungdes possuem limite no ponto z = 0? Justifique.

6. Verifique se f(z) = é continua em B(0;1).

1
1-z
7. Sejam f : O — Ce g : ) — C duas funcdes de varidvel complexa sendo Im(f) C OO, Qe Y
subconjuntos de C. A fungdo h : Q) — C, definida por h(z) = g(f(z)) denomina-se fun¢do composta

de f com g. Se z, for ponto de acumulagdo de Q) e wy = f(zp) ponto de acumulagdo de (Y, prove que
se f é continua em zp e g continua em wy, entdo a composta / é continua em zj.

8. (a) Defina continuidade uniforme para fun¢des com varidvel complexa.
(b) Mostre que f(z) = z* é uniformemente continua em D[0;1].

(c) Mostre que f(z) = 1/z ndo é uniformemente continua em D[0;1] — {0}.

24riz—2 iz 41
9. Calcule os limites, se existirem: (i) lim,_, Z(l—'——f—lzzz)zZ (ii) lim,_ e %
22— (2+3i)z+1 22 +1

(iii) 1ims—sc0

S
iz—3 (i) im i 53—

10. a) Dada f uma funcdo de variavel complexa, quando existird a inversa de f. b) A func¢do de varidvel
complexa f(z) = z* tem inversa em qual conjunto? Justifique.
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18 Compacidade e continuidade

Para a construgdo de resultados envolvendo compacidade e continuidade, serd necessario abordar a
teoria sobre sequéncia de nimeros complexos.

18.1 Sequéncias em C

Definicdo 23. Uma fungio s : N — C que associa a cada niimero natural n um niimero complexo
s(n) = z, é denominada uma sequéncia em C. O nmiimero complexo s(n) é chamado de n—ésimo termo
ou termo geral da sequéncia. Denotamos a sequéncia por (z,)yeN ou simplesmente (zy,).

Uma sequéncia (z,)nen € limitada quando existir M > 0 tal que |z,| < M para todo n € IN.

Defini¢do 24. Dizemos que (z,),eNn converge para um niimero complexo « se dado € > 0 existe

ng € N, (ng = no(e)) tal que Yn > ny, |z, —a| < e. E escrevemos lim z, = « ou simplesmente
n—00

zy — . Neste caso a sequéncia (z,),eN € convergente. Uma sequéncia que ndo é convergente é
denominada divergente.

Observagao 19. O limite de uma sequéncia, quando existir, é tinico.(Demonstre!)

Exemplo 20. A sequéncia constante, dada por: (z,)nen = (2o, Zo, Zo, .. .) € convergente e, neste caso,
Zn — ZO.

141
——, entdo lim zn, = 0.
\/ﬁ n—00 ~n

2 .
De fato, dado ¢ > 0, Inp € IN, neste caso, basta tomar qualquer natural 7y com ny > - Assim,
€

Exemplo 21. Dada z, =

para Vn > ngp tem-se:
1+i|  [1+i V2
= = —=<e¢

Vil = vn T m

Proposic¢do 9. Toda sequéncia de niimeros complexos (z,) convergente é limitada.

|zn — 0] =

Demonstragio. Como existe o limite da sequéncia, isto é, existe « € C tal que lim z, = & temos, para
n—oo

¢ = 1, existe um ny € N tal que ,Vn > ny, vale |z, —«| < 1. Logo,
‘Zn‘ < |Zn _(X’ + ’06| <1+ ’DC|, Vn > nyg.

Tomando r = max{1 + |a|, |z1],..., |zn,|}, tem-se que z, € B(0,r), para todo n € IN. Portanto, (z,)
é uma sequéncia limitada. O

Definicao 25. Sejam ko < k1 < ... < k, < ... um conjunto infinito de niimeros naturais e n — z,
uma sequéncia de niimeros complexos. A fungdo que associa k, — zx, denomina-se uma subsequéncia
de (zn)neN, a qual se representa por (z, JneN-
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Proposigdo 10 (Propriedades e Operagdes). Sejam (z,) e (w,) duas sequéncias de niimeros complexos,
entdo sio vdlidas as sequintes propriedades:

1. zy=x,+iys > a+biex, > aey, —Db.
2. Sez, — wewy, — P entdo:

i) ¢z, — ca, Ve € C;
i) zy +wy, > a+p;

iil) zpwn — af;

1 1
iv) Sew # 0entdo — — —.
Zy &

3. Toda sequéncia limitada de niimeros complexos possui subsequéncia convergente.

Demonstragdo. 1. Exercicio.

2. (i), (ii) e (iii) Exercicio. Mostremos (iv). Notemos primeiramente que

11
Zn o

|zn — &

 zallal |

Como a # 0 por hipétese e z, — a, existem entdo r > 0 e um natural n; tais que |a| > r e
|zu| > r, para todo n > n;. Dado agora e > 0, existe n, € N tal que |z, — a| < er?, para todo
n > ny. Tomando ny = max{ny, ny}, tem-se

1 1
Zn X

|z —a|  er?
=< -—=c
|z ||| r.r

3. Seja (z,) uma sequéncia limitada de ntimeros complexos, isto é, |z,| < M, Vn € N, para algum
M > 0.

Assim, Re (z,) = x, e Im (z,) = y, sdo também sequéncias de ntimeros reais limitadas, pois,

[xXn| < |za| < M e |yn| < |za| <M.

Como (x,) é limitada, entdo existe uma subsequéncia (x,, )xeN convergente, x, — a. Como a
subsequéncia (y,, )ken também é limitada e, assim, possui subsequéncia (y,, ) convergente para
]

um numero real b.

Portanto,

Zig, = X + Y, = A+ bi.

Exercicio 10. Verifique se existem os limites das seguintes sequéncias:
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1. lim

Definicdo 26. Uma sequéncia (z,),eN denomina-se de Cauchy quando, para cada € > 0, existe um niimero
natural ng = ny(e) tal que
|zm —za| <&, Vm>mng, n>np.

[ Proposicao 11. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragio. Seja (z,)nen uma sequéncia de Cauchy em C. Portanto, dado € > 0 existe ng = n(e) €
N tal que
|zm — zu| <€, paratodo m > ng, n > no.

Tomando ¢ =1 e n = ng + 1, segue que |z, — zyy+1| < 1, para todo m > ng. Assim,
Zm| < |zm — Zn0+1| + |Zno+1| <1+ ’Zflo-i-l‘/ para todo m > ng.

Considerando
M = max{|z1], [z2], .-, |zno|, 1 + |zng11 |}

conclui-se que |z,| < M, para todo n € IN, ou seja, (z,)nen € limitada. O

Teorema 5. Uma sequéncia (z,)nen de niimeros complexos é convergente se, e somente se, (zy)neN €
uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragio. Suponha que (z,)secN S€ja uma sequéncia convergente para z. Entdo, dado ¢ > 0, existe
no € N tal que

|zm —z| < €/2, também |z, —z| < ¢€/2, paratodo m > ny, n > ny.
Usando agora a desigualdade triangular, temos
|zZm — zn| < lzm —z| + |z — 20| <€/2+¢€/2=¢, paratodo m > ny, n > ny.

Portanto, (z,),eN € uma sequéncia de Cauchy.
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Suponha agora que (z,)zen seja uma sequéncia de Cauchy em C. Do resultado anterior, sabemos
que (z)neN € limitada e da Proposigdo item 3, segue que existe uma subsequéncia (zy, )xen con-
vergente, digamos z,, — z. Mostremos que z, — z. De fato, sendo a sequéncia de Cauchy, para cada
e > (0 existe np € IN tal que

|zm — zn| < €/2, paratodo m > ng, n > n.
Como z,, — z, existe my > ny tal que |z, — z| < /2. Portanto,

|z — 2| < |zn — Zmy| + |2my — 2| < €/24¢€/2, paratodo n > ny.

O que prova que z,, — z, isto é, (z,),eN € convergente.

Defini¢do 27. Dada uma sequéncia (z,) em C, denomina-se uma série de termo geral z,, a sequéncia
(sn), definida por s, = 2}7‘:0 z,. Usa-se a notagio

o
> o
n=0

para representar uma série de termo geral z,. Os termos s, sdo denominados as reduzidas ou somas
parciais da série. Quando a sequéncia (s,) possui limite s, dizemos que a série de termo geral z, é
convergente, escrevendo

(o]
s = Z Zne
n=0

O miimero s denomina-se a soma desta série. Quando (s,) nio converge, dizemos que a série Y oz, €
divergente.

Podemos aplicar os resultados vistos anteriormente para sequéncias no estudo da convergéncia das
séries. Outras propriedades podem ser encontradas na lista de exercicios e nas referéncias citadas no
final deste texto.

Observagdo 20. Como o estudo de convergéncia de uma sequéncia em C e, portanto, de uma série,
passa-se ao estudo da parte real e da parte imagindria (Prop. 10, item 1.) segue que os resultados e
critérios de convergéncia conhecidos da Andlise Real podem ser aplicados.

18.2 Resultados principais

Vejamos agora alguns resultados importantes envolvendo fun¢des de uma variavel complexa continuas
e conjuntos compactos.

Proposic¢do 12. Se F C C é um conjunto fechado e (z,)ncN é uma sequéncia de elementos em F tal que
zn, — o, entdo w € F.
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Demonstragio. Vamos mostrar este resultado por contradi¢do. Suponha que a ¢ F, logo « € C\ F.
Como F é fechado segue que FC© é aberto, assim existe § > 0 tal que B(a,6) C C \ F.

Como z, —+ «, com z, € F, tomando-se ¢ = § > 0, por definicdo de convergéncia, existe 1y € IN tal
que n > ng = |z, —a| < 6.

Segue de B(a,0) C C\ F que z, € C\ F, Vn > np, o que é uma contradi¢do pois temos z, € F e
z, € C\ F, ¥n > 0. Portanto, « € F. O

Teorema 6. Dados f : (O C C — C uma fungdo de uma varidvel complexa e zg € Q). f é continua em
20 se, e 56 se, ¥(zn ) neN, zn € Q) com z, — zo tem-se f(z,) — f(zo).

Demonstragio. Seja f : (2 C C — C continua em zg € ). Logo, para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que
|f(z) — f(z0)] <e, paratodoze€ Q, |z—zo| <.

Por hipétese, temos z, — zp, logo tomando o valor é da defini¢do de continuidade de f em zg,
existe um natural ng tal que |z, — z9| < J, para todo n > ny. Portanto, para cada ¢ > 0, existe np € N
tal que

|f(zn) — f(z0)| <€ paratodo n > ng.

Assim, a sequéncia (f(z,))nen converge para f(zo).

Suponhamos agora que, para toda sequéncia (z,),en de nimeros complexos em (), convergente
para zo, a sequéncia das imagens, (f(z,))nen converge para f(zg). E, por contradigdo, suponhamos
que f ndo seja continua em zp. Logo, para algum ¢y > 0 e para todo § > 0 existe z; € (), com
|zs — zo| < 9, tal que

f(25) = f(20)] = €0-

Assim, tomando § = 1/n existe z,, € Q) satisfazendo
[f(zn) — f(z0)| > €0, com |z, —zo| <1/n.

Portanto, obtemos uma sequéncia (z,),en em Q, com z, — 2o, mas (f(zx))nen Nd0 converge para
f(z0), 0 que é uma contradicdo. Resulta entdo que f é continua em z. O

Teorema 7. Se f : K — C é uma fungio continua num conjunto compacto K C C, entdo f é limitada.

Demonstragio. Mostremos que existe M > 0 tal que |f(z)| < M, Vz € K. Suponha, por contradicao,
que f ndo seja limitada, isto é, VM > 0 existe um z € K tal que |f(z)| > M. Assim, podemos construir
uma sequéncia da seguinte forma:

e para M =1,3z; € Ktal que |f(z1)| > 1;
e para M = 2,3z, € K tal que |f(z2)| > 2;
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e para M =n € IN,3z, € K tal que |f(z,)| > n.

Portanto, (z,)seN € uma sequéncia em K que satisfaz |f(z,)| > n, Vn € N.

Como K é compacto, logo limitado, existe uma subsequéncia (z,, ) de (z,) convergente. Isto ¢, Ju
tal que z,, — &, com a € K, ja que K é fechado. Mas, |f(z,,)| > nx — o0 o que implica que (f(zy4,))
ndo converge. Pelo teorema anterior f ndo é continua em « € K, o que é uma contradi¢gdo. Com isso,
concluimos que f é limitada. O

Definicdo 28. Seja f : () — C, denomina-se valor absoluto ou médulo de f a fungio

fI: Q=R [fl(z) =[f(2)], Vz€ Q.

Sendo ||f(z)| — |f(z0)|| < |f(z) — f(z0)|, quaisquer que sejam z,zy € ), conclui-se que se f for
continua em () entdo |f| serd continua em Q). Por esta razdo, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 8. Se f : K C C — C é continua no compacto K entdo o médulo de f assume o mdximo e o
minimo valor em K.

Demonstragio. Existéncia de Maximo: provemos que existe zp € K, tal que

[f(@)| < f(z0)], vz € K.
Como K é compacto, do teorema anterior segue que
A ={|f(2)|; z € K} C R é limitado.
Portanto, existe &« = sup A, o qual satisfaz:
@) 1f(z)| <& VzeK;

(i) Ve >0, 3z, € K tal que & — e < |f(z¢)|-

1
Por (ii), tomando-se ¢ = pr Jz, € K tal que

(1)
w— < |fla) S a 3)

Como K é compacto, existe uma subsequéncia (z,, ) de (z,) convergente para um ponto zg € K (ja
que K é fechado), ou seja, z,, — zo.
Voltando em (3)) para pontos da forma z,, tem-se

1
o — < |f(an)] <.
Ny

Usando a continuidade de f em zp e aplicando o limite na desigualdade acima, com k — oo,
obtemos

a < |f(z0)] <&,
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ou seja,

f(z0)| = &,
mostrando que zp € K é um ponto que corresponde ao valor maximo de |f(z)|, com z € K, o que
conclui a prova da existéncia do méximo. (Exercicio - prova do minimo). O
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18.3 Lista de exercicios

1. Prove o item 1 da Proposicao

2. Seja (zn)nen uma sequéncia de nimeros complexos tal que |z,| — |zo| e arg(z,) — arg(zo). Mostre
que z, — 2o.

3. Analise a convergéncia das sequéncias (z;):

. 1 .1 n .1
a) zp = 1+ ni b)Zn—E—i—lzfn C)Zn—n+l+zen
— 1 (_1)n : _ n
d) Se wn—3—n—|—z T , considere Zn—ijl wj
(243" N — 1)
e)ZH:l+< 5 Z) f)Zn:\/a g)Zn:(rI')

4. Dada f : K — C continua, sendo K um subconjunto compacto de C, prove que o |f(z)| possui um
minimo em K.

5. Se f(z) = e para 0 < |z| < 1. é possivel definir f(0) de modo que f seja continua em z = 0?
Justifique.

6. Usando sequéncias, mostre que o ramo da fun¢do f(z) = y/z ndo é continua em z = xy, onde xg < 0.

7. Mostre que se a série )z, é convergente entdo z, — 0.
8. Se a série )z, converge em valor absoluto, isto €, ) |z | converge, mostre que a série converge.

9. Defina a operagdo de soma e a operacdo de produto entre séries em C. Estude a convergéncia da
soma Y (z, + wy) e do produto Y_(z,.w,), onde Yz, e }_ w, sdo séries em C.
10. Prove que se f é continua em um conjunto compacto K C C entdo f é uniformemente continua.

19 Fungodes holomorfas ou analiticas
Este capitulo traz a defini¢do de derivada de uma fungdo de varidvel complexa e também a defini¢do de

funcdo holomorfa ou analitica. é demonstrado o fato que diferenciabilidade implica em continuidade.
Além disso, sdo apresentadas as Condi¢des de Cauchy-Riemann e a definigdo de fun¢do harmonica.
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20 Derivada de uma funcao de variavel complexa

Nesta secdo vamos apresentar condi¢des para que uma funcdo de varidvel complexa seja diferenciavel
em um determinado ponto de seu dominio. Quando a fungao for diferencidvel em um aberto, daremos
o nome de func¢do holomorfa ou analitica. Vejamos primeiramente o conceito de derivada.

Definicao 29. Sejam (0 C C um conjunto aberto, f : Q0 — C uma fungio de varidvel complexa e
zo € Q. Dizemos que f é derivdvel em zo quando existir

i £ = fz0)

Z—2Z0 Z— 20

sendo este limite denominado derivada da func¢ao f no ponto z. Desta forma, quando f for derivivel
no ponto zo, escreve-se
df _ g _ o f(2) — f(20)
az\@0) = fle) = B =

Se denominarmos Az = z — z( entdo a derivada pode ser escrita por

20 + Az) — f(zo)
Az—0 Az

\.

Observacdo 21. Na defini¢do acima, nota-se que a derivada de uma funcdo f em um dado ponto zo,
quando existir, ¢ um ndmero complexo que independe do caminho (curva em C) que z faz ao tender
para zo.

Analisemos os exemplos a seguir, verificando se a fun¢do dada é derivavel.

Exemplo 22. Considere a fun¢do complexa constante, isto é, f(z) = ¢, ¢ constante, para todo z € C.
Dado zp € C, vamos calcular a derivada pela defini¢do, ou seja,

=0.

f'(z9) = lim

z—z20 Z — Z(

Portanto, derivada de constante é zero.

Exemplo 23. Considere a fun¢do identidade: f(z) =z, Vz € C. Logo, para z € C,

. Z—2p
/Z :l =
f(z0) L ——

1.

Como z é arbitrario, tem-se f'(z) =1, Vz € C.

Exemplo 24. Considere a fungdo f(z) = z2, entdo Dy = C. Mostremos que f é derivavel em todo C e
que f'(z) = 2z. De fato, seja zg € C arbitrario, por defini¢do temos:

2_ .2 _
f'(z0) = lim 75 _ im (z+20)(z— 2) = lim (z 4 z0) = 2z0.

1920 Z— 20 920 (z — z0) fares
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Exemplo 25. Seja f(z) = z, com D¢ = C. Verifiquemos se f é derivével em zg = xo + iy € C arbitrério.
Denotando z = x + iy, temos

5_ 3 s _ 5 (2 —21) s 50)2
lim =20 = lim 2 20 (z ZO):lim E=2) 20)2:
2922 =20 Z0Z— 20 (z—2zp) Z% |z — zo]

i (= x0) iy + o)l (= %0)® = (=Y +y0)? +2(x = X0) (=Y + yo)s
=z (x—x0)2+ (Y —vo)* o= (x —x0)+ (¥ — 0)? '

Analisemos primeiramente a parte real deste quociente, dada por

(x —x0)* = (=Y +yo)*
(x—x0)2+ (¥ —yo0)*

u(x,y) =

Verifiquemos se existe  lim  u(x,y).

(x/y)%(x()/yo)
Tomemos as direc¢des y1(t) = (xo,t), t € R e também v>(f) = (t,yo), t € R. Logo,
i _ Jim - LW i i Um0
thj?()u<’h(t)) - }LIE) (t _]/0)2 =-1 e }L%u('ﬁ(t)) - }E}}J (t — x0>2 =1

Portanto, ndo existe lim u(x,y) e, assim, f ndo é derivavel em z.
(xy) = (x0.90)
O exemplo a seguir € interessante, pois f serd derivavel em apenas um ponto de C.

Exemplo 26. Considere f : C — C dada por f(z) = |z|*.
Se z = x +iy entdo f(z) = x*> + %, ou seja, u(x,y) = x> +y* e v(x,y) = 0.
Provemos que f é derivével apenas em zo = 0. De fato,

e f é derivavel em zg = 0.

2 25
f(0) = lim f&) = f0) _ limu = lim ﬂi
z—0 z—0 z—0 Z z=0 z Z
N | _
i 22 ? = i, (r =) =0

* f ndo é derivavel em zp = xg + iyo # 0. Note que

2 2 2 2 (o _ o)
e G e R )

z=20  Z— 20 =z (2 —20) m
i (- 201")(z = 20) _ i (Y =25 —y5) (x = %o +i(yo — v))
Z—2ZQ |Z—Zo‘2 z—20 (x_xo)Z_I_ (y_yO)Z

w

Supondo xy # 0, vamos tomar a parte real do quociente acima, ou seja,

(¢ +y” — x5 — yp) (x — x0).

Re(®) = 2 T (v — o)?
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(Se acaso, xo = 0, como zg # 0, segue que Yo # 0 e dai pode-se escolher a parte imagindria).

Para estudar o limite desta funcdo de duas varidveis, vamos escolher duas dire¢des distintas:
y1(t) = (t,¥0), t € R, e 72 = (x0,t), t € R. Na dire¢do dada por 1, temos

: P4y —%— Y5 o (P (t—x0) _
flg?o (t—x0)>+ (yo — ¥0)? (t=x0) = tlg?o (t-x)* tlg?o(t x0) =20 0.

Na diregdo dada por 7>, temos

2 2 2 2
lim X+t — x5 — Yo

=y (t—Yo)? (o =) =0.

Portanto, f(z) = |z|? é derivavel apenas no ponto 0.

O primeiro resultado apresentado a seguir relaciona diferenciabilidade e continuidade de uma

funcdo de variavel complexa.

Proposicdo 13. Se f é derivivel em zg € Dy entio f é continua em z.

Demonstragio. Por hipotese, existe

f/(zo) — lim f(Z) —f(Z()).

Z—Z zZ—2p

Mostremos que lim f(z) = f(zo), ou equivalentemente, lim [f(z) — f(zo)] = 0.

zZ—2Z0 zZ—Zp
De fato,

lim [f(z) — f(z0)] = lim M(z —z0) = f'(20) lim (z — z9) = 0.

Z—r20 Z—2Z0 (Z — Zo) Z—r2Z0

Definicao 30. Uma fungio f : Q) — C definida em um aberto Q) C C é denomindada fun¢io analitica
ou holomorfa em Q) se f ¢é derivdvel em todos os pontos de (). Dizemos que f é holomorfa em zj se
f € holomorfa em um aberto Q) que contém z.

Uma fungio f : C — C é denominada fungao inteira se é derivdvel em todos os pontos de C.

Exemplo 27. Pelos exemplos anteriores podemos concluir que:
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Proposicao 14 (Derivada e operagdes). Sejam Q0 C C um aberto, f,g : QO — C duas fungoes de
varidvel complexa derivdveis em zg € (). Entio,

i) Af é derivivel em zg e (Af) (z0) = Af'(z0);
ii) f+ g éderivdvel em zg e (f 4+ g)'(z0) = f'(z0) + &' (20);
iii) f-g éderivivel em zg e (f-g) (z0) = f'(z0)g(z0) + f(20)8’ (20);

: S f £\ (. _ f(20)8(z0) — f(20)g'(20)
iv) Se g(zo) # 0 entdo g é derivdvel em zg e (g) (z0) = 201 .

\.

Demonstragio.
i) Exercicio. (Andloga ao caso real)
ii) Exercicio. (Analoga ao caso real)

iii) Regra do produto:

(f+9)(20) = tim L8/ B = (- 8)(z0)

z—2g Z— 2
i F2)8() ~ fCan)g(z) + F(a0)g(z) — Flan)s(zn)
Z—Zg zZ— 2
= tim { | LS o) 4 ) [SELZEEUIL gy + fanig (e

/ v
iv) Regra do quociente: basta mostrar que (1> (z0) = g'(z0)

g zZ— 20 z—zy0 Z — Z(
o [s@ s 11
= tim — TS e =

O]

Exemplo 28. Dadas p,q : C — C fungdes polinomiais complexas, segue dos exemplos e da proposi¢ao

anterior que ambas sdo fungdes inteiras. Assim, f(z) = ZZ? definidaem QO = {z € C: g(z) # 0} é

uma funcgao holomorfa.

Exercicio 11. Prove que se f(z) = z" entdo f'(z) = nz"~! , para todo z € C.
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O préximo exemplo ilustra um fato interessante sobre o valor da derivada de func¢des de variavel
complexa com valores em R.

Exemplo 29. Seja f : ) — R, com () C C aberto. Mostremos que se f for derivavel em zg = xg + iyp €
Q entdo f'(z9) = 0. De fato, como f é derivéavel em z, existe

f(z0 +Az) — f(z0)

Az—0 Az

Denotando Az = h + ik, podemos escrever o limite acima como sendo

f/(ZO) _ h}_%igo f(xO +h+ Z(yoh‘:_kl)k) — f(X() —+ zyo)

Portanto, pela Observacao 21} esse limite deve existir em todas as dire¢des (h, k) — (0,0). Tomemos
as diregdes (1,0), com h € R* e (0,k), com k € IR*, assim

f,(ZO) _ }1[11)% f(xo +h+ i<y0],)l> _f(xo + iyo) (: = IR)
. = flxo+i k))— flxo+1i . .
~ lim Lf (xo + (o +k2>) fGo+ o)l gi peRr).

Pela unicidade do limite « = Bi, ou seja, « = 0 e B = 0. Portanto, f’(z9) = 0.

Observagdo 22. A fungdo projecdo P : R? — R dada por P(x,y) = x é diferencidvel em todo RR?, ja
que as derivadas parciais
oP oP
—=1 e —=0
ox ay
existem e sdo continuas em todo ponto (x,y) € R?, o que implica na diferenciabilidade de P. Analo-
gamente para a fungdo Q : R> — R, dada por Q(x,y) = y. Vejamos a seguir um exemplo que mostra
que isto ndo acontece no caso complexo.

Exemplo 30. Vamos mostrar que as proje¢des no caso complexo ndo sdo diferencidveis. Considere
entdo as fungdes f : C -+ Re g: C — R dadas por f(x +iy) = x e g(x +iy) = y. Assim:
o flx+iy) =x

tim P2 = i T G2
i ¥ %0)(x = x0) + (x — x0) (=¥ + yo)i
zZ=20 (X - xO)Z + (y - y0)2 w
=Re (w) = (x = x0)(x — xo)

(x —x0)* + (¥ — yo)?

Estudemos a existéncia do lim (x — xzo )(x — xo) 5
(xy)—~(xom0) (X — x0)% + (¥ — yo)
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Para isto tomemos dois caminhos distintos, a saber y1(t) = (t,y0), t € R e 72(t) = (xo,t), t € R,
temos entdo:
Na direcdo 7,
t—xp)?
lim LZX0° g
t—xo (t — XO)Z —+ O
Na direcdo 7>
lim 0
t—=1yo 0 + (t — yo)z
Como os valores sdo distintos, segue que o limite ndo existe, portanto, f ndo é derivavel em ponto
algum de C.
e g(x +1iy) =y, este caso fica como exercicio.
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20.1 Lista de exercicios

1. Mostre que a fungdo f(z) = f(x + yi) = x + 4yi ndo é derivavel em ponto algum de seu dominio.

2. Determine o dominio e verifique em qual conjunto as fun¢des abaixo sdo derivaveis:

a)f(z):% b) f(z) = 1522 — 4z +1-3i
. 2
0) f(z) = (26 —i)(z2 4+ z — 1+ 50) d) f(z) = <(2(532221)591)

3. Mostre que a fungao

0, z=20
fz)=-y B4+
x2+y2+1x2+y2' z#0

nao é diferencidvel em z = 0.

4. (Regra de L'Hopital) Se f e g sdo fungdes derivaveis em Q) C C, f(zo) = g(z0) = 0 e ¢'(z0) # 0.

Mostre que
.0 f(2) _ f(20)

lim —<¢ =

=ag(z)  g'(20)

5. Use a Regra de L'Hopital para calcular os limites:

2) lim 22— 4745 b) lim z° + 4z ¢ lim 22 4+5224 22410
z—2+i 23 — z — 101 z—1+i 22 — 2z + 2 Y z5 4273

6. (A) (Regra da Cadeia) Sejam f : ) — C e g: W — C fungdes de varidvel complexa, com f(Q)) C W.
Se f é derivavel em z e g é derivavel em wy = f(zp), mostre que a composta g o f : (3 — C é derivavel
em zg e vale (go f)'(z0) = §(f(20)) - f'(20). (B) Faga um exemplo.
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21 Condic¢des de Cauchy-Riemann

Nesta se¢do mostraremos que o estudo de diferenciabilidade de uma fungdo de varidvel complexa em
um ponto zg = x¢ + iyo estd relacionado ao estudo da existéncia das derivadas parciais das partes real
e imagindria da fung¢do no ponto (x, yo).

Considere () C C um dominio e f : 3 — C uma fungdo de varidvel complexa derivavel em
zo = a+ bi € (). Escrevendo f na forma

f(z) = fx +iy) = u(x,y) +iv(x,y),
e denotando Az = h + ik, pela definicdo de derivada no ponto zj, temos

a+bi+h+ik) — f(a+ bi)

fzo) = lim £

h-+ik—0 h+ ik
. u(la+hb+k)—u(ab)+i(v(a+hb+k)—ov(ab))
= lim . .
h+ik—0 h+ ik

Sabendo que este limite existe em todas as diregdes, entdo podemos expressa-lo usando dire¢des par-
ticulares. Por exemplo,

1. k=0, temos

du .00
= a(a,b) + za(a,b). @

2. h =0, temos

F(z0) = llg% [u(a,b+l<i)lc— u(a,b) +i(v(a,b+ki)k— U(g,b))]
. u(a,b+k)—u(a,b) ~ ovla,b+k)—ov(ab)
- Ilcl—r>% [( k ) (=) + p ]
dv .0u
= @(a,b) —z@(a,b). )

Pela unicidade do limite, de @) e (5) tem-se:

Ju dv
g(“rb) = @(“/b)
v ou

g(a,b) = —@(a,b)
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Essas duas igualdades sdo denominadas Condi¢des de Cauchy-Riemann. Com essa construgdo,
concluimos o seguinte resultado.

Teorema 9. Sejam (3 C C um dominio e f : QO — C uma fungdo de varidvel complexa derivd-

vel em zg = a+bi € Qe ainda f(z) = u(x,y) +iv(x,y). Entdo existem as derivadas parciais:

ou ou v v : - . .
g(a, b), @(a, b), g(a, b),e @(a, b) e satisfazem as Condigdes de Cauchy-Riemann:

Ju Jv
a(”rb) = @(ﬂ/b):

u dv

a—y(a,b) = —a(a,b).

Observagdo 23. 1. O teorema mostra uma condicdo necessdria para que f seja derivavel num ponto
zo. Assim, os pontos do dominio da fun¢do em que essas duas igualdades ndo sdo vélidas, conclui-se
que f nado é derivavel nesses pontos.

2. A reciproca do Teorema [9|néo é verdadeira. Tome, por exemplo,

04+0i, sexy=20

f(z):f(x+iy):{1+0i se xy # 0

Observe que f(0) = 0 por defini¢do da f. Mostremos que as Condi¢des de Cauchy Riemann estdo
satisfeitas em (0,0), mas f ndo é derivavel em zy = 0. De fato, neste caso

0, sexy=20
s = ’ =0. L ’
u(x,y) {1’ se 1y £ 0 e ou(xy) 0go
v v
ox = oy
ou .. u(0+h0) —u00) .. 0-0_ _ ou
5y (%0) = lim 2 = fim =~ =0=75,00.

As Condigdes de Cauchy-Riemann estdo satisfeitas em (0,0), mas f ndo é continua em (0,0) e,
portanto, ndo é derivéavel em (0,0). Note que, tomando ¢ = 1/2 e qualquer § > 0, tem-se

F(B(0,8))NB(1,1/2) £ @

pois hd pontos em B(0,6) da forma (§,5) tal que f (3,4

50 E) € B(1,1/2), ou seja, ndo estdo na bola de
centro na origem e raio .

Exemplo 31. Considere f : C — C dada por f(x +iy) = x. Analisemos as Condi¢des de Cauchy-
Riemann, primeiramente note que:



Calculando as derivadas parciais das partes real e imagindaria da f obtemos

u Jv
5_1#0_87'

Portanto, as Condi¢des de Cauchy-Riemann ndo estdo satisfeitas em ponto algum de C. Segue do
teorema anterior que f ndo é derivavel em z = x 4 iy € C.

Exemplo 32. Vamos verificar em quais pontos z = x 4- iy € C as Condigdes de Cauchy-Riemann estdo
satisfeitas nos casos: a) g(z) =y, b) h(z) = yiec) f(z) = x>

Pensemos no caso c). Note que u(x,y) = x?y*> e v(x,y) = 0, para todo par (x,y). Assim, das
Condigdes de Cauchy-Riemann obtemos:
2xy* =0, 2x%y = 0.

O conjunto solucgdo deste sistema é o conjunto formado pelos eixos coordenados. Com isso, pelo
teorema anterior concluimos que f ndo é derivéavel fora deste conjunto solu¢do. Verifiquemos o que
acontece para os pontos da forma (a,0). Para isto, analisemos a existéncia do limite

flath+ki)—fa) . (a+h)K

li =
P h + ik h+ik—0  h+ ik
Como
(a + h>2k2 - (ﬂ + h)2k2 . (ll + h)z‘k| |k|
h+ik | Vi2+k2 N
e sendo K limitado e (a + h)?|k| — 0 quando & + ik — 0, segue que f'(a + 0i) = 0.

Vh? +k?
Exercicio: estude os pontos da forma z = 0 4 ib.

Observacio 24. Comparemos o resultado anterior com o caso p(x,y) = x?y?, funcdo de duas varidveis

reais. Sabe-se que p é diferencidvel em todo R? se, e s6 se, para cada (a,b) € R? existem « e B nimeros
reais tais que

r(h, k)

a+hb+k)=yp(ab)+ah+ Bk+r(hk)), com Iim ————=0
p( ) =p(a,b) Pk +r(h, k) i VTR

dp

Assim, verifiquemos essa igualdade para p. Usando a expressdo de p, temos & = =—(a,b) = 2ab* e

ox
d
B = a5(51, b) = 2a?b. Fazendo as devidas substituicdes e isolando (I, k) na expressao acima, ficamos
com:

r(h, k) = a*k* + h*b* + h*k* + 2bh*k + 2ahk? + 4abhk =

r(h, k)
\/hz + k2

1
T V2 k2

(a?[K[? + [n[2b? + [ [k[* + 2|b]|n]? k| + 2|al 1] [K|* + 4|a|[b] 1] [K]).
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r(h, k)
N

diferenciavel em todo R?, diferentemente do que ocorreu com f(x + iy) = x%y>.

Pelo Teorema do Confronto, segue que lim 1), (0,0 = 0. Ou seja, essa fungdo é de fato

Da Observagao nota-se que as Condi¢des de Cauchy-Riemann ndo sdo suficientes para que
f = u +iv seja derivavel, é preciso algo mais, que é dado no resultado a seguir.

Teorema 10. Seja f : QO C C — C uma fungio de varidvel complexa tal que f(z) = u(x,y) + iv(x,y),
com z = x + iy. Se as derivadas parciais de u e v existern em wuma vizinhanga de (a,b), com zg = a+ib €
Q), sdo continuas em (a,b) e ainda valem as Condigdes de Cauchy-Riemann:

Ju dJv
g(“rb) = @(ﬂrb)
ou v

@(a,b) = —g(a,b)

entdo f é derivdvel em zg = a + ib e a derivada neste ponto é dada pela expressio

fﬁ@zgmmwzmm

Demonstragio. Pelas hip6teses sobre u e v, segue que u e v sdo fungdes de duas variaveis reais diferen-
cidveis em (a,b), ou seja,

u(a+hb+k)=u(ab)+ gZ(a,b)h + g;(a, b)k +ry(h, k) (6)
e
v v
v(a+h,b+k)=0(ab)+ a(a,b)h + @(a,b)k +1o(h, k) )
satisfazendo
ru(h, k) ro(h, k)

0 0.

lim = lim =
(hk)—=(0,0) || (B, k)] (nk)—(0,0) || (B, k)|

Vamos mostrar que f é derivavel usando a defini¢do de derivada por limite. Assim, escrevendo f
em termos de u e v e ainda, fazendo Az = h + ik, temos:

f(zo+ Az) — f(z0) =f(a+bi+h+ki) — f(a+ bi)
=f(a+h+ (b+k)i)— f(a+bi) =
=u(a+hb+k)—u(ab)+i(v(a+hb+k)—v(ab))
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Usando (6) e (7), obtemos:

ou ou [ dv v
f(zo+Az) — f(z0) = a(a, b)h + @(a,b)k +ry(h k) +i (ax(a, b)h + a(a, b)k +ry(h, k))
ond. C- a a . a a .
Cong CR %(a,b)h - %(a,b)k +i <aZ(a,b)h + aZ(a,b)k> + ru(h, k) + iry (1, k).
Assim,
ou .0V ,
fla+h+(b+8)i) - fla+bi) <ax(”'b) + lax(“'b)> (s + ki) L Tull k) iru(,K)
h + ik a h+ ki h + ki
fla+h+(b+k)i)— fla+bi) ou .00 ru(h, k) +iry(h, k)
= I+ ki = @b Higr@b)+ I+ ki (x)
Resta apenas provar que (h,k%ig(lo,o) (ru (7, ki)z j: Z;’Gl’ k)> =0.
De fato,
lim  |Tu(h k) + va(h,k) ‘ _ pim (B k) +irs (b K)|
(hk)=(0,0) h+ ki (hk)—(0,0) N

< lim (!ru(h,k)\+\rv(h,k)l>:0
T (k=00 \VI2+ k2 VE2+ k2

pois u e v sdo derivaveis em (a,b).
Fazendo Az = h + ik — 0 em (%), obtemos que f é derivéavel em zy = a + bi e que

£/(z0) = 2 a,b) 4122 a, ).

Corolario 1. Seja f : 3 C C — C uma funcdo de varidvel complexa tal que f(z) = u(x,y) +
iv(x,y), com z = x +iy. Se as derivadas parciais de u e v existem e sdo continuas em ()
satisfazendo as Condi¢des de Cauchy-Riemann, entdo f é holomorfa em Q.

1
Exemplo 33. Considere a funcédo f(z) = -, D = C — {0}. Verifiquemos, usando o teorema anterior
P G o of q

que f é holomorfa e calculemos a derivada.
De fato, primeiro note que

X Y

u(x,y) = m v(x,y) = m

Calculemos as derivadas parciais iy, Uy, Uy € Uy:
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Pyt 22t x4y

BT T2 T (2R
—2xy
“ = P
S 2xy
T 2+ 22
(P4 +27 -ty
Oy = (2 + 12) N CZESTIre

Logo, todas as derivadas existem e sdo continuas em R?> — {(0,0)}. E mais ainda, nota-se que as
Condicoes de Cauchy-Riemann estdo satisfeita neste mesmo conjunto, pois

ou Jv  dJu dJv

x oy Say T ox

Portanto, f(z) = % é holomorfa e
24,2
N X"ty . 2xy 1 B
f(z) = Erer i AE s ¥z e C-{0}.

21.1 Lista de exercicios

1. Determinar os pontos onde as fung¢des abaixo sdo diferencidveis e encontrar sua derivada nesses
pontos:

a) f(z) = 22 b) f(z) = f(x +iy) = xy + iy o) f(z) = f(x +iy) = 2* + iy

N =

dfz)=e o f(z) = ) f(x +iy) = e*(cosy + isiny)

g) f(z) = zIm(z) h) f(x +iy) = senx + coshy + i cos x senh y

2. Quais das fungdes acima sdo analiticas em algum subconjunto (descreva-o) de C? E quais sdo
funcodes inteiras?

3. Sejam u,v : R> — R fungdes de classe C!. Se u e v satisfazem as condigdes de Cauchy-Riemann,
mostre que 0 mesmo ocorrerd com uj € V1 nNos seguintes casos:

2 2

a) u; = u-—v5, vy =2uUv b) u; = e*cosv, v1 = e'senv Qui=-0v, v1=1u

4. Use as condigdes de Cauchy-Riemann para mostrar que f'(z) e f”(z) existem e calcule-as para:
a) f(z) =iz+2 b) f(x +iy) = e *(cosy — iseny) 0 f(z) =22
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5. Mostre que a fungdo f(x + iy) = x* + iy> ndo é analitica em nenhum subconjunto aberto de C.

6. Seja f : 3 — C uma funcdo derivavel tal que f(z) = u(x,y) + iv(x,y) onde z = x + iy, sendo (r,0)
as coordenadas polares de z, mostre que as condi¢gdes de Cauchy-Riemann (em coordenadas polares)
sao:

ou 1dv Jdv _ 1du

o ro0  or roo

7. Seja f : 3 C C — C uma fungdo de varidvel complexa que possui derivada continua em todo ponto
de Q. Se f'(z) # 0 em ), mostre que f é uma fungdo localmente biunivoca em Q). Além disso, se f !
for derivavel em cada w = f(z), mostre também que

df 1 (w) 1

dw f'(z)

8. Mostre que:

a) Se f é uma funcdo inteira e s6 assume valores reais, entdo f deve ser constante.
b) Se f é uma fungéo inteira e |f(z)| é constante em C, entdo f deve ser constante.
c) Seja f : 2 C C — C holomorfa em Q). Se f'(z) = 0 em () entdo f & constante.

9. Mostre que, se w = f(z) é holomorfa, entdo a fun¢do w = f(z) é também holomorfa.

10. Suponha f : (3 — C uma func¢do holomorfa, f = u +iv e seja zp € (3 C C. Considere que z esta
tendendo a zp segundo a direcdo dada pelo vetor 7j fazendo um angulo 6 com a dire¢do positiva do
eixo dos x. Demonstre que

o [ ou Jv
"(z0) = e~ <ﬁ + iﬁ>,
flz0) 7] 7]

as derivadas acima sdo as derivadas direcionais de u e de v na direcdo de 7, respectivamente.
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22 Fungdes harmonicas

Uma propriedade interessante das fung¢des analiticas ou holomorfas envolvendo as partes real e ima-
gindria é que ambas sdo fungdes harmonicas. Comecemos entdo esta secdo com o seguinte conceito:

Definicao 31. Uma fungdo u de duas varidveis reais x e y que possui derivadas parciais de primeira e
segunda ordens continuas em um dominio D (isto é, de classe C> em D) e que satisfaz a equagdo diferencial
parcial abaixo, conhecida como equagio de Laplace,

u  d*u

2
@—Faiyz:() = VM:O,

¢ denominada fungdo harménica em D. O simbolo V? indica o laplaciano.

Observagdo 25. Serd demonstrado, usando a teoria de integragdo, que se uma funcdo f = u +iv de
varidvel complexa é holomorfa em um ponto zg = xp + iyp entdo todas as derivadas de f de todas as
ordens, isto &, f', f, f (3), ...também sdo holomorfas em zg. Com essa informagdo podemos concluir
que todas as derivadas parciais de todas as ordens de u e v existem e sdo continuas em (x, o).

No contexto de varidvel complexa, tem-se o resultado abaixo que garante que toda func¢do holo-
morfa tem partes real e imagindria harmonicas.

Teorema 11. Seja QO C C um dominio. Se f : Q — C, com f(x +1iy) = u(x,y) +iv(x,y), é uma
fungdo holomorfa em ), entdo as fungdes u e v sdo harmonicas em ().

Demonstragio. Seja f(z) = u(x,y) +iv(x,y) uma fungdo holomorfa em um dominio () contido no plano
complexo. Pelo Teorema [9 valem as Condigdes de Cauchy-Riemann para todo ponto (x,y) € Q, isto ¢,

Ju oJv ou dJv

x oy ¢ Ay o

Vamos mostrar que u é uma fun¢do harmodnica. Sabemos que as derivadas parciais de segunda
ordem das fungdes u e v existem, pela Observacdo assim podemos calcular as derivadas parciais
de segunda ordem de u e usar também Cauchy-Riemann:

Pu 9 <au) 0%
dxz  Jx \ dx dxay’
Pu 9 <au> 9 (_80) A
dy>  Jdy \dy dy \ ox dydx’

Mais ainda, da Observagao 25 segue que u e v sdo fungdes de classe C2. Logo, pelo Teorema de

Schwarz, vale iy = az—v 0 que implica
’ 0xdy  Jyox’ d P

N

Fu Pu_ P Fo
9x2 9y 9xdy dyox
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isto é, a funcdo u satisfaz a Equagdo de Laplace e, portanto, é uma funcdo harmoénica em (). Analoga-
mente prova-se que v é harmonica em ().
O

Exemplo 34. Seja f(z) = z?, definida em todo C. Como f é uma fungdo inteira, com f(x + iy) =
x? — y? + 2xyi, pelo teorema anterior, concluimos que u(x,y) = x> — y* e v(x,y) = 2xy sdo fungdes
harmonicas em RR?.

Com o teorema anterior podemos concluir que uma funcdo holomorfa apresenta suas partes real e
imagindria necessariamente harmonicas. Agora, suponha que se conhe¢a uma funcado de duas varidveis
reais u(x,y) que é harmonica em D. Se for possivel determinar uma funcédo v(x,y) harmonica em D
que satisfaz as condi¢des de Cauchy-Riemann em D, a fung¢do v é chamada conjugada harménica de u.
Combinando as fungdes u e v, obtemos uma fungdo de varidvel complexa, f = u + iv, que é holomorfa
em D.

Exemplo 35. A funcdo u(x,y) = x> — 3xy?> — 5y é harmonica em IR?. Entdo a fungdo v(x,y) = 3x% —
y3 +5x + ¢, c uma constante real, é conjugada harmonica de u. De fato, das derivadas parciais

2 2
6323x2_3y2, o°u ou o°u

o ﬁ:&c, — = —6bxy—95 55 = —6x,

Ay 9>
vemos que u satisfaz a Equagdo de Laplace.
Vamos agora determinar uma fungdo v que é conjugada harmonica de u. Para isto, primeiramente
usemos as Condi¢oes de Cauchy-Riemann, ou seja,

v ., 5 Jdv
@—3x 3y e $—6xy+5.

Vamos integrar a primeira equagio acima com respeito a varidvel y, o que fornece v(x,y) = 3x%y —
y® + h(x), onde h(x) é uma funcio da varidvel real x proveniente da integracio em y. Tomando essa

d
expressdo e derivando em relagdo a x obtemos % - 6xy + ' (x). E comparando com a derivada

parcial de v com respeito a x dada acima, ficamos com #’'(x) = 5. Portanto, h(x) = 5x + ¢, com ¢
constante real. Substituindo na expressdo de v, obtemos finalmente

o(x,y) = 3x%y — y* +5x +c.

A seguir uma defini¢do que envolve o conceito de fung¢do analitica.

Defini¢do 32. Um ponto singular (ou uma singularidade) de uma fungio complexa w = f(z) é um
ponto zy € C tal que existe um disco B(zo; ) no qual f é analitica, exceto no ponto z.

1
Por exemplo, f(z) = p apresenta um ponto singular zg = 0.

72



22.1 Lista de exercicios

1. Mostre que a fung¢do u é harmonica em um dominio apropriado D e determine a conjugada harmo-
nica de u. Com essas fung¢des construa a correspondente hunc¢do holomorfa f = u + iv:
a) u(x,y) = x> —y? b) u(x,y) =2x — 2xy

o) u(x,y) = x® — 3xy? d) u(x,y) = —e “seny
e)u(x,y) =xy+x+2y—5, com f(2i) = —1+5i.

) u(x,y) = 4xy® — 43 + x, com f(1+1i) =5+ 4i.
2. Existe uma fungao f(x + yi) = u(x,y) + iv(x,y) holomorfa, tal que u(x,y) = y> + 5x? Justifique.

3. Mostre que u = u(x,y) é uma fungdo harmonica em algum subconjunto de C e encontre uma
conjugada v(x,y) harmonica para os seguintes casos:

a) u(x,y) =2x(1-y) b) u(x,y) = 2x — x> + 3xy?

c) u(x,y) = senhxseny d) u(x,y) = e¥ cos x

4. Se a fungdo f(z) = u(x,y) + iv(x,y) é holomorfa em algum dominio (), entdo as partes real e ima-
gindria podem ser usadas para definir duas familias de curvas: u(x,y) = c1 e v(x,y) = ¢2, com ¢y, ¢z
constantes reais arbitrdrias. (A) Mostre que essas curvas sdo ortogonais. (B) Ilustre esta propriedade

usando a funcéo f(z) = z2.

5. Determine todas as fungdes u : R? — R de classe C! tais que a fungdo de varidvel complexa dada
por f(x +iy) = u(x,y) + iu(x,y) seja inteira.

23 Funcgdes elementares

Ja vimos a importante defini¢do de fun¢do holomorfa, pois com ela podemos definir a classe de fung¢des
de maior interesse da Analise Complexa. A seguir faremos o estudo de fun¢des elementares que per-
tencem a esta classe. Em particular, estudaremos as fun¢des exponenciais, logaritmicas, trigonométri-
cas, hiperbélicas, também as trigonométricas inversas e hiperbdlicas inversas. Também examinaremos
a atuacdo dessas fun¢des como transformagdes no plano complexo.

23.1 Funcao polinomial e racional

Vale lembrar que ja introduzimos algumas fungdes elementares, como por exemplo, as fungdes poli-
nomais complexas, que sdo fung¢des inteiras. A expressdo geral de uma funcdo polinomial complexa
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o

p(z) =ao+ a1z + Mz + ...+ a,z",

com ay, 41, ..., 4, constantes complexas e cuja derivada é dada por
p'(z) = a1 + 2apz + ... + na,z" .

Além disso, também trabalhamos com as fung¢des racionais. Dados dois polindmios complexos
p(z) e g(z) sem zeros comuns, entdo definimos a fungéo racional

f(z):@ em Q={zeC: gq(z) #0},

que é holomorfa em () e cuja derivada é obtida pela regra de derivacdo do quociente de duas fung¢des
complexas.

23.2 Funcao exponencial

Sabemos que a fungdo exponencial real f estd definida em toda a reta R, é continua, é derivavel,
satisfaz a equagdo funcional

flx+y)=f(x)fly), Vx,yeR

e também satisfaz a equagdo diferencial

Zi( = f(x), VxeRR.

Ao definirmos a exponencial complexa é natural exigirmos que seja definida em todo C, que seja
continua, holomorfa e também que satisfaca a equacédo diferencial acima. E claro, que sua restri¢do ao
conjunto R seja igual a exponencial real. Assim, vamos supor que uma funcdo de varidvel complexa
com essas caracteristicas exista e seja tinica e vamos agora construir sua expressdo em termos das par-
tes real e imagindria, buscando satisfazer essas propriedades.

Denomina-se fun¢do exponencial complexa a func¢do f : C — C, f = u + iv, holomorfa, que
satisfaz a equagdo diferencial

d
dﬁ = f(z), com f|g=e", Vx €R.

Calculemos as partes real e imagindria da solugdo w = f(z), z = x + iy, da fun¢do com essas
propriedades. Primeiro observe que o fato de f ser holomorfa e a derivada satisfazer a equacdo acima,
podemos escrever

ou .Jv
/ _ g% e — — .
f(z)—ax—i—zax f(z) = u+iv.
. ou v N L 1 14
Assim, o ez, =7 A solucdo geral da primeira equacdo diferencial é

u(x,y) = e*h(y). (8)
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Supondo & uma fungio de classe C?, substituindo na Condigdo de Cauchy-Riemann

o _ o
dy  ox’
v
observando que P = v, obtemos:
v = _EXZZ' )

0 0
Substituindo (8) e @ na outra condigdo de Cauchy-Riemann, % = B;' (ou seja, derive a expressdao

em (9) com respeito & y e substitua na igualdade), obtemos

W' (y)+h(y) =0, (EDO de segunda ordem linear e homogeénea)

cuja solugdo geral é h(y) = acosy + bseny, sendo 4, b constantes. Logo,

u(x,y) = e*h(y) = e*(acosy + bsiny)
v(x,y) = —*h'(y) = e*(asiny — bcosy).

Para y = 0 temos u = ae* e v = —be*, mas como devemos recuperar a exponencial real, basta
considerarmos a = 1 e b = 0. Portanto, temos a seguinte

Defini¢ao 33. Dado z = x + iy € C, definimos

e* = e*(cosy + isiny).

A fungio f : C — C, dada por f(z) = e, é denominada fun¢do exponencial complexa.

Vejamos algumas propriedades importantes da exponencial complexa:

1. No caso de z = yi ser um ntimero imagindrio puro, temos ¥’ = cosy + isiny.
2. No caso z = 0, temos e?+% = ¢%(cos 0 + isin0) = 1.

3. Médulo da fungdo exponencial. Se z = x + iy, temos

le*| = |e*(cosy +isiny)| = |e*|| cosy + isiny|

= e*(y/cos? y + sin%y)

Portanto, |e*| > 0, Vz € C.
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4. Sejam z = x +yi e w = a + bi, entdo

e = (W FAFWHL) — ¥4 (cog(y + b) +isin (y + b))

= e -e"(cosycosb — sinysinb + i(siny cosb + sinb cos y))

w

= e*(cosy +isiny)e’(cosb + isinb) = e*-e¥, Vz,w e C

5. A fungdo exponencial f : C — C ¢ inteira e vale (e*)’ = ¢*. Segue deste fato que a funcdo
exponencial complexa é continua em C.

6. Re (f(z)) = e*cosy e Im (f(z)) = e*siny sdo fungdes harmonicas.

7. A exponencial complexa é periddica (portanto, ndo injetora).

De fato, seja z = x + yi

f(z +2mi) = e¥+y+2m)i

e*(cos(y + 2m) + isin (y + 27))
e*(cosy +isiny)
e, VzeC.

8. A imagem f(z) na forma polar. Dado z = x + iy € C, entdo |f(z)| = e¢* e arg(f(z)) = y.

9. Se z = x + yi, entdo €% = €.
De fato,

e? = e¥(cosy +isiny) = e*(cosy — isiny)
= e*(cos(—y) + isin (—y))

e,

10. Im f = C — {0}.

Vejamos como f atua na malha. Considere os subconjuntos S;1 = {z = x+yi € C, x = xp} e
So={z=x+yieC, y=yo} deC.
Vamos obter f(S1) e f(S2).

Para f(51), note que
u(x,y) = e* cosy
v(x,y) = eMsiny
w=u+iv=e"(cosy + isiny).
Assim, f(S1) = {w € C: |w| = e}, que representa geometricamente a circunferéncia de raio e*
e centro na origem. Agora, para f(S;), note que:
u(x,y) = e* cosyo
v(x,y) = e*sinyp.

Como e* € (0,00) e arg(u + iv) = yo constante, segue que a imagem no w— plano é uma semirreta
que parte da origem (sem conter a origem) e faz um angulo 1o com o eixo u.
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23.3 Lista de exercicios

1. Determine a derivada da funcido f(z) = iz2e!/% e os pontos em que f é derivével.
C p q

2. Encontre a imagem de S pela f(z) = ¢*:
a)S={z=x+iyeC x=1,-2<y<2}
b)S={z=x+iyeC y=2-1<x<1}

OS={z=x+iyeC xy <x<x, y1 <y<ys}

3. Dada a fungéo h(z) = ¢%, estude a continuidade e diferenciabilidade de F.
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23.4 Func¢oes seno e cosseno

Pela definicdo de exponencial complexa, temos para todo y € R, as seguintes igualdades

e = cosy +isiny,

e ¥ = cosy —isiny.

Somando essas duas igualdades obtemos uma relagdo entre a fungdo cosseno real e a exponencial
complexa, pois

eV eV =2cosy
eV eV

= cosy = 5

, VyeR.

De modo similar, subtraindo as mesmas duas igualdades do inicio, obtemos uma expressao para a
funcdo seno real em funcdo da exponencial complexa também

eVl — e V' = 2isiny
e

= Slny == T’

Vy eR.

Essas duas expressdes para as fun¢des seno e cosseno reais podem ser usadas para definir as
fung¢des seno e cosseno complexas.

Definicao 34. As fungoes cosseno e seno complexas sio definidas em todo conjunto C, pelas expressoes

ezi 4 efzi ezi _ efzi
c0$sz = ———— e sinz=————, VzeC.
2 2i

Proposicao 15 (Propriedades). Com respeito a definicio anterior temos as seguintes propriedades:
1. As fungdes sin z e cos z sdo inteiras.
2. Para todo z € C, tem-se a relacdo: sin 22 + cos?z = 1. Além disso, valem:

a) sin (2z) = 2sinz - cos z;

(

b) cos(2z) = cos? z — sinz;
(
(

¢) sin (z + w) = sinz cos w + sin w cos z;

d) cos(w + z) = coszcosw — sin zsin w;
z\\2 14 cosz

o () = o2

f) sin(—z) = —sinz e cos(—z) = cosz.

3. As fungdes w = sinz e w = cos z ndo sdo limitadas em C e o conjunto imagem é C.
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Demonstragio. 1. As fungdes sdo inteiras e as derivadas satisfazem, para todo z € C:

1 . ‘ ) Zi —zi
(sinz)' = E(ze‘z’ +ie %) = % = cosz,
/_1~zi ~—zi_1-zi —zi
(cosz) —E(ze —ie )—Ez(e —e ™)
1 . .
= — - (e — ™) = —sinz.
2. Mostremos que sin 27+ cos?z = 1. De fato,
1, .. S R S .
COSZZ + sinzz — ZL(6221 I P +e—221) + 4(6221 — Dp%t . pE +e—221)
1, .. R ‘
— Zl(62,21 +2+€72Zl) + ?4(6221 _2_|_€7221)
1 . . . ‘
— ZL<62zz +2 _’_2_’_67221 o eZzz o 67221)
4
T
=1

Os itens de a) a f) sdo deixados como exercicio.
3. Mostremos que a fungdo cosseno é ilimitada. Para isto, seja z = x + iy, aplicando a definicado

P + e ) . eV + eV
temos cosz = — Se considerarmos x = 0, ficamos com cosz = —
0 (o]
T4 |y . .
Note que |cosz| = — | T Logo, se ao longo desses nimeros complexos a fungdo nao

é limitada, entdo conclui-se que a fun¢do cosseno ndo é limitada em C. Analogamente, prova-se que a
fungdo seno complexa é também ilimitada. Com respeito a imagem da funcdo, basta observar onde a
malha é transformada por cada funcédo (exercicio). O

Observacgdo 26. Para os préximos resultados, precisamos lembrar das fungdes hiperbélicas reais, seno

¢ —t t —t
e —e e +e
hiperbélico sinh t = — e também cosseno hiperbdlico cosh t = 72 , definidas em todo t € R.

Além disso, sabe-se que essas func¢des satisfazem a relacdo

cosh? t — sinh’t = 1.

Usando essas informagdes, podemos expressar as partes real e imagindaria da func¢do cosseno com-
plexa da seguinte forma, para z = x + iy, podemos escrever:
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1/ . .
cosz = cos(x +iy) = 5 (e’x_y + e‘”‘”)

1 ..
=3 (e7¥(cos x + isin x) + €Y(cos x — isin x))

=sinx e —iel + cosx M
- 2 2 ’

Portanto, temos
cosz = cos x coshy — isin x sinh y.

De maneira andloga, demonstra-se que
sinz = sin x cosh y + i cos x sinh y.

Como consequéncia das expressdes de seno e cosseno complexo, podemos provar as igualdades
envolvendo o médulo dessas fungoes:
|sinz|? = sin?x 4+ sinh?y e | cos z|> = cos? x + sinh ?y.
De fato,

= (sinx coshy)? + (cos x sinh y)?

= (sinx)?(coshy)? + (cos x)?(sinh y)?

= (sinx)?(coshy)? + [1 — (sin x)?](sinh y)?
= (sinx)?[(coshy)? — (sinh y)?] + (sinhy)?
= (sinx)? + (sinhy)*.

|sin z|?

De forma analoga, prova-se a relacio | cos z|? = cos? x + sinh ?y.

Observacao 27. A importante propriedade da periodicidade das fung¢des seno e cosseno das fungdes
reais continua valida para o caso complexo. Ou seja, as fun¢des seno e cosseno complexas sido
periddicas, para todo z € C, valem as relagdes:

cos(z+2m) =cosz e sin (z 4 27) = sinz.
De fato, seja z = x + yi, entdo

cos(z + 2m) = cos(x + 271 + yi)
= coshycos(x + 27) — isinhysin (x + 277)
= cosy cos x — isinhysinx
= cos(x +1y)

= COS zZ.

Analogamente, prova-se para a funcdo seno complexa.
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23.5 Demais func¢des trigonométricas

Para definirmos as demais fung¢des trigonométricas complexas é necessario determinarmos o conjunto
de zeros das fungdes complexas w = sinz e w = cos z.
Comecemos entdo determinando os z € C tais que sinz = 0, isto &,

iz —iz

S
21
= eiz — efz'z — i
eiz
= %7 =1, (10)
Nesta relacdo, tomando z = x + iy, tem-se
|e%%| = 1.
Como [e**%| = |e~%Y(cos 2x + isin 2x)|
= e | \/(cos 2x)2 + (sin 2x)?
=e ¥,

Assim, e=% = 1 = ¢, como a exponencial real é injetora, segue que —2y = 0, ou seja, y = 0.
Voltando em (10) com z = x, temos

cos2x +isin2x =1,

por igualdade de nimero complexo

cos2x =1 2x =2k, ke Z=x=kn, ke Z
sin2x =0

Os zeros da fungdo w = sinz formam o conjunto
Qs={z=x+iyeC: y=0ex=kn, kcZ}={z=kneC: keZ}.
Consideremos agora a fungdo cosseno. Fagamos cosz = 0, assim
L +28iz =0=c*te“=0=¢"=—¢"
= %7 = 1. (11)

Se z = x + iy, entdo
’6212| =1= |82x172y| =1,
pelo mesmo argumento anterior, conclui-se que y = 0.
Voltando em (11), agora com z = x, tem-se

cos2x = —1 2x =t +2km, k€ Z
cos2x +isin2x = -1 &

x:E-I-kﬁ, keZ

sin2x =0 5
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T ..
Os zeros da fung¢do w = cosz sdo da forma z = — + ki, k € Z, definimos

QC:{Zzg—i—kT[GC: keZj.

Definicao 35. Determinados os zeros das fungdes seno e cosseno, podemos definir, de modo andlogo ao caso
real, as demais fungoes trigonométricas, ou seja, definimos as fun¢des tangente, secante, cotangente
e cossecante complexas, respectivamente, por:
sinz
tanz = , VzeC—Qg,
Cos z
1
secz = , VzeC—Qg,
cosz
Cos z
cotz = ——, Vz e C—Qg,
sinz
1
cscz = —, VzeC—Qs.
sinz

Assim, essas fungdes sdo analiticas em seus dominios e pelas regras de derivagdo, temos:

(tanz)" = sec? z; (secz)' =secz-tanz,

(cotz) = —csc?z; (cscz) = —cscz - cotz.
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23.6 Lista de exercicios

1. Calcule os limites, se existirem:
1—cosz sen z2

a) lim, g —— 052 b) lim, o o0
) lim senz ) lim 22

. 1
¢) lim, _,pzsen —
z

Z—senz
23

z
3+

e) lim, ¢ f)lim_ g (z—e%)

2. Calcular f'(z), usando regras de derivagdo, onde:

a) f(z) = sen (z2) + (2zcosz — 1)(z2(1 —z72)%) b) f(z) =sen(z® — 1) cosz + e,z # 0

3. Mostre que:
a) Se z = x + iy, entdo |cosz| > |cos x| e [senz| > [senx|.

b) As fungdes f(z) = senz e ¢(z) = cosZ e ndo sdo derivaveis em nenhum ponto.
4. Mostre que a fungdo tangente satisfaz tan (z + 7r) = tanz, para todo z em seu dominio.

5. Realize uma discussdo geométrica sobre as seguintes fun¢des como transformagdes do plano (pode
estudar como a malha é transformada por essas fungoes):

a) seno complexa;
b) cosseno complexa;

c) tangente complexa.
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23.7 Funcgoes hiperbélicas

Ja relembramos anteriormente as defini¢des das fung¢des hiperbdélicas reais, seno hiperbdlico sinht =
bt
et —e

b ot
e’ +e
;¢ também cosseno hiperbdlico cosh t = a , definidas para todo t € R.

Motivados pelo caso real, apresentamos a seguinte definicdo.

Definicdo 36. As fungdes seno hiperbélico e cosseno hiperbélico complexos sio definidas por

Z__ =7 z —%
sinhz = % e coshz = %, VzeC.

Como a fungdo exponencial complexa, w = ¢, z € C, reproduz a fungdo exponencial real quando
z = x € R, a defini¢do acima mostra que as fun¢des seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico complexos

avaliadas em z = x € R, reproduzem seno e cosseno hiperbdlico reais. Mas vale observar, que diferen-
temente das fung¢des hiperbélicas reais, as func¢des hiperbélicas complexas sdo periddicas.

Mostremos que a fung¢do cosh complexa é periddica. De fato, para z € C temos:
) pZ2mi +e—(z+2m‘) % 4o
cosh(z + 27i) = =

> = coshz.
Analogamente, mostra-se que sinh (z + 27ti) = sinh (z), para todo z € C.

Observacao 28. De forma similar ao contexto trigonométrico, é possivel expressar as partes real e
imagindria das fungdes seno e cosseno hiperbdlicas:

sinh (x + iy) = sinh x cosy + i(cosh x siny),

cosh(x + iy) = cosh x cosy + i(sinh x siny).
Consequentemente,
|sinh (x + iy)|> = sinh?x + sin?y,
| cosh(x + iy)|> = cosh? x — sin?y.

Para definirmos as demais fung¢des hiperbélicas complexas, precisamos determinar o conjunto de
zeros das fung¢des seno hiperbélico e cosseno hiperbdlico complexos.

Comecemos entdo determinando os z € C tais que sinhz = 0, isto §,

e% — oz
T:O:sz—efzzo

= =e"
eZ
=¥ =1.

(12)
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Nesta relacdo, tomando z = x + iy, tem-se

le%| = 1.
Como [e?* 2| = |e**(cos 2y + isin 2y)|
= |e*| \/(cos 2y)? + (sin2y)?

= e*,

Assim, ¢?* = 1 = €°, como a exponencial real é injetora, segue que 2x = 0, ou seja, x = 0.
Voltando em (12) com z = yi, temos

cos2y +isin2y =1,

por igualdade de nimero complexo

{c?szy:1 >2y:2k7r,k€Z:>y:k7r,k€Z.
sin2y = 0

Portanto, os zeros da fun¢do w = sinh z formam o conjunto
Qsyp={z=x+iyeC: x=0ey=kn, ke€cZ}={z=knieC: keZ}.

Agora fagcamos coshz = 0. Logo,

e +e*

5 =0=éé+e " =0=2e"=—¢*

= ¥ = 1. (13)

Se z = x + iy, entdo 4
’622| =1= |62x+2y1| =1,

pelo mesmo argumento anterior, conclui-se que x = 0.
Voltando em (13), agora com z = yi, tem-se

cos2y = —1 > 2y=mn+2kn, keZ

yzg—i—kn, keZ.

cos2y +isin2y = —1 &
Y Y {sinZy =0

: . . i . .
Assim, os zeros da func¢do w = coshz sdo da forma z = 5 + kmti, k € Z. Podemos definir o

conjunto

2

Em vista desta discussdo, podemos agora apresentar a definicdo das demais func¢des hiperbdlicas
complexas.

QCH:{z:<7T+k7T>i€C: keZ}.
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Definicdo 37. Determinados os zeros das fungdes seno e cosseno hiperbélicos, podemos definir, de modo
andlogo ao caso real, as demais fungoes hiperbélicas, ou seja, definimos as fungdes tangente, secante,
cotangente e cossecante hiperbélicas complexas, respectivamente, por:
sinh z
tanh z = , Vz e C—Qcy,
coshz
1
sech z = , VzeC—Qcq,
coshz
coshz
cotgh z = — , VzeC—Qgy,
sinh z
1
cossech z = ——, VzeC—Qgy.
sinh z
Com respeito as derivadas dessas fung¢des temos:
_ e*—(—e* ef—e’* .
(sinhz) = il G 0 coshz e  (coshz) = ———— =sinhz,

2 2

para todo z € C, assim as func¢des seno e cosseno hiperbdlicos sdo inteiras. Usando as regras de
derivacdo é fAcil verificar que as demais fun¢des sdo holomorfas em seu dominio e valem:

(tghz)’ = sech?z;

(cossechz)’ = —cossech z cotgh z;
(sechz) = —sechztghz;

(cotgh z)’ = —cossech? z.

O interesse, ap6s o estudo das fungdes vistas até o momento, é voltado as fungdes trigonométricas e
hiperbdlicas inversas, mas para isto é extremamente ttil o uso da fungdo logaritmica complexa. Assim,
introduziremos a seguir a definicdo de logaritmo complexo e a funcdo logaritmica. Apds este estudo
voltaremos as fun¢des inversas mencionadas.

23.8 Lista de exercicios
1. Demonstre as seguintes identidades:
a) (coshz)? — (sinhz)? =1;

b) sinh (z1 + z) = sinh z; cosh z; 4 cosh z;sinh zp;

(
¢) cosh(z; + zp) = cosh z; cosh z; + sinh zysinh zy;
d) sinh (2z) = 2sinh z cosh z;

(—

e) sinh (—z) = —sinhz e cosh(—z) = coshz.
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2. A funcdo tangente hiperboélica é periodica? Justifique.

3. a) Prove a identidade coshz = cos(iz). b) Use essa identidade para determinar a imagem de
S={z=x+yi: y=m/3} sob a transformagdo w = coshz.

4. a) Prove a identidade sinhz = —isin (iz). b) Use essa identidade para determinar a imagem de
S={z=x+yi: —n/2<y<m/2, x € (—00,00)} sob a transformacdo w = sinhz.

23.9 Logaritmo complexo

Iniciaremos esta secdo estendendo para niimeros complexos o conceito de logaritmo neperiano de um
nimero real. Denomina-se logaritmo de um ntmero real positivo b a solugdo da equagdo e’ = b e,
assim, escrevemos 4 = Inb.

Assim, inspirados pelo caso real, vamos definir o logaritmo de um nimero complexo z # 0 como
sendo uma raiz w = a + bi da equacdo e = z e escrevemos w = log z. Note que, andlogo ao caso real,
z = 0 ndo possui logaritmo complexo, pois e # 0 para todo w € C.

Calculemos agora as partes real e imagindria do logz. Como w = a + bi, usando a exponencial, de
e% = z, obtemos:
e"=|z| = a=Inlz| e b=arg(z).

Note que tanto a + bi como a + i(b + 2kr), k € Z, servem, igualmente como solugdo da equagéo
e” = z. Assim, apresentamos a seguinte definigao:

Definigao 38. Dado qualquer niimero complexo nio nulo, z = |z|(cos @ + isin8) = |z|e®, definimos o
logaritmo do niimero complexo z, como sendo

logz = In|z| 4+ i(6 + 2km), keZ.

Observacgao 29. Pela defini¢cdo acima, o logaritmo de um ntimero complexo ndo é tinico.

Como um exemplo da defini¢do anterior calculemos log 1.
Como 1 = 1(cos(2km) + isin (2km)), k € Z, temos
logl =1In1+i(2km) = 2kmi, ke Z.

Geometricamente, temos infinitos pontos no w—plano, que pertencem a reta u = 0, sendo que dois
pontos consecutivos distam 27t.

Exemplo 36. Vamos determinar os valores de log z, nos seguintes casos:

a) z=-—1
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b) z=—i

c) z=+3+i
V31,
d)2_7+§l

a) Como —1 = 1(cos(m + 2krr) + isin (7t + 2k7)), k € Z. Portanto,
log(—1) =In1+i(m+2km) =i(w+2km), ke Z.

b) Como —i = 1(cos(3E + 2km) + isin (3 + 2kn)), k € Z, segue que

log(—i) =In1+i (327[ —|—2k7'[> :iw, keZ.
¢) Como
o = VE=2
ing— 1
oz 7%
entao

log(v/3+1) :1n2+i<7t+612k7r>, keZ.

d) Exercicio.

Proposicdo 16. Para o caso de logaritmo complexo valem as seguintes propriedades:
1. Se z # 0 entiio e'°8% = z;

2. loge* = z+ 2kmi, k € Z, para todo z € C*;

3. Sew, B sdo mimeros complexos nio nulos, entio log(a - ) = loga + log B + (2km)i, com k € Z.

Demonstracdo. 1. Se z # 0, entdo z = |z|(cos(6 + 2krr) + isin (0 + 2k7r)) com k € Z e
logz =1In|z| +i(6 +2km), ke Z.
Portanto,

01087 — pIn[zI+i(0427K) — pInlzl (065 (0 + 2k7r) + isin (6 + 2k7T))
= |z|(cos(0 + 2kt) + isin (6 + 2k71))
=z.
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2. SejazeC,z#0, z=x+1iy, entdo

e“ = e*(cosy +isiny)
e? = e*(cos(y + 2km) +isin (y + 2km)), k€ Z.

Portanto,

loge* = Ine* +i(y + 2km)
= x + yi+ 2kmi
=z+2kmi, keZ.

3. Usando a Propriedade 1 e também a propriedade e*** = ¢* ¢ , temos:

elog(aﬁ) 1 lxﬁ 1 ploga  plogp _ logatlogp

Como a exponencial complexa é uma fungdo periddica de periodo 27i, da igualdade acima,
obtemos
logap = loga + log B + 2kri, keZ.

23.10 Lista de exercicios

1. Determine e represente geometricamente:

a) log(\f + %1) b) log(v/3 + i) c) log(2) d) log(—i)

2. Determine as solugoes de:

a) logz = gi b) logz = -3 Qef=1+1i d)senz =i e)tanz =1

3. J& vimos que a exponencial complexa ndo é uma fungdo injetora. é possivel, com alguma alteragao
no dominio, considerar uma restrigdo injetora? Se sim, apresente tal construcdo. Isso bastaria para
definirmos o log como funcédo inversa da exponencial?
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24 Funcao logaritmica

Para definirmos a funcdo logaritmica devemos ter um cuidado especial, uma vez que, fixado o ndmero
complexo z, hd uma infinidade de valores de logz, como vimos na se¢do anterior. Também vale
observar que se entende por uma fungdo uma correspondéncia univoca. Desta forma, admitindo
arg(z) e seus congruos médulo 27, a correspondéncia

z +— logz = In|z| +iarg(z)

ndo é uma fungao.

Mas, fixado k € Z exigindo que (2k — 1) < arg(z) < (2k + 1), podemos concluir que que a
correspondéncia z ++ logz é uma func¢do univoca, logo é uma fungdo. Portanto, para definirmos a
fungéo logaritmica é preciso que fixemos um valor de k. Por exemplo, podemos tomar k = 0 e assim
considerarmos o intervalo —7t < arg(z) < 7, ou seja, vamos tomar o argumento principal, denotado

por Arg(z).

Defini¢do 39. Paraz # 0, z € C, com arqumento de z variando em (—7t, 7], podemos associar o niimero
complexo In |z| + iArg(z), denominada fungio logaritmica e chamamos este valor como logaritmo
principal de z. Denotaremos tal fungdo por:

Log :C* = C
Logz = In|z| 4 i Arg(z).

Observacado 30. A imagem da funcdo logaritmica é dada por

Im (Log) = {Logz: ze€C—{0}}
= {In|z| +iArg(z) : —m < Arg(z) < 7t}
={u+iv: ueR e —n<v<mn}
isto é, o conjunto imagem ¢é a faixa semiaberta u € R e —71 < v < 7t contida no w—plano.

Observacao 31. Pela definicdo anterior, ndo é dificil verificar que a fungdo exponencial definida para
z=x+iy,comx € Re —m <y < 7, e a fungdo Log sdo fung¢des inversas, uma da outra. (Veja
exercicio 3 da lista anterior).

Observacdo 32. A funcao logaritmica definida acima nao é continua. Portanto, ndo é derivavel neste
dominio. Mostremos que, de fato, Log (z) ndo é continua nos pontos da forma zp = x, com x < 0.
Fixado zo, para provarmos esta afirmagdo vamos considerar uma sequéncia (z,),en C C* tal que
zy — zo, mas Log z, - Log zo.

Primeiramente note que zy = |z|e'™ e, portanto, Log (z9) = In |zo| + i7r. Tome agora a sequéncia

Zy = |zo|ei(%’”).

Assim,
1 .. 1 n—sc0 .
zn = |2o]| ( cos o) isin (=) ) |zo| (cos(—7r) + isin (—71)) = zo.
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Porém,

Log (zn) = In|zo| +1i <711 - 7r> % In |zo| — ir # Log 2o,

o que conclui a prova da afirmagdo.

24.1 Derivadas das Func¢des Elementares e suas Propriedades

Pela ultima observagdo sabe-se que a fungdo logaritmica ndo é derivavel em todo o seu dominio. Mos-
traremos a seguir que esta func¢do é holomorfa, ou seja, exibiremos um aberto em que Log z é derivével.

Tomemos inicialmente o conjunto
Dp=C—{z=x+iy: x<0ey=0}

Como {z=x+iy: x <0ey =0} éfechado, segue que Dy, é aberto. Assim, vamos considerar a
funcdo (faremos um abuso de nota¢do mantendo a mesma notacdo Log)

Log : D - C com Logz = In|z| 4 iArg(z).

Note que para estes valores de z, restringirmos a variagdo do argumento de z em (—7, 7).

Mostraremos a seguir que a fungdo é derivavel e consequentemente continua em Dj .

Proposigdo 17. A fungio w = Log (z) definida acima é holomorfa e Log’(z) = 1/z, para todo z € Dy.

Demonstragio. Verifiquemos as Condi¢des de Cauchy-Riemann. Para isto, temos que expressar as
partes real e imagindria da fun¢do logaritmica. Se z = x +iy € Dy, entdo z = |z|(cosf + isin@),
- <0 <mevale

Logz = In|z| + iArg(z)
= In /x4 2 + i6
=u(x,y) +iv(x,y).

Logo,

u(x,y) =Iny/x2 + y?
= %ln(x2 + 7).

Para escrevermos a parte imagindria, v(x,y), temos que considerar todas as possiveis situacdes de

i) sex > 0;

y>0

ii) sex<0e{
y<0
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Para o caso i) temos o< L Assim,
_Y — ¥
tanf = = 0 = arctg (x) .
Portanto, v(x,y) = arctg (%) , para I <0< E.

2 2
Para o caso ii). Na primeira situagdo, isto é, y > 0, temos 0 < 6 < /1. Assim,

cotgt) = TS o=arc cotg (x>
y v/
>
Como arctgt + arc cotgt = 5 podemos expressar

X X T
v(x,y) = arc cotg | — —arctg | — |+ =, 0<O<mm.
(oy) g(y> g<y> 2

Na segunda situagdo, com y < 0, de forma andloga obtemos

v(x,y) = —arct )
,y) = —arctg v >

Portanto,

arctg (%) ,se x>0

x s
o(x,y) = { —arctg y +§’ se x<0ey>0

x T
—arctg | — | — =, 0
arcg<y> > se x<0ey<O

Agora que temos as fungdes u e v, vamos verificar as Condi¢des de Cauchy-Riemann, calculemos
as derivadas parciais de u(x,y) e v(x,y):

u_1 1 x
ox  2x2+12 x2+y*
ow_1 1 , ¥
22+ 2V T gy
L () = () se x>0
1+§ 2 22\ a2 X2 4+ 12/
% Y sex<0ey>0
ox X2+ Yy
Y
m, Sex<Oey<0
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e, por fim,

1 1 ¥ 1 x
L2 s Pap x mygp 0
1+ Y y
| 1+n\¥) PP\ Py
1 —X X
— — | ==, se x<0ey<O
1+;§(yz> X2+ y? g
u _Jdv du v ou ou Jdv 9v

e — sdo fungdes

d
Portanto, — = —— em D;. E como as derivadas parciais I’ @, P 3y

ox  dy ¢ M ox
racionais, logo continuas em R? — {(0,0)}.
Portanto, Log : D;, — C é holomorfa e vale

ou .dv
/ _ .
(Logz) = P + i

Substituindo as derivadas parciais por suas respectivas expressdes, temos

ou Jv
I _ .
(Logz) = o + z—ax

X , -y _ 1
= x2+y2+l<x2+y2> = |Z|ZZ:E’ Vz € Dy.

Proposicao 18. Para todos z1, zo € Dy valem as seguintes propriedades:

1. Log (z1 - z2) = Log (z1) + Log (z2);

2. Log <2> = Log (z1) — Log (z2);

3. Log (z}]) = nLog (z1).

Demonstragio. 1. Este item fica como exercicio.

1
2. Basta mostrar que Log <22> = —Log (z2).
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Para isto, seja zo = |z2|(cos 0, + isinf,) em Dy, um elemento arbitrério, entdo
1 Zn > ( 1 . )
Lo — | =Lo —— | =Lo ——(cos(—0,) + isin (—6
5 (2, ) = Los ((222) = Log (o (cos(—6) + isin (~62)
1
=In— +i(—0
|22’ ( 2)
=In |Zz’_1 + l(—gz)
=—In |Zz| + i(—@z)
= —(ln |Zz| + i@z)
= —Log (z2).

Pela Propriedade 1. desta proposigdo, tem-se

Log (Zl) = Log (z1) + Log (1> = Logz; — Log z».
22 22
3. Seja z1 = |z1|(cos 6y + isin 6 ), entdo
Log (z}) = Log (|z1|" (cos(nb ) + isin (nb;)))
=In |Zl‘n + 1(7’191)
=nln|z| +i(n61)
=n(In|z1| + i6h)
= nLog (z1).
0

Observacao 33. é possivel definir a fungado logaritmica em uma base diferente de e. Para fazer isto,
basta considerar
Log,w = < z% = w.

Veja os exercicios 4 e 5 da lista abaixo para entender a fun¢do poténcia w = z*. Inclusive, podemos
calcular a derivada desta funcéo - exercicio.
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24.2 Lista de exercicios

Log (1 + az)

1. Calcule lim,_,q . Deduza disto que

lim (1+ g) s

Z—r00

2. Descreva geometricamente a fungao logaritmica como uma transformagdo no plano.
3. Realize uma comparacdo sobre as fungdes exponencial e logaritmica, entre o caso real e complexo.

4. Se a ¢ um numero complexo e z # 0, a fungdo definida por z* = ¢*08(2) ¢ denominada valor
principal da poténcia complexa de z. Calcule (2i)'~".

5. Podemos afirmar que f(z) = ¢*°8(2) ¢ analitica (definida no exercicio 4)? Justifique. Em seguida
calcule f'(z).

6. Realize uma pesquisa sobre os ramos da fun¢ado logaritmica.

95



25 Funcoes trigonométricas e hiperbélicas inversas

Como vimos na Secdo 5.3, a funcdo seno complexa é periddica, com periodo 27r. Pelo estudo desta
funcdo como transformacao no plano (construcdo da imagem da malha pela transformacdo w = sin (z)
- exercicio) vimos que ela mapeia o plano complexo no plano complexo. Sendo assim, é claro que dado
um valor « € C, existem infinitos valores de § € C tais que sin («) = B.

Para obter o valor de « (e assim definir a inversa desta fun¢do), vamos aplicar a defini¢do da funcdo
seno complexa e resolver a equagdo em a. Ou seja,

eilx o e—ilx
2i

que é uma equagio de segundo grau em w = ¢*. Assim, reescrevendo

w? —2Bwi—1=0 = w=if+/1—p~
e =i+ /1 — B2 (14)

Como estamos no contexto complexo, devemos ter em mente que a expressdo /1 — p? representa
as duas raizes de (1 — p?). Aplicando agora o logaritmo complexo em (14), podemos obter «,

in =log[ifp+1/1—B% ou a= —iloglip++/1—B?].

Por construgdo, cada valor de « obtido na expressdo acima satisfaz a equagdo sina = . Portanto,
denominamos a fun¢do multivalente definida acima como sendo a fungdo inversa da fungdo seno
complexa.

:’B:>eivc_efia_zlgl':O:>62i0¢_251'ei0¢_1:0’

Ou seja,

7

Definicdo 40. A func¢io multivalente dada pela expressio

sin "z = —ilog[iz + V1 — 22|

é denominada seno inverso. Também denotada por arcsin .

Exemplo 37. Vamos calcular todos os valores de sin -1,/5.

Para isto basta aplicar a defini¢do anterior, ou seja,
sin “1v/5 = —ilog[iv/5 4 V1 — 5] = —ilog[iv/5 + v/ —4].
Ja sabemos que as duas raizes quadradas de —4 sdo 2i e —2i, logo

sin "1v/5 = —ilog[i(v/5 £ 2)].
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Note agora que o nimero dentro do colchete é imaginario puro e |i(v/5 +2)| = /542, pois v/5 + 2
é sempre positivo independente do sinal que acompanha o nimero 2. Aplicando a definicdo de log
complexo temos:

logli(v5£2)] = In(v5£2) +i (g +2%kn), keZ

Portanto,

sin"'v/5 = —iln(v/5+2) + (g +2%r), keZ

De modo analogo ao caso acima, podemos construir as solugdes das equagdes cosw = z e tanw = z
e com isso, podemos definir as fung¢des inversas do cosseno e da tangente complexas, respectivamente.

7

Definicao 41. A fungio multivalente definida por
cos lz = —ilog[z +i(1 —z*)V?]

é denominada cosseno inverso. E a funcido multivalente

denominada tangente inversa.

\.

Observacdo 34. As fungdes seno, cosseno e tangente inversas sdo multivalentes, pois sdo definidas
em termos do logaritmo complexo. Note também, a raiz que aparece na expressdo do cosseno (e do
seno) representa as duas raizes complexas do ntimero (1 — z?). Porém, é possivel torna-las univocas
tomando-se um tnico valor da raiz quadrada na expressdo V1 —z2? e também um tnico valor do
logaritmo complexo, ou seja, usar a fungdo univoca w = Log (z) definida na secdo anterior.

Olhando agora essas fungdes como fung¢des univocas, é possivel construirmos as derivadas usando

a Regra da Derivada da Funcéo Inversa.
1 1
1z, ou seja, F'(z) = —— = . Pela
sin’(w) Cosw
identidade fundamental cos? w + sin?w = 1, temos cosw = (1— sinzw)l/ 2 ecomo z = sinw, podemos
escrever cos w = (1 — z2)!/2. Portanto,

dsin ~1(z) 1

iz (1—22)172°

Por exemplo, consideremos a fungdo F(z) = sin ™

é claro que o mesmo ramo em que fixamos na escolha da raiz quadrada e também no logaritmo deve
ser usado neste calculo.

De forma andloga obtemos as derivadas dos ramos da fungdo cosseno e da tangente inversas,
respectivamente:

dcos™1(z) -1
dz (11—
dtan~1(z) 1
dz 1422
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O estudo das inversas das demais fungdes trigonométricas fica como atividade ao leitor.

A ideia aplicada para fungdes trigonométricas inversas pode ser utilizada no contexto das hiperbo-
licas. Isto nos leva a defini¢do a seguir.

7

Definigdo 42. As funcdes multivalentes sinh ', cosh ™' e tanh ~! definidas por
sinh ~'z = log[z + (22 +1)1/2],
cosh™'z = log[z + (22 — 1)1/2],

- 1 1+z
h™lz =2
tanh ™~z 210g<1_z),

sdo denominadas seno hiperbdlico inverso, cosseno hiperbélico inverso e tangente hiperbdlica
inversa, respectivamente.

Novamente, observa-se que ramos das fung¢des hiperbdlicas complexas inversas sdo definidos com
a escolha de ramos da raiz quadrada e do logaritmo complexo, ou no caso da tangente hiperbélica
inversa, apenas com a escolha de um ramos do logaritmo complexo. A derivada de um ramo pode ser
determinada por meio das regras de derivagdo, como fizemos no caso trigonométrico.

As derivadas de ramos das fung¢des sinh 1z cosh™lze tghflz sdo dadas, respectivamente, por:

dsinh ~1(z) B 1
dz (21
d cosh™'(z) 1
dz (2 -1V
d tanh ~(z) 1
dz 12z

O estudo das inversas das demais fung¢des hiperbdlicas fica como atividade ao leitor.
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