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1 Integral de Funcao Complexa

1.1 Integral ao longo de uma curva

Lembremos que uma curva « : [4,b] — C é um arco quando &’ for uma fun¢io continua
(x € C') e a é simples quando a(t;) # a(ty), t1 # tp, com ty, to € (a,b). Seja QO C C um
dominio (aberto e conexo). Uma curva « : [a,b] — C é uma curva em (), quando seu trago
estiver contido em ().

O objetivo a seguir é construir a defini¢do da integral de uma fungdo complexa f ao longo

da curva «, cuja notagao é
[fdz= 1.
19 14

Sejam f : O — C uma funcdo de varidvel complexa continua e & : [a,b] — C um arco em Q).
Neste caso a fungdo y(t) = f(a(t)), comt € [a,b], é uma curva continua.

Para construir a integral, vamos particionar o trago de a e, com isso, também particionamos
o intervalo [a, b]. Essa construgdo nos motiva a definir a integral de f de a(a) a a(b), usando a
integral de Riemann- Stieltjes de y. Vamos a construgdo.

Seja P = {tg,t1, ..., tn}, coma =ty < t; < ... < t, = b, uma parti¢do arbitréria do intervalo
[a,b]. Em cada subintervalo [t;_1,t;] consideramos o arco que se inicia em «(t;_1) e termina em
a(t;) e também um ponto intermediario deste trecho da curva, isto &, a(€;) € (a(tj_1),a(t;)),
com €; € (tj_1,t;). Aqui (a(t;_1),a(t;)) denota o trecho do trago de & que comega em «(t;_1) e
termina em tx(t]-). (Nao confundir com um intervalo, pois a notagdo é a mesma).

Vamos calcular a expressao



Para isto, usando a(t) = a1 (f) + inp(t), temos

Y Flale) () — (1) + iaa(t;) — aa(ti))]-

=1

Como a é um arco, podemos aplicar o Teorema do Valor Médio para as fungdes reais o e
. . / 7 3 .
xy. Assim, existem €, € € (t]-_l, t;) tais que:
n n

Y flale))(lty) —a(ti1)) = ) flale)))(@i(e]) + iny(e]))At;.

j=1 j=1

Calculando o limite quando [|P|| — 0, com P particao de [a, b], os pontos €, e}, (—:;’ tendem a
se aproximar. Assim, tem-se a seguinte

Defini¢do 1. Sejam f : Q) — C uma fungio de varidvel complexa continua « : [a,b] — C um
arco em (), definimos

| P||—0 j=1

. b
/ f@)dz= lim Y f(ale)))[a)(e]) + iah(el)] Aty = / fla(®) o (1) dt.
& 0

Observacgado 2. Note que o limite dado na definigdo acima sempre existe se f é continua e x é uma curva
suave - hipdteses que iremos assumir sobre essas duas fungoes.

Observacdo 3. Denotando z = x + yi, podemos reescrever a integral de uma fungdo complexa f(z) =
u(x,y) + iv(x,y) usando diferenciais. Basta notar que

b b
[£= [ flatna (tyat = [ lulan(e),aa(t)) + iolan (1), aa(t))] (@ (1) + (1)) at
b

= /[u(ﬂq(t),wz(t))ai(t) —v(ay(t), ax(f))ay ()] dt+

a
b

+i/[u(w1(f),véz(t))vé(t) +o(a(£), az(t))as ()] dt

= /(u(x,y) dx —v(x,y)dy) +i /(u(x,y) dy —v(x,y) dx)

o
2 Exemplos e Propriedades
Nesta secdo veremos alguns exemplos e propriedades importantes de integracdo complexa.
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Exemplo 4. Considere f(z) =k, paratodoz € C e w : [a,b] — C um arco. Entdo

/f - /bk(x’(t) dt — k/boc’(t) dt = k(a(b) — a(a)).

Neste caso, o valor da integral depende apenas dos pontos a(b) e x(a) e independe do formato da curva.
No caso de w ser uma curva fechada e f(z) = k, tem-se

[£=o0

Pergunta: Sera que tal propriedade observada no exemplo anterior vale para outras fungdes,
ou seja, o valor da integral independe do caminho (ou formato da curva) mas depende apenas
dos pontos inicial e final da curva?

Vejamos mais dois exemplos.

Exemplo 5. Considere a fungdo dada pela projecio de um niimero complexo em sua parte real, ou seja,
f(x +yi) = x, para todo z = x + yi € C. Entdo, as integrais de f quando
a) « éa curva cujo trago é o segmento dirigido de 0 a 1 + i, vale

Af&ﬁz=£nm+nm=%+%i

b) a(t) = re't, com t € [0,271], vale

27
/f(z) dz =/ rcost(—rsint + ircost) dt = rrri.
o 0

Exemplo 6. Consideremos f(z) = ,com Dy = C — {2z} ea(t) =z +re, t € [0,271], entito

Z— 2
27
f ——rietdt = [ idt = 2mi.
zo + re” — 2 /

Note que se dermos k voltas em cima do trago de w, isto é, se o dominio de « for o intervalo [0, 2k7t],

teremos
/f:%m.
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Vimos nos exemplos anteriores que tal observagdo feita no primeiro exemplo ndo se con-
cretizou nos outros dois. Porém, veremos que sob certas condicdes tal resultado valerd (Segao
2.3). Primeiramente, vamos estudar algumas propriedades classicas de integracao.

Proposic¢do 7. Sejam f, g : Q) — C continuas no aberto O C C e : [a,b] — C um arco em Q).
Entdo,

1. /f+g=/f+/g.
2 /Af:A/f, VAeC.

3. Se B :[c,d] — |[a,b] é estritamente crescente e B([c,d]|) = [a, b], entdo

[1-]1

xof ®

Demonstragdo. 1. Sob as condigdes de f e a, podemos usar a definicdo de integral, ou seja,

b b
[+ %[5+ @ tydt = [17(w(t) +gla(n)a’ () de

o

b b
= [ Fla)a(tydt+ [ glalt)a(t)at

dgf'/f—i—/g.

2. Exercicio: mostre esta propriedade.

3. Novamente, usando a definicdo temos

d d
[ £= [ fapm)@ep)tydt = [ fla(pv)a (60)p ) at =
xof c c
s = p(t
* Chame ds — 5éét;dt



Exemplo 8. Seja f(z) = z, para todo z € C. Consideremos duas curvas:
(a) a(t) = zo+re', t € [0,71/2];
(b) B, cujo traco é o segmento que comeca em «(0) e termina em o (g)

Vamos determinar as integrais [ f e [ f. Note que
« p

/2 /2
/f: /(zo—kreit)(rie”)dt: /rzoieit—krziez"tdt
« 0 0

/2

/ zoie't dt + /r ie?t dt

/2 /2
= r/cost—i—zsentdt—l—rz/cos2t+isen2tdt
0 0
/2 /2 /2
{ costdt+i/sentdt + 7% /costht+i/sen2tdt

0 0 0

= zgir

. [sen2t . [ —cos 2t
olr [sent |7T/2 +i(—cost) ”/2} + 7% ser21 61/2 +1 ( cgs ) g/z}
(

= zgir| sen— —sen0) + z(—cosE + cos0)]+

42 sen7t  sen( n _cosn+c050
2 2 2 2

= zoir[(1 —0) +i(—0 4 1)] + %[0+ i(1)]

= zori — rzg — 1.

Exemplo 9. Seja f(z) = z e considere 7y 0 semicirculo que liga 1 ao ponto —1, no semiplano Im (z) > 0.

Vamos calcular | f.
0
v(t) = e, t € [0, 7], assim f(y(t)) = e M.

/f:/nf(’Y(f))-’y’(t)dt:/ne_"t-ie”dt:][idt
Y 0 0 0
é!f:!Mhﬂd

Exercicio 10. Sejam f(z) =z e y(t) = 3t + t?i, com t € [—1,4]. Calcule [ f.



3 Teorema Fundamental do Calculo

Teorema 11 (Versdo do T.F.C para varidveis complexas). Sejam (2 C C um dominio (aberto
e conexo), f : QO — C uma fungio holomorfa e o : [a,b] — C um arco em Q) tal que a(a) = zq e
a(b) = zp. Entdo,

[ F@dz= f(z2) - f(z1).

Demonstragio. Utilizando a defini¢do da integral de f/, temos

[ﬂmwszwm»wmwzjamwmw

a

= (foa)(b) = (foa)(a).

Nesta tltima passagem usamos o Teorema ??, para curvas em C. Portanto,
[ £ @dz= flz2) - f(0)
4

]

Coroldrio 12. Nas condigdes do teorema anterior acrescentando a hipdtese de « ser uma curva fechada,

tem-se
/f’(z) dz = 0.

Exemplo 13. Sejam f(z) =z,z € Cea(t) = zg +re, 0 <t < g Entio,

a/f(z)dz:a/<§)/dz:§

2

zo+r

1
= (224 2z0ri —1* — 22— 2zor — 1] = =1 +rz0(i — 1).
0 0

2

1
Observacdo 14. A hipétese de f ser holomorfa é essencial. Sejam f(z) = S/ comz € Crea(t) =

et t e [0,27t] , portanto, fechada. Usando a conclusio do teorema anterior, deveriamos ter

/%dz = /(Logz)’dz = Log («(0)) — Log («(27)) = 0.

o

Porém, se calcularmos a integral usando a defini¢do (exercicio), obtemos
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1

/—dz = 271i.
z

4

Observe que a fungio Log (z) definida no capitulo anterior é analitica em Dy, mas y[(0,27)] ¢ Dy,
mostrando que essa hipdtese do teorema ndo estd satisfeita.
4 Integral de arcos justapostos

Sejam aq : [a1,b1] — C e ay : [ap,by] — C dois arcos justapostos, isto é, a1(b1) = ap(ay). Entdo
a unido desses dois tracos é ainda um trago de alguma curva em C. Vejamos como descrevé-la.

tr (ap)

tr ((Xl)

aq(by) = az(az)

Queremos expressar uma curva 7 : [a,b] — C que satisfaz tr(y) = tr(ag) U tr(ap). Para
isto, primeiramente devemos relacionar os intervalos [a1, b1] e [a2, bp| com [a, b]. Para fazer isto,
vamos escolher um ponto ¢ € (a,b) e definir as fungdes B : [a,¢c] — [a1,b1] e B2 : [¢,d] — [az, bs]
por:

Note que as funcdes 1 e B2 sdo crescentes e bijetoras.
Agora, consideramos

<s <
2(s) = a1(B1(s)), a<s<cg,
ay(B2(s)), ¢ <s<b.
Note que tr(7y) = tr(ag) Utr(az); v(c) = a1(b1) = ax(az), ou seja, v é uma curva formada

por arcos justapostos.

Defini¢do 15. Um caminho ou contorno é uma curva a constituida por um niimero finito de
arcos justapostos. Assim, se a; : [a;,b;] — C, com j =1,2,...,n tal que aj(b;) = aj11(aj41)
entdo escreveimnos

a=01D...Da,.




X1

X3

a2

a1 Doy Das

Definigdo 16. Sejam f : O C C — C continuae a : [a,b] — C um contorno em Q), x =
a1 D ... D way. Define-se

/f(z)dz:/f(z)dz—i—...—l—/f(z)dz,

Proposic¢do 17. Se f : Q) — C é holomorfa no dominio Q e w : [a,b] — C é um contorno em Q),
constituido pelos arcos «; [a]-, b]-] —C,j=1,...,n,entio

[ £ @)dz = flan(v)) - flar(ar)).

Demonstracido. Sejam f e a satisfazendo as hip6teses do enunciado da proposicdo, entdo

/f’(z)dz:/f’(z)dz—i—/f’(z)dz+...+/f’(z)dz

= f(aa(b1)) — f(a1(a1)) + f(az(b2)) — f(az(a2)) + ...
+f(‘xn(bn)) _f(‘xn(an))'

Como wj(bj) = aji1(aj41), segue que

fla1(b1)) — f(az(a2)) =0

f(an-1(bu-1)) — f(an(an)) = 0.
Portanto,

/f'(Z) dz = f(an(bn)) = f(ar(a1)) = f(a(b)) = f(a(a)).

o
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Corolario 18. Nas condigdes da proposicio anterior, se o contorno « for fechado entdo

/f’(z) dz = 0.

Im /‘Xf’(z)dz =0

Re
C

Corolério 19. Nas condigdes da proposigio anterior tem-se que o valor da integral de f' nio de-
pende do contorno o em Q).

Consideremos agora alguns calculos de integrais ao longo de caminhos.

Exemplo 20. Tome f(x +iy) =y — x — 3x%i ey = a1 @ ap, onde

o : [0,1] —C
w(t) = (1—1)0+t, 0<t<1
151 =t

(t)

i

Ko : [0,1] — C
w(t) =(1—)i+t1+i)=i—ti+t+ti=t+i, 0<t<1.

Vamos escrever vy : [0,2] — C, com tr(y) = tr(ag) Utr(ay). Paras € [0,1], y(s) = aq(s), para

11



s € [1,2], vamos tomar y(s) = az(Ba(s)), onde By : [1,2] — [0,1] dada por

palo) = (= Jm+ (525 ) b
g = (322) 0+ (557) =51

Portanto,
v:10,2] - C
(s) = si, 0<s«<1
e = ay(Ba(s)) =s—1+i, 1<s<2

f(r(s)) = (1= (s =1)) =3(s = 1)%
=2—5—3(s—1)2.

1 2
:/sids+/[2—s—3(s—1)2i]ds
0 1

s2
_ 5
2

1 2
1 1
+/[2—s+i(—352+6s—3)]ds:———i.
0 22

Exemplo 21. Considere f(z) = z> + z, para todo z € C e y = a1 @ ap um contorno fechado.

Assim,se g: C — C, g(z) = 4 Z—, entdo g é holomorfa e g’ = f. Pelo coroldrio anterior seque

3 2
que
3 2\’
[1=[@Esai=[(5+%) a0
y 32
v i

5 Exercicios

Calcule / f, onde:
14

12



1

(o)

N

. f(z) =z+1, onde

a) a éosegmento queligaz=0az=2.

b) o arco que liga os pontosz =0az =2emIm (z) > 0.

2 .
f(z) = j ,onde a(t) =2¢%, 0 <t < .

Flz) = g a(t) = 3i+ e, t € [0,27].

. f(x +yi) = x*> + iy, onde a é 0 segmento de retaquez = laz = i.

. f(z) = Im(z — i), onde a é o percurso poligonal que consiste no arco circular ao longo de
|z| =1dez =1az=1i;enosegmento dereta queligaz=iaz = —1.

. f(z) = e* onde « é o percurso poligonal que consiste nos segmentos de reta dez = 0 a
z=1ledez=2az=1+im.

. Se v é a fronteira do quadrado de vértices nos pontos 0, 1, 1 + i, i mostre que

/(3z+1)dz:0.
Y

13



6 Arco oposto e comprimento de curva

Nesta se¢do vamos provar uma propriedade que serd fundamental na prova de resultados im-
portantes da teoria como o Teorema de Cauchy-Goursat. Vamos iniciar a se¢do com a seguinte
definicao.

7

Defini¢do 22. Seja « : [a,b] — C um arco, definimos o arco oposto de «, denotado por —w, como

sendo
(—a):[=b,—a] = C,
o

em que (—ua)(—b) = a(b) e —a(—a) = a(a), com tr(a) = tr(—a).

Proposicao 23. Nas condigoes da definicdo acima, vale a segquinte propriedade:

/f(z)dz:—/f(z)dz.

Demonstragio. Basta realizarmos uma mudanca de varidvel, a qual estd destacada no retangulo
ao lado. Dessa forma, temos

Como a defini¢do de uma curva em C ¢é similar a uma curva no plano IR?, a definicdo de
comprimento é também similar, como descrita abaixo, exceto pela notagao |dz|.

14



Definicdo 24. Seja « : [a,b] — C um arco em Q), definimos o comprimento de a(t) = aq(t) +
iy (t) por

L(x) = /|tx’(t | dt = /\/ & ()2 + (a)(t))2 dt
L() :/ydzy.

Considerando f : 3 — C uma fungdo continua, com a notagdo |dz|, tem sentido calcularmos

/f )ldz| = /f £)la (1)) dt.

Proposigdo 25. Sejam f : Q) — C continuaew : [a,b] — C um arco em Q), entdo vale a sequinte

propriedade:
2| < [If(@)]ldzl.
24

\.

Demonstragdo. Basta notar que

urva
/ £ (t))]]o (1)]

< [1f@)] |z,

= /f(z)dz

Corolério 26. Sejam f : Q) — C continua e « : [a,b] — C um arco em Q), satisfazendo a
desigualdade |f(z)| < M, V z € tr(a), entdo:

M.L ().

15



Demonstragdo. Basta usar a proposi¢do anterior, logo

[ fe)dz) < [1fE)] 1z < [ Mzl <M [ |dz] = ML(@).

Exemplo 27. Vamos calcular L(7y), onde v = a1 @ ay, tal que

ap:[0,7t/2] —» C
a1 (t) = 2(cost +isent), t € [0, 77/2]

Ko : [0,1] — C
ap(t) = (1—t)2i+ti=2i—ti, t €[0,1]

Tomando a mudanga de varidvel By : [1t/2, t| — [0, 1], dada por

[ m=s s—m/2\, ET 2s-x
ﬁz(s)_(ﬂ—ﬂ/2)0+(ﬂ—ﬂ/2)1_ o

Vamos escrever agora o arco 7y : [0, 71| — C, com tr(vy) = tr(aqy) U tr(ay):

2(coss +isens), 0 <s < 7,

R R e

/2 T

Ly) = [ laz| = / YOlde= [ @)+ [ 7@l
0

0 /2

)

Note que para 0 < s < Z, v/(t) = 2(—sent +icost), para £ < s < 7, o' (t) = —2i. Portanto,
q ]9 2 ]9 2 7T

/2 T 1
L(y) = / \/4sen2t+4cosztdt+/1/?dt
0

/2

/2 T ’ ’

_ _ /2 _ _

_ /2dt+/%dt_2t B2+t F =+ 2-1) =41,
0 /2

Exercicio: O resultado obtido é diferente se ndo utilizar a fungio B,? Verifique.
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7 Teorema de Cauchy para Retangulos

Nesta se¢do estamos interessados em calcular integrais de fun¢ées complexas ao longo de uma
curva fechada, simples e orientada positivamente. Veremos que o valor da integral de uma fun-
¢do f holomorfa é independente do formato do caminho, ou seja, o valor da integral de f sera
o mesmo para qualquer curva fechada, simples e orientada positivamente. Este resultado é um
dos mais importantes da Analise Complexa e é conhecido como Teorema de Cauchy-Goursat.
Vamos iniciar com uma versdo simples, em que a curva fechada € a fronteira de um retangulo
contido no dominio da funcéo.

Considere o retingulo R em C, dado por
R={x+iyeCa<x<bec<y<d}

Note que a fronteira de R, denotada por dR, é um caminho simples e fechado.

7

Teorema 28. Seja f uma fungio holomorfa em um dominio Q0, com R C Q). Entio,

Im g — = -
- ~
e ~
7 \
7 \
] @) 1
! 1
Il 1 [y f(z)dz = 0
/ d d
I} R !
/
1
!
1 ]
N a bl Re
\
\
\ c > »
. \
\\ 1
V4
C \\‘ ~ 4,

Demonstragio. Para provar este resultado, iremos dividir o retangulo em varios retangulinhos
e calcularemos estimativas da integral de f ao longo da fronteira dos retangulinhos.
Iniciamos a prova introduzindo a notagdo:

7(R) = [ f(z)dz. M
oR

Agora, vamos dividir R em 4 retdngulos pequenos congruentes: R, R?, R3 R% da seguinte
forma:

17



Y ! Y_Rl o X Re
\ s \

~
S, _—_——_——-

7(R) = n(R') +7(R?) + (R®) + 5 (R*), (2)

ja que os lados comuns dos retdngulos menores se cancelardo pela propriedade do arco oposto,
dada por

f@dz=— [ flz)d,

para algum a contorno. Logo,

[(R)] < g (RY] + [ (R})] + [(R%)] + 5 (RY)]

e pelo menos um dos pequenos retdngulos deve satisfazer

|17(Ri)| > %\U(Rﬂ, para algumi € {1,2,3,4}

Vamos ajeitar (ou reordenar) os indices, se necessario, com o objetivo de chamarmos R; o
retangulo com propriedade acima.

Escolhido R, repetimos nele o processo de divisdo realizado anteriormente. Assim, conse-
guimos obter um outro retangulinho, denotado por R; e contido em Rj, satisfazendo:

1(Ra)| > 3l1(Ro)| > gzln(R)]

Repetindo indefinidamente o processo anterior, obtemos uma sequéncia de retdngulos sa-
tisfazendo
RDRiDRy,D...DOR;D...

com a propriedade

1Rl > 5 l7(R)], Ve N. 3)

18



Note que, quando n — o, R,, — z*, para algum z* € R. (Pelo Teorema da Intersegdo de
Cantor: Uma sequéncia decrescente de compactos ndo vazios de um espaco topoldgico, tem in-
terseccdo ndo vazia). Note que o didmetro desses retangulinhos satisfaz, diam R, — 0 quando
n — 0.

Como f é holomorfa em (), em particular diferencidvel em z*, dado e > 0, 3 ; > 0 tal que

|z —z"| <6 = %—f’(z*) <e.

Como z* € () e Q) é aberto, existe d, > 0, tal que D(z*,4,) C Q. E do fato que R,, — z* quando
n — oo, para este valor 6, > 0 existe ng € IN tal que V n > ng, R, C D(z*,6,).

Considere 6 = min{dy, J,}, entdo da diferenciabilidade em z*, temos:
f(z) = f(z") = f'(z")(z — 2")| < e|lz—2"|, ¥V z € D(z", ).
Note que 7(R,) = [ f(z)dze

R,
[ @) - ) -2z = [ fz)de-
oR, OR,

0 0
f(Z*)y//ﬂz/ F@) [ =2y =
o)

-/ ;<z> dz = 5(Ry).

oR;,

Assim,

1(Rn)| < / f(z) = f(z") = f(z")(z — 2%)| |dz]

Ry,
< / €lz—z"|dz| <e / dy |dz| = ed,Ly,
oRy IRy

onde d,, é o didmetro de R, e L, é o comprimento do contorno dR;. Lembrando que

diam A = sup{|z —w|, z,w € A}.
d

Portanto, |#(Ry)| < €dyLy.

Note que d; = Ed' onde d é o didmetro de R e d; é o didmetro de R;.
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1
EL = EL' L, onde L é o comprimento de dR e L; o comprimento da dR;.
1 1

Analisando o procedimento de divisdo do retangulo, concluimos que d,, = z—nd el, = Z—nL.
Portanto,
1
17(Ry)| < 64—nd.L.
Por (B temos
1 €
2 MR < [n(Re)| < 7d.L.
Assim,
17(R)| < ed.L.
Como d, L estdo fixados e € > 0 arbitrario, podemos tomar € — 0% e daf
n(R)] <0 = |n(R)[ = 0.
Portanto,
/ f(z)dz =0.
JR
O que conclui a prova. O

Exemplo 29. Vamos calcular as integrais abaixo através do Teorema de Cauchy.

a) [(z>+2z)dz,onde R = {x+iy,2<x <4, -1<y<1}.
R

/(z2 +2z)dz = 0.
oR

b) f%dz,ondeR:{x+iy,5<x<6,2<y<3}.

aR
1
/—dz =0.
z
aR

Corolario 30. Nas mesmas condicdes do teorema anteriot, tem-se

/f(z) dz =0,
oA

onde A é um triangulo qualquer em ).
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8 Dominios Estrelado, Simplesmente Conexo e Multiplamente
Conexo

Para provarmos um resultado mais geral que o anterior, isto é, para curvas quaisquer fechadas,
vamos precisar de algumas defini¢des relacionadas ao dominio da fungdo f em estudo.

Definic¢ao 31. Um subconjunto (3 C C é denominado dominio estrelado se é um dominio
(aberto e conexo) e se existe um ponto zg € Q) tal que o segmento de extremidades z( e z estd
contidoem Q), ¥V z € Q.

Im

1 f I
4 - \

Definic¢ao 32. Dizemos que um dominio () C C é simplesmente conexo quando toda curva
de Jordan, retificdvel, contida em () possui o seu interior constituido somente de pontos de Q). Um
dominio que ndo é simplesmente conexo é denominado multiplamente conexo.

Observacdo 33. Equivalente a definicido anterior, tem-se: um dominio é um conjunto simplesmente
conexo se todo contorno fechado simples o em Q) puder ser comprimido a um ponto em ).

Segue da definicdo de simplesmente conexo que () ndo tem “buracos". Logo, dominio mul-
tiplamente conexo possui“buracos". Notemos também que todo dominio estrelado é simples-
mente conexo.

Exemplo 34. Todo disco aberto, D(zp,r) C C, r > 0, é um dominio estrelado, portanto, simplesmente
conexo.
Basta tomar o centro zg, ¥V segmento que liga zo a z estd em D(zg, ).

21



Exemplo 35. Q) = C — {0} ndo é estrelado.

E claro que Q) é conexo por caminhos, mas de fato ndo é estrelado. Note, por exemplo, que ¥ zo € Q,
a reta que passa por z e pela origem, contém virios pontos z € (), cujo segmento de extremidades z( e z
ndo estd contido em ().

Exemplo 36. A regido anelar aberta dada por 1 < |z| < 2 é um dominio multiplamente conexo.

9 Calculo de primitivas de uma funcao complexa

Iniciemos esta segdo relembrando a defini¢do de primitiva de uma funcao.

Definicao 37 (Primitiva). Denomina-se primitiva de f em um certo dominio D a uma fungdo
derivivel F tal que F' = f em D.

O resultado a seguir garante a existéncia de primitiva de uma fun¢do holomorfa.

Teorema 38. Seja f : OO — C uma fungio holomorfa em um dominio estrelado (). Existe uma
fungdo F : Q) — C holomorfa em Q) tal que F'(z) = f(z).

Demonstragdo. Como () é estrelado existe um ponto zg € () tal que o segmento de extremos zg
e z esta contidoem ), V z € Q).
Portanto, podemos definir a fungédo F : (3 — C por

e = [ riey e - | f@ae

em que o, (f) = (1 —t)zg + tz, com t € [0,1], é a parametrizagdo do segmento de zg a z.
Assim,

1
Fz) = [ @ dz = [ Flaa(n)uinat
0

Xz

Note que F estd bem definida, pois f é holomorfa em Q e a; é de classe C!, para cada z € Q).
Portanto, a integral

/Z F(@)de

existe.
Como () é aberto, dado z € (), existe J; > 0 tal que D(z,6,) C Q. Pela continuidade de f

em z,dado e >0, 3 6; > 0 tal que
§—z| <é1 = [f(E) - f(2)] <e
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Considere nameros complexos h € C, com |h| < &..
Note quez+h € D(z,6,) C Q, pois |z+h —z| = |h| < 6..
Mostremos que

Flz+ h})l —FE) f(z)| =0, quando h — 0.
De fato, vejamos que
z+-h z
Fz+h)—F@) = [ f(@)de— [ f(&)de.

Agora, vamos considerar o tridngulo em () de vértices zg,z + I e z (ja que Q) é estrelado).
Pelo Corolario (Cauchy para Tridngulos) tem-se:

0—/f d§—7hf Qi+ | 1 dc+/f
z+h
ou se€ja,
z+h
/f )dz = /f )dz - /f )
z+h

Observe que se os pontos z, z 4 h, h forem colineares, a igualdade (E]) continua verdadeira.
z+h

Retornando a expressdo de F(z + h) — F(z), vamos substituir a integral [ f(¢) dZ pela ex-
E4)
pressao de (). Com isso, temos

z+h

F(z+h) — /f
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Logo,

z+h
FEENZEE) gy =L [ p@yae— £

1

[ z+h
- - /ﬂ@%W@]

1 [ z+h z+h
- | [ rode-re [ dé‘]

z

1 z+h
. [F@ -z
Finalmente
F(z+h) — F(z) 17

- [1F© - f)de

Z

1
<WT!Lﬂ@—f@NMa

z+h z+h

1 € €
<—/edg=—/ il = S jn| =,
i | <léel = | el = o

z

desde que | — z| < 4, onde § = min{J,, I }.
Portanto, F/(z) = f(z).

Coroldrio 39 (Versdo do Teorema de Cauchy-Goursat para dominio estrelado). Se f :
Q) — C é holomorfa, QY um dominio estrelado e & um contorno fechado simples qualquer em (),

entdao
/f(z) dz = 0.

Demonstragio. Pelo teorema anterior, existe uma fungéo F : O — C tal que F’ = f, portanto
/f(z) dz = /P’(z) dz = F(a(b)) — F(a(a)) = 0,
o 14

onde « : [a,b] — C é qualquer contorno fechado simples em Q).
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A seguir a versdo mais conhecida do Teorema de Cauchy-Goursat.

Corolario 40 (Teorema de Cauchy-Goursat). Se f : QO — C é holomorfa, (O um dominio
simplesmente conexo e o um contorno fechado simples qualquer em ), entio

/f(z) dz = 0.

Se exigirmos apenas a continuidade da fungdo f (em vez de holomorfa), ainda podemos
provar a existéncia de primitivas, mas é exigido uma hipétese de integragdo. Esse resultado é
dado a seguir.

Teorema 41. Seja f : (O — C uma fungio continua no dominio estrelado Q). Suponha ainda que

/f(z)dz =0
oA

para todo tridngulo /\ contido em Q). Entdo, f possui primitiva, isto é, existe F : Q) — C, tal que F' = f.

A prova se baseia na construgdo feita na prova do teorema anterior. (Exercicio)

10 Exemplo interessante

Vamos discutir a integral da fun¢do f(z) = ﬁ, ao longo do caminho C, cujo trago é a circun-

feréncia em C de centro em a e raio r > 0. Note primeiramente que o dominio desta fungdo
Q) = C — {a} ndo é simplesmente conexo.

Entdo, ja vimos que

1
dz = 27ti.
/ S, 0z =2mi (5)
C
E se considerarmos k voltas, teremos

1 )

/ dz = 2krri. (6)
z—a

Logo, podemos destacar que o valor obtido da integral em () independe do valor do raio
da circunferéncia C.

Assim, isso instiga se o valor dessa integral permanece o mesmo independente do formato
da curva, desde que seu traco envolva o ponto a. E o que responde o préximo resultado.
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Proposicao 42. Seja o um contorno simples fechado orientado positivamente (sentido anti-
horirio) envolvendo o niimero a. Entdo

1
/ dz = 27ti.
7z —

o

Ou seja, o valor da integral independe do caminho.

Demonstragido. Mostremos que

/ 1 dz:/ 1 dz,
zZ—a zZ—a
C

o

onde C é uma circunferéncia centrada em 4.
Seja r > 0 escolhido de forma que tr(C) C int(A), onde A é a regido que contem a e é
limitada pelo tr(a). Denotemos por

Cilz—a|l=r.

Agora, tracemos uma reta por 4, dividindo o plano complexo em dois semiplanos.

Com os pontos de interse¢do da reta com tr(C), construa um tridangulo dentro do disco,
(vejamos a figura).

Chame () o conjunto abaixo da reta e abaixo dos segmentos que formam o triangulo.

Vamos considerar as curvas &« = a1 @ ap, Y1, Y2, V3, 41, H2, 3 (as quais sdo descritas na

figura ).
Note que a1 ® 11 D 12 @ ¥3 C O, ap B 173 B 172 B 171 C Y e sdo curvas fechadas. Q) e () sdo
estrelados logo
1 1
0+0= / dz + / dz
zZ—a z—a
X1 DY1D72DY3 062@9773@'72@'71

:/ dz+/ dz+/
+/ dz+/ dz+/ dz+/
zZ—a zZ—a zZ—a z—a
:/ dz—/ dz.
zZ—a zZ—a
bt C

/1dz:/1
zZ—a zZ—a
C

o

Portanto,
dz = 27ti.
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Observacgao 43. Nas condicoes anteriores, em k voltas em o temos

/ Ve — ok

zZ—da

o

11 Exercicios

1. Calciﬂe:
a) / —= dz, onde « é 0 segmento de reta entre zp =i e z; = 9.
« \/Z

3+i
b) / 22 dz
0o .

d) [ coshzdz

7111+ /21
e) / sinh 3z dz

1
1++/3i

n [ (1 + %) dz
1-i  \z z

2. a) Enuncie e prove um resultado de integragdo por partes para fungdes de varidvel com-
plexa.

b ) Calcule
1
(i) / e coszdz

7T .

7Tl
(ii)/ e*z% dz
0

12 Foérmula Integral de Cauchy

Demonstraremos a seguir uma representacao integral de uma fungdo holomorfa f ao longo
de caminhos contidos em um disco D(a, p), o qual é estrelado e aberto, conhecida como For-
mula Integral de Cauchy (FIC.) . Com este resultado, podemos provar que uma fungao de
variavel complexa holomorfa em um dominio simplesmente conexo possui derivadas de todas
as ordens. Por tal propriedade, por analogia ao caso real, as fun¢des holomorfas sdo também
denominadas de fun¢ées analiticas.
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13 Teorema e Exemplos

Teorema 44 (Férmula Integral de Cauchy). Seja f uma fungio holomorfa em um disco de raio
Recentroa. Seja0 < p < R e C a circunferéncia orientada positivamente |z — a| = p. Entdo, se

z € D(a,p) tem-se
f(z) = 1./(?_@2)015.

271

Demonstragido. Dado z € D(a, p) qualquer, entdo existe r > 0tal que D(z,7) C D(a, p). Podemos
diminuir 7, se necessario, para garantir D[z, r] C D(a,p).

f((f) é holomorfa em D(a,R) — {z}.

Usaremos a mesma idela de construgao de Q, (Y, a1, 71, 72, 73,11, 112 € 13 da proposicdo an-
terior e teremos entdo os contornos a1 & Y1 Y2 D3 C Qeay D1z By By C Q. Assim,

/ &d(j —0= / ﬂd&.

Note que a fungéo ¢ —

x1DY1D2D7Y3 C— P13 B12DN (;’—Z
Portanto,
_ [ f©) f(©) f(¢) f()
o+o_/§dg+J§d§+J§dg+jadg
f(©) f() f() f(¢)
+/§d§+/§d§+/adé+/ad§
_/6— a6 + / f—zd(:
—|g—z|=r
Ou seja, @
e,
[ ] e

onde C: |§ —a| = p.

Vamos reescrever a integral que estd a esquerda da igualdade acima.
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Logo,

&-2l=r &2l=r
_ f(8) = f(2) f(z)
-/ —Ha+ [ s
&2l=r &2l=r
e2l=r &2l=r
= [ MO E e papm
&-2l=r

E—2|=r

De fato, observe primeiramente que f é continua em z, pois é derivavel. Assim, dado € >

0,36 >0com
6 -zl <d=1f(0) - f(2)] <e.
Podemos considerar v < §,logo ¢ € C, |§ —z| = < 6 tem-se

f(&) - fz)] <e.

Usando a continuidade, podemos obter a seguinte estimativa

< [ RSBy

—z —z
|§—z|=r |§—z|=r €=l
< / §|d§| zg / |d¢]| :§27Tr:27re.
|§—z|=r |§—z|=r

Como € > 0 é arbitrario, fazendo € — 0 tem-se

FO) = (@) 4o g
= |

Z
e—zl=r

Portanto,

/ g dé = f(2)2ri.
C
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Observacao 45. A Formula Integral de Cauchy é vilida para qualquer contorno « fechado simples con-
tido em um dominio estrelado ou simplesmente conexo ). Isto é, para f holomorfa em () simplesmente
conexo e w arco fechado, simples e orientado positivamente, tem-se

£lz) = %/é‘_@ i,

onde z € Q), a envolve uma tinica vez o niimero complexo z, com tr(a) C Q.

A prova segue da prova do teorema anterior. Basta observar que como Q) é aberto, para cada z na
regido limitada pelo trago de vy, denotada por A, existe um disco fechado centrado em z de raio r > 0
inteiramente contido no interior de A.

14 Exemplos

Vejamos algumas aplicagdes da Férmula Integral de Cauchy.

Z
Exemplo 46. Vamos calcular / %dz.

|z|=2
Note que f : C — C, com f(z) = €%, é uma fungdo inteira. Note também que zo = 0 é o ponto
envolvido pelo trago da curva |z| = 2. Assim, pela Formula Integral de Cauchy temos

f(0)2mi = / gdz

|z[=2

0_—1 e? .
—dz = 27i.
z

|z[=2

4

Z
Exemplo 47. Calculemos / e—zdz.
z
|z—2]=1
Z

Note que f : C — C, f(z) = 2—2 é holomorfa em C — {0}.
|z — 2| = 1éumarco fechado, {z € C, |z —2| =1} C C — {0}, temos

eZ

|z2]=1
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Exemplo 48. Calculemos / % dz, 2<p<+5
|z—(2-+2i)|=p

Note que f(z) = cos z/z é holomorfa em um disco que contém C e envolve o ponto problema, z = 2i.
Pela F1.C.

_ 2mi e(2)i 1 o= (20)i
2

Ccos z
|z—(2-2i)|=p
CcoS z T o o
/ z(z—2i)dz_2(e +e).
|z—(2-2i)|=p
.. COS Z
Exercicio 49. Calcule / Z—1)(z=2) dz.
|z—(242i)|=1

Exercicio 50. Calcule

2
/ (22 —25)(z +1) az

|z[=4

4q
Exercicio 51. Calcule /(23 + 2iz + 4) dz.
0

15 Exercicios

1. Calcule:
Sen z cos z
a) f ——dz.
|z—i|=1 (Z_Z)
senzcosz
b) / zzeZ
|z—i|=
— 4z 44
o | TTETE,
1222 z+1i
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z dz.

d) J

2
z—sij—a Z° 19

0 | @

|z[=2

2.Se C:zp/a+ret, comt € [0,271], verifique se

1 1
/ dz = —271i.

az — zg a

16 Derivadas n-ésimas de f

Uma primeira consequéncia da FI.C., o resultado a seguir, garante que f holomorfa possui
derivadas de todas as ordens e ainda ha uma expressdo para o calculo dessas derivadas.

Teorema 52 (Férmula Integral de Cauchy para Derivadas). Sejam (0 C C um dominio
simplesmente conexo em C e f : Q) — C uma fungdo holomorfa. Entio f tem derivadas de todas
as ordens em z € () e vale

27
C

n!
f(”)(z) _ / G {(ZC))”H dc,

onde C é qualquer circulo centrado em z, orientado positivamente, cujo tr(C) C Q.

Demonstragdo. Tome z € () arbitrdrio. Vamos provar o resultado usando indugao em n.
Consideremos n = 1 e mostremos que

fl(z) = ! /(Cf£€2)2 dg.
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Seja C: |¢ —z| =4, com é > 0 tal que tr(C) C Q. Tome h € C, com |h| < § entéo:

fz+h flz) 1 f(%)
E[ /C z+h 2711/(62)016]
1

1 7€)
2 ! e )
11 A7) - fOE -z h)
R R e
11 F(@)n
“izm ] TR e
Note que:
Q) Q) f@G-z-h) - f@E-2)
G-2F G-2-WE-2 @ 2PC-z-h
i
B r)
Portanto,
Q) O W
G-2-W@-2) G2 G-22C-2- )
Assim,

1 f(6) _ 1 f(©) f(C)
2m'c/(§‘—z—h)(§—z)d¢_27ri (C/((jz d§+/ (E—2)2(—z—h )dé).

Basta mostrar que

) _
}Hoc G-2c—z—m ="

Como temos

o[ lf@In
J =Pl -z~

F@n
| e

tr(C) é um conjunto compacto de C (fechado e limitado) e a funcdo f é continua, segue que

i l4el,

existe M > 0 tal que |f(§)] < M, V ¢ € tr(C). Tomemos também |h| < g, podemos assumir
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isso pois faremos h — 0. Além disso, note que

G—z—h>lg—2—lh>6-3 =3

. 2
le—z—h| " &

Entao

() M2, 47M
c/@—z)zw—z—h)dg <C/ 525 1461 = - Ihl.

Fazendo I — 0, tem-se o resultado:

h—0 h - 2mi ! &—z)2

Exercicio: Mostre o caso em que n = 2, isto §,

i 2!

Suponhamos agora que a conclusao seja vélida para n — 1, isto €,

£ () = (n—.l)!/(ffé) iz,
C

271

e mostremos que vale para n. Considere h € Ctalquez+h € Qe || < §.
Assim,

ANz — () 1 (n—1) { /- f&) SO
¢

h 2mi / —z—h)"  (E—2z)"

h
i [ T ) O

Note que ¢ : O — tr(C) — C dada por g(z) =

[
soh [(E—z—h)" (E—2)"]
Mostremos que

é holomorfa e ¢'(z) =

1
(¢ —2)"

.1 1 1 ,
;lzlgcl)c h {(C—z—h)n B (C_Z)n:| f(8)dg = C/g (z)f(8)dc.

34



De fato, primeiro observe que f(¢), com ¢ € tr(C), é limitada. Assim, existe M > 0 tal que
F(E <M, V¢ e tr(C).

Além disso, dadoe > 0,36 > 0 (§ < 4) tal que
z+h) —g(z)
h

—¢(2)| <e.

|h|<5;»‘g(

Assim,

g(z+h) —g(z)

: NG

~g'(2)

< /eM |d¢| = eM275, desde que |h| < .
C

Como € é arbitrério, fazendo € — 0 tem-se

1 1 1
C/E ((g—z_h)n - (g_z)n>f(€)d€ = 0.
Portanto,

o 01 = 0
h—0 h -
. (n—=1)! 11 1 1
11115(1) 27 C/E{(C—Z—h)”_(é‘—z)”}f(g)dg
Syt ) [ fE)
- o C/ (C—Z)”“f(‘:) 4% = 27ric/ (= z)n1 %6

]

Observacdo 53. O resultado acima continua vdlido para qualquer contorno « fechado simples contido
em um dominio simplesmente conexo.

Vamos realizar algumas aplicacdes deste resultado.
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Exemplo 54. Calculemos [ —dz
j2j=2

Como podemos escrever

| @ izov %

|z|=2

nota-se que o ponto z = 0 estd envolvido pelo tr(C), em que C : |z| = 2 e neste caso f(z) = e* é uma
fungdo inteira. Portanto,
e* f(0)27ti
ag = =2
/ G—op 1 o

|z|=2

d
Exemplo 55. Calculemos [ z
=2 71

Primeiramente, observe que
1 A B A(z+i)+B(z—i)

Z+1 z—iz+i (z—i)(z+1)
A(z+i)+B(z—i)=1

Sez =1, temosZzA—1:>A—211

1
Sez = —i, temos B(—2i) =1 = B = —or

Usando, podemos reescrever a integral como soma de duas integrais, ou seja,

/zz+1 /21 z—z 2 / 2 oz dz

|z|=2 |z|=2 |z|=2

1 1 1 1
2i / s )

|z]=2 |z|=2

dz.

24+3z—-1
Exemplo 56. Calculemos [ cos(2” + 3 5 )
2lm3 (2z + 3)

Note que o ponto z = —3/2 estd envolvido pelo tr(C) e que a fungio f(z) = cos(z>+3z—1) é
inteira, pois é composta de fungdes derivdveis.

36



Usando o coroldrio, temos

/cos(zz+3z—|—1) _/cos(zz—|—3z—|—1) .

(2z+32 77 (3)
C 4Z+§

:%C/ z+3z+1) —f( )2m_0

(-+3)

17 Exercicios

1. Usando a expressdo de f’(z) dada na prova da FI.C. para Derivadas, mostre que a férmula

é valida para n = 2, isto é,
. 2!
f(z) = -/(f(é)adg-

ZmC ¢—2z)
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2. Calcule as integrais:

eZ
a) / Z—ndz, ne-4.
|z|=1

. .
b) / e*senh (2..z+z) i
z(z — )2
|z—i|=1/2

o / (22 +z+zLog(z+8)dz.

4z — )3
|z|=3

4z+4
d
) / z—|—1 dz
|z[=2

1
e) / 2251 dz.

|z—i|=3/2

2

cosh z sin“ z
g>| /3/2 ((z— (- n>3) &=

3. Seja f uma func¢do holomorfa num dominio simplesmente conexo () e seja C a circunferéncia
|z — zg| = r contida em Q) e orientada positivamente. Se |f(z)| < M, paratodo z € tr(C), mostre
que

7 (z0)] <

rn

4. Os resultados provados nesta se¢do garantem que se f for uma funcdo diferencidvel em
algum dominio, entdo todas as derivadas, f', f”, ....existem no dominio. Mostre que na anélise
real este fato ndo é verdadeiro.
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18 Consequéncias da F.I.C.

O teorema que demonstraremos a seguir traz uma condi¢do suficiente para que uma funcdo
continua seja holomorfa. Ou ainda, o resultado é uma reciproca do Teorema de Cauchy- Gour-
sat.

7

Teorema 57 (Teorema de Morera). Sejam (3 C C um dominio e f : Q) — C uma fungdo

continua. Se
/ f(z)dz=0
S JAN

para todo caminho triangular 0\ C (), entdo f é holomorfa em Q).

Demonstragio. Basta mostrar que existe f'(z), Vz € Q. Dado zg € Q) arbitrario, considere § > 0
tal que D(zg,0) C Q, pois Q) é aberto.
Como D(z, ) é estrelado podemos definir para todo z € D(zy, ) a fungdo

F2) = [ f(@)de.

Usando resultados anteriores, temos F/(z) = f(z). Pelo Teorema da Férmula Integral de
Cauchy para Derivadas segue que F tem derivadas de todas as ordens.

Portanto,
F'(z) = f'(z), V z € D(z,9).

Essa construcdo pode ser feita para qualquer ponto z € (), concluindo-se a prova. O

Pelo fato da integral ndo depender do caminho, podemos enunciar o Teorema de Morera
para caminhos fechados, como segue:

Teorema 58. Seja f : O — C uma fungdo continua num dominio estrelado (). Se
/ f(z)dz=0
¥

para todo caminho fechado simples y em (), entdo f é holomorfa em Q).

O préximo resultado, conhecido como Teorema de Liouville, traz uma informagao impor-
tante: uma funcdo inteira ndo pode ser limitada, a menos que seja uma constante.

Teorema 59 (Teorema de Liouville). Seja f : C — C uma fungio inteira e limitada. Entdo f
¢ constante.
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Demonstragio. Basta mostrar que f'(a) =0, Va € C.

Como f é limitada em C, tem-se |f(z)| < M, Vz € C.
Dado a € C, arbitrério, tomep >0e C: |z —a| = p.
Pelo Teorema da Férmula Integral de Cauchy para Derivadas tem-se

Fla) = s [ L az,

=5 ~
mc (& —a)
logo
1 £ (©)]
0<|f(a)| < , d
701 < g | a0
1 M 1 M
<5/ 7 el = 552
C
Portanto,
M
0<WWH<?- (7)

Como f é inteira, podemos tomar p tdo grande quanto se queira. E fazendo p — oo em ([7))

tem-se
[f'(a)] =0= f'(a) = 0.
L]

Uma prova para o Teorema Fundamental da Algebra pode ser dada utilizando o Teorema
de Liouville, vejamos a seguir.

Teorema 60 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polindmio com coeficientes em C de
grau maior ou igual a 1 possui raiz.

Demonstragio. Seja p(z) = anz" + an_lz”_l +...+a1z+ap, onde a, # 0en > 1. Mostremos
que existe zg € C tal que p(z9) = 0. Para provar este fato, vamos supor por contradi¢do que
p(z) #0, Vz € C.

Logo, a fungdo f : C — C dada por f(z) = % é inteira (fungdo racional, cujo denomina-

dor ndo se anula).

40



Mostremos que |p(z)| — oo quando z — co. De fato, isso acontece pois

1p(2)| = |anz" +a,_12" 1+ ...+ a1z + ag

= |anz" — (—ay_1)2" 1 — ... = (—a1)z — (—ap)|
> |anz"| — | _ﬂn—lznil‘ — .= | =mz| = | —ag
= |ayz"| — |an_1z”_1| — . — |agz| — ag

_oln Cawal o m| aol

= |z| {|an| 2] S =

‘arz_ﬂ o ol m] — |an|, quando [z| — +oo, e usando a desigual-

Como {\anl - 2T
dade anterior, concluimos que

|an-1] | ao]
p@) > =" [Jan] = Bt - - il -] oo

Portanto, Zh_)m |f(z)| = 0. Assim, dado € > 0, 3 k > 0 tal que

lz| > k=|f(z)] <e.

Em particular, para € = 1 existe r > 0 tal que |z| > r = |f(z)| < 1.
Segue que f é limitada fora do disco fechado de centro em 0 e raio . Agora, considerando
o disco fechado DJ0,7], o qual é compacto e, lembrando que f é continua em C, entdo existe
M > 0 tal que
|f(z)| < M, Vz € D[0,7].

Considerando K = max{1, M}, temos

|f(z)] <K, Vz € C.

Portanto, f é inteira e limitada. Pelo Teorema de Liouville, conclui-se que f é uma fungdo
constante, ou seja,

! c, ¢ tante = cp(z) =1
— = constante =1
p(z)
Mas isto implica que o polindmio p(z) tem grau zero e, portanto, p(z) é constante. Mas é
claro que isto gera uma contradigéo, pois a, # 0, o que conclui a prova. [
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19 Exercicios

1. Prove que todo polinémio p(z) = ag + a1z + ... + a,z" onde n > 1 e a, # 0 tem exatamente
n raizes (ndo necessariamente todas distintas).

2. Mostre o Principio do Méximo, enunciado a seguir.

Teorema 61 (Principio do Méximo). Seja Q) um dominio limitado e seja f uma fungio holo-
morfa em Q) e continua no fecho Q). Entdo, o maximo de | f| é um ponto da fronteira 0Q).

3. Determine o médulo méximo de f(z) = 2z + 5i na regido circular fechada definida por
z| < 2.

20 Séries de Fun¢des Complexas

Neste capitulo mostraremos que uma func¢do holomorfa definida em um dominio () C C pode
ser representada por uma série de poténcias. Veremos também que, sob certas hipoteses, vale a

reciproca deste resultado. Para isso, vamos precisar de alguns resultados classicos sobre séries
numéricas.

21 Sequéncias e Séries Numéricas - revisao.

21.1 Sequéncias em C

Definicdo 62. Uma fungios : IN — C que associa a cada niimero natural n um niimero complexo
s(n) = zy, é denominada uma sequéncia em C. O niimero complexo s(n) é chamado de n—ésimo
termo ou termo geral da sequéncia. Denotamos a sequéncia por (z, )yeN ou simplesmente (z,).
Uma sequéncia (z,)nen € limitada quando existir M > 0 tal que |z,| < M para todo n € IN.

Defini¢do 63. Dizemos que (z,),eN converge para um niimero complexo « se dado € > 0

existe ng € IN, (ng = no(e)) tal que Vn > ny, |z, — a| < €. E escrevemos 1i_r>n Zy = & ou
n—oo

simplesmente z,, — «. Neste caso a sequéncia (z,)n,cN € convergente. Uma sequéncia que nio
é convergente é denominada divergente.

Observacdo 64. O limite de uma sequéncia, quando existir, é tinico.(Demonstre!)

Exemplo 65. A sequéncia constante, dada por: (z,)neN = (20, 2o, 2o, - - .) € convergente e, neste caso,
Zn — ZO.
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14
Exemplo 66. Dada z, = i, entdo lim,, _, z;;, = 0.

vn
2
De fato, dado € > 0, dng € IN, neste caso, basta tomar qualquer natural ng com ng > = Assim,

para ¥n > ng tem-se:
1+

Vn

i+ V2

vnooo/n

|zn — 0| =

[ Proposicdo 67. Toda sequéncia de niimeros complexos (z,) convergente é limitada.

Demonstragio. Como existe o limite da sequéncia, isto é, existe « € C tal que lim z, = a temos,
n—o00

para € = 1, existe um ng € IN tal que ,Vn > ng, vale |zn —a| < 1. Logo,
zn| < |z — | + o] <1+ |a, Vi > ng.

Tomando r = max{1 + |a|, |z1],..., |zs|}, tem-se que z, € D(0,r), para todo n € IN.
Portanto, (z,) é uma sequéncia limitada. O

Definicao 68. Sejam kg < k1 < ... < k, < ... um conjunto infinito de niimeros naturais e
n +— z, uma sequéncia de nitmeros complexos. A fungdo que associa k,, — zj, denomina-se uma
subsequéncia de (z,),cN, a qual se representa por (zx, )neN-

Proposic¢do 69 (Propriedades e Operagdes). Sejam (z,) e (wy,) duas sequéncias de niimeros comple-
x0s, entdo sdo vilidas as seguintes propriedades:

1. zp=xy+iy, —a+bis x, >aey, —b.
2. Sezy, — aew, — Bentio:

i) czy — ca, Ve € C;
ii) zy +wn — a+B;

iif) zywn — af;

1 1
v) S tio — — —.
iv) etxyéOenaoZn—>“

3. Toda sequéncia limitada de niimeros complexos possui subsequéncia convergente.

Demonstragio. 1. Exercicio.
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2. (i), (ii) e (iii) Exercicio. Mostremos (iv). Notemos primeiramente que

11
Zn X

_ |zn — af
|Zn |||

Como a # 0 por hipétese e z, — «a, existem entdo r > 0 e um natural n; tais que || > re
|zy| > r, para todo n > ny. Dado agora € > 0, existe n, € N tal que |z, — a| < er?, para
todo n > ny. Tomando ny = max{ny,n,}, tem-se

1 1
Zn A

lzy —a|  er?
=Sz —e
|z ||| r.r

3. Seja (z,) uma sequéncia limitada de nimeros complexos, isto é, |z,| < M, Vn € N, para
algum M > 0.

Assim, Re (z,) = x, e Im (z,) = y, sdo também sequéncias de nameros reais limitadas,
pois,
|Xn| < [zn| < M e [yn] < |za] < M.

Como (x;) é limitada, entdo existe uma subsequéncia (X, )ren convergente, x,, — a.
Como a subsequéncia (Y, )ken também é limitada e, assim, possui subsequéncia (1, )
]

convergente para um namero real b.

Portanto,
Zn, = Xp, + Yy, — a+ bi.
] ] ]

]

Exercicio 70. Prove que se (z,) converge para um niimero w, entio toda subsequéncia de (z,) também
converge para w.

Exercicio 71. Verifique se existem os limites das sequintes sequéncias:

n
1. lim (1+i(1) ),-
n—oo \ n 2
N\ N
2. lim (i+<4+31) >;
n—oo 5

3. Tim (M) ],-

n—oo 2

n—oo 3

. n
4 lim M) .
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Defini¢do 72. Uma sequéncia (z, )N denomina-se de Cauchy quando, para cada € > 0, existe
um niimero natural ng = ng(€) tal que

|zm — zn| <€, VYm > ng, n>nyp.

Proposicao 73. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

.

Demonstragdo. Seja (z,),en uma sequéncia de Cauchy em C. Portanto, dado € > 0 existe ny =
no(e) € N tal que
|zm — zn| < €, paratodo m > ng, n > ny.

Tomando € = 1en = ng + 1, segue que |z;; — z44+1| < 1, para todo m > ng. Assim,
Zm| < |zm — Zug+1| + 12Zng+1] <14 |2ng4+1|, paratodo m > ny.

Considerando
M = max{|z1, [z2), ., 2ugly 1+ [2ng1]}

conclui-se que |z,| < M, para todo n € N, ou seja, (z,)neN € limitada. O

Teorema 74. Uma sequéncia (z,)ncN de niimeros complexos é convergente se, e somente se, (zn)neN €
uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragio. Suponha que (z,),ecN Seja uma sequéncia convergente para z. Entdo, dadoe > 0,
existe ngp € IN tal que

|zm —z| < €/2, também |z, —z| < €/2, paratodo m > ng, n > n.
Usando agora a desigualdade triangular, temos
Zm — zn| < |zm —z| + |z — 24| <€/2+€/2=¢€, paratodo m > ngy, n > ny.

Portanto, (z),cN € uma sequéncia de Cauchy.

Suponha agora que (z,),eN Seja uma sequéncia de Cauchy em C. Do resultado anterior,
sabemos que (z,),eN € limitada e da Proposigdo 69} item 3, segue que existe uma subsequéncia
(zn, )ken convergente, digamos z,, — z. Mostremos que z, — z. De fato, sendo a sequéncia de
Cauchy, para cada € > 0 existe nyp € IN tal que

|zm — zn| < €/2, paratodo m > ng, n > ny.

Como z,, — z, existe my > ny tal que |z, — z| < €/2. Portanto,

zn — 2| <|zn — Zmy| + |2my — 2| < €/2+€/2, paratodo n > ny.

O que prova que z,, — z, isto é, (zx)neN € convergente.
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21.2 Séries numéricas em C

r

Defini¢do 75. Uma série numérica em C é uma sequéncia (s, )ncN, gerada por uma sequéncia
(zn)neN de niimeros complexos, dada pela sequinte forma:

S = 2

81 =29+ 21
Sp =zo+2z1+ 22

n
Sn=20+21+...+ 2= )_ 2
j=0
Se s, — s, quando n — oo, dizemos que a série converge e que sua soma e s € C. Caso

(o)
contrdrio dizemos que a série ) z, diverge.
n=0

Observacio 76. E claro que podemos escrever z, = X, + 1y, e, portanto,

Y zp =) (xn +iyn).
n=0 n=0

(o]

Assim, usando os resultados de convergéncia de sequéncias da segdo anterior segue que a série ) z, é
n=0

[e0] o]
convergente se, e s6 se, Y, Xp e Y, Yy forem convergentes.
n=0 n=0

o o
Logo, para mostrar que ) z, converge basta mostrar que as séries de nimeros reais ) x,
n=0 n=0

o0
e ). yu convergem, e dai podemos usar os critérios de convergéncia conhecidos de séries de
n=0
nameros reais.

Exercicio 77. Descreva as hipoteses de cada teste denominado abaixo, como foi feito com o Teste da Com-
paragdo (ndo precisa demonstri-los).

o o
1. Comparagdo: se Y aye Y, by sdo séries de niimeros reais a, > 0e b, > 0. Sea, < by, Vn,
entdo
i) SeY_ by converge entio ) a, converge;

i) Se Y ay diverge entio ) b, diverge.
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2. Teste da Razio.

3. Teste da Raiz.

4. Critério da integral.
5. Teste de Leibniz.

Vejamos a seguir alguns resultados importantes sobre convergéncia de séries de nameros
complexos, que serdo tteis nas se¢des seguintes.

7

(e9)
Teorema 78 (Critério de Cauchy). Uma série Y z, é convergente se, e somente se, a sequéncia
n=0
formada pelas somas parciais (s,) é uma sequéncia de Cauchy. Isto é, dado € > 0, existe ng € IN
tal que

|Zng1 + oo F Znyp| <€, Vn>ny Vp=1

\.

Demonstragio. Basta aplicar o Teorema [74|a sequéncia (s;,). O

(e ] (o]

Proposicao 79. Seja ). z, uma série de niimeros complexos. Se ) z, converge entdo z,, — 0,
n=0 n=0

quando n — oo.

(o] n
Demonstragio. Como } z, é convergente, segue que s, = }_ zj, forma uma sequéncia de Cau-
n=0 j=0
chy. Portanto, dado € > 0, existe um indice ny € IN tal que
Zng1 oo FZnp| <€, Vn>ny Vp=1.

Fazendo p = 1, tem-se que dado € > 0, |z,,11| < €,V n > np, mas isto implica que z, — 0. [

7

o0 (e)
Definicao 80. A série ) z, é denominada absolutamente convergente se a séric Y |z,| for
n=0 n=0
convergente.

o0
Proposicdo 81. Sea série ) z, é absolutamente convergente entio a série é convergente e vale
n=0

o0

> =

n=0

o
< Z |Zn].
n=0
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o0
Demonstragido. Como Y |z,| converge, entdo satisfaz o Critério de Cauchy, ou seja, dado € > 0,
n=0

existe um 1o € N tal q1_1e
|Zng1| + oo+ |znap| <€ Vn>ng Vp=1

Sendo
Zng1 F oo F Zngp| < zZpga| + o+ zZnapl <€

oo
tem-se que ) z, é de Cauchy e, portanto, converge. Assim,
n=0

o0
Zn

= | lim (20 + 21 + .+ 2a)| < lim (|z0] + |21] + .+ |20]) = ggg\zny

n=0

Exercicio 82. Prove que se )z, e )  wy sio séries convergentes entio
i) Y.(zn + wy) converge;
ii) Y czy converge, para todo c € C.

Exercicio 83. Prove que se )z, e ) wy sdo séries de niimeros complexos absolutamente convergentes,
entdo a série produto y_ p, = Yz, ), wy, também converge absolutamente.

22 Séries de Poténcias

De modo analogo ao caso nimérico, podemos definir uma série de fun¢des complexas.

Definicao 84. Seja () um dominio em C e para cada n natural, seja f, : QO — C uma fungio,
assim, (fn)neN forma uma sequéncia de fungdes complexas. Define-se uma série de fun-
¢oes complexas como sendo a sequéncia (s,)yeN gerada pela sequéncia (fy)neN de fungdes
complexas da sequinte forma:

so = fo
s1=fo+ f1
ss=fot+tfit+h

sn:f0+f1+...+fn:i)f]-.
f=
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Observagido 85. Consideremos uma série Y ;o fn convergente em um subconjunto infinito E C Q).
Para todo zy € E, a série numérica 'y, fn(20) é convergente. Pelo Critério de Cauchy, dado € > 0,
existe um niimero natural ny = ng(zo, €) tal que

|fur1(z0) + fur2(z0) + - + furp(z0)| <€, Vn >ng, p>1.

Sabe-se que, fixado € e fazendo variar zg em E, a desigualdade acima pode ainda valer, mas
o indice ny pode variar, conforme o valor zy considerado. Porém hd séries para as quais existe
um valor ng tal que a desigualdade anterior continua valida para todo valor de z € E, para estes
casos define-se a convergéncia uniforme.

Definicao 86. Dizemos que uma série Y . fu de fungdes complexas f, : Q2 — C convergente
uniformemente em um subconjunto infinito E C ), quando para cada € > 0, existe um niimero
natural ng = ng(e) tal que

|fat1(2) + fug2(2) + - + furp(2)| <6, Vn > ng, p =1,

qualquer que seja z € E.

.

Exercicio 87. (Weierstrass) Seja) ., My uma série convergente de niimeros reais positivos. Se Y - fu
é uma série de fungoes complexas f, : (3 — C tais que

fu(z)|<M,, VzeQ, YVneN

mostre que a série Y .- fu converge uniformemente em Q.

Vamos a defini¢do de série de poténcias.

Definicao 88. Para cada n, considere f, : C — C definida por f,(z) = a,(z — z9)". A série
Y an(z —20)",
n=0

em que (a,) é uma sequéncia de niimeros complexos (denominados coeficientes da série) e zg é
um niimero complexo fixado (denominado centro da série de poténcias) é denominada série de
poténcias. O elemento a,(z — zo)" é chamado de termo geral da série.

Em alguns casos e teoremas podemos assumir zg = 0, sem perda de generalidade.

Facamos, por exemplo, zg = 0 e a, = 1, obtemos assim a série geométrica ) z". Para inves-
tigarmos a convergéncia, iniciamos com a condicdo do termo geral z" — 0. E isso ocorre se, e
s6 se, |z| < 1, dai concluimos que a série diverge para |z| > 1.

Para |z| < 1, vamos considerar S,,(z) =14z + ...+ z". Assim,
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1— Zn+1

(1-2)Su(z) =1—2""1 = S,(2) = -

n+1

z
Como |z| < 1, segue que 3 — 0. Portanto,

-z
(0] " 1
Y 2'=—- z€C |z|] <L
— 11—z
n=1
Vale observar que a convergéncia também é absoluta no disco D(0,1) = {z € C: |z| < 1}.

Veremos que toda série de poténcia complexa possui um raio de convergéncia, que pode
ser zero, infinito ou um ntmero real positivo. Assim como uma série de poténcia de niimeros
reais tem um intervalo de convergéncia, é de se esperar que uma série de poténcias complexa

o0
da forma Y a,(z — zp)", tenha um disco de convergéncia, que é um circulo centrado em zj e 0
n=0
maior raio R > 0, tal que a série convirja em todos os pontos |z — zp| < R. Para estudarmos o
tipo de convergéncia no disco, vamos precisar do préximo resultado.
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Por simplicidade a proposigdo seguinte é provada para uma série de poténcia centrada em
zp = 0. A prova € anéloga para o caso em que z( € ndo nulo.

o
Proposicao 89. Considere a série de poténcias ) a,z", entdo:
n=0

(o] (o]
a) Seexistirzy € C, z1 # 0, tal que }_ a,z{ converge entdo Y. a,z" converge absolutamente
n= n=0

Vz € C tal que |z| < |z1].

o0
b) Seexistir zo € C, zp # 0 tal que ), a,z} diverge, entdo ) a,z" diverge para Vz € C tal
n=0
que |z| > |z3].

o0
Demonstragio. a) Como ). a,z[ é convergente entdo (revisdo) sabemos que o termo geral a,z] —
n=0
0, quando n — co. Logo, a sequéncia (a,z}) é limitada, isto ¢, 3K > 0 tal que

lanz]| < K = |au||z1]" < K, Vn € N.

Considere z € C tal que |z| < |z1], assim
n n n
|anzn| Zlio |‘1n||2| 1|121| <K (ﬂ) .
|21 |1
(o]

Como |z] < |z1] = 0 < % = g < 1e, portanto, a série numérica ) Kg" é convergente.

1 n=0
Usando o Teste da Comparagao, segue que a série ) |anz”| ¢é convergente, isto &, Y a,z" é

absolutamente convergente V z € C, satisfazendo |z| < |z1].

b) Exercicio. (Seguir as mesmas ideias). O

Defini¢do 90. Dizemos que uma série de poténcias Y a,(z — zp)" converge uniformemente
em um conjunto D C C se existir uma fungio S : D — C tal que, dado € > 0 existe um indice

ng satisfazendo
n

S(z)— Y aj(z—z)| <e, Vn>n.
=0

Neste caso, Su(z) = L aj(z — z0)! converge para S(z), para todo z € D.
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Proposigdo 91. Seja Y a,(z — zo)" uma série de poténcia que satisfaz, para todo n € IN:
lan(z —20)"| < b, Vze€D,

onde Y b, é uma série de niimeros reais positivos convergente. Entdo, a série }_a,(z — zo)" é
uniformemente convergente em D.

Demonstragdo. Como a série ) b, é convergente, dado € > 0 existe nyp € IN tal que

o0 n
DU
j=0 j=0

Note primeiramente, que para cada z € D a série numérica ) a,(z — z9)" é absolutamente
convergente (Pelo Teste da Comparacao).

o0
= Z b]'<€, Vn > ng.
j=n+1

Assim, para n > ng e para todo z € D, temos

0 ) n . s . © .
Y ai(z—20) =) a(z—20)| =| ) ajz=z0)| < ) laj(z—z0)/
j=0 j=0 j=n+1 j=n+1

[ee)
< j:ﬂ+1 b] < €.

O resultado segue do teste de Weierstrass.

Exercicio 92. Prove que a série geométrica y ;. z" é uniformemente convergente em D|0, 1], com 0 <
r < 1, mas nio é uniformemente no disco aberto D (0, 1).

23 Raio de Convergéncia

Pelos resultados da segdo anterior, podemos concluir que dada uma série ) | a,z", se existir um
z1 € C tal que Y a,z] converge, entdo existe um disco fechado D[0,r] tal que a série ) a,z"
é absolutamente convergente nos pontos z € D(0,r). Veremos a seguir que a convergéncia
é uniforme no disco fechado D[0,7'], com 0 < ' < r. Dai, é possivel definir uma fungéo

f:D(0,r) — Ctalque f(z) = Y. a,z". Este disco aberto denomina-se circulo de convergéncia
=0

n
da série e r é chamado o raio de convergéncia da série.
O préximo resultado mostra como determinar o raio de convergéncia de uma série de po-
téncias em C, andlogo ao caso real.
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Lema 93. Seja ) ;> o an(z — zo)" uma série de poténcias. Consideremos a sequéncia ({/|an|)neN,
entdo o raio r de convergéncia desta série é

0, se limy 0 /|| = o0,

r={ oo, se limy, 0 V/|an| =0,
m se 0 < hmn_m Y/ |lln| < Q.

Se r for finito, a série converge absolutamente para todo z tal que |z — zg| < r e diverge para todo
z que satisfaz |z — zo| > r. A convergéncia é uniforme em D|zo, '], para 0 < v’ < r.

\.

Demonstragido. Provemos o caso em que r = % Como o limite da sequéncia {/|a,|
limy 0 vV |an‘

existe e supondo diferente de zero, este r > 0 estd bem definido. Para provar que este 7 é o
raio de convergéncia, basta mostrar que r satisfaz as condi¢des sobre a convergéncia da série

Yo oan(z —zo)". )

1
Para isto, considere s arbitrario tal que 0 < s < r. Logo, — > —. Como o limite da sequéncia
s

<

{/|an| existe, quando n — oo, entdo existe ny € N tal que

1 1
\lan| < =, Vn>mng=la,| < — Vn>ny.
S s

Assim, para |z — zgp| < sen > ng, temos

lan(z — 20)"] < ('Z_—ZO')

STl

Como ‘Z_SZO| < 1, a série ), (Z;# é absolutamente convergente. Pela desigualdade ante-

rior segue que a série ) 5 a,(z — zo)" é absolutamente convergente em D(z,7), pois s < r é
arbitrario.
Agora, dado 7’ tal que 0 < 1’ < r, tome s tal que ' < s < r, entdo como feito anteriormente,

para |z — zg| < 7/, temos
\"
lan(z — z0)"| < (g) ,

para n suficientemente grande. Assim, a série é uniformemente convergente em D|zo, 1'].
Paras > rentdo 1/s < 1/r. Logo, existe n; € N tal que 1/s < {/|a,|, para todo n > ny. Se

tomarmos |z — zp| > s entdo
N n
|4y (z — 20)"| > (|Z—ZO|)

S?’l
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Como |(z —zp)|/s > 1 entdo o termo geral a,(z — z9)" ndo tende a zero quando n — oo.
Segue disto que a série Y ;" a,(z — zp)" ndo pode ser convergente neste caso.

Exercicio: prove os outros dois casos. O

Observagdo 94. Note que a sequéncia ({/|an|)nen, pode ser ilimitada, daf definimos o limite superior
como sendo +o0 e r = 0 é o raio de convergéncia; e pode ser limitada (e ndo convergente) entdo considera-

se
1

 limsup {/]a,|
n—00

r

|41

Observacao 95. De forma andloga ao caso real, se existir o limite da sequéncia ( ) , podemos
nelN

|an|
mostrar a igualdade abaixo:

1
= lim 2]

lim Ya,] o langal

n—oo

r

Agora, podemos enunciar o resultado abaixo:

Teorema 96 (Cauchy-Hadamard). Se r # 0 (como definido anteriormente) for finito entio a

série Y an(z — zo)" é convergente em valor absoluto para todo z € C tal que |z — zp| < re
n=0
divergente para os niimeros z € C tais que |z — zo| > r. Além disso, se 0 < v’ < r a convergéncia

da série é uniforme em D |zg, 1'].
Quando r = co a série converge absolutamente para todo z € C. Se r = 0 a série converge apenas
em z = z.

Demonstragdo. Para r > 0 finito, a prova segue do lema anterior.
Seja agora r = oo, é claro que para z = zg segue que )_a,(z — zo)" é convergente. Tome agora
z fixado e suponha z # zo.

Como r = oo, tem-se nll_r>r<>10 "/|an| = 0, assim dado € = M, existe nyp € IN tal que
Vn > ny.
f)aal < 5—
" 20z — 7|

<1,Vn > ng.

Logo, {/|an||z — zo|" < |z —zolm

Pelo Teste da Raiz, segue que Y |a,(z — z9)"| é convergente. Como z é arbitrdrio, a conver-
géncia acontece para todo z € C.

Agora, se r = 0, para z = zg é 6bvio que a série converge.
(o)

Sejaz; € C, z1 # 2. Suponha, por contradi¢do, que a série Y a,(z1 — zp)" seja convergente.
n=0
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Assim, (a,(z1 — 20)")neN € uma sequéncia limitada, isto é, IM > 0 tal que
|an(z1 —20)"| < M.
o que implica
|anl|z1 — z0|" < M, VneN,

= |an||z1 — zo| < M

1
M
= {|ap| < ———
|21 — zo|
o que implica {/|a,| limitada, o que é um absurdo, pois lim |an| = oo. O

Os exemplos seguintes mostram que nada podemos concluir com respeito aos pontos da
fronteira do disco D(zg, r) de convergéncia da série de poténcias em C.

oo
Exemplo 97. Considere a série ), nz". Entdo,

n=0
r=— 1t -1
fim, V] o Y

Vz € D(0,1) a série Y nz" converge absolutamente.
Paraz € C, |z| =1, z = x¢ + iyo, temos

Y (x0 + iyo)"n
In(xo +iyo)"| = n|xo +iyg|" = 1"n =n — oo.

Portanto, o termo geral (n(xg + iyo)") com |xg + iyo| = 1 ndo converge para zero. Assim, }_ nz"
diverge Vz € C com |z| = 1.

o0 n
Exemplo 98. Considere agora a série ) el Entdo,
n=1
1 2 2 1
r = lim x| = lim —%— = lim %
n—s00 ‘an+1| n—s00 1 n—so0 n
(n+1)2
14+241
— lim Sttt 1.
n—00
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Portanto, a série converge absolutamente Vz € D(0,1). Tome agora z € C, |z| = 1, entido

Zn
n2

z[* _ 1
nz — n?
1 x© z"
Como ) 7 converge, ). 7 converge absolutamente Vz, |z| = 1.
o
Portanto, a série ) 7 converge absolutamente Vz € D|0,1].
n=1
o0 n
Exemplo 99. Considere a série ) = Entdo,
n=1

1
r:—l =1.
lirn</j

n

© 1
Escolhazy =1 = ), el qual diverge.
n=1

o (1)
Escolhazy = —1 = ), ( n) , a qual converge, pelo Teste de Leibniz.

n=1

Neste exemplo, hd pontos da fronteira do disco cuja série é convergente e hd pontos em que a série é
divergente.

Em muitas vezes é conveniente efetuar certas operagdes aritméticas em uma ou mais séries
de poténcias, assim, para finalizar esta se¢cdo, vamos apresentar as operagoes classicas.

Proposic¢do 100. Sejam f1(z) = Y. anz" e fo(z) = Y_buz" duas séries poténcias com raio de conver-
géncia rq e ry, respectivamente. Entio,

a) Y. canz" tem raio de convergéncia r1 e vale ) can,z" = cy_ a,z", parac € C;
b) Y anz" + Y byz" =Y (ay + by)z", Vz € D(0,7), onde r = min{ry, 2},

c) Secy = apby +a1b,_1+ ...+ a,_1b1 + a,bg entdo a série ) c,z" converge absolutamente Vz
C tal que |z| < min{ry, 72} e

yoenz" = (anz") (3 buz") -

A prova desta proposigdo é deixada como exercicio. Sugestdo: use as mesmas ideias do caso
real.

24 Exercicios

1. Calcule o raio de convergéncia das séries:
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e) Y —.

25 Resultados sobre séries de poténcias

Vejamos, nesta se¢do, como obter alguns fatos bdsicos sobre as séries de poténcias. Os primeiros
dois resultados discorrem sobre o cdlculo da derivada de uma série.

~

o0
Proposicao 101. Se Y a,z" possui raio de convergéncia r > 0 entdo a série das derivadas possui
n=0

o0
0 mesmo raio de convergénciar. Isto é, ) na,z" 1 converge absolutamente ¥z € C, |z| < r.
n=1

.

(]
Demonstragdo. Sabemos que r = lim é o raio de convergéncia de ) a,z".

1
n—oo ”/|an| n=0

i 1
Também, segue que o raio convergéncia da série }_ na,z" ! é dado por R = lim .
n=0 n—oo \n/ |nan |

Como limy ;e ¥/ = 1 e usando propriedades de limite, obtemos

1 1
R = lim = =r.
] i el
n—oo
O
(0]
Teorema 102. Seja f(z) = Y. a,z" uma série de poténcias com raio de convergéncia R > 0.
n=0
(o)
Entdo f'(z) = ¥ na,z"~ 1, Vz € C tal que |z| < R.
n=0
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Demonstragio. Denote ¢(z) = Y na,z"!. Pela Proposicdo[101} ¢ converge absolutamente para
=0

n—

todo z € C que satisfaz |z| < R.

Mostremos que dado zy € C com |z < R, f/(z0) = g(z0). De fato, para z € C com |z| < R,
temos

o0 o0
Yoanz — Y anzy o

f(Z) _f(ZO) —8(20) _ n=0 n=0 . Zonanzgl

Z— 2 Z— 2

= nZ .
n— %20 n=1

Note que

z" —zI —
0 — (z—20) (z”_1 + zoz”_2 +... 4+ zg_zz + zg_l)
Z— 2 Z— Z(

=" 022+ 261722 + zgfl.

Assim, podemos escrever

f—(z) —fz0) ¢(z0) = Z anlz" 4 zgz R4+ 28_22 + 23_1 — nzg_l].

Z— 2 =1

Escolhar € R, tal que R > r > max{|z|, |zo|}, logo,

|an (2" 202" 24zl 2z =zl )
< lan||2" P+ 202" 2+ + 20 224 20 + nag||zo)"

< |an|(n™ ™) + n|ay |t = 2na, "L

Entao,

(o) (0]
Yo lan(Z" Mz P4 Az Pz 2 =z <2 nfa|r
n=1 n=1

(e°]
Pela Proposicao|101, a série Y na,z"~! converge absolutamente e uniformemente, para todo
n=1

z € C tal que |z| < R, segue disto que Y n]a,|r" ! converge. Portanto,
n=1

o0
Y ay (2" 22" 42 Rz 2 =z
n=1

converge absolutamente para todo z € C, |z| < R.
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Mostremos agora que o limite desta série é zero. De fato, considere N € IN e a reduzida

N
Sn=)Y an (2" Tt zoz" 2+ o+ 2l Pz 4z =z
n=1

e denote
F(z) = i an(z2" 4224+ zg_zz + zg_l _ nzg—l),
n=1
Entédo
FE@) =Sn(@) = | 3 an(@ 4. 4201 — i),
n=N+1

E claro que F(z) — Sy(z) — 0, quando N — o, ou seja, Ve > 0, Ing € IN tal que N > g tem-se
€
F@) = Su(2)] < & 0

Por outro lado, sabemos que Sy(zp) = 0 e Sy(z) é uma fungdo polinomial e, portanto,
continua em z = zo, ou seja, Ve > 0, 30 > 0tal que 0 < |z — zo| <
€
[Sn(2)] = |Sn(2) = Sn(20)] < 5 9)

Agora, tomando N > ngez € Ctal que 0 < |z —zg| < J, (|z] < R, |zo] < R) temos

B@e e
[F@)| < [Sn(@)[ +[F(z) = Sn(2)] "< 5+ 5=
Portanto, lim f2) = flz0) ¢(z0) =0, 0 que implica f'(zo) = g(zo).
Z—2Z0 Z—2
O
Coroldrio 103. Seja f(z) = Y. a,z" uma série de poténcias de raio de convergéncia R > 0.
n—=
Entdo f(z) tem derivadas de todas as ordens no disco D(0, R) e mais
fOE) =Y nn-1)(n-2)...(n—k+1)z"*~
n=k
Demonstragdo. Basta aplicar o teorema anterior recursivamente. O

O préximo resultado garante que toda fun¢do holomorfa pode ser expressada por uma série
de poténcias. A representacdo de uma f através deste tipo de série de poténcias denomina-se
desenvolvimento de Taylor da func¢do analitica f.

59



Teorema 104 (Teorema de Taylor). Sejam () C C um dominio e f : QO — C holomorfa em Q).

o0
Entdo, para todo zo € Q) existe uma tinica série de poténcias Y a,(z — zo)" convergente em um
n=0

disco D(zo,r) C Q) tal que f(z) = Z an(z — z9)", para todo z € D(zo, ).

n_

Demonstragio. Como Q) é aberto, existe R > 0 tal que D(zp,R) C Q). Tome 0 < r < R e seja
7 : |z — zo| = r orientada positivamente.
Seja ¢ € tr(vy), vamos escrever primeiramente

1 1 1

E—z (C-z0tz0—2z C-2 1_<Z:zo>'

Z0

Nat!

[o0]

1
Sendo |z — zp| < | — zg| = r, podemos considerar a série ), ———
| < [=rp n=0 (& —zo)" "1

(z —zp)™

Calculemos o raio de convergéncia desta série:

lim
n—oo

an+1

Portanto, a série converge absolutamente para todo z € C, |z — zo| < 7.
Lembremos que

(z —20)",

a qual converge uniformemente em D(zg, r). Multiplicando os dois lados da igualdade anterior

f(©)

por 5 e integrando termo a termo em relagdo a -y, obtemos
7T

@ .,
/(C Zm a6 = Z/ —Zo n+1Z_ZO) 5.5 96

; S i1

2_! 0 27rz'0 7/ (€ — zg)"H1 dg.
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Lembrando a Férmula Integral de Cauchy e sua consequéncia para derivadas:

f(z0) _ 1/ f(©)
(¢

n! 2 — zg)"t1

dg,

podemos voltar na expressdo anterior e identificar essas igualdades para obter

n

o £(n)(y,
RN SICEEP

para todo z no interior do tr(7), isto é, para todo z € D(zp,r). Essa representacdo, em que

D)
n!

Mostremos agora a sua unicidade. Para isto, suponha que fixado zg € () também temos a

a, = , é chamada de Série de Taylor da funcao f.

representagdo de f pela série de poténcias f(z) = Y bu(z —z0)", Vz € C, com |z — zy| < r. Ou
n=0

seja,
f(Z) = by + bl(z — Zo) + bz(Z - 20)2 +...

Vz € D(zo,1) C Q.
Assim, fazendo z = zj obtemos f(zg) = by. Derivando essa série termo a termo, temos
f'(z) = by +2by(z — 29) + ... logo, f'(zy) = by. Repetindo as contas, obtemos ") (zq) = n!b,.

() z
Portanto, b, = f (' 0) = a,. Ou seja, escolhido zp, a representacdo da f em série de
n!

poténcias € tnica. [

Observacgdo 105. Quando zy = 0, a representagio de Taylor de f é denominada representacao de
Maclaurin de f

Observacdo 106. O resultado anterior ndo é verdadeiro para fungdes de varidvel real. Por exemplo,

B e_x%, x #0
ﬂﬂ—{a v

"(0) = li = li
fil0) = lm === = lim—
1
U=
X
/ 1
—limue”:hmlzL:Hlim > =
U—r00 U—oo pl U—00 Dyt



Analogamente f' (0) = 0, concluindo

, Eefx%,x;«éo
filx) = q 8
0,x=0

Exercicio: f)(0) = 0.
o f(n)
Assim, f()(0) existe para todo n € R. Mas f(x) # Y. (0)
n=0

x" =0.
n!

Exemplo 107. Represente por uma série a fungio f : C — C, f(z) = ¢~

1
1—2z2

Exercicio 108. Represente por uma série a fungio f(z) =

26 Exercicios

1. Determine o raio de convergéncia das séries dadas abaixo:

0 2" 0 1) z—1)"
a)Zn:O mz” b) En:O nlz" C) Zn:O ( n! )

00 3nn 00 n n? (e8] n" n
d) ano(\/i) z e) Y =0 3—nz f) Yoo mz

2. Se a série ) ;" c,z" possui raio de convergéncia 0 < R < co calcule o raio de convergéncia
das seguintes séries:

a) Yoo n—"!z” b) Yo ocn(l+ E)z”

3. Represente em séries de poténcias em torno de zg = 0:

senz 1

Z JE—
a) ¢’Log (1+z) b)l—z ) e
1 cosz
d - s
) coszsenz e) e f) e
z3 z2+3
h -\ ,1/cosz
8) z—2i ) coshz i)e

4. Determine a representacdo em série de poténcias da funcao cos z, centrada em zg = 77/2.
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5. Seja f : C — C holomorfa e limitada em C. Se existem constantes ¢ > 0 e m € N tais que
|f(z)| < c|z|™, para todo z € C, entdo prove que f serd um polindmio de grau n < m.

6. Seja Yo, z, absolutamente convergente, prove que a série Y oo, z2 também converge abso-
lutamente.

7. Sejam f e g fung¢des holoformas em um disco D(zp; 1) com expansdes em séries de Taylor
dadas por f(z) = Y, oan(z —20)" € §(z) = Y 5o bu(z — 29)". Prove que a expansdo em série
de Taylor do produto fg em torno de zy tem a forma h(z) = Y., gcu(z — 29)", onde ¢, =
ZZ:O akbn—k-

27 Séries de Laurent

Neste capitulo veremos uma importante representacdo também em série de uma funcdo de
variavel complexa, conhecida como Série de Laurent, a qual generaliza a Série de Taylor, ou seja,
em certas condigdes a Série de Laurent de uma fungdo serd a de Taylor. Mas primeiramente, é
preciso analisarmos os zeros de uma funcdo holomorfa, tema da préxima segéo.

28 Zeros de Func¢oes

Veremos que os zeros de uma fungdo holomorfa f : () — C, a qual ndo é identificamente nula,
sdo isolados, isto é, se zg € () tal que f(zg9) = 0, entdo em algum disco D(zo, r), r > 0 ndo existe
outro zero da fungéo f.

Teorema 109. Seja f : OO — C uma fungdo holomorfa definida em um dominio (3 C C. Se
zo € C é tal que todas as derivadas de f se anulam em z entdo f se anula em D(zo, ) para algum
r>0,istoé, f(z) =0, para todo z € D(z,1).

Demonstragdo. Como f é holomorfa em () entdo, pelo Teorema de Taylor, existe R > 0 tal que
para todo z € D(zg, R) a fungdo f pode ser representada pela seguinte série de poténcias

f(z) = i f"(z0) (z—z0)", Vz € D(zo,R).

Mas por hipétese, f(")(z) = 0, para todo n = 0,1,..., segue entdo que f é nula no disco
D(zp, R). Portanto, basta tomar r = R da representacdo em série e conclui-se a prova do resul-
tado. O
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Teorema 110. Seja f : 3 — C uma fungio holomorfa em um dominio Q) C C. Se zg € C é tal
que f(zo) = 0 e nem todas as derivadas de f se anulam em z(, entdo zo é um zero isolado de f.

Demonstragio. Por hipGtese existe m inteiro positivo tal que f(") (zg) = 0e f("+1)(z) # 0, assim
fU(z9) =0,¥j=0,...,m

Como f é holomorfa em (), pelo Teorema de Taylor, existe R > 0 tal que para todo z €
D(zp,R), a fungdo f pode ser representada pela série de poténcias

o f(n)
fz)=Y f™20) (v vz € Dz, R).

|
=0 n:

Pelas hipéteses sobre a f, a série se torna

f (m+1+4n) ( )(Z _ Zo)n

)
flz) =), f—(O)(Z_ZO)n:Z_ m+12 (m—+1+n)!

(o) (Wl n _ n
em que g(z) = ¥ JI o)z — 20)

CESED] é uma fungdo holomorfa em D(zg, R) e, portanto,
n=0 :

continua.

f(m+1)(20)
(m+1)!

E como ¢ é continua em zp, dado € = |g(§o)] > 0, existe 6 > 0, comd < Rtal que 0 <

12— 20] <6 = Ig(z0) — ()] < BE.

Assim,

Note que g(zp) = #0

18(z0)| — |8(2)] < |g(z0) — g(2)| < |8(§0)|

= Is(z0)| — B8 < jg(2))

g(z)] > @ >0, Vz € D(zp,9).

Voltando na representagdo em série da f, temos
f(@)] = l(z—20)""'8(2)| = |(z — 20)" | Ig(2)]|

- |f(Z)| > |Z_Zo|m+1 |g(§0)| >0,

para todo z € D(zg,6) — {zo}. Portanto, zy é um zero isolado de f. O
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Observacao 111. Nas condigoes do Teorema|110} se o ponto zg é um zero isolado de f entdo existe uma
fungdo holomorfa g : D(zp, R) — C satisfazendo

f(z) = (z— 20)*s(2);

para algum natural k, com g(zg) # 0.

Definic¢ao 112. Seja f : (O — C uma fungdo holomorfa em um dominio Q) C C contendo zgy, um
zero isolado de f. O niimero k da observagio anterior é chamado ordem do zero z de f.

Exemplo 113. Considere a fungdo f : C — C, f(z) = 1 — |z|?. Entdo, busquemos os zeros de f:

flz)=0=1-[z>=0
= |z)> =1
= |z| =1
Essa fungio nio pode ser holomorfa. Pois os zeros de f sdo os pontos da fronteira do disco D(0,1) e,
portanto, ndo sdo isolados. (Se fosse holomorfa, pelo resultado anterior os zeros teriam que ser isolados).
Exemplo 114. Considere agora a fungdo f : C — C dada por f(z) =1 — cosz.
a) Mostremos que zo = 0 é um zero de ordem 2 de f. De fato,
f(0)=1-1=0
f'(z) =senz, f(0)=0
f"(z) =cosz, f'(0)=1=#0.

b) Vamos reescrever f como sendo f(z) = z2g(z). Para isto, precisamos definir a funcio g(z). Vamos
usar a prova do resultado principal.

Note que
cosz = 3 —(_1)112211
z n;) (2n)!
. 00 (_1);12211
= f(z2) =1 EO o)1

1 22 zr 26
_ 2
—(1—1)—2 <—§+I—a+§—>
1 z2 & 26
2
= f(z) =z (E_Z+a_§+"'>
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B %) (_1)112211
Portanto, g(z) = nEO @£ 2)1

eZ
Exemplo 115. Vamos expressar a fungio f(z) = el forma de série de poténcias em torno de z = 0.

Como conhecemos a expansio da exponencial, temos

o r(n) 0 1 2 3
I =l A () P - zZ  z
e—n;o pr (z—z9) —ngon!—l—l—z-l—z!-i—3!+...

OOZn
y =

_a=—on! 1 1 1 1 z
——Z—3+Z—2+—+ +AE

51z T3l +...

Esta ndo é uma série de poténcias, pois envolve expoentes negativos, essa série é conhecida por série
de Laurent, a qual generaliza a série de Taylor. Este é o tema da proxima segio.

Exercicio 116. Mostre que z = 0 é um zero de ordem 3 da funcio f(z) = zsen (z2).

Exercicio 117. Determine os zeros e suas ordens para a fungio:
0) f(z) = (2 +2 —i)?

b) f(z) = z* + 22

c) f(z) = ¥ —¢?

29 Construcao das Séries de Laurent

Dada uma func¢ado holomorfa f : 3 — C, onde () C C é um dominio e zy € (), vimos que existe
um disco D(zg,7) C O}, comr > 0, no qual f(z) é representada univocamente por uma série de
poténcias para todo z € D(zo, 7).

A reciproca também é vélida, isto é, dada um série de poténcias, existe R > 0 tal que a série

f(z) = ¥ au(z —zp)", com z € D(zp, R) e R satisfazendo
n=0

R——l ou R = lim ]

=— ,
Jim {/|ax| n=0 a1
define uma func¢ao holomorfa.

No entanto, se f for holomorfa em () exceto em um ponto zg € (), ndo podemos aplicar o
Teorema de Taylor. Entdo, surge naturalmente a pergunta: podemos representar f localmente
por outro tipo de série?

A resposta é sim e faremos isso a seguir. Considere zg € C e sejam r; e r, dois ntimeros reais
positivos (ro < r1), vamos definir as seguintes curvas:

C; = {z € C;|z — 29| = r1} orientada positivamente;
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Cy = {z € C; |z — 29| = r} orientada positivamente.
E considere o anel (ou coroa circular):
o = (z0,11,12) = {2z €C;1p < |z—20| <11}

Seja f holomorfa em .7 e sobre C; e Cy. Veremos que f pode ser representada por uma série
de poténcias, que pode conter parcelas com expoentes positivos e negativos de (z — zp), como
descrito abaixo

00 bm

Py = 2™ z€ o, (10)

flz) = io an(z — 20)" +

a qual converge uniformemente na coroa circular. Provaremos que as sequéncias (a,) e (by)
sdo obtidas por integracgao, isto €,

1 f(n) _
.= ch{ G sy =012, (11a)
by = 2;,/ 7 _j;(f))_mﬂ g, m=1,2,... (11b)
G

A série em ([I0) é chamada Série de Laurent de f em torno de z = zj.

Observacgado 118. Podemos observar que quando f for holomorfa num dominio contendo Cy, 0 integrando
da integral ([11b]) é também uma fungio holomorfa e, portanto, a integral é nula (ji que Cy é fechado).
Assim, a série em ([10]) se reduz a série de Taylor da f. Portanto uma expansdo de Laurent, pode ser
considerada uma generalizacdo da série de Taylor.

Teorema 119 (Teorema de Laurent). Seja f uma funcio holomorfa na coroa circular o = {z €
C, 1 < |z —zo| < rp}. Entdo f admite uma tinica representagio de Laurent dada por

_y an(z — zp)" v b
f(Z)_;;o n( 0) +mZ_:1 =z

sendo uniformemente convergente em f . Os coeficientes a, e by, sdo dados por

_ 1 f(n) 1 f(%)

emquen = 0, m > 1sdo naturais e v é um caminho fechado contido em </ orientado positivamente
contendo zg em seu interior.
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Exercicio 120. Faca a demonstracio do Teorema de Laurent.

Observacao 121. O dominio anelar </ dado no teorema ndo precisa ter a forma de um “anel” (padrio),
também pode assumir as formas

i) r1 = 0ery > 0 finito;
ii) 11 #0ery = oo,

iii) 1 =0er, = oo.

30 Exemplos

Exemplo 122. Dada f(z) = 2z=1) vamos determinar a Série de Laurent de f para os seguintes
dominios:

a) 0<|z| <1;

b) 1< |z|;

) 0<|z—1| <1,

d) 1<|z—1]|.

a) Como f é holomorfaem A = {z € C, 0 < |z| < 1}, seque que f admite expansdo de Laurent.
Vamos a construgio:

1 1 1 1 ;
f(z):m:_;l—z :—Z[1+Z+zz+z3+...],pozs|z| <1

:>f(z):—%—1—2—22—23—...,V26A.

Note que by = —1.
by A = {z € C;|z| > 1}, f é holomorfa em A, logo admite expansio de Laurent. Note que

1
z| > 1= ‘E‘ < 1. Assim,

1 1 1
R R !
1 1 1 1 1 .
f(z)—z—2{1+E+;+Z—3+Z—4+...},pozs
1 1 1

1

1
;<1
z
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Note que by = 0.
c) Agora, A = {z € C,0 < |z—1| < 1}. Como novamente f é holomorfa em A, seque que f
admite representacdo em Série de Laurent. Assim,

1 1 1
f(z):z(z—l) T z-1 14(z—1)

:Zil - -1+ @12 (-1+.. ]
= 1) (-1 (1) VzEA

Note que by = 1.

1
d) Neste caso, A = {z € C, |z — 1| > 1}. Note que 2_1‘ <1
1 1 1 1 1
f(Z): —= . = —=
-1 -1 1 -1 -1 1
Z(Z ) Z t+2z z (Z—l)(m—f—l)
o 1
(z—=1)? L +1
1 1 1 1 1
- 1- - — .
VUG Al P A el prv - Rl P 3 Bl e ]
1 1 1
= + ..., Vze A

(=12 (z-12% " (z-1)*
8b1=0.

Exemplo 123. Usando a expressio dos ay, e by, dados no Teorema de Laurent, vamos encontrar a expansio

de Laurent de
ez—l

f(z) = CEEL VzeC—{1}.

Como f é holomorfa em C — {1}, admite expansdo de Laurent,

ian(z —1)"+ i bu(z—1)"",

m=1

onde

e [ IOy LSO

T 2mi) -zt 2mi ) (G —zo) ]
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Calculando a,,:

1 e*! pe 1 (n43) 27
fin = 2m‘/ o s Wy
0
onde g(z) = e 1 = ¢ (z) = er1 = g (1) = 1.
Portanto, a,, = ﬁ, n=0,1,2,3...

Calculando by,:

1 ezfl
b = 27Ti / (z —1)—m+4 az.
7

z—1

Z=1) é uma fungdo inteira e como vy é fechado, segue

Observe que para m > 4, o integrando

que by, = 0, Vm > 4. Para os demais:

1 z—1 1 1 1
by /(e dz = — - =2mi = =

“omi) (z-1)° 2mi 2! 2
Y
1 e 1 1 1
by = / dz=— —2mi=1
27 2mi ) (z—1)2 2T om ™
Y
by = 1/621012— L o 1omi=1
ST oni ) 217" 2mi N
Y
Entdo .
e~ o 11 1 1
— )t :
z—1) n;o(wr?,)!(Z R P Sl e Ll P

Exercicio 124. Encontre a série de Laurent para f(z) = nos seguintes casos:

(z+1)(z+3)
a) 1< |z| <3

b) |z| > 3;

) 0<|z+1] <2

d) |z| < 1.

1nos seguintes casos:

1
Exercicio 125. Encontre a série de Laurent para f(z) = -1z =3)

a) 0<|z—1| <2
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b) 0<|z—-3] <2

z—senz
Exercicio 126. Encontre a série de Laurent para f(z) = ——5 . pam 0 < |z|.

1
Exercicio 127. Encontre a série de Laurent para f(z) = z cos S para 0 < |z|.

31 Singularidades isoladas

32 Classificacao

Para a classificagdo das singularidades de uma fungédo f, veremos que a expansao de série de
Laurent da f tera um papel crucial. E, para isto, precisaremos da seguinte definicao:

Definicao 128. Na representacio de Laurent de uma fungdo holomorfa f definida em uma regido
anelar A = {z € C, 0 < |z — zo| < r}, a série de poténcias negativas de (z — zg) é chamada de
parte principal de f(z) em torno de z.

Defini¢do 129. Um ponto zy é chamado de ponto singular (ou singularidade) isolado da
fungdo f quando existir uma vizinhanga de zq tal que f é holomorfa nessa vizinhanga exceto em
Z(Q.

Exemplo 130. A origem é ponto singular isolado das sequintes fungoes:
sennz

i) filz) = ;

z

Se zp é uma singularidade de f entdo existe um ntimero positivo r > 0 tal que f é holomorfa
na regido anelar A = {z € C,0 < |z —z9| < r} e, portanto, admite expansdo em série de
Laurent, isto é, podemos escrever:

f(Z) = i an(z - ZO)n + i bm(z - ZO)_m;
n=0 m=1

onde a, e b, sio dados no Teorema de Laurent.
Assim, essa representagdo passa a ser o instrumento apropriado para o estudo do compor-

tamento deste tipo de fungdo. Um estudo importante é sobre o comportamento da f(z) quando
z — zo. Nesta situagdo, ha trés possibilidades:
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i) f ficalimitada quando z — zp;
ii) f fica ilimitada para z préximo de z (explodindo para mais infinito);
iii) f é ndo-limitada mas indeterminada.

Por conta destes possiveis comportamentos, classifica-se o ponto singular isolado, como ve-
remos a seguir.

33 Singularidade removivel

Nesta secdo faremos o estudo do ponto singular denominado removivel e veremos como este
ponto influencia na Série de Laurent da f.

Definic¢ao 131. Uma singularidade isolada p de f é denominada removivel quando f for limitada
em uma vizinhanca D(p,r) — {p}.

O resultado a seguir justifica o conceito de singularidade removivel. Pois se existir lim f(z) =
Z—p

¢, podemos construir uma fungdo ¢ : D(p,r) — C tal que ¢(z) = f(z) paraz € D(p,r) — {p} e
g(p) = ¢, que é uma extensédo de f holomorfa no disco D(p,r).

Teorema 132. Um ponto p é uma singularidade removivel de f se, e s se, ligl f(z) existe.
z=p

Demonstragdo. Supondo que exista lim;,, f(z) entdo existe uma vizinhanga de p (exceto p) em
que f é limitada, ou seja, p é um ponto singular removivel.

Suponha que p seja um ponto singular removivel, isto €, Ir > 0 tal que f é limitada em
D(p,r) — {p}. Mostremos que existe o lim, ,, f(z). Para isto, basta mostrar que b,, = 0 para
todom=1,2,....

De fato,

by — 1 /(z fz)

onde 1y é a circunferéncia de centro p eraior; < r. Por hipétese, existe M > Otal que |f(z)| < M,
paratodoz € D(p,r) —{p}.
Assim, para cadam € N

1 f(2)] 1 M
< <
|bm| = 27.[/ |Z_p|—m+1 |dZ| = zn/rl—m—H |dz|
4 v

27r1 = Mr™"
X 1 1 17
27Tr1
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como r1 € arbitrario, fazendo 1 — 0, tem-se Mr{" — 0. Segue disto que by, =0, m =1,2,.... A
série de Laurent de f se reduz a

f(z) = ioa,xz—p)".

Calculando entdo o limite de f(z) expressa pela série acima, quando z — p, temos

lim f(z) = ao.
Portanto, o lim f(z) existe. O
zZ—p
, senz . . . .
Exemplo 133. Seja f(z) = p_— Mostremos que z = 0 é uma singularidade removivel e construa
uma extensdo inteira de f.
De fato, pela definigdo, temos
lim senz L:H lim cosz _ 1
z—0 Z z—0 1

Assim, podemos considerar uma fungio g que assume os valores de f exceto na singularide e de modo
que g seja holomorfa. Basta definr

Mostre que g’ existe e que ¢’ (0) = 0.

Z_
22—

Exemplo 134. Considere f(z) =

—3. Calculando o limite, temos

3
5 Entdo, f possui dois pontos singulares isolados, a saber 3 e

lim = > _1
322 -9 6
Logo, z = 3 é um ponto singular removivel. Podemos, portanto, definir a extensio holomorfa de f

por

z—3
g 2413, -3}
8(z) =
1
-, z=23.
¢ ?
E quanto ao outro ponto, z = —3? O que acontece com lim Zz_ > ?
z—-32z-—9
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Ainda temos que considerar o caso em que f ndo é limitada em uma vizinhanga do ponto
singular zp. Veremos duas situagdes:

i) f diverge para oo no ponto zp;

ii) f é indeterminada em zy (ndo existe o limite e nem diverge para o).

34 Polos

Definic¢ao 135. Um ponto singular isolado zo de uma fungdo holomorfa f denomina-se um polo
se f(z) — oo quando z — z.

1
Por exemplo, a origem é um ponto singular de f(z) = 27 © qual é polo, pois f se torna

ilimtada quando z fica préximo de 0.

Proposicao 136. Um ponto zo é um polo de f se, e somente se, zo for um zero da extensio holomorfa

1
de — a algum disco aberto.

f

Demonstragido. Suponha que zp seja um polo de f, entdo existe um disco aberto D(zg,r), r > 0,
tal que |f(z)| > 1 para todo z € D(z,r) — {zo}. A aplicagdo g : D(zo,7) — {20} — C definida

1
por g(z) = ) é holomorfa neste dominio, portanto, zg é uma singularidade isolada de g.

Como |g(z)| < 1 em D(zo,7) — {20}, segue que z é singularidade removivel. Assim, g
possui extensdo holomorfa definida por

1
— z € D(zo,7) — {20
7@ )
8(z) =
lim LIS 0, z=z
Z—20 f(Z) — Y — 40/

ou seja, zg € um zero de g.

Reciprocamente, seja ¢ : D(zp, r) — C holomorfa, diferente da fung¢do nula e possuindo um
zero isolado em zj (isolado, pois g é holomorfa). Logo, existe 0 < ' < r tal que em D(zo, ")

ndo existem zeros de g distintos de zg. Consideremos entdo a fun¢do holomorfa f : D(zo, ") —
1
zo}+ — C definida por f(z) = —
{zo} por f(z) = -
um polo de f.

. Portanto, f(z) — oo quando z — zy. Concluimos que zg é
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35 Ordem um polo e singularidade essencial

Da relagdo existente entre zeros de uma func¢do holomorfa e polos dada pela Proposigao é
possivel classificar a ordem de um polo.

Defini¢do 137. Dizemos que um polo zo de uma fungdo holomorfa f é de ordem k, com k € IN,

se zq for um zero de ordem k da extensio holomorfa de 7 Quando k = 1, dizemos que zo é um

polo simples.

E para finalizar a classificagdo das singularidades de uma funcédo f, vamos introduzir a se-
guinte definicdo.

Definic¢ao 138. Seja zo um ponto singular isolado de uma fungio holomorfa f. Diz-se que zg é
um ponto singular essencial, se f for indeterminada em z, isto é, f ndo possui limite em z,
nem diverge para infinito neste ponto.

Ja vimos que para o caso de singularidade removivel, a parte principal da Série de Laurent é
nula. Assim, com respeito a Série de Laurent de uma fungdo holomorfa f em uma regido anelar
A, temos dois casos a considerar:

i) se a parte principal contém apenas um ndmero finito de termos, isto é, existe k € IN tal
que by #0e by, 1 = b p = ... =0. Neste caso,

by
Z)=——+..t———+ Y a ",
) = G2 ot G Ly
para z € A. E o ponto singular zg é um polo de ordem k da fungdo f e vale a reciproca -
Exercicio 1 da Secao 6.5.

ii) se a parte principal contem uma infinidade de termos, o ponto singular zy é um ponto
singular essencial da fungdo f e vale a reciproca - Exercicio 2 da Secdo 6.5.

Exemplo 139. Considere f(z) = ez. Note que f é holomorfa em seu dominio. Fagamos o calculo quando

z — 0de f sequndo as semirretas Imz = 0, isto é, z = x + iy = x. Note que e!/* — cosex > Oe

el/* — 0sex < 0. Isso implica que f é indeterminada na origem. Portanto, 0 é ponto singular essencial.
Po outro lado, usando agora a expansio em Série de Taylor da fungdo exponencial, isto é,

©
:ZF, VZUGC,

podemos escrever a série de Laurent de f(z) = el/?:

)= 1

n=0

# 0.

:|,_\
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Observamos que, de fato hd uma infinidade de termos com expoentes negativos.

A seguir, faremos um resultado que permite determinar se uma singularidade é polo de
ordem k através do cdlculo de um limite. Muitas vezes, esse caminho facilita na verificacao
deste tipo de singularidade em vez da construgdo da Série de Laurent.

Proposicao 140. Uma singularidade zo de uma fungdo f holomorfa na coroa circular
A={zeC 0<|z—z|<r} r>0,
é um polo de ordem k se, e 6 se, im,_, , (z — z9)¥ f (2) existe e é diferente de zero.

Demonstracdo. Suponha que z( seja um polo de ordem k, assim f admite a expansdo de Laurent

na forma
by by

_ 4k 2(z — z0)", by # 0.
f(z) T +(z—z0)k+,§0” (z—z0)", com by #

(Exercicio 1 da préxima lista)
Multiplicando ambos os lados dessa igualdade por (z — zo)¥ e calculando o limite, obtemos

lim (Z - Zo)kf(Z) = bk 75 0.

Z—Z0
Reciprocamente, suponha que existe 1i_>m (z—z0)*f(z) = wp # 0.
Z—r2Z()
Defina a funcio h(z) = (z — z9)¥f(z), para z € A, com a propriedade que lim h(z) = wy.

Z—2Z0
Logo, zp é uma singularidade removivel de h.

Neste caso a parte principal da série de Laurent de & em torno de zj € igual a zero, isto é,
b, =0m=1,2,...e

h(z) =) an(z—2)", onde ay= wo.
n=0

Portanto,

(2 — 20)"f(2) = io anl(z — 20)"

w a Aj_
= f(z) = b

(z—2z0)F  (z—z0)k + ) an(z —20)".

(z — zp) =

Como wy # 0, segue que zo é um polo de ordem k de f, o que conclui a prova do resultado.
O]

Classifiquemos as singularidades das fun¢des definidas a seguir.

76



“L 1
Exemplo 141. Considere f(z) = %. As singularidades sio zg = 0 e z1 = 2. Note que

z4(z —2)
_ _ “Log (z+1)
limz*f(z) = lim 24528272 —
Zl_l’)l’(l)Z f(Z) Zl_l')l'(l)Z Z4(Z - 2)
logo zg = 0 ndo é um polo de ordem 4.
Agora,
“L 1 L 1) 1
limz3f(z) — e Og(Z+ ) —1 z Og(Z+ )
z— =0 z(z—2) z—0 z z—2
. . _Log(z+1) . 1 1 1
=1 2] 1 =1-1- (=2 )1==Z#£0.
zli%e zlir(l) z zli%z—z ( 2) 27é
L/;I,(?p.
Portanto, zg = 0 é um polo de ordem 3.
Mostremos que z1 = 2 é polo simples. De fato,
. (z—2)efLog(z+1) . ¢e“Log(z+1) e*Log3
1 =1 = ,
s, z4(z —2) . z4 24 70
Exemplo 142. Seja f(z) = Z_zﬁ' Entdo zy = 0 é uma singularidade de f.
Como
o0 (n)(o) n 3 o0 (_1)11 2n+1
sen z z z
senz = =0+z—=+...= —_—
L R D]
_Z_,Eo((Zn)—i—l)! 1z
:>f(Z)— -3 —a—g—ﬁﬁ-..,
segue que zg = 0 é uma singularidade removivel.

5z —2
Exemplo 143. Seja f(z) = . é —1) Temos duas singularidades isoladas zo = 0 e z; = 1.

Para zg, temos

limzf(z) = lim bz 2

z—0 z—0 z—1

Portanto, zo = 0 é um polo simples. E para z1, temos

=240,
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lim (z—1)(5z—2) ~ lim 5z -2
=1 z(z—1) =1 Z

=3#0.
Seque que z1 = 1 é também um polo simples.
Para finalizar esta se¢do, vale comentar que podemos também considerar o infinito como

sendo uma singularidade de uma funcdo holomorfa definida em uma regido ilimitada do plano
complexo.

Definicdo 144. Seja f uma fungio holomorfa no dominio ilimitado QO = {z € C : |z| >
R}, R > 0. Dizemos que o infinito é uma singularidade removivel, polo de ordem k ou
singularidade essencial de f, se o niimero complexo zero for, respectivamente, singularidade
removivel, polo de ordem k ou singularidade essencial da fungio g(w) = f(1/w), holomorfa em
A={weC: 0< |w| <1/R}.

Em vista desta defini¢do, todos os resultados demonstrados anteriormente podem ser apli-
cados ao estudo do comportamento da g em zp = 0.

Exemplo 145. Consideremos f(z) = e*, entdo o que podemos afirmar sobre o comportamento de f
quando z — oo? Como zero é uma singularidade essencial de g(z) = e'/?, seque que o infinito é uma
singularidade essencial de f, ou seja, fica indeterminado o limite de f quando z — .

36 Exercicios

1. Uma condic¢do necessdria e suficiente para que zg seja um polo de ordem k > 0 de uma fungdo
holomorfa f é que a representagdo de Laurentnoanel A = {z € C: 0 < |z —z9| < R} se

reduza a

o k
f(Z) = Zﬂn(Z—Zo)n—l— Z (Z_b—ﬂ;)m, bk #0
n=0 m=1 0

2. Uma condicdo necessdria e suficiente para que zp seja uma singularidade essencial de uma
funcdo holomorfa f é que a representagdo de Laurentnoanel A = {z € C: 0 < |z —zy| < R}
possua uma infinidade de coeficientes b;,, diferentes de zero.

3. Mostre que z = 0 é uma singularidade removivel e construa uma extensao holomorfa de f:

e* —1 _ sen (4z) —4z

a) f(z) = b) f(z) =
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4. Construa a Série de Laurent de cada fun¢do em torno de zj e depois classifique a singulari-
dade:
a) f(z) =z(1—cos?z); zp=0 b) f(z) =1—-¢*"1;, zg=1

5. Determine a ordem dos polos das fungdes abaixo:

3z—1

a) f(z) = 212245 b) f(z) = tanz

1 —coshz 1
Q) flz) = — d) fz) = 1
6. Classifique as singularidades e forneca a parte principal no ponto zg = 0.

cotz 3 1
a) f(z) = —5~ b) f(z) = z’sen_

senz
) f (Z) = 3
7. Uma fungdo f é meromorfa se for holomorfa em todo um dominio (), exceto possivelmente

1

por polos em Q) e o infinito é uma singularidade essencial. Mostre que a fun¢do f(z) = 2T

é meromorfa.

8. Prove o Teorema de Casorati-Weierstrass: Seja zo um ponto singular essencial de uma fungao
holomorfa f. Entdo, dado qualquer namero complexo L, existe uma sequéncia (z,), satisfa-
zendo:

fimzi =z ¢ fim fz) =L

9. Prove que as tnicas singularidades isoladas de uma fungdo racional f sdo polos ou singula-
ridades removiveis.

37 Residuos

Seja f uma fun¢do holomorfa em uma vizinhanga (2 de um ponto singular isolado zg. Consi-
deremos uma curva y dada pela circunferéncia de centro em zp e contida em (). Sabemos que
a integral

P:[rf(z)dz

ndo é necessariamente nula (pois envolve a singularidade z).

L

O namero complexo R = 5

é tal que a funcdo definida abaixo
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s fm) - R sea—{z)

Z— Z
possui integral nula ao longo de 7. Por esta razdo o nimero R é denominado residuo de f no
ponto singular z. Notagdo para o residuo de uma fungdo f no ponto zg: R(zp) ou R(f, zp).
O residuo esté associado ao termo by da série de Laurent. Para verificar isto, basta considerar
a série de Laurent de uma fungdo f : (2 — C em torno da singularidade zy, isto €,

by by
(z—20)  (z—2)

uniformemente convergente no anel A = {z € Q: 0 < |z — 29| < r} contido em Q. E notar
que se v é a circunferéncia {z € Q) : |z —zp| =11}, com r; < r, entdo a integral

f(Z):110+111(Z—Zo)+112(Z—Zo)2+...+ 2_|_._.’

/(z—zo)”dz:O, neZ,n#-1.
7
Segue disto que a funcdo

by
7
Z— 2

2= f(z) =

possui integral nula ao longo de y. Assim, o residuo de f no ponto singular isolado zp é o
coeficiente b; do desenvolvimento de Laurent de f em torno de z.

38 Calculo de Residuo para Polos

Consideremos o caso em que z ¢ um polo simples de uma funcao f holomorfa na regido anelar
A ={z€C;0< |z—2z| <r}, ecujarepresentagdo de Laurent é dada por

f(z) = (z ﬁlzo) +ag+ai(z—z9) +ax(z—z0)>+....

£(z) = 8(2) + 2 > (2= 20)f(2) = (2~ 20)g(2) + b,

sendo g holomorfa. Neste caso, o residuo pode ser calculado pelo limite
R(zo) = by = lim (z — z9) f(2).

Z—2Z0

Portanto, temos o seguinte resultado
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Teorema 146. Se f é holomorfaem A = {z € C; 0 < |z — zg| < r}, comr > 0 e 2y é um polo
simples de f, entdo
R(zp) = lim (z — z0) f(2).

Z—Z(

1
Exemplo 147. Seja f(z) = 15 2 Pz € C tal que |z —i| < 1. Note que f possui um polo simples

em zy = i e, portanto, o residuo é dado por

1 1
R() = lim(z — i)—— = —.
(i) =lim(z —i)7—— = o

E possivel generalizar o resultado anterior para o caso em que zp é um polo de ordem k.

Teorema 148. Seja f holomorfa na regido A = {z € C, 0 < |z —zo| < r}, comr > 0. Se z
um polo de ordem k de f, entdo

dk—l

R(z0) = =7 Jim (= ) (2).

Demonstragdo. Como zg é um polo de ordem k de f segue que a expansdo de Laurent de f em
torno de zp é dada por

_ by b1 by
fz) = (z —z)k + (z —zp)k1 et (z—zp)

+ Z an(z —zo)".
n=0
Assim,
(z— zo)kf(z) =be+br_1(z—20)+...+bi1(z — zo)k*1 + Y ay(z— zo)””‘.
n=0

O que implica

%[(z —20)"f(2)] = bx_1 + 2bx_2(z — 20) + ... + (k= 1)by(z — z9)* 2+

Lo+ K)an(z — zo) ™1,

Usando inducdo finita, é possivel provar que

%[(2 —20)%f(2)] = (k—1)!by +Klag(z — z0) + (k+1)!a1(z — z0)? + (k+2)laz(z —29)° + . . ..
Portanto,
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Conclui-se que

-1
G i e 20 2] = b = Rieo)
O
Exemplo 149. Calculemos os residuos da f(z) = = 1)1 z=3) em cada ponto singular.
Note que f possui dois pontos singulares: zo = 1, zy = 3. Para zy = 1, temos
lim(z — 1)2f(z) = lim r_ 1 #0,
z—1 z—1z2—3 2

portanto zo = 1 é polo de ordem 2, logo o residuo é dado por

1 d 2o 11
R = oy im (G- V@) =ln—7—p = -7
Agora, para z1 = 3, temos
R(3) = lim(z — 3)f(z) = lim — = 1
o z—3 N z—3 (Z— 1)2 o 4:'

Exercicio 150. Calcule os residuos de f(z) =

! em cada ponto singular.
z4+1 '

39 Teorema dos Residuos

Nesta secdo, veremos a importancia da determinagdo dos residuos em cada ponto singular de
uma fungdo no célculo de certas integrais.

Teorema 151 (Teorema dos Residuos). Seja w = f(z) uma fungio holomorfa em um do-
minio (), exceto nos pontos singulares isolados distintos zq,zy,...,z, pertencentes a (). Se
Ry, Ry, ..., Ry, sdo os residuos de f nesses pontos singulares respectivamente, entdo

n

/f(z) dz = 2mi(Ry + ...+ Ry) =27 } | R;,
C =1

sendo C um contorno fechado contido em Q, orientado positivamente e contendo todos os zj, j =
1,2,...,n, em seu interior.
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Demonstragdo. Consideremos os valores r; = min |z; — zx| e r = mind(z;, tr(C)) e tomemos o
. s . [ 1
numero positivo 4 = min {E' 5 }
Sejam 7y; as circunferéncias de centro z; eraior, com 0 < r < ¢, para 1 < j < n, orientadas
] Yi j P ]
positivamente. Como consequéncia do Teorema de Cauchy, temos

/f(z) dz:/f(z) dz+...+/f(z) dz (12)
C 71

Tn

Denotando Ry, ..., R, oresiduo de f em zy, . .., z, respectivamente, sabemos que

R:
7[[f(z) (z—]zj) dz=0
:>/f(z)dz:R]'27(i, I<j<n

”

Substituindo cada integral em (12)), obtemos

/f(z) dz = 27iRy + ... + 27iRy = 277i[Ry + . .. + Ry,
C

Fagamos algumas aplicagdes do Teorema dos Residuos.

4z — 3
Exemplo: Calcule / Z= 2Pz —-1)(z=3) dz.

|z|=4
Usando o Teorema dos Residuos, sabemos que

4z —3
dz = 2mi(R(2) + R(1) + R(3)).
| a4 - 2R + RO+ RE))
|z|=4
Vamos entdo determinar cada residuo. Para isto, classifiquemos as singularidades:
zo = 1 é um polo simples e vale

4z -3 1
li —1 =1li = - =KR(1 .
lim(z=1f(z) = lim =5y, =3y =2 = RN 70
z1 = 3 é também polo simples e vale
4z —3 9

lim(z=3)f(z) = lim -5y =1
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zp = 2 é um polo de ordem 3, pois

4z — 3

lim(z —2)°f(z) = lim C—DGz=3 > 7o
E vale:
12 3 1. d? 4z -3
R(2) = 5y lim 5 [(z = 2)°f(2)] = 5 lim [(z— 1)(2—3)}
R(2) = -5
Portanto,

[ e (319 o

Exercicio 152. Calcule o residuos de f em cada ponto singular:

722 — 2z
V1@ = e T
ezt
b) f(z) = 22(z2 + 2z 4 2)
>+4
VD= mrmrr s

40 Residuo Logaritmico

Seja f : 3 C C — C holomorfa no dominio simplesmente conexo () e seja y um caminho
fechado, orientado positivamente e contido em Q). Suponha que f ndo possua zeros em tr(+y).

Entdo, o niimero complexo
1 /
1 / £ 4,
2ri ) f(z)
g

é denominado residuo logaritmo da fungdo f relativamente a y. Este nome é atribuido pelo
fato de que o integrando é a derivada da fungdo w = Log(f(z)).

Para o estudo da integral dada anteriormente, consideremos duas situagdes:

1. Suponha que f possua no interior de y um tinico zero zp de ordem m.

Como f é holomorfa em Q e v, tr(y) C ), tem-se que f(z) = (z — z9)"g(z), onde g é uma
funcdo holomorfa em () e diferente de zero sobre 7y e em seu interior.
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Derivando f, obtemos

o que implica
(13)

FE =z i),

/
onde h(z) = ‘(’; ((ZZ)) é uma funcdo holomorfa em tr(vy) e em seu interior. Integrando ([13)) ao

longo de v, temos

/ Z / 1 dz~|—/hz )dz = m2rti
(2) zZ— 2
v

/f'z
2m z

o valor do residuo logaritmico é a ordem do zero z( da funcdo f.

2. Suponha agora que f possua no interior de oy um tnico polo de ordem k
Assim, podemos usar a representagdo de Laurent em torno deste ponto singular zo, isto é

b
f(z):(z_—kzo)k+... Z_ZO nzan
f(z) = (z—20) " |bp+br1(z—20) + ...+ b1(z —20) 1 + i an(z —z9)" K
n=0

= (2 —20) *g(2),
onde g é uma funcdo holomorfa em tr(-y) e no seu interior. Logo,

f'(2) = —k(z —20) *'g(2) + (2 = 20) ¢/ (2).

!/
Integrando fz) , tem-se

f(2)




Neste caso, o residuo logaritmico dado por menos a ordem do polo.
De modo geral, se f possuir no interior de y os zeros zy, . .., z,, cuja soma das ordens é N e
os polos ¢y, . . ., Ck, cuja soma das ordens é P, entdo teremos

1 f=), _

Levando em conta os significados de N e P, temos o seguinte resultado.

Teorema 153. Seja f uma fungio holomorfa em um dominio simplesmente conexo (), exceto em
uma quantidade finita de polos. Seja C C Q) um contorno fechado simples, orientado positivamente
e cujo interior contenha os polos e/ou uma quantidade finita de zeros de f. Entdo,

fiz) . .
c/f(z) dz = 27i(N — P).

Observagio 154. Seja zg € tr(vy) e lembremos que vy é uma curva fechada e orientada positivamente,
assim, podemos pensar esse z como sendo os pontos extremos coincidentes da «y. Ao variar z sobre tr(7y)
a partir de zg, a fungdo w = log(f(z)) varia continuamente a partir de wy = log(f(zo)). Mas quando
z retorna ao ponto inicial zg, o ponto w = log(f(z)) ndo retorna (em geral) em wy, pois log(f(z)) =
In|f(z)| + iarg(f(z)) havendo uma variagcido nos arqumentos, 0y = arg(f(zp)) e 64 = arg(f(z))
quando z retorna a zg. Neste caso

27i /f/ zZ 1 [10g<f( f)> - 10g<f(26))}
zm/f/ [1n |f(z0)| + 161 —In|f(20)| — i60]

/f/ z 91—90
Zm (z) 27

Vamos denotar por AyLog (f(z)) a variagdo do argumento do log(f(z)) quando z percorre
7 uma vez no sentido positivo, iniciando e terminando em zy. Logo, temos a relacdo

N-P= %A’ylog(f(z)).

Podemos enunciar o Principio do Argumento:
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Proposicao 155. A soma das ordens dos zeros, menos a dos polos de uma fungio f no interior de
7, éigual a 1/27t multiplicado pela variagdo do arqumento do log(z), quando z descreve v uma
vez no sentido postivo.

Um dos resultados importantes da Andlise Complexa, enunciado abaixo, fornece condi¢des
para que duas fun¢des tenham o mesmo ntimero de zeros em um especifico conjunto.

Teorema 156 (Teorema de Rouché). Sejam f e g duas fungées holomorfas ambas definidas num
dominio Q) C C. Seja vy : [a,b] — C um caminho fechado em Q), simples, continuo e orientado
positivamente. Se |f(z) — g(z)| < |f(z)], Vz € tr(7y) entdo f e g possuem igual niimero de zeros
no interior de -y.

Demonstragio. Sejam f e g holomorfas em tr(vy) e no seu interior satisfazendo |f(z) — g(z)| <
|f(z)| em tr(y). Logo, nem f e nem g podem ter zeros em tr(7y), pois se existisse zg € tr(-y) tal
que f(zp) = 0 terfamos um absurdo, |g(zp)| < 0.

8(z)

Portanto, f(z) # 0, Vz € tr(7). Defina entdo a fungéo h(z) = < e, por hipétese, temos

f(z)
f(r() =gy < [f(r(D) = N =h(v(E)] <1, te€lab].

Se z(p é um ponto no interior de tr(7y) entdo zg é zero de  se, e s6, se, zg € zero de g. Também,
sabemos que wy no interior de tr(y) é um polo de & se, e s6 se, wy é um zero de f. Assim, se
mostrarmos que

W (z)
h(z)
Y

teremos que o namero de zeros de h no interior de tr(vy) é igual ao seu niimero de polos neste
conjunto, ou seja, f e g terdo o mesmo niimero de zeros.
Para calcular a integral acima, vamos usar a defini¢do de integral sobre curvas, assim

W) 4y (PR
S e = O

Se denotarmos a(t) = h(7y(t)), entdo a(t) € D(1,1), para todo t € [a,b] e vale

b h/(’y(t))’y/(t) i /b 0;’((:)) dt = /%dz = 0.

dz =0

a h(v(t))

A ultima igualdade segue do fato da fungdo F(z) = 1/z ser holomorfa na regido ao longo
de « e no seu interior, pois «([a,b]) C D(1,1) e também o fato do caminho ser fechado, o que
completa a prova.

O
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41 Exercicios

1. Prove o Teorema de Hurwitz: Sejam < um caminho fechado orientado positivamente em C,
(fu) uma sequéncia de funcdes holomorfas no fecho do interior de tr(v), representado por I(7y).
Suponhamos que (f;) converge uniformemente para f # 0 em I(7y). Se f ndo se anula em 7,
entdo existe ng = ny(7y) tal que f e f, possuem o mesmo niimero de zeros no interior de v, para

todo n > ny.

2. Usando o Teorema de Rouché, prove que: Todo polindmio de grau n > 1, com coeficientes
complexos, possui exatamente #n zeros em C.

3. Calcule as integrais:

a) / tan z dz, onde o caminho C é a circunferéncia |z| = 2.
C

Z

b)

dz, onde o caminho C é a circunferéncia |z| = 2.

c z4 4 528
c) / senglz dz d) el/? dz.
=2 z l2|=1
z+1 tanz
——dz. f dz.
°) /2—2i|_4 2(z—2i) " ) T
z—11
g) S

e-1l=2 (z=1)3 77

4. Faga um estudo sobre aplica¢gdes do Teorema de Residuos para o calculo de integrais reais
improprias, analisando pelo menos dois casos e fazendo exemplos.
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