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Apresentacdo

Nesta agenda apresentamos extensdes do conceito de limite, a saber, os limites “infinitos”
e os limites conforme a varidvel “tende” a mais ou menos infinito. Apresentamos, também,
um estudo do comportamento de varias fun¢des em mais ou menos infinito, bem como em
pontos “singulares”. Fazemos um estudo particular das fun¢des racionais e de seus limites, e
encerramos dando exemplo do calculo de vérios limites.

1 Mudanga de Variavel em Limites

Os teoremas apresentados nesta secdo justificam uma técnica muito utilizada na resolugdo de
limites: a técnica da mudanca de variaveis.

[lustramos esta técnica utilizando o exemplo visto na aula anterior.

Exemplo 1 Calcular:

Solugdo:

Passo 1: Procuramos ver a expressio do limite como uma composi¢do, para verificar a continuidade
da fungdo. Sejam:
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de modo que:

x2—1

— = 8(u) =V,

e por ser composta de fungdes continuas, é uma fungdo continua em todo seu dominio (que exclui 1);

Passo 2: Calculamos:

21 1)-(x—1
limu(x):limx = lim (x+1)-(x=1) =limx+1=2,
x—1 r—1 x—1 x—1 (x — 1) x—1

Passo 3: Como g é continua em ug = 2, segue que:
lim Vu = V2.
u—2

Vamos justificar o Passo 3 da resolugdo acima usando o seguinte:

Teorema 2 Sejam f : ACR —- B CReg:BCR — Rexyg € A'. Se gé continua em
f(x0) = yo € B, entio:

lim f(x) = yo = lim g(f(x)) = lim g(u)

X— X X— X0 u—1yo

Uma vez que g é continua em f(xg) = yo, tem-se:

lim ¢(u) = g(yo)- (1)

M—)yo

Resta-nos demonstrar que para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que:

(x € A)&(0 < |x —x0f <) = [g(f(x)) —g(yo)| <€
Seja, portanto, ¢ > 0 dado.

Como g é continua em 1y, para este ¢ > 0 existe um 1 > 0 tal que:
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(v € B)&(ly —yol < 1) = |g(y) —g(wo)| < e 2)

Agora usamos a nossa hipétese de que limy_.y, f(x) = yo: para 7 > 0 obtido acima,
existird um ¢ > 0 tal que:

(x € A)&(0 < [x —xg| <) = |f(x) —yo|l <7 3)
Assim, sempre que x € A for tal que 0 < |x — xg| < J, valerd, por (3):

|f(x) —wol <7

e por (2) teremos, consequentemente:

8(f(x)) —8(wo)| <e
Como dado qualquer ¢ > 0 podemos encontrar 6 > 0 tal que:

(x € A)&(0 < |x —x0| < 6) = |g(f(x)) —&(o)| <&

ou seja,
. _ .
Jim (f(x)) =8(yo) = lim g(y)
Assim, o Passo 3 se justifica como segue:
x?—1
e Neste nosso caso, u(x) = por faz o papel de f(x), e:

lim u(x) = 1.
x—1

e Uma vez que g é continua em 1y = 2, tem-se:

lim g(u) = g(up) = g(2) = v2

Uu—rug

Um resultado mais geral, que nos permite aplicar a técnica da mudanca de varidveis
mesmo em casos em que a fun¢do ¢ ndo é continua em 1, mas apenas tem limite em o
é enunciado e demonstrado a seguir:



Teorema 3 (“mudanca de variavel”) Sejam f : ACR - BCReg:BCR — R duas
fungdes tais que:

Ao il =g ¢ im gl = Lo
Nestas condigoes, se existir r > 0 tal que 0 < |x — xo| < r implica f(x) # yo, entio:

lim g(f(x)) = lim g(u)

X— X Uu—yo

Por hipoétese:

lim ¢(u) = L. 4)

u—1yo

Precisamos demonstrar que para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que:

(x € A)&0 < [x —xg| <d) = |g(f(x)) —L|<e
Seja, portanto, e > 0 dado.

Como limy, ., g(u) = L, para este ¢ > 0 existe um 7 > 0 tal que:

(y€B)&O0<|y—yol <n)=lg(y) —L|<e (5)

Agora usamos a nossa hipétese de que limy_.y, f(x) = yo: para 7 > 0 obtido acima,
existird um ¢ > 0 tal que:

(x € A)&(0 < [x —xo| <8) = |f(x) —yol <7 (6)
Assim, sempre que x € A for tal que 0 < |x — xg| < §, valerd, por (6):

|f(x) —wol <7

e por (B) teremos, consequentemente:

§(f(x)) — LI <e

Como dado qualquer ¢ > 0 podemos encontrar 6 > 0 tal que:

(x € A)&(0 < [x —xg] <d) = |g(f(x)) —L| <¢,

segue que:

=

lim g(f(x)) =L =2 lim g(y)

X—XQ Y—Yo

S



2 Extensdes do Conceito de Limite: Limites “Infinitos”
Motivacdo: Analisemos o comportamento da fungao:

f: R\{0} —- R
1

x = =
x2

. . . . 1
Gostariamos de dizer que, quanto “mais proximo de 0” tomamos x, maior é —. Entretanto,
12

a formulacdo de limite se da no sentido inverso: para obter valores de xl—z tdo grandes quanto
se queira, basta tomarmos x suficientemente préoximo de 0. Neste caso, gostariamos de dizer,
talvez, que “o limite de f(x) conforme x tende a 0 é infinito”. Na sequéncia daremos um

significado preciso para isto.

)"; -
I
T

-1 1 2 3 X

Definicdo 4 (limite infinito) Sejam f : A C R — Re xg € A’. Dizemos que o limite de f(x)
conforme x tende a xo é “infinito”, e escrevemos:

S =0

se, e somente se, a fim de obter valores de f(x) arbitrariamente grandes bastar tomarmos valores de x
suficientemente proximos de xo. Simbolicamente,

lim f(x) =0 <= (VM > 0)(36 > 0)((x € A)&(0 < |x — x| < &) = f(x) > M)

X— X

Assim, temos o seguinte:

Exemplo 5



De fato, seja M > 0 dado, tdo grande quanto sua imaginacado for capaz de pensar. Vamos
encontrar um ¢ > 0 tal que, se x € R\ {0} e 0 < |x — xg| < J, tem-se:

1
F>M'

Uma condicdo suficiente para que xl—z > M é que:
Lov e
— >x
M

1
= |x] < —.

VM
1

Assim, basta que tomemos § = ——, e teremos:

=
xew\ oD (jr-0l < ) = (m< )

Assim, por exemplo, se quisermos valores de x tais que % > 10000, basta tomarmos val-

ores de x tais que |x| < m = 0.01.

O seguinte resultado é bastante ttil na demonstracdo de certas propriedades operatoérias
dos limites:

Proposi¢do 6 Sejam A CR, f: ACR — Rexg € A tais que:

A, S x) = oo
Entdo:

lim L =0

A fl)

Primeiramente, note que existe y > 0 tal que:

0<|x—xo| <n=0<f(x)
De fato, dado M > 0, qualquer, existe > 0 tal que:

O0<|x—x| <np=0<M< f(x).

1
Dado & > 0, como lim,_,x, f(x) = 0o, para M = - > 0 existira ¢ > 0 tal que:
1
0 < |x — xp] <C:>E<f(x)
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Assim, se tomarmos § = min{7, {}, teremos 0 < f(x) e:

1 1
W:’W

0<|x—x0| <= —0‘<s

Definicao 7 (limites laterais “infinitos”) Sejam A C R, xo um ponto de acumulagdo de A
ef:ACR — R uma fungio.

e Dizemos que “o limite de f(x) conforme x tende a x( pela direita é infinito”, e escreve-
mos:

Rl (x) =0

se, e somente se, para qualquer M > 0 for possivel encontrar 6 > 0 tal que, se x € AN|xg, xo +
O[ entdo f(x) > M. Ou seja,

lim f(x) =00 <= (VM >0)(30 > 0)((x € A)&(x € [x0,x0+0[) = f(x) > M)

X—X0 4+

e Dizemos que “o limite de f(x) conforme x tende a x pela esquerda é infinito”, e es-
crevemos:

Jim f(x) =

se, e somente se, para qualquer M > 0 for possivel encontrar & > 0 tal que, se x €]xg — 6, x9[NA
entdo f(x) > M. Ou seja,

lim f(x) =00 <= (VM > 0)(36 > 0)((x € A)&(x €]xg — J,x%0]) = f(x) > M)

X—X0_

Exemplo 8



Graf (h)

Seja M > 0 dado. Devemos encontrar 6 > 0 tal que, se 0 < x < § entdo:

1
- > M.
X

Buscamos, portanto, uma condi¢do suficiente para que isto ocorra em termos de x. Temos:
1 1
x>0e->M <= —>x>0
x M
1
logo, basta tomarmos 6 = i e teremos:

1 1
— = z
0<x<M :>M<x
Exemplo 9

lim tan(x) = oo
=5

Isto significa que, a fim de obter valores de tan(x) arbitrariamente grandes, basta que tomemos
» . T
valores de x suficientemente proximos e a esquerda de 5

Para verificar isto, seja M > 0 um niimero tdo grande quanto se queira. Vamos exibir um & > 0
tal que:

%—5<x<g:>M<tan(x)

Analisando o grdfico da funcdo tangente (veja as NOTAs DA AULA 1), constatamos que se trata de
uma fungdo estritamente crescente e que, quando restrita ao intervalo aberto:

|=33

é bijetora, tendo por inversa a fungio arco-tangente.
Assim, dado M > 0, x = arctan(M) é tal que tan(x) = M. Assim, se tomarmos 6 =

N[N
|

arctan(M), teremos:



T T
5~ d =arctan(M) < x < 5 = M < tan(x)

tan ¢é crescente
Logo,
lim tan(x) = oo

T
x—%5_

~
=

arctan(M)

|
NN

NI

O teorema a seguir é extremamente ttil para calcular limites no infinito e demonstrar di-
versas de suas propriedades, reduzindo-os a limites finitos:



Teorema 10 Sejam A,B C R, A um conjunto ilimitado a direita, f : A C R —- B C Re
¢:BCR — Rexg € B tais que:

Jim () =
Entdo:

(a) Se g é continua em xo, entdo:

lim g(f(x)) = lim g(u).

X—00 U—Xxq

(b) Se g ndo estiver definida em xg e limy,_,», g(u) existir, entdo:

lim ¢(f(x)) = lim g(u).

X—00 U—Xxg

Ad (a): De fato, se g é continua em xy, tem-se:

lim ¢(u) = g(xo),

u—Xxp

ou seja, dado € > 0 existe d(e) > 0 tal que:
| —xo < 6(e) = Ig(u) —g(x0)| <&
Para este 5(¢) > 0, como limy_,« f(x) = xo, existe um M(J(¢e)) > 0 tal que:
x> M(6(e)) = [ f(x) — x| <6(e)
Logo, dado € > 0, podemos exibir M(d(g)) > 0 tal que:
x> M(6(¢e)) = [g(f(x)) — g(xo)| <e

ou seja,

lim ¢(f(x)) = g(xo)

X—Q

Ad (b): De fato, seja L tal que:
Jim g(u) =L,
ou seja, dado € > 0 existe d(e) > 0 tal que:
0<|u—xp| <d(e) = |g(u)—L| <e.
Para este §(¢) > 0, como limy_,« f(x) = X0, existe um M(J(¢e)) > 0 tal que:
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x > M(6(¢e)) = |f(x) — x| <d(e)
Logo, dado € > 0, podemos exibir M (J(¢)) > 0 tal que:
x> M((e)) = [g(f(x)) — L[ <¢

ou seja,

lim ¢(f(x)) =L = lim g(u).

X—>00 U—rXxq

Analogamente, temos a seguinte:

Defini¢do 11 (limite menos infinito) Sejam f : A C R — R e xg € A’. Dizemos que o
limite de f(x) conforme x tende a xy é “menos infinito”, e escrevemos:

a,f ) = e

se, e somente se, a fim de obter valores de f(x) negativos e arbitrariamente grandes bastar tomar-
mos valores de x suficientemente proximos de x. Simbolicamente,

lim f(x) = —0c0 <= (VM >0)(36 >0)((x € A)&(0 < |x —x0| <) = f(x) < —M)

X— X
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Definicao 12 (limites laterais “menos infinito”) Sejam A C R, xo um ponto de acu-
mulagdode Ae f : A C R — R uma fungdo.

e Dizemos que “o limite de f(x) conforme x tende a x( pela direita é menos infinito”, e
escrevermos:

Jim f0) = o

se, e somente se, para qualquer M > 0 for possivel encontrar 6 > 0 tal que, se x € AN|xg, xo +
] entdo f(x) < —M. Ou seja,

lim f(x) = —c0 <= (VM > 0)(36 > 0)((x € A)&(x € [xg, x0 +0[) = f(x) < —M)

X—>X0 4+

e Dizemos que “o limite de f(x) conforme x tende a x pela esquerda é menos infinito”,
e escrevemos:

Jim () = —e0

se, e somente se, para qualquer M > 0 for possivel encontrar & > 0 tal que, se x €]xg — 6, x9[NA
entdo f(x) < —M. Ou seja,

lim f(x) = —co <= (VM >0)(30 > 0)((x € A)&(x €]xo — ,x0]) = f(x) < —M)

X—X0_
Exemplo 13
.1
lim — = —o0
x—0- X
Dado qualquer M > 0, tem-se:
<M = — ! <X
M

1
Logo, basta tomarmos 6 = M' e teremos:

1 1
0—— 0=-<-M
M<x< <

Assim,



Exemplo 14 Dado qualquer b > 1, tem-se que:

Jim log,(x) = —co

De fato, dado M > 0, vamos exibir § > 0 tal que:

(x € R)&(0 < x < 6) = (log, (x) < —M).

Uma condigdo suficiente para que:

log,(x) < —M

¢ que:

x<b ™M

1 .
bastando, portanto, tomarmos 6 = B Assim,

(x € R%)& (o <x< biM> = (log,(x) < —M)

Proposicdo 15 Sejam A CR, f: ACR — Rexg € A’ tais que:

i, f () = —ee
Entdao:
. 1
eI

Primeiramente, note que existe 7 > 0 tal que:

0<|x—xp] <= f(x)<0
De fato, dado M > 0, qualquer, existe > 0 tal que:
0<|x—x| <y = f(x)<-M<O.
1
Dado & > 0, como limy_,x, f(x) = —oo, para M = - > 0 existird ¢ > 0 tal que:

o<|x—xo|<g:»f(x)<—%

Assim, se tomarmos 6 = min{, {}, teremos f(x) < 0 e:
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€
1 \
= —0| <e¢
|f(x)] ‘f (x)
Logo,
0< |x—xg| <d= L ‘ L 0‘<s
— X0 S D
flx)  [f(x)
Exercicio: sabemos, pelo exemplo acima, que lim,_,glog(x) = —oco. Dado M = 100,

exiba 6 > 0 tal que 0 < x < § = log(x) < —10°.

3 Extensoes do Conceito de Limite: Limites no Infinito

A definicdo de limite de uma func¢do conforme sua variavel “tende ao infinito” é inteira-
mente andloga a defini¢do de limite de sequéncia: diz-se que o limite de f(x) conforme x tende
ao infinito é L se, e somente se, a fim de obter valores de f(x) arbitrariamente préximos de L
bastar tomarmos valores de x suficientemente grandes. Mais precisamente, temos a seguinte:

Definic¢do 16 (limite no infinito) Sejam A um conjunto ilimitado superiormente, f : A C R
uma fungio e L € R. Dizemos que o limite de f(x) conforme x tende ao infinito é L, e
escrevermos:

lim f(x) =L

se, e somente se, dado qualquer € > 0 existir M > 0 tal que, se x € A é tal que x > M entdo
|f(x) — L| < e. Em stmbolos:

lim f(x) =L <= (Ve>0)(IM >0)((x € A)&(M < x) = |f(x) — L| <¢)

X— 0

14



De modo andlogo, temos a seguinte:

Definic¢do 17 (limite em menos infinito) Sejam A um conjunto ilimitado inferiormente, f :
A C R uma fungio e L € R. Dizemos que o limite de f(x) conforme x tende ao infinito é

L, e escrevemos:

lim f(x)=1L

X—r—00
se, e somente se, dado qualquer € > 0 existir M > 0 tal que, se x € A é tal que x < —M entio
|f(x) — L| < &. Em simbolos:

lim f(x) =L <= (Ve>0)(IM >0)((x € A)&(x < —M) = |f(x) — L| <)

x——00

O comportamento das fungdes conforme sua varidvel tende a mais ou menos infinito
também chamado de “comportamento assint6tico”.

Exemplo 18 Temos:

lim — =0.
X—oo X

15




1
De fato, dado € > 0, basta tomarmos M = - e teremos:

M:1<x:>1:‘1—0'<8
€ x x
Exemplo 19 Temos:
1
X—00 X

1
De fato, dado € > 0, basta tomarmos M = 7 e teremos:
3

1 <x$1 1—O <€
Ve X2

M = 2

Exemplo 20
lim e*=0
X——00
De fato, dado qualquer € > 0, a fim de que:
le¥ —0] < e
basta que:
x < In(e)
Logo, para qualquer M > 0 existe K = —In(e) > 0 tal que:
x <In(e) = |¢¥ —0| <e.
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Exemplo 21 Temos:

.oox+1
lim =

x—o0 X

1.

1
De fato, dado € > 0, basta tomarmos M = - e teremos:

1 1 1
M=-<x=—-= X —1’<8
€ X X
Exemplo 22
lim arctan(x) = _r
X——00 2
De fato, dado € > 0, basta tomarmos M = — tan(—g + €), e teremos
T T
x < —tan(—E +¢) = tan(x) < —5 te
ou seja,
T
arctan (x) — (E)‘ <e
Exemplo 23 Calcular:
lim ev

x—0_

1
Usaremos o Teorema (10, Fazemos u(x) = = de modo que:

) 1
lim u(x) = lim — = —o0
x—0_ x—0_ X
Portanto,
. l . u
lim ex = lim " =0.
x—0_ U——00

17



Teorema 24 Sejam A C R ilimitado a direita, f,g: A CR — Re L € R tais que:

lim f(x) =L
lim ¢(x) = M

Entdo:
(a) imyeo(f +8)(x) = L
(b) limyseo(f —g)(x) =L+ M

(c) imy_o(f - g)(x) =L-M

L

(d) Selimy_,o g(x) # 0, entdo limy_, (;—c) (x) = M

Para demonstrar este teorema, vamos usar o Teorema

1
Ad (a): Fazemos u = = de modo que limy o = 0 €:

L = lim f(x) = lim f(u)

X—00 u—0

M = lim ¢(x) = lim g(u)

X—00 u—0
Assim,
lim (£ + 8)(x) = lim (f + ) (1) = lim f(u) + lim g(u) = L+ M
lim (f — )(x) = lim(f — 8)(u) = lim () ~ lim g(u) = L~ M
Tim (f ) (x) = lim (f - 8) (1) = lim £(x) - lim g(u) = L+ M
Se M # 0:

Observacao 25 O teorema acima também é vilido se substituirmos x — oo por x — —oo.
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4 Extensoes do Conceito de Limite: Limites Infinitos no “In-
finito”

Definicao 26 Sejam A C R ilimitado a direitae f : A C R — R. Dizemos que o limite de
f(x) conforme x tende ao infinito é mais infinito, e escrevemos:

lim g(x) = o

se, e somente se, a fim de obter valores arbitrariamente grandes e positivos de f(x) for suficiente
tomarmos valores suficientemente grandes de x. Assim,

lim f(x) =0 <= (VM > 0)(3K > 0)((x > K) = (f(x) > M)).

X— 0

Exemplo 27

lim ¢ =
X—00

De fato, dado qualquer M > 0, a fim de que:

M <e*

basta que:

In(M) < x
Logo, para qualquer M > 0 existe K = In(M) > 0 tal que:
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x>In(M) =e¢* > M.

Exemplo 28 Para n € IN, tem-se:

lim x" = co.

X—>00
Y,
M _______________
3
K=3{M X
De fato, dado M > 0, a fim de que:
M < x"

basta tomarmos x > /M > 0, e teremos:

x> VM=x">M

Definic¢ao 29 Sejam A C R ilimitado a direitae f : A C R — R. Dizemos que o limite de
f(x) conforme x tende ao infinito é menos infinito, e escrevemos:

lim g(x) = —co

se, e somente se, a fim de obter valores arbitrariamente grandes e negativos de f(x) for suficiente
tomarmos valores suficientemente grandes de x. Assim,

lim f(x) = —c0 <= (YM > 0)(3K > 0)((x > K) = (f(x) < —M)).

X—>00

Exemplo 30

lim —x? = —oo,
X—500

uma vez que dado qualquer M > 0, a fim de que:

—x* < —M, ou seja, de que M < x?,
basta tomarmos x > /M.
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Y,

Definicao 31 Sejam A C R ilimitado a esquerdae f : A C R — IR. Dizemos que o limite de
f(x) conforme x tende a menos infinito é infinito, e escrevemos:

Jim, g(3) <o

se, e somente se, a fim de obter valores arbitrariamente grandes e positivos de f(x) for suficiente
tomarmos valores suficientemente grandes e negativos de x. Assim,

lim f(x) =00 <= (YM>0)(3K > 0)((x < —K) = (M < f(x))).

x——00

Observacdo 32 Se n € IN é um niimero par, entio a fungio:

f: R - R
x = x"
¢ decrescente em | — 00,0] e crescente em [0,00[. Com efeito, sendo n par, x" é uma funcio par, pois
dado qualquer x € R tem-se:

f=x) = (=20)" = (=1)" 2" =" = f(x)
Desta forma, se verificarmos que f [joe[: [0,00[— R € crescente, seguir-se-d que f [1_q0):] —
00,0] — R é decrescente.
Sejam x,y > 0 tais que x >y, de modo que existe h > 0 tal que x = y + h. Entdo, pelo Teorema
Binomial segue que:

f) = Fy+h) = +m)" =y + [Coay" ™ B+ Coy" 2 W 4+ oy - 1 1"

(. s
~~

>0
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e portanto x >y = x" = (y +h)" > y".
Exemplo 33 Se n € IN é um niimero par, entdo:

lim x" = oo.
X——00

De fato, dado M > 0, a fim de que:
x> M
basta tomarmos x < —~/M, e teremos:

f(=VM) < f(-x) <= M<x"
Logo,

lim x" = o
x5 oo

Definicao 34 Sejam A C R ilimitado a esquerdae f : A C R — IR. Dizemos que o limite de
f(x) conforme x tende a menos infinito é menos infinito, e escrevemos:

Jim, f(x) = e

se, e somente se, a fim de obter valores arbitrariamente grandes e negativos de f(x) for suficiente
tomarmos valores suficientemente grandes e negativos de x. Assim,

lim f(x) = —c0 <= (VM >0)(3K > 0)((x < —K) = (f(x) < —M)).

x—>—00

Exemplo 35 Se n € IN é um nitmero impar, entdo:

Iim x" = —
x——00

De fato, para n impar, a fungio f(x) = x" é impar, pois:

fl=2) = (=3)" = (<) 2" = =¥ = —f(x)
Note que, em [0, c0] a fungdo é crescente, uma vez que dados quaisquer x,y > 0, x > y, existe
h > 0 tal que x = y + h e, pelo Teorema Binomial segue que:

f(x)=f(y+h)=(y+h)" = y" + [termos positivos]

Disto decorre que f [1_q) € crescente. De fato, se x <y < 0 entdo 0 < —y < —x e, portanto,

0<fl=y) <f(=x) &= 0<—f(y) <—f(x) < flx) <f(y) <O
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Assim, dado M > 0, tomando K = /M, teremos:

x<—VM=f(x)=x"< -M
Logo,

lim x" = —oo.
xS0

Resumindo: tem-se, para n € IN impar:

Iim x" =0 e Ilim x" = —c0
X— 00 X——00

Resumindo: tem-se, para n € IN par:

Iimx"=c e Ilim x" =0

xX—00 X——00
Yy n impar Yy n par
M p=====frmm—-— M p=====frmm—---
: !
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
K= ¥M X K=4¥M X

5 Propriedades “Operatdrias” dos Limites Infinitos

Os teoremas desta secdo sdo de facil demonstragao, e ficam a cargo do aluno.

23



Teorema 36 Sejam A um conjunto ilimitado a direita, f,g: A C R — R tais que:

lim f(x) =<0 e Jim g(x) = oo

Entdo:

(1) limyyeo(f + &) (x) = 00
(2) limyyoo(f - ) (x) = 00

Ad (1): Seja M > 0 dado. Como limy e f(x) = o0 e limy_,0 g(x) = o0, dado % >0
existem Kj, Ky > 0 tais que:

M|

x> Ky = f(x) >

N[

x> Ky = g(x) >

Assim, basta tomarmos K = Kj + K, e teremos:

x>K1+K2:>M:%+%<f(x)+g(x):(f+g)(x),

e portanto:

lim (f 4+ g)(x) = o

X—00

Ad (2): Seja M > 0 dado. Como limy_se f(x) = 00 e limy 00 g(x) = 00, dado VM >0
existem Kj, Ky > 0 tais que:

x>Ky= f(x) >VvM
x> Ky = g(x) > VM
Assim, basta tomarmos K = K; + Kj e teremos:

x> K+ K= M= VM- VM < f(x) - g(x) = (f - 8)(x),

e portanto:

lim (f - g)(x) = co

X—00
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Teorema 37 Sejam A um conjunto ilimitado a direita, f,g: A C R — IR tais que:

lim f(x) =L e lim g(x) =00

X—00 X—00

Entdo:
(1) limyseo(f + 8)(x) = o0
(2) limy_yeo(f - g)(x) =00,5¢ L >0
(3) limy_yeo(f - g)(x) = —00,se L <0

Ad (1):
Caso1: L > 0.

Dado M > 0, como limy_,. g(x) = 00, existe K; > 0 tal que:

x>Ky=g(x)>M

Também, como limy_,« f(x) = L, dado ¢ = L > 0 existe K; tal que:

x>Ky=|f(x)—L| <L <= 0< f(x) <2L=0< f(x)
Assim, dado M > 0, basta tomarmos K = K; + Ky > 0 e teremos:

x>K:K1+K2:>M:0+M<f(x)+g(x):(f+g)(x)

e portanto:

lim (f + g)(x) = co.

X—>00

Caso 2: L < 0.

Seja M > 0 dado.

Sem perda de generalidade, suponha que M > |2L| = —2L.

Como limy_,e g(x) = 00, dado M + 2L > 0 existe K; > 0 tal que:
x > Ky = M+2L < g(x).

Como limy_e f(x) = L, dado € = |L| > 0, existe Kj tal que:
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x>Ky = |f(x)—L|<|L| <= —|L|< f(x)—L<|L|=L—|L|=2L< f(x)
Assim, se x > Kj + K; entdo:

M +2L < g(x).

Assim, dado M > 0, consideramos basta tomarmos K = Kj + K3, se

x>K:K1+K2:>M:2L+(M—2L) <f(x)+g(x) :(f—l—g)(x)

e portanto:
lim (f + 8)(x) = co.
2M .
Ad (2): Dado T > 0 existe K; > 0 tal que:
2M
x> Ky = g(X) > I

Como limy_,e f(x) = L, dado e = 5 > 0 existe K, > 0 tal que:

x>K2:>|f(x)—L|<%:>§<f(x).

Assim, se tomarmos K = Kj + Kj, se x > K = K7 4+ K; entdo:

M:§~T<f(x)-g(x)

Assim,

lim f(x)-g(x) = o0.

X—r00

Ad (3): Como limy_,e f(x) = L, tem-se limy_yoo —f(x) = —L > 0, de modo que pelo item
(2), tem-se:

lim —f(x) - g(x) = oo.

X—00

Desta forma, dado M > 0, existe K > 0 tal que:

x>K=M< —f(x)-g(x)

ou seja,

x>K= f(x)-g(x) < =M,
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de modo que:

lim f(x)-g(x) = —o0.

X—00

Teorema 38 Sejam A um conjunto ilimitado a direita, f,g: A C R — R tais que:

lim f(x) = —co e lim g(x) = oo
Entdo:

lim (f - g)(x) = oo

X— 0

Seja M > 0 dado. Entdo, para v M > 0 existem Ky, K > 0 tais que:
x>Ki= f(x) < —vVM
x> Ky = VM < g(x)
Ao tomarmos K = Kj + K, segue que:

x>K=K +Ky= (f(x) < —VM)&(VM < g(x)) =
= (VM < —f(x))&(VM < g(x)) = M < —f(x) - g(x) =

= f(x)-g(x) < —M.
Logo,

lim (f - §)(x) = —co.

X—00

Teorema 39 Sejam A um conjunto ilimitado a direita, f,g: A C R — R tais que:

lim f(x) =L e lim g(x) = —oo0
Entdo:
lim (f + ) (x) = —o0

X—Q

Anéloga a do item (1) do Teorema 37.

27



Teorema 40 Sejam A um conjunto ilimitado a direita, f,g: A C R — R tais que:

lim f(x) = —o0 e lim g(x) = —oc0

X—>00 X—>Q

Entdo:

(1) limysoo(f +8)(x) = —00
(2) limyseolf - §) (x) = 00

Anéloga a do Teorema 36.

Teorema 41 Sejam A um conjunto ilimitado a direita, f,g: A C R — R tais que:

lim f(x) =L e lim g(x) = —oc0

X— 0 X—>00

Entdo:

lim (f - g)(x) = —cose L >0

X—>00

lim (f-g)(x) =oc0se L <0

X—>00

Analoga a do Teorema 39.

6 Limites no Infinito de Fun¢des Racionais

Para determinar o limite de uma funcdo racional quando x tende a mais ou menos infinito,
podemos dividir o numerador e o denominador pela maior poténcia de x que aparece no
denominador. O que acontece depois depende dos graus dos polindmios envolvidos.

Exemplo 42 (Numerador e Denominador de Mesmo Grau)

2 . 548 3
lim—Sx + 8x 3zlim—x 2 —

5
xS0 3x242 X—>00 3+% _5
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Nx+2 . S+3% 040

;}51302953_1  x—oo 9 L 20

Exemplo 44 (Grau do Numerador Maior que o Grau do Denominador)

2x2 -3 y 2x — 3

im im
4
X——00 X——00 =z
7x +4 742
O numerador da expressio acima tende a —oo, enquanto o denominador tende a 7. Assim,

Coo2x -3
lim )

X——00 7_{_%

Exemplo 45 (Grau do Numerador Maior que o Grau do Denominador)

T —4x3+7x —4x+%
o2 —3x—10 xoep 3 10
X

O numerador da expressio acima tende a oo, enquanto o denominador tende a 2. Assim,

lim —4x 4 7x = o0
x—002x2 —3x — 10

7 Calculo de Alguns Limites

Exemplo 46 Calcular:
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Aqui fazemos u = x — 1, de modo que lim,_,1, u = 0. Como para todo x > 1 tem-seu = x —1 >

0, tem-se que u se aproxima de O por valores maiores do que 0, ou seja, pela direita. Como consequéncia
do Teorema [10}, tem-se:

. 1 .1
lim = lim — =00
x—1p X — u—04 U
Exemplo 47 Calcular:
1
I
xg?, x—1

Aqui fazemos u = x — 1, de modo que lim,_,;_ u = 0. Como para todo x < 1 tem-se u =
x —1 < 0, tem-se que u se aproxima de O por valores menores do que 0, ou seja, pela esquerda. Como
consequéncia do Teorema [10} tem-se:

lim 1 i 1

x—1-x—1 u—0_ U

Exemplo 48 Calcular:

Vemos que limy_,p, x> 4+ 3x =10 e limy_,», x> —4 = 0.
Neste caso, separamos o fator de x2—4 responsdvel pelo anulamento, isto é, x — 2. Assim, temos,
para qualquer x # 2:

x2+3x x2 + 3x
x2—4  (x=2)-(x+2)

Assim, pelO Teorema tem-se:

mx2+3x—lim 1 x*+3x
o2, x2—4 x5 x—2 x+42

24+3x 5
—5 = e lim,_,» % = 5 seguie pelo item (3) do Teorema@que:

. x4 3x
lim 5 = o0
X%Z_,_ X< — 4

Como limy_,p,
X
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