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Apresentacdo

Nesta agenda apresentamos o Teorema do Confronto, um resultado que nos permite
garantir a existéncia e calcular diversos limites. O teorema nos garante, a grosso modo, que
se no entorno de um ponto xp, uma funcdo g : A € R — R estd limitada superiormente e
inferiormente por funcgdes f,h, respectivamente, que tém um mesmo limite em xq, entdo g
tem o mesmo limite que estas fungdes.

O Teorema do Confronto é utilizado para calcularmos os limites fundamentais:

lim sin(x)

x—0 X

=1

1 X
lim (1 + —) =e
X— 0 X
justificando-os rigorosamente. Terminamos apresentando quatro resultados importantissimos

que nos descrevem o comportamento das fun¢des continuas: o Teorema do Anulamento, o
Teorema do Valor Intermediario, o Teorema da Limitacdo e o Teorema de Weierstraf.

O Teorema do Anulamento nos garante que, conforme nossa intuicdo sugere, se uma
fungdo continua estd definida em um intervalo da forma [a, b] e assume sinais opostos nos ex-
tremos deste intervalo, entdo o gréfico da funcdo intersecta o eixo Ox em algum ponto entre a
e b. Este teorema é muito utilizado em Andlise Numérica, para garantir a existéncia de zeros
de fungdes continuas.
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O Teorema do Valor Intermedidrio, por sua vez, nos diz a grosso modo que fungdes
continuas aplicam intervalos em intervalos.

O Teorema da Limitacdao nos garante que toda funcdo continua definida em um intervalo
fechado e limitado, da forma [a,D], é limitada. Finalmente, o Teorema de Weierstraf$ nos
garante que fungdes continuas definidas em intervalos limitados fechados assumem, efetiva-
mente, um valor maximo e um valor minimo.

1 O Teorema do Confronto

Teorema 1 (Teorema do Confronto) Sejam f,g,h : A C R — R trés fungdes, xo € A’ e
suponhamos que exista r > 0 tal que:

(x € A)&(0 < |x — x| < 7) = (f(x) < g(x) < h(x)).

Se:
J S = 1= i )
entdo:
A s =1L

Seja e > 0 dado.
Por hipétese, temos:

e lim, .y, f(x) = L, de modo que para o ¢ > 0 dado acima existe §; > 0 tal que:

(x € A)&(0 < |x —x0[ <61) = (|f(x) —L| <),

ou seja,

(x € A)&(0 < |x—x9| <é1) = (L—e< f(x) <L+eg)

e lim, 4, 1(x) = L, de modo que para o ¢ > 0 dado acima existe d, > 0 tal que:

(x € A)&(0 < |x —xg| < &) = (|h(x) —L| <¢),

ou seja,
(x € A)&(0 < |x—xp| <) = (L—e<h(x) <L+e)
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Tomamos, portanto, § = min{dy, b, 7}, ou seja, § serd o menor dos nameros J1,d,, r. Tem-
se, assim que:

(x € A)&(0 < |x—xp| <) = (L—e< f(x) <g(x) <h(x) <L+e)
e em particular:

(x e A)&(0 < |x—xp| <d) = (L—e< g(x) <L+e)

Portanto,

lim ¢(x) = L.

X— X0

Coroldrio 2 (Teorema do Confronto para Limites Laterais a Direita) Sejam f, g, h
A CR — R trés fungdes, xo € A’ e suponhamos que exista r > 0 tal que:

(x € A)&(xp <x<xp+71)= (f(x) < g(x) < h(x)).

Se:
A (x) =L= Ry h(x)
entdo:
i ge) = L.

Coroldrio 3 (Teorema do Confronto para Limites Laterais a esquerda) Sejam f, g, h
A CR — R trés fungdes, xo € A’ e suponhamos que exista r > 0 tal que:

(x € A)&(xo —r < x < x0) = (f(x) < g(x) < h(x)).

Se:
Jm fl)=L= lim h(x)
entdo:
Jm g(x) =L.




Teorema 4 (Teorema do Confronto para Limites no Infinito) Sejam A C R um subcon-
junto ilimitado a direita, f,g,h : A C R — R trés fungoes. Se existir M > 0 tal que:

(x € A)&(x > M) = (f(x) < g(x) < h(x)).

Se:
lim f(x) = L = lim h(x)
entdo:
lim g(x) = L.

Seja ¢ > 0 dado. Como limy, . f(x) = L, existe M; > 0 tal que se x > M; implica
L—e¢ < f(x) < L+¢, e em particular, L —¢ < f(x). Também, como limy e h(x) = L,
existe My > 0 tal que x > M, implica L —¢ < h(x) < L +¢, e em particular, h(x) < L +e.
Finalmente, por hipétese, existe M > 0 tal que x > M implica f(x) < g(x) < h(x). Ao
tomarmos N = max{M;, M, M} + 1, ou seja, ao tomarmos N como o maior destes nameros
mais 1, teremos:

x >N = L—e¢epoisx > M f(x) < g(x) < h(x)poisx > MyL +¢

pois‘;>M
de modo que L — ¢ < g(x) < L +¢, e portanto:
lim ¢(x) = L.

X— 00

Defini¢do 5 (funcdo infinitésima em um ponto) Seja f : A C R — R uma fungio e xo €
A’. Dizemos que f é infinitésima em x se, e somente se:

lim f(x)=0.

X— X




Teorema 6 (limite do produto de uma funcao infinitésima por uma funcao limitada)
Sejam f : ACR —-Reg:BCR — Rexg€ (ANB). Se f éuma fungio infinitésima em
X0, OU seja, se:

=0

e se g é uma fungdo limitada em algum intervalo contendo x, isto é, existema M > 0 e r > 0 tais
que:

(Vx € (ANB))(0 < |x — x| <7 = |g(x)| < M)

entdo:

lim f(x)-g(x) =0.

X— X0

Notemos, primeiramente, que:

(Ve € ANB)((0 < fx —x0| < 1) = |f(x)-g(x)| = [f(x)[ - [§(x)[ < |f(x)| - M)

e portanto:

M- |f(x)] < f(x)-g(x) < M- [f(x)]

Pelo Teorema do Confronto, como lim,_,y, |f(x)| - M = 0limy_,», —M - |f(x)|, segue que:

lim f(x)-g(x)=0.

X— X

Note que nada exigimos quanto a existéncia ou ndo de um limite para a fungdo g no teo-
rema acima. A tnica coisa que se exige é que exista uma vizinhanga de x( restrita a qual a
funcao seja limitada. Isto é ilustrado na sequéncia:

Exemplo 7 Considere a fungdo:
f: R\{0} — R
2 ! ( 1 >
x = x“-sin | =
X

Tem-se:

lim f(x) = lim x? - sin (1) =0,

x—0 x—0 X

embora ndo exista o limite da fungio sin(1/x) conforme x tende a 0. De fato, note que a fungio
x — sin(1/x) é limitada em todo o seu dominio (e, em particular, em qualquer vizinhanga de x = 0):
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(Vx € R\ {0}) ( sin (%)’ < 1)

Ademais, a fungdo x — x* é infinitésima em 0, uma vez que:

lim x% = 0.
x—0

Assim, como f é produto de uma funcio infinitésima em 0 (x — x?) por uma fungdo limitada em
um entorno de 0 (x — sin(1/x)), seque do teorema anterior que:

1
lim x2 sin (—) =0
x—0 X

Exemplo 8 Considerea fungio:

g: R — R
1
N ,sex e€Q
-1, sex e R\Q

Afirmamos que lim,_,o x - g(x) = 0.

De fato, basta notarmos que a fungdo g é limitada e que a fungdo x — x é infinitésima em 0.

2 Limites Fundamentais

Vamos calcular, com o que vimos até agora, o seguinte limite:
lim sin(x)
x—=0 X
Recorde que, pelo item ( 5) do Teorema 1 das Notas pa Aura 02, de 26 de agosto de 2020,
que existe r > 0 tal que, para qualquer x € IR tal que 0 < x < r vale:
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sin(x)

cos(x)

0 <sin(x) < x < = tan(x)

Dividimos os membros da inequagdo acima por sin(x), que é positivo sempre que 0 < x <

r para obter:

1
sin(x) < cos(x)

0<1<

donde decorre que:

sin(x)

cos(x) < <1

Por outro lado, usando a paridade das fungdes seno e cosseno, tem-se que:

sin(—x)
—X

—r<x<0=0< —x <r=cos(—x) < <1
implica:

—r<x<0:>0<—x<r:>cos(x)<M

Concluimos, portanto, que dado qualquer x € [—r,r] vale:
cos(x) < w <1

Aplicamos, agora, o Teorema do Confronto para calcular o limite em pauta conforme x
tende a 0, usando que:

lim cos(x) = cos(0) =1 (continuidade da fung¢do cosseno)

x—0
Obtemos:
, sin(x) _ ..
1 = lim cos(x) < lim <lim1
x—0 x—0 X x—0
e portanto:
sin(x

li (%) =1
x—0 X




1
_ sin(x)
/"\y Ty
 A— —~—~———— > X
—27 —7T 0 T 27
2.1 Aplicagdes
Exemplo 9 Calcular:
lim 1-— C(;s(x)
x—0 X

Solugdo: Multiplicamos o numerador e o denominador da fragio acima por 1+ cos(x), e obtemos,
para qualquer x # (2k +1) - 1, k € Z:

1—cos(x) 1—-cos(x) 1+cos(x) 1—cos?(x) 1
x2 N x2 1+cos(x) x2 1+ cos(x)
1-— 1 — cos?
Tem-se, portanto, que a fungdo f(x) = %(x) coincide com a fungdo g(x) = —C;); (x) .
1
Tos(x) em | — 71, t[\{0}. Pel“O” teorema, seque que:
_ o2
lim 1 — cos(x) ~ lim 1 —cos”(x) 1
x2 x—0 x2 1+ cos(x)
Calculamos:
lim1+cos(x) =1+cos(0) =14+1=2#0,
x—0
de modo que:

1
li =
x0T+ cos(x)  limy_,o(1+ cos(x))

Finalmente, note que 1 — cos?(x) = sin?(x), e portanto:

1 — 2 . 2 . 2
lim cozs (x) i S0 2(x)  lim (sm(x)) _ 1
x—0 X x—0 X x—0

Logo,



1— 1 — cos? 1 1
lim L2608) _p 1meost®) 1 g 1o
=0 x2 x—0 x2 x—0 1+ cos(x) 2
Exemplo 10 Calcular:
lim sin(5x)
x—0 X
Solugdo: Tem-se, para qualquer x # O:
sin(5x) sin(5x) 5 sin(5x)
= 2 =5.
x x 5 5x
Assim,
lim sin(5x) _ lim 5. sin(5x) 5. lim sin(5x)
x—0 X x—0 5x x—0  5x

Aqui, a fungdo x — sin(5x)/5x pode ser vista como composigio g o f::

R{o} & R{o} & R

+ o 5y sin(5x)
5x
onde f(x) =5xeg(y) = smy(y).
Assim, como:
limy = lim f(x) = lim5x =0
x—0 x—0 x—0
seque que:
lim $0OY) _ i S0
x—0  5x y—=0 Yy
e portanto:
lim SO%) 5 iy $MO%) gy S0 5 s
x—0 X x—0  5x y—=0 Y

3 O numeroce

Consideremos a sequéncia:

a: N — R
1 n
n <1—|-—>

n

9
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Afirmamos que esta sequéncia tem por limite um certo niimero que é maior do que 2 e

menor do que 3.

n
Teorema 11 A sequéncia (1 an %) converge para um niimero entre 2 e 3.

Pelo Teorema Binomial, tem-se:

R e T = RO

)

que pode ser escrito, alternativamente, como:
1\" 1 1 1 1 2

(HE) _1+1+ﬁ<1_ﬁ)+1-2-3'(1_E>'<1_E)+'”

1 1 2 n—1
ek ——— (1 =-=)-(1==)-- (1=

+1~2-3---n( n) ( n) ( n )

Vamos mostrar agora que sempre que n < m teremos:

o2 < ()

De fato, passando de n para n + 1, tem-se 1 — % <1- HLH, e cada parcela da soma acima

cresce:

N e ) e




Note, ainda, que mais uma parcela positiva é somada para obtermos | 1 +

1 1_ 1 1_ 2 1_n—l 1_ n
1-2-3---(n+1) n+1 n+1 n+1 n+1
que:

1 n 1 7’l+1
1+ — 1+ —
( +n) <( +n+1>

de modo que se n < m, existe k € N tal que n + k = m, e portanto:

14 = 14— 14— —(1+=
() <o) <o (o) = ()

Assim, concluimos que ha pelo menos um elemento de X para cada nimero natural, sendo

X um conjunto infinito.
Se mostrarmos que X é um conjunto limitado, a existéncia do ponto de acumulagdo seguird

do Teorema de Bolzano-Weierstrafs.
Mostremos, agora, a limitacdo de X: tem-se, para qualquer n € IN:

(-2)o
(1-2) (0-2)

n+1
> . Segue, portanto,

n
) , a saber

e portanto:

N —
(6V]
—
N
(6V]
I

1+ ) c1p1e Ly
n 1-2 1

Note também que:

1 < 1 1 < 1 1 < 1
1-2-3 " 2221.2-3-4 2% 1.2.3...n 21
donde segue que, para qualquer n € IN tem-se:

1) el
n 2 22 on—1

s

~~

soma da P.G. de razéo %
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Logo:

11/!
1\" 11 1 1—<z)
1 —_— 1 1 —_— —_— ... — ::1 —:1
(+n) < +[+2+22+ +2n_1} +— +

1 n
Como j4 sabemos que para qualquer n € IN tem-se 2 < ( 1+ ) »segue que dado qual-

quer elemento x de X tem-se 2 < x < 3. Logo X C [2,3[, e X é limitado. A existéncia do
ponto de acumulacdo decorre do Teorema de Bolzano Weierstraf.

-

Definicao 12 Seja e o tinico niimero real (cuja existéncia é garantida pelo teorema acima) tal

que:
1 n
lim (1 4 —) =¢
n—,oo n

Pode-se demonstrar que e é um ntmero irracional, e seu valor com dez algarismos signi-
ficativos é:

e =2.7182818284 - - -

Teorema 13 A funcdio:

f: R\{0} — R
X — (1+%)x

1 X
lim (1 + —) =e
X—>0 X

1 X
lim <1 + —) =@
X——00 X
Vamos mostrar este resultado utilizando o fato conhecido de que:

1 n
lim <1 + —) =e
n—oo n

e o Teorema do Confronto para Limites no Infinito.
Dado x > 1, existe n € IN tal que:

é tal que:
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n<x<n+1
de modo que:

1
n+1

<=<

S|
|-

1 1 1
1+ —<14+-<1+-
+n+1< —I—x_ —|—n
ecomon < x <n-+1, tem-se:

1 n 1 X 1 n+1
1 1+ — 1+ —
(i) <(3) <(+3)

Observe que:

1\"! 1\" 1 1\" 1
lim (1+—) = lim (1+—) -(1+—>zlim <1+—) - lim <1+—):e-1:e
n—oo n n—oo n n n—oo n n

n—00
e que:

1 n (1+—7’l+1> lirnn—)oo (1+7’l+1> 0
im ( 1+ = lim = =—-=c¢
n—s00 n—+1 n—s00 14 1 T 14 1 1
n+1 Hin—co n+1

Pelo Teorema do Confronto para Limites no Infinito (Teorema 4), segue que:

1 X
lim (1 + —) =e.
X—00 X

1 X
lim <1 + —) =e,
X—r—00 X

efetuamos uma mudanca de varidvel t = —(x + 1), de modo que x = —(t + 1). Note que:

Para demonstrar que:

lim x(¢t) = lim —(t 4+ 1) = —oo,

t—o0 t—o0
de modo que podemos escrever:
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1 X 1 —t—1 f —t—1 ¢ 1 t+1
lim (1+=) =lim (1—- — — lim —hm (EEL)
X——00 X s t+1 t—oo \ F+1 t—o0 t

_ lim (1+_) _ lim (1+_) .(1+_):e.1:e.
f—s00 t f—o00 t t

Uma simples mudanga de varidvel nos permite concluir o seguinte:

Corolario 14 Tem-se: :
Hm (1 + u)u

u—0

= €.

Exercicio.

Exemplo 15 Calcular:

Solugdo:
1 n+5 1 n 1 5
lim <1+—> = lim (1—|——> '(1—1——) —e¢-1°=e.
n—00 n n—00 n n

Exemplo 16 Calcular:
3x
lim (1 + 1)
X—>00 X

Solugdo: Tem-se:
lim (1—!——) = lim <1+—) -<1+—> -(1-1——) =
X—00 X X—00 X X X

Exemplo 17 Calcular:

X
lim (1 + %>
X— 00 X

Solugdo: Fazemos uma mudanga de varidvel, y = 75, observamos que limy i = 00, e temos:

2\ * 1\ % 1\"712
lim (1+—> = lim (1+—) :{lim <1+—)} = ¢?
X—»00 X Y—r00 y y—roo y
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Exemplo 18 Calcular:

Solucdo:

x+3 . x+3 x+3 x—1+4
lim (x+i’> — lim (x_1+4) — lim (1+i) — lim (1+i>

X—o0 x—1 X—00 x—1

. x—1 . . x—1
Neste ponto, fazemos a mudanga de varidvel y = 1 observamos que limy 0o ¥ = limy_00 =

00, e obtemos:

4 x—1+4 1 4y+4 1\ ¥ 4 1 4
lim (1—i— ) = lim (1+—) = [lim (1—|——> } -[lim (1—1——)] =t
x—00 x—1 y—ro Y y—oo Y Yy—eo y

4 Propriedades das Fun¢des Continuas

Nesta secdo apresentaremos algumas propriedades das fun¢ées continuas. Alguns fatos que
serdo provados nesta secdo sao:

e Toda func¢do continua f, definida em um intervalo fechado da forma [g, b], que muda de
sinal entre a e b, se anula em algum ponto entre a e b;

e Toda fungéo continua definida em um intervalo fechado e limitado, [4, D], é uma fungdo
limitada;

e Toda funcdo f : [a,b] — R continua assume um méximo e um minimo em |a, b].

Teorema 19 (Teorema do Anulamento) Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Se f(a) -
f(b) < 0 (ou seja, se f(a) e f(b) tém sinais opostos), existe pelo menos um ¢ € [a,b] tal que

f(c) =o.

Para fixarmos as ideias, suponhamos f(a) < 0 e f(b) > 0. Fagamos a = ag e b = by; seja co
o ponto médio do segmento [ag, by]. Tem-se:

f(Co) <0 ou f(Co) > 0.

Suponhamos f(cg) < 0, e fagamos ¢y = ay e by = by. Temos f(a1) < 0e f(by) > 0. Seja cq
o ponto médio do segmento [a1, b1]. Temos:
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f(Cl) <0 ou f(Cl) > 0.

Suponhamos f(c1) > 0 e facamos a1 = ap e ¢c; = by. Assim, f(az) < 0 e f(bp) > 0.
Prosseguindo com esse raciocinio, construiremos uma sequéncia de intervalos encaixados:

[a(),b()] D) [al,bl] D) [az,bz] DD [(Zn,bn] DI

b—a

com b, — a, = ——, de modo que lim,,_so b, — a,;, = 0 e tal que para todo n € IN:
n q que p

flan) <0 e f(by) 20 (D
Pelo Teorema dos Intervalos Encaixados, existird um tnico ¢ € RR tal que para todon € IN
tem-se:
a, <c<b,.

As sequéncias de termos gerais (a,),eN € (bn)neN convergem, por construcdo, para c.
Segue, da continuidade de f que:

lim f(ax) = f(c) e lim f(by) = £(c) @

n—oo n—o0o

Segue de (1) e de (@) que:

f(c)<0e f(c) >0
e portanto f(c) = 0.

Al

(
v
=

a o

Teorema 20 (Teorema do Valor Intermediario) Se f : [a,b] — R é continua, dado qualquer
7y entre f(a) e f(b), existe pelo menos um ¢ € [a,b] tal que f(c) = 1.

Para fixarmos as ideias, suponhamos que f(a) < v < f(b). Consideremos a fungao:

16



g: [ab] — R
x = flx) =
Como f é continua em [g,b], segue que g também é continua em [a,b] (por qué?). Temos,
ainda:

ga) = f(a) =y <0 e g(b) = f(b) = v >0.
Pelo Teorema do Anulamento segue que existe um c € [g,b] tal que g(c) = f(c) —y =0,
ou seja, tal que:
fle) =1

Lema 21 Sejam f : I C R — R uma fungio continua, xo € I'N1e

x: N —- ICR
n o= Xy
uma sequeéncia tal que limy,_, x, = xo. Entdo:

lim f(xq) = f ( lim %) = f(x0)

n—oo

Precisamos demonstrar que, dado € > 0, é possivel encontrarmos 7y € IN tal que:

n>no=|f(xn) — f(xo0)| <e

Seja, entdo, ¢ > 0 um numero tdo pequeno quanto quisermos. Como f é continua em Xx,
existe § > 0 tal que:

(x € D&(|x —xo| < 6) = [f(x) — f(x0)| <e
Como, por hipétese, lim,,_, X, = Xo, para este § > 0 - oriundo da continuidade de f em

xo - existe ny € N tal que, se n > ng entdo |x, — xo| < J. Desta forma, basta tomarmos este
1o, € teremos:

n>ng=|x, — x| <= 1[f(xn) — f(x0)| <,
ou seja,

lim f(x,) = f(xo0).

n—o0o

Teorema 22 (Teorema da Limita¢do) Se f : [a,b] — R é continua, entdo existe M > 0 tal
que:

(Vx & [a,b])(If (x)] < M).
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Suponhamos, por absurdo, que f ndo seja limitada em [a,b]. Fagamos a = a; e b = by; Como
f éilimitada, dado M =1 > 0, existe x1 € [a1, ;] tal que |f(x71)| > 1. Seja ¢; o ponto médio
do intervalo [a1,b1] de modo que f ndo é limitada em [a7,c1] ou ndo é limitada em [cy, by].
Suponhamos, sem perda de generalidade, que f nédo seja limitada em [cy, b1 ], e fagamos a; = ¢;
e bp = by. Como f ndo é limitada em [ap,by], dado M = 2 > 0, existe xp € [ap,by] tal que
|f(x2)] > 2. Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma sequéncia de intervalos
encaixados:

[al,bl] D) [ﬂz,bz] D) [ag,bg] DRI [an,bn] IDJRIE

satisfazendo as condi¢des da Propriedade dos Intervalos Encaixados tal que, para cada
numero natural M = n > 0 existe x,, € [a,, b,] tal que:

|fCen)| >

Ora, segue, portanto, que para qualquer M > 0 existe np € IN tal que M < ny, e para todo
n > ngy tem-se |f(x,)| > M. Concluimos, disto, que:

Tim |f ()] = o0

Seja ¢ € R o tnico elemento tal que, para todo n € IN tem-se:

c € [ay, byl
Uma vez que a sequéncia (xy),eN converge para ¢ e a fungdo f é continua em ¢, segue que
x—|f(x)| é Continu em ¢ pelo Lema 21| que:
Tim (£ ()] = [£(0)]
No entanto, temos lim, .« |f(x,;)| = o0, 0 que é um absurdo. Como assumir que f é

continua e ilimitada em [4, b] nos leva a um absurdo, concluimos que se f é continua em |[a, ],
entdo f é limitada em [a, b].

Definic¢ao 23 Uma fungido f : A C R — B C R assume um mdximo em A se existir um xy; €
A tal que f(xp) = sup{f(x) € B | x € A}. Outrossim, uma fungio f : A C R — B C R
assume um minimo em A se existir um x,, € A tal que f(x,) = inf{f(x) € B | x € A}

Exemplo 24 Tem-se que a fungio:

iy L. . 7T 37
assume um mdximo e um minimo em R. De fato, basta considerarmos xp1 = 5 e Xy = o e teremos:

!pelo Lema 5 das Notas pa Aura 07 e pelo Teorema 21 das NoTas pa Aura 09
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(Vx € R) <—1 — sin (37”) < sin(x) < sin (g) - 1>

Exemplo 25 A fungio:

ndo assume nem um maximo nem um minimo em |0, co|. De fato, o conjunto imagem de h, h [|0, 0[] =
10, 0o[ ndo é limitado superiormente, de modo que ndo admite supremo e, a fortiori, um mdximo em
.1 . L
10, oo[. Também, temos mf{ = | x €]0,00[ p = 0, mas nio existe nenhum niimero real positivo x,, tal
x
que:

— =0.
Xm

Assim, a fungdo ndo assume nem mdximo nem minimo em seu dominio.

Teorema 26 (Teorema de Weierstrass) Se f : [a,b] — R é uma fungdo continua, entdo exis-
tem xm, X € [a,b] tais que:

(Vx € [a,b]) (f (xm) < f(x) < f(xm))

Suponhamos, por absurdo, que f ndo assuma o valor L = sup{f(x)|x € [a,b]}, de modo
que para todo x € [a,b] temos:

f(x) < L.

Podemos, entdo, definir a funcdo:

g: [0, CR" — R
x — L— f(x)

que é tal que para todo x € [a,b], g(x) > 0.

Como g é continua (pois f é continua) e ndo se anula em |[a, b], a fungéo reciproca de g:
¢ KCR" - R

X —

o
L —f(x)

é continua em |[a,b], e portanto, pelo Teorema da Limitacao, é limitada.
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Assim sendo, existe H > 0 tal que:

(¥x € [a,b] (L_;f(x) < H)
Desta forma,
1
g<L—-f (x)

(¥x € [a,b]) (f(x) <L- %)

o que implica que L nio é sup{f(x)|x € [a,b]} - pois ndo é a menor das cotas superiores,
uma vez que L — 7; é cota superior para {f(x)|x € [a,b]}, 0 que é um absurdo.

Logo, se f é continua em [a, b], entdo f assume um méximo em |[a, b].

Faca como exercicio a demonstracdo para o extremo inferior.
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