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AGENDA 09

Prof. Jean Cerqueira Berni®

Apresentacdo

Nesta agenda apresentamos as derivadas das funcdes elementares, definimos fungdes
dadas implicitamente por equagdes e descrevemos como deriva-las e, em seguida, apresenta-
mos como derivar a inversa de certas fungoes.

1 Fungoes Elementares e Suas Derivadas

As funcgdes elementares classificam-se em dois tipos: fung¢des elementares algébricas e
fungdes elementares transcendentes. As fung¢des elementares algébricas sdo: a fung¢do con-
stante, a fun¢do afim, a fungdo linear, a fun¢do polinomial de grau n, as fungdes racionais e,
ainda, as chamadas “func¢des algébricas”, que veremos na sequéncia.

As fungles elementares transcendentes sdo as fungdes com expoente irracional, isto é,
fungdes do tipo f(x) = x%, com a« € R\ Q, a fungdo exponencial, a fun¢do logaritmica, as
fungdes trigonométricas e as fungdes ciclométricas.

As fungdes que sdo combinagdes das func¢des elementares ndo se denominam mais fungdes
elementares, tampouco aquelas que ndo constam nesta lista apresentada acima.

Nestas notas veremos como deriva-las. A partir das derivadas destas fun¢des elementares

poderemos calcular as derivadas de muitas fun¢des usando as regras de derivagdo vistas na
aula anterior.

Lema 1 Tem-se:
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m cos(x) — 1 _
x—0 X

0

Podemos multiplicar o numerador e o denominador da expressdo acima pela expressao
conjugada de cos(x) — 1, qual seja, cos(x) + 1, obtendo para todo x € R tal que cos(x) # —1,
tem-se::

cos(x) =1 _ cos(x) =1 (cos(x)+1) cos?(x) —1 —sin?(x)

— —sin?(x) = cos?(x) —

" v (cos(x) = 1) x-(cos(x) 1) L o) +1)
Assim,
. a2 . .
lim cos(x) =1 lim sin"(x) lim sin(x)  sin(x)
x—0 x x—0x - (cos(x) +1) x—0 x  cos(x)+1

Uma vez que:

lim sin(x)

x—0 X

=1,

lim sin(x) = sin(0) = 0
x—0
e que lim,_,o(cos(x) +1) = lim,_,pcos(x) +limy_01 = cos(0) +1 =1+1 =2 # 0, segue
que:

N\ A
N\ 7 ™~

lim sin(x)  sin(x) — (tim sin(x) ) im sin(x) _0
x—0 x  cos(x)+1 x50 X x—0cos(x) +1
Assim,
lim S =1
x—0 X

Teorema 2 (derivada da funcdo seno) A fungio sin : R — R é derivivel em todo o seu dominio, e
vale:

d, .
E(sm(x)) = cos(x).




Seja xp € R. Tem-se:

. Ax) — si
i(sin(x)) ~ lim sin(xg + Ax) — sin(xg) _
dx v, DX—0 Ax
0
. sin(xp) - cos(Ax) + sin(Ax) - cos(xp) — sin(xp)
= lim =
Ax—0 Ax
— lim sin(xg) - (cos(Ax) — 1) +sin(Ax) - cos(xg)
N Ax—0 Ax N
=1
(Ax) —1 in(Ax)
: . cos(Ax) — . sin(Ax
= sin(xp) -él;r_r:o T+cos(xo) .AIJICIE:O Ar cos(xp).

-~

=0

Teorema 3 (derivada da fungdo cosseno) A fungio cos : R — IR é derivivel em todo o seu
dominio, e vale:

%(cos(x)) = —sin(x).

Seja xp € R. Tem-se:

A —
i(cos(x)) — lim cos(xg + Ax) — cos(xp) _
dx r,  DX—0 Ax
0
. cos(xq) - cos(Ax) — sin(xp) - sin(Ax) — cos(xp)
= lim =
Ax—0 Ax
. cos(xp) - (cos(Ax) — 1) — sin(xp) - sin(Ax)
= lim =
Ax—0 Ax
=1
(Ax) —1 in(Ax)
cos(Ax) — sin(Ax
f . ]_. N 7 Q1 . 1 — Qi .
cos(%o) Ax30 Ax sin(xo) Ax30 Ax sin(xo)

J/

-0
Teorema 4 (Derivada da fungdo x") Seja n € IN, A fungdo:

f: R - R
x = x"

é derivdvel em qualquer ponto do seu dominio, e vale:



Seja xp € R qualquer. Tem-se:

d xo + Ax)" — xg!
—(x™) = lim (xo + Ax) 0 Teorema Binomial
dx vy  Dx—0 Ax
o X0 ()X Ax 4 () X0 x4 AT — g
= lim
Ax—0 Ax
i nexg tAx+(5) o xf 2 AXR 4+ nxg s AxTTE 4 Ax”
= lim
Ax—0 Ax
Alimon . x6‘_1 + (;) -xg_z Ax A+ nexg- AXTT2H AT =0 xg_l
X—

Lema 5 Sejaa € R, a # 1. Tem-se:

abd* —1
lim = In(a)
Ax—0  Ax
Fazemos a mudanca de variavel:
a® —1=u

e observamos que:

im u= lim a®-1=a"-1=1-1=0

Ax—0 Ax—0
Também,

In(a®") = In(u+1)
de modo que Ax -In(a) = In(u +1). Assim,

lim a1 lim — o = In(a) - lim L
Ax—0  Ax  us50 In(utl) u—0In(u 4+ 1)
In(a)
) 1
=In(a) - im —— =1In(a) -

=09 (1 4-u)w

=In(a) - lim !

u—0 % ‘In(u+1)




Teorema 6 (Derivada da Funcdo Exponencial) Seja a € R* , a # 1. A fungio:

f: R - R
x = a*
é derivdvel em todo seu dominio, e vale:
d X X
el — a1
(@) = ¥ -Ina)
Dado xy € R, temos:
d ; ax—l—Ax —ax ax . (an o 1) an -1
—_ =lim —— = lim ————~ =4 1i =a°-1 .
dx( Aalcglo Ax A;ri}o Ax ¢ Aalcr—r>1() Ax a”-In(a)

Como coroldrio do teorema acima, segue que:

%(ex) =e*-In(e) =e*-1=r¢"

Teorema 7 (Derivada da Func¢ao Logaritmica) A fungio:

In: R - R
x — In(x)

é derivdvel em todo seu dominio, e vale:

Temos:

d . In(x+ Ax) —In(x) 1 x+Ax\ A
en(e) = fim BEESEE i g () = i i (145

= lim In (1+ %> In é continua In ( lim (14—%) ) U= %In ( lim 1+u xl>
Ax—0 X Ax—0 X Ax%O

lim # = 0ln <1im[(1 +u)i]i> In(er) = ;

Ax—0 u—0



Teorema 8 (Derivada da Funcao Logaritmica) Sejaa € R*, a # 1. A fungio:

f: R — R
x — log, (x)

é derivdvel em todo seu dominio, e vale:

2 10g,(x)) =

x-In(a)

Basta observarmos que, para qualquer x € IR” temos:

loga(x) = ll’l(ﬂ) 'ln(x)
e derivamos:

d d 1 1 d 1
77 Lo, (x)) = = (m 'ln(x)) ~ () ax ) = x - In(a)

Teorema 9 (derivada da fung¢do com expoente irracional) Seja « € R\ Q. Temos:

() — a—1
I (x*)=wa-x
Note que:
& = eln(x"‘) _ euc~1n(x)
de modo que, pela Regra da Cadeia, temos:
d AN d aIn(x)y _ jaIn(x) In(x)\a 1 _ a1 _
E(x)—a(e )=e —x(oc In(x)) = (e™%) wo=axt o=

2 Cailculo de Algumas Derivadas
Exemplo 10 Calcular a derivada de h(x) = sin(x3).
Solugdo: O primeiro passo é escrever i como a composicdo de fungdes:
R % R 4
x = x> — sin(xd)



onde:

f: R — R
y — sin(y)
e:
g: R = R
X = X

Assim, f'(y) = cos(y) e g’'(x) = 3x2. Pela Regra da Cadeia, tem-se:

H(x) = (fog)'(x) = f(g(x)) &' (x) = cos(g(x)) - g'(x) = cos(x°) - 3x* = 3x% - cos(x°)
Exemplo 11 Calcular a derivada de h(x) = e3*.

Solugdo: O primeiro passo é escrever h como a composi¢do de fungdes:

R % R & R
X = 3x — e
onde:
f+r R - R
y — &
e:
g: R —- R
X = 3x

Assim, f'(y) = e¥ e g'(x) = 3. Pela Regra da Cadeia, tem-se:

H(x) = (fog)(x) = f(g(x) ¢ (x) =8 - ¢'(x) = -3 =3¢
Exemplo 12 Calcular a derivada de h(x) = (3x% +1)3.

Solucgdo: O primeiro passo é escrever h como a composi¢do de fungdes:

R &% R & R
x = 3x2+1 — (Bx2+1)3
onde;
f: R — R
y — y



g: R — R
x — 3x2+1

Assim, f'(y) = 3y? e ¢’(x) = 6x. Pela Regra da Cadeia, tem-se:

W(x) = (fog)(x) = f(g(x)) - &' (x) = 3g(x)? - g(x) =3- (32 +1)2 - 6x = 18x - (32 + 1)2.

Teorema 13 Seja g: A C R — R uma fungio derivivel em xo € int (A). Entdo:

i[eg(x)] — o8 ¢ (x).

dx
Temos:
R % R & R
x = g(x) — 80
onde:
f+r R - R
y — e

Assim, f/(y) = ¢¥, de modo que pela Regra da Cadeia, tem-se:

d X X
E[eg( )] =e8™) . ¢/ (x).

Teorema 14 Seja ¢ : A C R — R uma fungio derivivel em xo € int (A) e tal que (Vx € A)(g(x) >
0). Entdo:

lin(e) =22
Temos:
R % R 4 R
x = g(x) = In(g(x))
onde:
f: R - R
y +— In(y)



Assim, f/(y) = i, de modo que pela Regra da Cadeia, tem-se:

d 1
T In(g(x))] = 08 (x) =

g'(x)
g(x)

3 Observagoes

No Ensino Médio ficamos com uma impressdo de que uma funcdo deve ser sempre dada por
uma expressdo analitica (uma “lei”), como por exemplo:

flx)=x>+2x2 —x -3
8(y) = \/y*+1

h(t) = cos(27tt).

Na verdade, ha mais de 250 anos esta era a defini¢do de funcdo. Segundo o préprio
Leonhard Euler,

ou mesmo:

“Uma funcdo de uma quantidade varidvel é uma expressdo analitica composta, de al-
guma forma, pela varidvel e por ntiimeros (ou “constantes”).”

No entanto, no curso de Calculo vemos que a nocdo de fungdo como “uma associagdo
dada por uma férmula” é muito limitada para seus propésitos.

A nogdo atual de fungdo, no entanto, vai muito além das definidas por Euler, como vimos

nas AGENDA 01. As fungdes definidas implicitamente nos ajudam a dissipar esta “impressao”
errada que temos de funcdo, conforme veremos na se¢do seguinte.

4 Funcgdes Implicitas

Motivacdo: Na Geometria Analitica frequentemente encontramos curvas representadas
sob a forma F(x,y) = 0 para alguma funcio F :]a, b[x]c,d[C R? — R. Por exemplo, temos:

uma reta é dada pela equagdo: a-x+b-y+c=0

uma circunferéncia é dada pela equacio: (x —x9)* + (y —yo)> —r* =0



e assim por diante. Em alguns casos podemos “isolar” uma varidvel em termos da outra, mas
em muitos casos isto ndo é possivel. A seguir definimos o que entendemos por uma fungao
definida implicitamente por uma equacao.

Definicao 15 (funcido dada implicitamente) Sejam I,] C IR dois intervalos (abertos, fechados,
semi-abertos, limitados ou ilimitados). Seja F : 1 x | C R?*> — R uma funcio de duas varidveis.
Dizemos que a equagdo:

F(x,y) =0

define implicitamente uma fungdo y = y(x) se, e somente se:

F={(xy) € Ix]|F(xy) =0}

for uma fungio de dominio I e contradominio | - ou seja, se, e somente se para todo x € I existir um, e
somente um y = y(x) € J tal que:

F(x,y) = F(x,y(x)) = 0.
Por outro lado, dizemos que a equac¢do:

F(x,y) =0

define implicitamente uma fungdo x = x(y) se, e somente se:

F={(yx) €] % 1| Flx,y) = 0}

for uma funcio de dominio | e contradominio I - ou seja, se, e somente se para todo y € | existir um, e
somente um x = x(y) € I tal que:

F(x,y) = F(x(y),y) = 0.
Defini¢ao 16 (Fungido Algébrica) Chamamos de fungdo algébrica a toda fungio definida implici-
tamente por uma equagio da forma:
po(x) - y" +pr(x) -y 4 puca (%) Y+ pu(x) =0
onden € Ne (Vie {0,1,---,n})(pi(x) é um polindémio).
Exemplos e Contraexemplos:
(a) Toda fungdo algébrica é definida implicitamente por uma equagdo F(x,y) = 0, onde:

F: RxR — R
(xy) = po(x) -y +pr(x) YT paa (%) -y 4 pa(x)
onden € Ne (Vie {0,1,---,n})(pi(x) é um polindmio).
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(b)

(©)

Sejam a,b,c € R. A funcéo:

F: RxR — R
(x,y) — a-x+b-y+c

define, implicitamente mediante a equagdo F(x,y) = ax + by + ¢ = 0, uma fun¢do y em

termos de x se tivermos b # 0 e uma fung¢do x em termos de y, se a # 0. Com efeito,
1

dado x € R, existe um tnicoy € Rtalquea-x+b-y+c =0, asaber, y = E-(c—a-x).

Por outro lado, se a # 0, dado y € R existe um tnico x tal que a-x+b-y+c =0, a

saberx:%(c—b-y).

Geometricamente temos uma reta - que, contanto que ndo seja vertical, sempre é grafico
de uma funcgéo;

A funcdo:

[

ndo define, implicitamente, mediante a equacdo F(x,y) = x*> +y?> — 1 = 0, uma fungdo
y em termos de x com dominio em [—1,1] e contradominio em [—1, 1], ou mesmo uma
funcdo x em termos de y. Com efeito, para um dado x €] — 1,1[ existem sempre dois

valores de y, v/ 1 — x2, que satisfazem F(x,y) = 0, ou seja, tem-se: F (x, —V1 - x2> =0
e F (x, v1-— x2> = 0. Logo, a relagdo definida por:

F={(xy) e[-1,1]x[-1,1]]| 2 +2 =1}

11



ndo define uma fungdo y = y(x), de [—1,1] em [—1,1]. Pode-se verificar, do mesmo
modo, que a equacdo F(x,y) = 0 tampouco define uma funcdo x = x(y). Geometrica-
mente, temos que a equagio x> +y? = 1 representa uma circunferéncia unitaria centrada
na origem - que sabemos ndo ser gréfico de fungéo.

Nao obstante, é facil verificar que a equacdo x> + y*> — 1 = 0 define uma fungao de [—1,1]
em [0, 1], e até mesmo define uma funcdo y = y(x) de [—1,1] em [0, —1].

Observe, ainda, que a equagdo x2 + y2 —1 = 0 define implicitamente uma funcgao
x = x(y), de [—1,1] em [0, 1], dada por:

{(y,x) € [-1,1] x [0,1] | x¥* + > —1 =0}

Y
14 X2 + yZ —1=0
Yo |------ .
: > X
1-13
—1¢
(d) A funcao:
F: RxR — R

(x,y) +— y>+16y —32x°+32x

12



define, implicitamente, mediante a equacdo F(x,y) = y° + 16y — 32x> + 32x = 0, uma
fungdo y em termos de x.

Seja ¥ € R fixado, e consideremos a func¢do de y dada por:

Fr: R — R
y — >+ 16y —32%° +32%

que é tal que:

lim Fe(y) = lim ¥ + 16y — 32%° 4 32% = —c0
y —o0

y——00

lim Fr(y) = Jim, ¥ + 16y — 32%° 4 32% = o0

Yy—reo

Dado M > 0, existem Nj, N, > 0 tais que y > Nj implica Fx(y) > M e y < —N; implica
Fi(y) < —M. Tomemos y, < —Np e N; < y3, e teremos:

Pj(yZ) <-M<O<M< Fy(yl)

Desta forma, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe algum 7 € R tal que:

13



Fi(y) = F(x,5) = 0
Finalmente, observe que F; é estritamente crescente, ou seja, para quaisquer nimeros

y1 < Yy tem-se:

Fz(y1) < Fx(y2) (verifique!)

Assim, o j tal que Fx(7) = F(X,7) = 0 é tnico.

Segue, portanto, que dado qualquer ¥ € R existe um tnico 7 € R tal que F(%,7) = 0.

(e) Considere:

F: RxR — R
(xy) — P+y—x

Afirmamos que a equagdo F(x,y) = 0, ou seja:

y3+y—x:0

define y como funcao implicita de x.

\
4

P4+y—x=0

Para verificar esta afirmacdo, devemos comprovar que dado ¥ € R qualquer, existe um
tinico 7 € R tal que F(%,7) =7 +7 — % = 0.

Seja ¥ € R fixado, e considere:

14



Fo: R — R
y — pP+y—x

Verifica-se que F; é estritamente crescente e que:

lim Fr(y) = lim y®+y— %= —o0

y—>—o0 y——o0

lim Fr(y) = lim y® 4y — % = o0

Y—00 Y—00

Em virtude disto, dado M > 0, existem Nj, N, > 0 tais que y > N implica F¢(y) > M e
y < —N, implica Fz(y) < —M. Tomemos y, < —N; e N1 < y1, e teremos:

Pj(yZ) <-M<O0< M<K F}Z'(y]_)

Desta forma, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe algum 7 € R tal que:

Fi(y) = F(x,) =0
Como para todo ¥ € R existe um tinico 7 € R tal que F(%,7) = °+7—% = 0, e
portanto y é uma funcdo de x definida implicitamente pela equagio y° +y = x.

5 Derivacao de Func¢des Definidas Implicitamente por uma
Equacao
Em muitos casos, dada uma equagdo da forma F(x,y) = 0, é possivel explicitar y como

funcdo de x, de modo que o processo de derivagdo de y com respeito a x é dado pelo limite
do quociente da razdo incremental. Por exemplo, as equagdes

xX+y=2=y=2—-x
y+sin(x) —2=x =y =x+2—sin(x)

definem explicitamente y como fungdo de x.

No entanto, se tivermos as equacoes:

X\Y+yvx—x—y=0

ou:
a/y —y+2x =3

15



é impossivel explicitar y em termos de x.

Nestes casos, a fim de obter uma expressdo que defina y'(x), consideramos a expressao
como F(x,y(x)) = 0 e a derivamos utilizando as regras de derivagdo ja conhecidas, ou seja,
as regras da soma, diferenca, produto, quociente e, sempre que derivarmos y devemos ter em
mente que y é uma funcdo de x e usar sempre a Regra da Cadeia.

Exemplo 17 Calcular a derivada da fungio y dada implicitamente pela equagio:
Y ty=x
Solugdo: derivamos os dois membros da igualdade:

d 3 _ d _
Py = () =1

Usamos as propriedades operatérias da derivacdo (regras da soma e da cadeia) para obter:

d d d
(P +y) = (P () + = (y(x) =3y(x)* ¥ (x) + 7/ (x) =1
dx dx dx
Finalmente isolamos (quando possivel) y':
1
() —
yix) = 3y(x)2+1

Exemplo 18 Calcular a derivada da fungio y dada implicitamente pela equagio:
yo 416y —32x° +32x =0

Solugdo: derivamos os dois membros da igualdade:

d 5 3 — d —
T (v +16y —32x° +32x) = --(0) =0

Usamos as propriedades operatdrias da derivagdo (regras da soma e da cadeia), sempre
tendo em mente que y é uma funcdo de x, para obter:

() + - (16y(x)) - + L a0 =0 )

Pela Regra da Cadeia temos:

Temos, também:



d d
(320) =32 ——(x) =32

Assim, a equacao (1) fica:
5-y(x)* -y (x) +16-y'(x) - +32=0
donde tem-se:
5-y(x)* +16] - v/ (x) = 96x* — 32
e como para qualquer x € R 5y(x)* + 16 > 16 > 0, segue que:

96x2 — 32

R TEET

6 Derivada de Fungao Inversa

Seja f : A C R — B C R uma funcdo bijetora, e seja ¢ : B — A a sua inversa, de modo que:

(Vx € B)(f(g(x)) = x)

Se supusermos g derivavel em x € B e f derivavel em g(x) e tal que f'(g(x)) # 0, ao
derivar ambos os membros da igualdade acima, obtemos:

A (fog)) = Lidp(x) = 2 (x) =1

Pela Regra da Cadeia, segue que:

fl(g(x0)) - g'(x) =1

e portanto:

Como ¢ = !, temos:

| X)) = ———
& = )

17



Exemplo 19 Seja n € IN um niimero natural. Sabemos que a inversa da fungio g(x) = /x é a
inversa de f(x) = x", cuja derivagdo ji conhecemos. Pela formula dada no teorema anterior, seque que:

d 1 1 1
&S P T T

Exemplo 20 Calcular a derivada da fungio:

1 1
= _.xﬁfl
n

arcsin: [-1,1] — [-%, %]
X > arcsin(x)

Soluc¢do: Aplicando a férmula deduzida, temos:

1 B 1
(sin(arcsin(x)))’  cos(arcsin(x))

P (arcsin(x)) =

Para obtermos uma expressdo mais “agradavel” da derivada da funcdo arco-seno, nos
utilizamos das identidades trigonométricas relacionando seno e cosseno. Sabe-se que:

(Vz € R)(cos(z) = /1 — sin?(z))

e portanto:

cos(arcsin(x)) = \/1 — [sin(arcsin(x))]? = V1 — x2

Assim,

i(arcsin(x)) = !

dx V1—22

d
Do item (b) do exercicio 1 da Lista DE ExErcicios 5 segue que %(tan(x)) = sec?(x).

Exemplo 21 Calcular a derivada de:

T

tan: R — }——,—[
arctan )
x +> arctan(x)

Solucdo: Sabe-se que a func¢do acima é invertivel e que sua inversa é:

tan : —E,E R
" } zxZ[ —  tan(x)

Assim, para avaliarmos a derivada de arctan basta tomarmos:

18



1 1

g (arctan(x)) = (tan(arctan(x)))’ ~ sec?(arctan(x))

dx

Sabe-se, no entanto, que:

sec?(z) = 1+ tan?(z)
de modo que:

sec?(arctan(x)) = 1+ (tan(arctan(x)))? = 1 + x?
e portanto:

1
1+ x?

d
a(arctan(x)) =
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