MATO0121 - CALcuLO DIFERENCIAL E INTEGRAL II
AGENDA 01

Prof. Jean Cerqueira Berni*

Apresentacdo

Nesta agenda introduziremos um problema geométrico que motiva a teoria de integracdo
segundo Riemann: calcular a drea delimitada pelo grafico de uma fun¢do. Em nosso primeiro
caso concreto a analisar, vamos buscar a drea da regido do plano delimitada pelo eixo Ox,
pelas retas x = 0, x = 1 e pelo gréfico da fungdo f(x) = x2, e o processo que utilizaremos é o
protétipo do processo de integracdo de Riemann. Vale observar que existem outros processos
de integragdo, como o de Lebesgue e o de Riemann-Stieltjes, que ndo serdo vistos neste curso.

Na segdo 1 calculamos, efetivamente a area referida no pardgrafo anterior, resolvendo um
problema conhecido como “quadratura” (por ser equivalente a encontrar o lado de um qua-
drado de mesma d&rea). Na secdo 2 apresentamos, com mais rigor, a integral de Riemann,
destacando a ideia por detrds do processo de integracdo. Para facilitar a exposi¢do, apresen-
tamos as somas de Riemann, a soma superior e a soma inferior, com as quais lidamos mais
detidamente no Apéndice.

Apresentamos as propriedades da integral de Riemann, como a linearidade, a monotonici-
dade, a aditividade — entre outras — e apresentamos importantes resultados como o Teorema
da Média, que nos permitird provar a parte 1 do Teorema Fundamental do Calculo, que
conjuga os problemas da quadratura com o da derivacao.

Mostraremos algumas aplicagdes da integral definida como o calculo da &rea delimitada
entre gréaficos de fungdes, a determinagdo do centroide de uma lamina plana, o cédlculo do
comprimento de curvas, do volume de sélidos de revolugdo e a drea de superficies de revolu-
¢ao.

Ao final do material, o aluno encontrard um apéndice do qual constam os rudimentos
mais aprofundados da teoria da integracdo segundo Riemann.

*jeancb@ime.usp.br



1 Motivacdo: O Processo”

2

Motivacdo: Calcular a drea A, compreendida entre a pardbola y = x*, as retas x = 0,

x =1 e o eixo Ox.

Consideremos a fungao:

f: 01 - R
x = x?

Vamos subdividir o intervalo [0, 1] em n subintervalos de igual tamanho, 1/ e usar retan-
gulos para aproximar por excesso e por falta as dreas:
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Conforme veremos posteriormente, os valores das somas das dreas dos retangulos azuis
(respectivamente, vermelhos) exibidos nas figuras acima serdo denominados por somas de
Riemann superiores (respectivamente, somas de Riemann inferiores ). Na primeira imagem
temos somas de Riemann de ordem 2, na segunda temos somas de Riemann de ordem 4, na
terceira somas de Riemann de ordem 8 e na quarta, somas de Riemann de ordem 16.

Analisemos um subintervalo de cada vez. A base do i—ésimo subintervalo estd indicada
na figura abaixo:

Analisando mais de perto a figura acima, obtemos a figura a seguir:

Yy

Note que, na figura acima:



(Area da Regido 1) < A; < (Area da Regido 2)

Mas,
. —1\* 1 (i—1)?
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n non
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segue que:
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Antes de prosseguir, precisamos do seguinte:
Teorema 1. Vale, para qualquer n € N, n > 2, que:
iZZ (n+1)-2n+1)
i=1 6

Demonstragio. Temos, no minimo, dois modos de demonstrar a identidade acima: por indu-
¢do e por indugdo. Apresentamos a seguir as duas demonstragdes, em beneficio do leitor.

1° modo: por indugao: Para n = 2 temos, naturalmente,

2

2-(2+1)-(4+1) 2-3;
Y i?=1"+22=1+4=5= e+1) @+ _ 25:5
i=1

6
Suponha que:
“211_2_ m—1)n-2-n=1)+1) (n-1)-n-
= 6 - 6

Temos, assim:

(2n—1)




n-2n—1 213 —3n2+n  6n? 213 +3n% +n
( ) 2= + n _ +3n° +
6 6 6 6

n-(n+1)-2n+1)
g .
2° modo: por dedugdo:

Temos que Y 1[(i +1)% — %] é, por um lado, igual a:

n n
Y [P +3%+3i+1—P) =) (3* +3i+1)
i=1 i=1

e, por outro lado, igual a:

M:

(i+1)° Zz =24+ P+ -3+ 22+ )= (n4+1)° -1
i=1

Il
N

i

de modo que:

n n n
3-Y 243 Y i+ Y 1=mn+1>-1=n*+3n*+3n
i=1 i=1 i=1

1
3. Zz +3- (n + )+n:n3—|—3n2+3n

2
e assim:
5. i’z 2n3 + 6n2 + 6n 3n2+3n_2n_2n3+3n2+n

~ 2 2 2 2
i=1

ilz 2n3 + 3n? +n_n-(n+1)-2n+1)

6 6
i=

Aplicando o que vimos no teorema anterior, chegamos as desigualdades:

(n—1)-n-2n-1)
6n3

n-(n+1)-(2n+1)

<AL
- = 613

Fazendo n — oo, tem-se:

lim (n—l)-n-(Zn—l)SlimASlimn-(n+1)-(2n+1)

n—00 6nd n—00 n—00 613
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Agora,

. (n=1)n-2n-1) . 1 n [(n=-1)] [2n—-1] 1

i, 63 “ame w73
e

1im”'(”+1)'(2”+1):hml.f. (n+1)] [2n+1] 1

n—y00 6n3 n—seo6 n | n | | n |

segue do Teorema do Confronto que:

W =

2 Integral de Riemann

Vimos, na se¢do anterior, um exemplo do processo de integra¢do segundo Riemann: trata-se
de, primeiramente, subdividir o dominio da fungdo em apreco mediante parti¢cdes cada vez
mais “numerosas”, que determinam subintervalos cada vez mais estreitos, e calcular o limite

das somas por falta e por excesso. Ao obter um tnico valor, chegamos ao “valor da integral
definida”.

Nesta secdo apresentaremos primeiramente alguns conceitos necessarios a apresentacdo
do nosso processo de integracdo em vocabuldrio adequado e, na sequéncia, apresentaremos
num contexto mais amplo a processo de integragdo segundo Riemann, tendo como motivagao
o célculo da drea entre o grafico de certa funcdo e o eixo Ox.

2.1 Particoes de Um Intervalo

Definicdo 2 (particio de um intervalo). Seja [a,b] um intervalo. Uma partigdo do inter-
valo [a,b] é um conjunto finito, P = {xo, x1,-- -, xn} tal que:

e xo=aex, ="
o (Viec{0,---,n})(x; € [a,b])
o (Vie{l, -, n})(xi-1 <x)

Ou seja, um conjunto finito de pontos distintos de [a,b] tal que a = xg < x1 < --- < X1 <
xn = b.




Note que uma partigdo P = {xg, x1,- -+, X,_1, X» } de um intervalo [a, b] determina n subin-
tervalos consecutivos, [a,x1], [x1, X2, -, [Xn—2, Xn—1], [Xn—1, Xn]. Ao maior dos comprimentos
destes intervalos chamamos de malha ou norma da particado, e escrevemos:

|P|| = max Ax; = max |x; — x;_1|
1<i<n 0<i<n

Em nosso curso, nos restringiremos a parti¢des cujos pontos estejam igualmente espaca-
dos, como ilustra a figura a seguir:
c 1 1 1 1 1 1 1 |
L I I I I I I I o4
Xo=4a X1 X2 X3 X4 X5 Xn—-2 Xp-1x, =0

Vv

Tais parti¢des sdo conhecidas como “parti¢des regulares”, e tém malha sempre igual a %.

2.2 A ideia do processo de integracao de Riemann

Motivacdo: Dada uma fungao real positiva definida num intervalo fechado |4, b], calcu-
lar a 4rea da regido compreendida entre o grafico da fungdo e o eixo Ox.

Considere a fungdo de uma varidvel real f : [a,b] — R, positiva —ou seja, (Vx € [a,b])(f(x) >
0).

Seja A a drea compreendida entre as retas x = a, x = b, o grafico de f e o eixo Ox,
conforme ilustra a figura abaixo:



Gostariamos de “aproximar” o valor da area A. Procedemos da seguinte maneira:

Seja o conjunto de pontos:

Aa=x0<x1 < - <Xy 2<X,_1<x,=0

O conjunto de pontos acima é chamado uma parti¢do de 1 + 1 pontos do intervalo [a, b].
Os pontos ndo precisam estar igualmente espacados — no entanto, neste curso trabalharemos

apenas com parti¢des nas quais os pontos estejam igualmente espagados. Uma tal particdo
tem o seguinte aspecto:

Vv

1 1 1 1 1 1 1 |
I I I I I 1 1 o

r
r
Xo=4a X1 Xp X3 X4 X5 Xn—-2 Xp-1x, =0

Considere, agora, o i—ésimo intervalo [x;_1,x;]. Neste subintervalo consideramos a se-
guinte aproximacao para a drea A;: escolhemos um ponto ¢; € [x;_1, x;] qualquer e tomamos:

AA; ~ f(Gi) - (xi — xi—1)-
Desta forma, a aproximacdo para a area total, A, seria dada por:

n

AR Y A=Y F(@) (v - xi)

i=1 i=1



Denominando x; — x;_1 por Ax;, segue que:

™=

A ) f(Gi)Ax

1

Il
—

N7

f@G)F------- \\ 7Z

a=Xxp Xi-1 Xjx. Xi41 b=ux,x
Gi

A &rea A é obtida quando o nimero de subintervalos tende a infinito, ou seja,

A= Jim 3 £(&) - o
i=1

Definimos, portanto:

[ flets = Jim 3 p@) - o,

Mas que condi¢des devemos impor a f a fim de que o limite sempre exista? Antes de
respondermos a esta pergunta, delimitaremos o tipo de fungdo ao qual o processo descrito
acima se aplica. Para tanto, introduziremos o conceito de integrabilidade segundo Riemann.

Sejam I C R um intervalo, e seja f : | C R — R uma fungdo. A grosso modo, a fungao
f : I = R é Riemann-integréavel se o processo descrito anteriormente nos conduz sempre a
um mesmo numero real, independentemente da particio, P; = {xg < x1 < -++ < x51 <
xn},n € N escolhida para I e dos pontos ¢; € [x;_1,x;] escolhidos para compor o produto

f(Gi) - (xi —xi-1)-



Apresentamos abaixo uma definicdo mais formal deste conceito.

Definicao 3. Sejam I C R um intervalo e f : I C R — R uma fungio. Dizemos que f é
Riemann-Integrdvel se, e somente se, para qualquer partigio regular Py = {xg < x1 < --- <
Xy } de I e para qualquer escolha de pontos intermedidrios, ;, nos subintervalos [x;_1, x;], defi-

nidos pela particio reqular, a sequéncia (Sy)neN = (Z;’:—Ol (Ci)Axi) N de somas de Riemann
ne

da fungdo f converge para o mesmo valor, digamos s € R, conforme n — oo, isto é:

ds = lim ni:lf(@)Axi,
1=0

n—oo ¢

No caso em que a fungdo f é Riemann-integrduvel, escrevemos:

n—1
/abf(x)dx = [a,b]f(x)dx =s= lim ;)f(éi)Axi

n—o0 ¢

O resultado a seguir nos da uma condicdo suficiente para a Riemann-integrabilidade:

Teorema 4. Toda fungio continua definida em um intervalo fechado e limitado, da forma [a, b],
é Riemann-integrduvel.

O teorema acima nos diz, entre outras coisas, que sempre que f : [4,b] C R — R for
continua, o limite de suas somas de Riemann conforme n — co existird, independentemente
da escolha que fizermos de &; € [x;_1,x;]. Ha uma condigdo menos restritiva que, de fato,
caracteriza a integrabilidade segundo Riemann:

7

Teorema 5. Seja f : [a,b] — R uma fungio limitada. Se o conjunto dos pontos de desconti-
nuidade de f:
Desc (f) = {xo € [a,b] | f é descontinua em xo}

pode ser descrito como uma unido enumerdvel de pontos isolados entdo f é Riemann-integrdvel
sobre [a, b].

Observacao 6. A integral de uma fungdo continua, ndo necessariamente positiva, é definida de maneira
andloga. A diferenca é que atribuimos sinal negativo a dreas abaixo do eixo x e sinal positivo a dreas
acima do eixo x. Na figura abaixo, por exemplo, temos:

/ﬂclf(x)dx > 0, /Clcz f(x)dx <0, /CZCS f(x)dx>0e /:f(x)dx <0

10



acq (8] C3 b

2.3 Somas de Riemann

Sejam f : [a,b] = R € R — R uma fungdo limitada, Pp,p = {a = x0 < -+ < x,1 <
X, = b} uma parti¢do regular de ordem n de [4,b], e parai € {0,--- ,n}, seja I; = [x;, xj11]
o i—ésimo subintervalo determinado por P|,;. Escolhendo um ponto &; € [x;,xi11] = [;
qualquer, formamos a soma:

)f:lf@i) (i xi1)

que, conforme ja vimos, é chamada soma de Riemann de f sobre [a, ]].

y
N

\\ AN

T a1 Y2383 G Guatn-18y b

Dentre as escolhas que podemos fazer ao construir uma soma de Riemann, duas delas sdo
particularmente importantes: aquela em que tomamos como ¢; o ponto do intervalo [xi_l, xi]

11



em que f atinge seu valor maximo e aquela em que tomamos ¢; como o ponto em que f atinge
seu valor minimo em [x;_1, x;]. Estes casos serdo estudados na sec¢do seguinte.

2.4 Soma Inferior e Soma Superior

Sejam f : [a,b] C R — R uma fung¢do continua e positiva, W a regido do espaco delimitada
por cima pelo grafico de f, por baixo pelo eixo Ox e pelos lados pelas retas x =a e x = b. Se
tomarmos X; € [x;_1,x;] como sendo um ponto de méximo de f, entdo f(%;)Ax; representa a
area do retangulo de base [x;_1, x;] e altura f(%;). A soma:

n—1
Sy = Z f(fi>Axi
i=0
é denominada “a soma superior de f” representa a drea do retangulo circunscrito a regido

W. Analogamente, se tomarmos x; € [x;_1, ;] como sendo um ponto de minimo de f em
[x;_1, x;], entdo a soma:

n—1
sn =Y f(x;)Ax;
i=0
é denominada a “soma inferior de f” representa a drea da regido inscrita a regido W.
A seguir vocé podera acessar, por meio do link indicado, um applet que mostra, para diver-

sos valores de 7, as somas de Riemann inferiores e superiores representadas respectivamente
em vermelho e em azul:

0

n=7

s .

Upper Sum =10.67

3 Lower Sum = 6.87

2 Difference = 3.8

Integral = 8.67

Figura 1: https://www.geogebra.org/m/15cPPUSsS.
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Pelo Teorema &, se f : [a,b] — R é uma fungdo Riemann-integrével, tem-se:

lim S, =s = lim s,
n—oo n—oo

mostrando que as dreas das regides circunscritas e inscritas tendem para o mesmo valor s
quando n — co. Portanto, a regido W tem uma 4rea finita e igual a s.

Exemplo 7. Determinar as somas de Riemann superiores e inferiores de ordens 5 e 10 da fungdo
f(x) =1+ x2 no intervalo [0, 5].

Solu¢do: Para obtermos as somas de ordem 5 precisamos, primeiramente, subdividir o intervalo
[0,5] em cinco subintervalos de mesmo comprimento, quais sejam, [0,1],[1,2], [2,3],[3,4] e [4,5] -
todos de mesmo comprimento igual a Ax; = 1. Observamos que a fungio f(x) = 1+ x? é estritamente
crescente em [0,5], de modo que:

13



25

20 |

15 |

10 |

Temos, assim:

5

Ss =Y f(x)-Axi=f(1) -1+ f(2)- 1+ f(3) -1+ f(4)- 14 f(5)-1=

i=1

=(1+13)+ (1425 + (1+3%) + (1+4%) + (1+5%) =60

5

ss =) f(xi) - Ax;=f(0) -1+ f(1) -1+ f(2)-1+f(3) 1+ f(4)- 1=

i=1

=(140)+(1+1%)+(1+2%)+(143%)+(1+4%) =35

Para obtermos as somas de ordem 10 precisamos, primeiramente, subdividir o intervalo [0,5] em

dez subintervalos de mesmo comprimento, quais sejam, [0,%] , [%,1}, [1,%}, [%,2], 2, %], [3,3],
3, %}, [%,4] , 4 %}, [%,5]— todos de mesmo comprimento igual a Ax; = % Observamos que a fungio
f(x) =1+ x? é estritamente crescente em [0, 5], de modo que:

_ 1
X1—0, x1—§
1
= -, (- :1
2 5 X2

14
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—5 V(3) s (5) r@+ £ (3) +r@+5(3) +r@ £ (3) +56)] -
385
~%

510:if(£)'Axi=il_Zol(i_Tl)2'%=

5 PO (3) Hrw s (3) +r@ s (3) e+ (5) + s -
285
-5

Observacao 8. No contexto acima, é costumeiro referirmo-nos a:

b
/ f(x)dx
a
por integral definida de f de a até b.

2.5 Propriedades da Integral de Riemann

A prépria definicdo de integrabilidade segundo Riemann nos permite deduzir diversas pro-
priedades da integral definida, conforme apresentado nos resultados a seguir.
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Teorema 9 (Linearidade da Integral Definida). Sejam [a, b] um intervalo fechado e limitado,
a,BERef,g:[a,b] CR — R fungbes Riemann-integrdveis. Entdo a fungdo:

a-f+pB-g: [ab)CR — R
o e f(0)+g)

é Riemann-integrdvel em [a, b] e vale:

[ srpgix=a [ faxtp [ s

Demonstragio. Seja P, = {x; € [a,b] | i € {0,---,n}}} uma particgio de ordem n do
intervalo [a,b]. Como f e g s@o integraveis, para qualquer escolha de §; € [xj,xi11], i €
{0,---,n — 1} teremos:

nlgl;ogféz = [ fxdx

n—1

b
lim - 8(¢)- 8% = [ g(x)dx

n—oo i

onde Ax,' = X;i — Xj_1-
Temos, das propriedades aritméticas dos limites, que:

n—1 n—1 n—1

Jim Y (a-f+pB-g)(Ci) - Ax; = lim Z(“'f)(éi)'Axi“‘;}g{}o ;(/3'8)(@)'Axi=

n—o00

i=1 i=1

= lim « - Zf(;‘l Ax1+11m[3 Zg(; -Ax; =

n—oo

n—o00 i

n—1 b b
— - lim Zf &) Axi+ B lim Y g(@) - Axi=a- [ f(x)dx+p [ glx)dx
i=1 a a

Ademais, tais limites independem da escolha do ¢; € [x;_1, x;], uma vez que as funcdes f
e ¢ ao Riemann-integraveis. O

Teorema 10 (Monotonicidade da Integral Definida). Sejam [a,b] um intervalo fechado e
limitado, f,g : [a,b] C R — R fungdes integrdveis em [a, b] tais que para todo x € [a,b] valha
f(x) < g(x). Entdo:

[ feix < [ stz

17



Demonstragdo. Dada qualquer particio de ordem n de [a,b], digamos P}, ;) = {x; € [a,b] | i €
{0,---,n}}, temos, para qualquer escolha de ¢; € [x;_1,x;],i € {0,--- ,n — 1}, que:

n—1 b
lim Y £(@)-Axi = [ fladx
1 a

i=

n—1 b
lim Y g(&) - Ax = [ g(x)dx

n—oo 4
i=1

Como para qualquer que seja §; € [x;, x;.1] tem-se f(&;) < g(¢;), de modo que:

n—1 n—1
; f(&)-Ax; < ; 2(&) - Ax;

Pela conservagdo do sinal no limite, temos que:

b n—1 n—1 b
| fdx = lim Y f(6) -0 < Jim Y g(@) o = | g(x)dx

n—oo ¢

Proposi¢do 11. Se f : [a,b] — R é uma fungio tal que Desc (f) pode ser descrito como uma
unido enumerdvel de pontos isolados entdo a fungdo:

fl: [ab] - R
x = |f(x)]

é limitada e tal que Desc(|f|) pode ser descrito como uma unido enumerdvel de pontos isolados.

Proposigdo 12. Se f : [a,b] — R é uma fungdo integrdvel, entio:

< [ Ifxlix

'/abf(x)dx

Demonstragio. Temos, para qualquer x € [a, b]:

—If) < flx) < [f(x)]

Decorre da monotonicidade da integral que:

[l < [ < [l

ou seja,

18




[ sz < [ I5lax

O resultado a seguir decorre de forma imediata da monotonicidade da integral:

Proposicdo 13. Sejam [a,b] C R, f : [a,b] — R uma fungio limitada,

m = inf{f(x) | x € [a,b]}

M = sup{f(x) | x € [a,b]}

Entdo, se f é Riemann-integrdvel, vale:

m-(b—a) g/:f(x)dng-(b—a)

O teorema a seguir é crucial para toda a teoria da integracao:

Teorema 14 (Teorema da Média Integral). Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Entdo
existe ¢ € [a, b] tal que:

[ fx =10 - (-

Demonstragido. Uma vez que f é, por hipétese, continua, segue do Teorema de Weierstrass
que existem ¥ e x em |4, D] tais que:

f(x) = M = max{f(x) | x € [a,b]}

f(x) = m=min{f(x) | x € [a,b]}.

Pela Proposicao M3, tem-se:
b
m- (b—a) g/ F(x)dx < M- (b —a)
a

donde segue que:

1

m <
“b—a

/abf(x)dx <M

19



Pelo Teorema do Valor Intermediario aplicado a f, existe algum ¢ € [a,b] tal que:

flc) = (x)dx

ou seja, tal que:

[ fix = f0)- (0 -a).
U

Para compreender melhor o significado geométrico deste teorema, acesse o seguinte applet:

2 flx) =[x1/2)

Area de la region = 19.096
10 Arca del rectdngulo = 19.819

VM = Valor medio de f(z) en [a,b] = f(ec) = 3.485
x=327

-2

Figura 2: https://www.geogebra.org/m/nncryupv

No applet acima vocé pode variar o parametro b (clique e arraste) e, em seguida, mover o
parametro x até obter a “/Area del rectangulo” igual a drea indicada por “Area de la region”
(equivalentemente, até que o segmento horizontal, topo do retangulo, se alinhe com VM). As-
sim vocé podera constatar que, de fato, sempre existe um ponto entre a e b tal que o retangulo
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cuja base mede b — 4 e cuja altura mede f(x) iguala a integral definida (4rea sob o grafico)?.

Teorema 15 (Aditividade da Integral Definida). Se o intervalo [a,b] é subdividido em n
subintervalos, I, - - -, I, de tal forma que int(I;) Nint(I;) = @ " e [a,b] = U, I; se para cada
ie{l,---,n}, é uma fungio integrdvel em [a,b], entdo f [y, é integrdvel em I;, entdo:

f [ﬂ,b]:U?zlL'C]R — R
x = f I (%) sex el

entdo f : [a,b] C R — R é Riemann-integrdvel em R e vale:

/abf(x)dx _ i‘i/zif Iy, (x)dx

na verdade ndo é estritamente necessdrio que int(I;) Nint(I;) = @, basta que para quaisquer 7,j €
{1,- -+ ,n} tenhamos o comprimento de I; N I; igual a zero, ou seja, que I; N I; tenha “medida nula”.

Demonstragio. Faremos a prova deste resultado por indugdo no ntimero de subintervalos.
Suponha, primeiramente, que [a,b] = I; U I com int(l;) Nint(I;) = @. Uma tal decompo-
sicdo de [a,b] em dois subintervalos s6 pode ser da forma I; = [4,a] e I, = [, b] para algum
a €|a, bl.
Dada qualquer particdo P, = {x; € [4,0] | (a = xp < x1 < --- < xy = b)} de
[a,b] = 1 U I, com x;, = « para algum iy € {1,---,n — 1}, temos uma particido P; = {x; €
L|ie{l,---,ip}} de I e uma particdo P, = {x; € L, | i € {ip,-- ,n}} de L. Temos, assim:

n—1
[ far = tim ¥ fa)ax =
a =1

n—o0 =

io n—1
= lim Y f(&)Ax; + lim Y f(&i)Ax; =
i =iy

= [ 1 s [f 1

onde ¢; € [x;_1,x;] é um ponto qualquer.
Deixamos a demonstracdo do passo indutivo a cargo do leitor. O

Observacgdo 16. Sejam a < be f : [a,b] — R uma fungio Riemann-integrdvel. Entdo convenciona-
mos que:

/baf(x)dx = —/abf(x)dx

2No applet, denota-se 0 nosso ¢ por x, entdo fique atento(a) a notagéo.
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/aaf(x)dx =0

Proposicdo 17. Se f : [—a,a] C R — R é uma fungio par, entio:

_aaf(x)dx =2- /Oaf(x)dx

A

Yy

f funcao par
N X

Demonstragido. Como f é par, tem-se:
(Vx € [0,a])(f(—x) = f(x)).
Desta forma, fazendo a mudanga de variavel:

¢g: [0,a] = [-4,0]CR
x o —x

como ¢(0) =0e g(a) = —a, segue que:

0 g(0) 0 ig’/&) 0
[ fax= [ fle) g dx = [T 1) dx == [ f-x)a =
f par

ou seja,

Portanto, temos:
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aditividad%

_aaf(x)dx s _af(x)dx+ /Oaf(x)dx = /Oaf(x)dx + /Oaf(x)dx —2. /Oaf(x)dx

Ou seja,

’ flx)dx=2- af(x)dx
/. J

Proposicdo 18. Se f : [—a,a] C R — R é uma fungio impar, entio:
a
f(x)dx =0
—a

A

Yy

f funcao par
. N,
—M a X

Demonstragdo. Como f é impar, tem-se:
(Vx € [0,a])(f(—=x) = —f(x)).
Desta forma, fazendo a mudanca de variavel:

g: [0,a] — [-a,0]CR
x —x

como ¢(0) =0e g(a) = —a, segue que:

[ seae= [* flew) - gx = [ ) Thar= - [ f(-x)ax =
—a g(—a) a a
f fmpar



ou seja,

[ fear = [ fxja
Portanto, temos:
/_aaf(x)j;ﬁ‘f?i f(x)dx + /Oaf(x)dx = /Oaf(x)dx - /Oaf(x)dx =0

Ou seja,

’ f(x)dx =0

—a

3 Aplicacoes da Integral

No que segue, apresentaremos algumas das aplica¢cdes da integral definida ao cédlculo de
areas, comprimentos de curvas, centroides de placas homogéneas, dreas de superficies de re-
volucao e volumes de sé6lidos de revolugéao.

3.1 Area da Regiio entre Graficos

Sendo f, g : [4,b] — R fung¢des continuas tais que:

(Vx € [a,b]) (g(x) < f(x))
Queremos calcular a drea da regido delimitada pelos graficos dessas funcdes e pelas retas
x=aex=>h.

20 |

10 |
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Se as fung¢des forem ambas positivas no intervalo [a,b], conforme ilustra a figura acima,
vemos que a drea procurada é a diferenca entre a drea sob o gréfico de y = f(x) e acima do
grafico de y = g(x), de a até b.

Desta forma:

A= [ fae— [ st = [ 100 - sl

Exemplo 19. Sendo f(x) =y = —x+7 e g(x) = x* — 1, calcular a drea da regido limitada
pelos grdficos de f, g e pelas retas x = —1 e x = 2.

Solugdo: Inicialmente esbocamos os graficos de f e g, isto é, representamos sem muita
precisdo esses graficos, o suficiente para indicar qual estd por cima e qual estd por baixo, o
que esta feito a seguir:

glx) =x*-1

o

Temos:

A:/21[(—x+7)—(xz—l)]dx:/zl(S—x—xz)dx: (Sx—ix —gxg)

3.2 Calculo do Comprimento de Curvas

Fisicamente, podemos descrever uma trajetéria no plano por uma fungéo:

v: [a,b] — IR?
to= (x(t),y(t))

que a cada “instante” t € [a, ]| associa uma tnica posi¢do (par de coordenadas, (x(t),y(t)))
no plano.
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y(p - .

) xzt)

Suponhamos que <y descreva a trajetéria de uma certa particula. Se desejamos saber a
velocidade desta particula em um instante f(, calculamos:
7(to + At) — (ko)

Tendo em vista que y(fo + At) = (x(to + At), y(to + At)) e que y(tg) = (x(to),y(to)),
temos:
(x(to + Bt), y(to + A1) — (x(ky), y(t)) _

"(tg) = li
’Y(O) A%go At

lim (*(to + A1) — x(to),y(to + At) — y(ky)) _
At

(ﬂm+Aﬂ—xuwzﬂm+A0—yGM):

= lim

At—0 At ! At

At—0 At At—0 At

— ( Jim X0 EE0 =30, gy ST ED =V (210,
Desta forma, se x,y : [a,b] — R forem derivaveis em |a, b|, teremos 7/ (t) = (x'(t),y'(t))

para todo t €]a, b|.
Suponhamos que C seja uma curva parametrizada, ou seja, o conjunto imagem da fungdo

v : [a,b] — R%:
C=1la,b] = {(x(t), y(t)) €R*| t € [a,b]}
Para tanto, primeiramente particionamos o intervalo [g, b]:

a=tg<t << <ty <ty =

b—a .
comAt:tiH—ti:TparatodozE{O,-",
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c 1 1 1 1 1 1 1 |
L I I I I I I I o4

a ty tr t3 ty ts th—2 ty1 b

Obtemos, assim, uma colegdo de pontos no plano, y(a) = (x(a),y(a)), y(t1) = (x(t1),y(t1)), v(t2) =

(x(t2),y(t2)), - -, ¥(tu—1) = (x(ty—1),y(tn—1)), que constituem vértices de uma linha poligo-
nal, conforme ilustramos abaixo:

/\: -

I N I I A
T T T 1 T 1
a ty tr t3ty ts p

O X

Ao tomarmos valores bem pequenos de At, o comprimento da linha poligonal é aproxi-
madamente igual ao comprimento de C.

O comprimento do segmento de reta que une y(t;) a y(tjy1) é

[y (tiza) = v(t) |l = \/[x(ti+1) —x(t)]? + [y(tiza) —y(t:)]?

Aplicando o Teorema do Valor Médio as fungdes x,y : [t;, t;11] — R, obtemos ¢! e &7 em
|ti, ti11] tais que:

y(tiv1) —y(t) =y (&7) - (tip1 — 1)

Desta forma, o comprimento total da linha poligonal é:

{xmm —x(t) =« (@) - (i1 — )

n—1 n—1
Su=Y_ lr(tis1) —v(t)| = Z(:J \/x’(Cil)z +y'(E1)? - (tix1 — ti)
i=0 iz

Desta forma, o comprimento da curva C sera tanto melhor aproximado quanto maior for
n (e, consequentemente, menor for At). Se supusermos que x’,y’ :]a,b[— R sdo continuas,
existe:

fim 5o = Jim T VD@ a1 = [0y P

Dai,
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b
¢(C) = / V(02 4y (1)t
a
Exemplo 20. Calcular o comprimento da circunferéncia de raio r, dada parametricamente por:

y: [0,27] — R?
t — (r-cos(t),r-sin(t))

Solugdo: temos:

de modo que as derivadas sdo dadas por:

{x’(t) = —r-sin(t)
y'(t) = r-cos(t)

v (t) = (=7 -sin(t),r - cos(t))

Assim,
17 (8)] = (=7 sin(t), 7+ cos(t))|| = y/[—r - sin(t)}2 + [r - cos(£)]2 =
= \/r2 -sin?(t) + 2 - cos?(t) = \/rZ - (sin?(t) + cos?(t)) = V2 - 1=Vr2 =7
Logo,

27
¢(C) = / rdt = 27tr.
0

3.3 Calculo do Comprimento do Grafico de uma Funcao

Considere a funcao:

f: [ab] — R
x = f(x)

de cujo gréfico, Graf (f), queremos calcular o comprimento.
Fazemos uma parti¢do do intervalo [a, b]:

A<X1<xp<- <X 2<x,_1<b
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O comprimento do segmento ¢;, que une os pontos (x;_1, f(x;—1)) e (x;, f(x;)) é dado pelo
Teorema de Pitdgoras:

l= (i = 202 + (f (1) — flx,)?

fai) === -5
fi) p—======---

|
|
|
|
|
|
|
’
O ‘ I
a Xi—1 X;

i b

O comprimento da curva serd, portanto, aproximadamente igual a:

h=Y

n n
i=1 i=1

VG = xim0)2 + () — flxi1)2.

Tem-se:

i) — flx: 1))2
V= i) 4+ (F) = fxi0))? = \/ (5= xio)2 14 LB SR )

s () = o ()

de modo que:

2
oy \/1 (L=t
5 5 Xi — Xi1
Trata-se, portanto, de uma soma de Riemann. Novamente, pelo Teorema do Valor Médio,
paracadai € {1,---,n} existe §; €]x;_1, x;[ tal que:
x;) — fx;_
f( 1) f( i 1) :f/(éi)

Xi— Xi—1
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Assim,

S SRVEERTIIIS

i=1 i=1

O comprimento do grafico serd obtido ao tomarmos, na expressdo acima, o limite con-
forme n — oo. Note que n — co = |x; — x;_1| — 0, e portanto:

Jgr;ozf_hmz,/ PP Ax—/y/ [ (x)]2dx
- {(Graf (f)) = /a 1+ [ ()

Q0

Times CutinHalf = 2

SegmentNumber = 1

@

1 / VL (@) = 38202
o
Poigonal PathLength = 3.79009

2 o | Path 2 4 6 me: W}ax:@

Figura 3: https://www.geogebra.org/m/qSSPdK|y

Exemplo 21. Calcular o comprimento do grdfico da fungdo:

f: [0,1] — R
3
X — 2x2
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1.5

0.5

0 : : : :
0 02 04 06 08 1

X

Solugio: Temos f'(x) = 3x2, de modo que [f'(x)]? = 3x2)2 = 9x:

é(C):/O1 \/1+(3x%)2dx:/01 V1 + 9xdx

Fazendo u(x) = 1+ 9x, temos du = u'(x)dx = 9dx. Para x = 0, temos u(0) =1+9-0=1,¢
para x =1 temos u(l) =149-1=1+9 = 10. Assim,

10
1 2 3 2

1 1 10
/ \/1—|—9xdx:%-/ \/1+9x-9dx=%-/ Vudu =
0 0 1

1

O leitor podera explorar melhor o processo de aproximacdo do comprimento de curvas
mediantes poligonais no seguinte applet:
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Copia de Arc Length of a curve (function) - Exact & Estimated value
Author: anonimousgeogebra, Panayiotis Panayiotou

Move sliders aand b to change the position of peints A and B respectively.
Slider n_ changes the number of segments used 10 estimate the arc legth of the curve. If n is big then more points are used and the line segments are very
small. By adding all the line segments we estimate the arc legth of the curve. You are also given the exact arc length found by integration. You can also change
the function (x)

-2 -18 16 -14 12 - -0& 06 -04 02 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18

Figura 4: https://www.geogebra.org/m/E6vVENCcvJ

3.4 Centro de Massa uma Lamina Delgada

Consideremos, primeiramente, um sistema de n particulas distribuidas pelo plano: a primeira
localizada na posi¢do (x1,y), de massa my, a segunda localizada na posicao (x7,y2), de massa
my e assim por diante, até a altima localizada na posicado (x,, y,), de massa m,. Sabemos que
o centro de massa deste sistema tera coordenadas (%,7), onde:

Z?:% m;;fi e = ?:11 m;'n'.yi
174 i=1 "4

Consideremos, agora, uma ldmina plana e delgada, de densidade uniforme, delimitada
pelos gréficos de duas fungdes integraveis f,g : [a,b] — R com (Vx € [a,0])(g(x) < f(x)). A
densidade, neste caso, é dada em termos de massa por 4rea, p = m/A.

Vamos subdividir o intervalo [a, b] mediante uma parti¢do regular:

A<xX1 <X < < Xp2<x,_1<Db

Obtemos, desta forma, n placas aproximadamente retangulares, das quais conhecemos

o centro de massa aproximado. Escolhemos, em cada subintervalo [x;_1,x;], o ponto ¥; =

%At A rea do i—ésimo retangulo é:

AA; = [f(%) - g(%)] - Ax
e portanto a massa do i—ésimo retangulo sera:

Ami=p-AA; =p- [f(%;) — g(%;)] - Ax
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| >y =f(x)
F@) poeeee- v ;
. 48
7o) R S
Xi
%, = Xj +2xi—1

Assim, podemos considerar a lamina delgada como um sistema de n particulas, sendo a
i—ésima de massa p - [f(X;) — g(%;)] - Ax localizada no centro de massa do retangulo, que tem

coordenadas:

L Xty o f(%) +8(%)
X; = > ey = )

Desta forma, aplicando o que sabemos para o caso discreto, temos:

iz f - [f(%) — (%] - %i - Ax;
Yicap - f (%) — g(%)] - Ax;

=
(o}

Dl - gl (LS
e L p- [F(®) —g(®)]- Ax,

Obteremos os valores exatos ao tomarmos, em ambas as expressdes, o limite das respecti-

vas somas de Riemann conforme n — oo:

X, = lim

[f( ) — 8] %+ Axi Lo Mty [f (1) — ()] %3 - Axi

n—00 [f( ) (fi)] - Ax; N limy; 00 Z?:l[f(fi) -
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[ 1)~ 5] -
[ 150 - sl
L) - g()] - (L8 )

= lim 2 -
Ye = lim, (%) — (%)) - Ax; N
limy o0 Yoilq [f (%) — g(%i)] - (JM) A

limn—>00 Z?:l[f(xi) - g(fz)] . Axi
/ab<f (x) — g(x)) - (F(x) + g(x))dx
[ 17 - st

Exemplo 22. Encontrar o centroide da regido plana R delimitada por cima pelo grdfico da fungdo
f(x) = +/x,0 < x <4, por baixo pelo eixo Ox e pela direita pela reta x = 4.

1
2

Solugdo: A massa total da regido é:

4

2
m=p | ﬁdx:§x%

A abscissa do centroide é:

2,
o VAl xdx fixdax 5T
o fyvxdx  [VEdx 75

enquanto que a ordenada do centroide é:

1o V) (VRdx 1
2 p'fo4 ﬁdx 2 13_6

12 3
5’4
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Assim, o centroide estd em:



3.5 Volume de Sélidos de Revolugao

Considere o sélido obtido pela rotacdo do grafico y = f(x) em torno do eixo Ox, representado
na sequeéncia:

O s6lido acima é denominado um sélido de revolucdo, pois pode ser obtido como uma
regido delimitada por uma superficie obtida pela revolucdo do grafico de uma curva em torno
de um eixo coordenado (neste caso, o eixo Ox).

Para calcular o volume do sélido gerado pela revolucdo do gréfico de f : [a,b] = R

em torno do eixo Ox, procedemos por aproximagdes. Primeiramente, podemos escolher um
ponto ¢ € [a,b] e aproximar o volume pelo volume de um cilindro:
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S

/ /_x\

Neste caso,

Ve f(§)?(b—a)
Esta aproximacdo pode ser melhorada se subdividirmos o intervalo [4, b] em dois, [a, x1], [x1, ]],

onde x1 é o ponto médio de a e b. Neste caso, escolhemos 1 € [a,x1] e {2 € [x1,b], de modo
que o volume 4 aproximado por:

Ve f(6) (n—a)+ 7 f(&)* (b—x) =
2
=7 [f(G)* Ax+ f(52)* - Ax] = -} f(8)° - Ax

]
{SE )
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Esta aproximagdo pode ser melhorada ainda mais se subdividirmos o intervalo [a,b] em
quatro, [a, x1], [x1, x2], [x2,x3], [x3,b]. Neste caso, escolhemos ¢ € [a,x1],é2 € [x1,%2],83 €
[x2,x3] e 4 € [x3,]], de modo que o volume & aproximado por:

Veamr f(&) (x—a)+m f(&)* (xo—x1)+ 7 f(&) (xa—x2) + 7 f(E4) - (b—x3) =

4

=7 [f(&1)* Dx+ 7 f(E)* Ax+7- f(&)* - Ax+ 7 f(Ea)*-Ax] =7+ Y f(&)* - Ax

i=1

Esta aproximacdo pode ser melhorada ainda mais se subdividirmos o intervalo [a,b] em
oito subintervalos, [a,x1], [x1, x2], [x2, x3], [x3, x4], [x4, X5], [x5, X6], [¥6, x7] € [x7,b]. Neste caso,

escolhemos ¢1 € [a,x1],82 € [x1,X2],83 € [x2,x3],8s € [x3,%4],85 € [x4,x5],C6 € [x5,%6],87 €
[x6,x7] € {8 € [x7,b], de modo que o volume & aproximado por:

Ve (&) (xi—a)+ - f(&)* (xa—x1) + 70 f(&3) - (x5 —x2) + 7+ f(E4) - (xa — x3)+
+ 70 f(G5) - (x5 —x4) + 71+ f(G6) - (x6 — x5) + 71 f(E7) - (X7 —x6) + 70+ f(Gs) - (b—x7) =

8
=Y f(&) Ax
=1

1
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A seguinte figura corresponde a aproximagao obtida ao subdividir o intervalo [a,b] em 16
subintervalos:

e a seguinte figura corresponde a aproximagdo obtida ao subdividir o intervalo [a,b] em 32
subintervalos:
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Observe que quanto mais subdividimos o intervalo [a, b], mais préximos estaremos do va-
lor do volume delimitado pelo sélido de revolugao.

Considere o sélido obtido pela rotacdo do grafico y = f(x) em torno do eixo Ox, repre-
sentado na sequéncia:

(&)

O solido é aproximado, em cada subintervalo, por um disco cilindrico cujo volume é:

AV = 7 f(E)F - (xi—xi 1) = 7t f(&)2- A

O volume do sélido sera aproximado, portanto, pela soma de todos os volumes dos discos
cilindricos:
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V= fAvi = fn-f(éi)z
i=1 i=1

Ao tomar o limite na expressdo do membro direito acima, obtemos:

b
—hmZn f(&)? Ax:n-/f(x)zdx

7’1*)00

Exemplo 23. Vamos calcular o volume do elipséide circular obtido pela rotagio, em torno do eixo Ox,
da curva dada por:

{(xfy)elRZI(—agxga)&(yz())& <x2+}é_§_ >}

Neste caso, podemos expressar y em termos de x como:

2
X
y(x) =b- 1—;

Assim,

a a
:n-b2-< dx—/ a—zdx):n~b2~(2a—23—a):én-a-bz.
—a —a

3.6 Area de Superficies de Revolugcio

Seja f : [a,b] — R uma fungdo de classe C! (ou seja, f' :]a,b[— R é continua) tal que

(Vx € [a,b])(f(x) = 0).

Ao rotacionar o gréfico de f em torno do eixo Ox, obteremos uma supertficie denominada
a “superficie de revolugdo gerada pelo gréfico de f em torno do eixo Ox”.

Utilizaremos o processo de integracdo segundo Riemann para calcular a 4rea de uma tal
superficie. Para tanto, depois de particionar [a, b], aproximaremos a superficie em cada su-
bintervalo por um tronco de cone.
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Exercise

Visualize the solid of revolution which is determined by the rotation of the sine function between 0 and 2m.

rotation round x axis

2 02 2
VX:JT‘/ (—) dx = 4.87
1\ 2

v=0°
®

rotation round y axis

¢=175°
®

1.5
V,=n- [ (V2 ¥)dy =707
0

.A/}Lﬁ»@gﬁéxmcﬁév

&

HE gD e

Q

7N

Figura 5: https://www.geogebra.org/m/zBRtUVIR

Convém recordarmos, portanto, o seguinte fato fundamental da Geometria Espacial:

Area do Tronco de um Cone:

A=m-g-(R+7)

A ideia é tomar uma parti¢do regular, P, de [a,b] e aproximar, em cada subintervalo
[x;_1,x;] determinado por P, a drea da porgdo da superficie de revolugdo delimitada pelos
planos x = x;_1 e x = x; pela area da superficie lateral do tronco de um cone de altura Ax e
geratriz:

8i = /A2 + (F(x;) — f(xi1))?
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Figura 6: Elementos do tronco de um cone: altura (h), geratriz g, raio menor (r) e raio maior,
R.

Desta forma, nosso elemento de area serd dado por:

:Jgi

~

ASi =70+ (F(xi) — f(xim0))2- (F(xica) + F())

=R+

Em seguida, devemos somar os n intervalos, onde teremos uma aproximacdo da area de
superficies de revolugao:

n

S Y e (Flria) + f(xi) - /A2 + (F(xi) = f(xia))?

i=1
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Pelo Teorema do Valor Médio, para cada i € {1,---,n} existe algum ¢; € [x;_1,x;] tal
que:

flx) = f(xi1) _ o
A =@

para algum ¢; € [x;_1,x;]. Também, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, para cada i €
{1, ,n} existe algum ; € [x;_1,x;] tal que:

P 21 _ pg)

Assim, podemos escrever:

S~ Y 21 F(@) 1+ F @) Ax

=1
Obteremos o valor exato da area ao tomar o limite das somas de Riemann descritas acima

conforme n — oo:
S = lim Y27 £(8) - 1+ [ (@2 Ax =
i=1
A= [(om £ TF [FOOP

Exemplo 24. Determinar a drea da superficie de revolugdo gerada pelo grdfico da fungio y = V9 — x?
para =2 < x < 2.

Solugdo: Neste caso, temos f'(x) = ——x, de modo que:

V9 — x2

A:/_Zzzn-M-\/1+<¢%)zdx=

2 2 2 2,2
zzn/ VI—x2. 14> dxzzn./ V9 _ 2. udx:
-2 9—x2 -2 9 — x2

2 \/§ 2 2
:2-/)#97—2. d:2/3d:6/d:24.
7T L X M.’C 7T L X 7T o X 7T
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Apéndice: Rudimentos da Teoria da Integral de Riemann

No texto acima, usamos apenas parti¢des regulares dos intervalos a fim de tornar mais
conveniente a apresentagdo. Neste apéndice apresentamos conceitos mais refinados da teoria
de integracdo, e terminamos por exibir um exemplo de fungdo que néo é integravel de acordo
com a nossa definigao.

Sejam I = [4,b] C R um intervalo fechado e limitado, f : I — R uma fungédo limitada,
Py =1{a=2x0 <x1 < < xy_1 < X = b} uma partigao qualquer de [a, b]. Sejam:

mi(f) =inf{f(x) | x € [x;i—1,xi]}
M;(f) = sup{f(x) | x € [x;—1, x|}

e seja Ax; o comprimento do intervalo [x;_1, x;]. As somas inferior e superior de f correspon-

dentes a particdo P|, ;) sdo, respectivamente:

n—1

s(f, Play) Zm, -Ax; e S(f, Pay) = Y Mi(f) - Ax

i=1
Evidentemente, como m; (f) < M;(f), tem-se que s(f, Py 5)) < S(f, Plap))-

Vale também vale o seguinte resultado mais forte:

Lema 25. Sejam Py, uma partigio do intervalo [a,b] e 77[’ op Wma particio do mesmo intervalo tais

que todo subintervalo determinado por 77[’ 0,b] esteja contido em algum subintervalo da partigido P,y 8
Entdo:

s(f, Plap)) < s(f Plagy) € SUfiPlay) < S(f. Plap)

Ou seja, ao refinarmos uma particio, as somas inferiores nio diminuem e as somas superiores niao
aumentam.

Demonstragio. Por hipdtese, cada subintervalo [x; 1, x;] determinado por P|,; se subdivide

em varios (digamos k) subintervalos determinados por 73[’ a,b)’ digamos

(X1, x] = [xio1 = X, %, ] U [xq, x5, - U [, x5, U - U x|, 0, = x]
Axi3 Axik*Z
— fk——
C [ [ [ [ [ [ [ |
L 1 1 1 1 1 1 1 |
Xip = Xi-1Xiy Xip, Xiy Xiy Xig Yigy Xip_q Xip = Xi

3neste caso, dizemos que P[’ a,b] é mais fina do que PW,].
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Seja, paracada £ € {0,--- ,k—1}:

Axi, = |xi,,, — x|

Por propriedade de infimo de um conjunto, como [x;, ,,x;,] C [x;_1,x;], tem-se m;(f) <
m;,(f) para todo £ € {0,1,--- ,k —1}, de modo que:

ml(f) . Axl- = ml(f) . Axl-o + ml(f) . Axl-l “+ -4 ml(f) . Axié_l + -4 le(f) . Axik_l <
< mio(f) - Axjy 4 my, (f) SAxy A+ mi, , (f) ' Axie—1 tooe Tt mik—l(f) ) Axik—l =

k=1
=) mi(f) - Bx;
=0

Quando tomamos a soma de todos os i € {1,---,n} do membro esquerdo da expressdo
acima, obtemos:

s(f, P[a b] Z m;i(f) - Ax;

enquanto que tomando a soma de todos os membros a direita da expressdo acima para [ €
{1,---,n}, obtemos:

n k-1
,Z; > mi(f) - Axi; = s(f, P')
1= ]:

Desta forma, s(f, Pp) < s(f, P[a b]) A demonstra¢do para somas superiores é analoga.
O

Corolario 26. Se P, e 73[’ a,p) S0 duas particdes quaisquer de 1 = [a,b], tem-se s(f, Pfa b}) <
S(f, Pap)), ou seja, a soma inferior é sempre menor (ou igual) do que a soma superior.

Demonstragdo. Seja 77[’; o) = Play Y 73[’ .5 que é uma particao mais fina do que P, e do que
73[& p) Simultaneamente. Entdo:

S(f, Plagy) < 5(f Plagy) < S, Ppay) < S(f. Play)-
]

Decorre do coroldrio acima que o limitante superior das somas inferiores de f é menor ou
igual ao limitante inferior das somas superiores de f, ou seja,

sup{s(f, P['a,b]) | P’ particdo de [a,b]} < inf{S(f, Pfa,b]) | P’ particdo de [a,b]}
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Defini¢do 27 (integrabilidade segundo Riemann). Uma funcio f : [a,b] — R é Riemann-
integrdvel em [a, D] se:

e f ¢ limitada em [a, b];
e sup{s(f, P[’a’b]) | P’[a/b] partigio de [a,b]} = inf{S(f, P[’a/b]) | P’[a/b] partigdo de [a, b}

Denotamos este numero dado na igualdade acima por |, (a,b] f(x)dx ou por [ ab f(x)dx, que

denominamos “a integral de f sobre [4,b]”. A seguir, apresentamos a caracterizagdo da
integrabilidade de fung¢des segundo Riemann:

Teorema 28. Uma fungio limitada f : [a,b] — R é Riemann-integrdvel se, e somente se, para todo
e > 0 existir uma partigio Py, ) de [a, b] tal que:

S(f+ Plap) —5(f, Plap) <e

Demonstragiio. Certamente que se para todo ¢ > 0 existir uma partigdo P, 5 tal que S(f, Pl 5)) —
s(f, P[a,b]) < € tem-se:
sup{s(f, Pfu,b}) | P\, particdo de [a,b]} = inf{S(f, P[/a,b]) | P'l4,p) particdo de [a, b]}
de modo que f é integravel.
Reciprocamente, se f é Riemann-integrével em [a, b], tem-se:
sup{s(f, Pfa,b}) | P’(4,p) particdo de [a, b]} = inf{S(f, Pfa,b]) | P4, particdo de [a, b]}

de modo que para cada ¢ > 0 existem parti¢cdes P[a,b] e P[’ o,b] tais que S(f, P[a,b]) _
S(f, P[/a,b]) < e Se 77[';/19} = Plop Y P[Ia,b]' do lema segue que S(f, P[/;,b]) —s(f, P[/;,b]) <
S(f1 Pap) —s(f, Ply) <e 0

Exemplo de uma funcao limitada que nao é Riemann-integravel: considere:

f: 01 — R

0 se x é racional
X

1 se x é irracional

Se Pyp,1) € qualquer particao de [0, 1], cada subintervalo I; por ela determinado tem sempre
pontos x com x racional e com x irracional. Deste modo, my(f) = 0 e My(f) = 1, e portanto:
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s(f,Pog) = ), 0-Ax;, =0
IkC[O,H

S(f, P[O,l}) = Z 1-Ax;, =1
LC[0]
de modo que f ndo é Riemann-integravel.
Uma caracterizacdo da Riemann-integrabilidade de uma fun¢do pode ser dada em termos
do “tamanho” do conjunto onde a fungdo é descontinua. A grosso modo, se tal conjunto for
“pequeno” (em um sentido que tornaremos preciso a seguir), entdo a fungdo serd Riemann-

integravel - e se a funcdo for Riemann-integravel, seu conjunto de descontinuidades serd
“pequeno”.

Definicio 29 (medida nula). Um subconjunto A C R* tem medida nula se para todo ¢ > 0 existe
uma cobertura {Iy,- - - ,I,,- - - } de A, por intervalos (abertos ou fechados), de modo que Y 5, ¢(I;) <
€.

Nao é dificil demonstrar que, na reta, um conjunto tem medida nula se, e somente se, este
conjunto for no maximo enumeravel.

Definic¢ao 30 (contetido nulo). Um subconjunto A C R tem conteiido nulo se, e somente se, para
qualquer € > 0O existir uma cobertura finita {I1,--- , I, } de A por intervalos (abertos ou fechados), de

modo que Y 1 ¢(L;) < e.

Novamente, na reta, um conjunto A tem medida nula se, e somente se A for um conjunto
finito.

3.7 A oscilagao de uma funcgao

Definicao 31 (oscilagdo). Seja f : [a,b] — R uma fungio. A oscilagdo de f em [a, b] é:

w(f,[a,b]) = Mgy (f) —mpgp (f)

Se f ndo for continua em xo, a medida da descontinuidade de f em xo pode ser dada de forma
precisa. Sejam, para 6 > 0:

M(f,x0,6) = sup{f(x) | x €]xp — 6, x0 + [}

m(f,x0,6) = inf{f(x) | x €]xo — 6, %0 + o[}
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A oscilagdo de f em xg é:
W X — lm ]\1 X 5 m X, 5 — 'nf W X 5

Proposicdo 32. Sejam [a, b] um intervaloe f : [a,b] — R uma fungio limitada. Tem-se, para qualquer
xo €|a, bl:
w(f,x0,0) = sup{|f(x) = f(y)| | x,y €]x0 — 6, x0 + 4[}

Demonstragdo. Dados x,y €]xg — J,xo + [, podemos escolher a notagdo de modo que f(y) <
f(x). Temos:

m(f,x0,6) < f(y) < f(x) < M(f,x0,0)

o que nos da:

f(x) = fFW)l = f(x) = f(y) = f(x) + (=f(y)) < M(f, x0,8) = m(f,xo,9)

Assim, M(f, x,8) — m(f,xo,0) é cota superior de {|f(x) — f(y)| | x,y €]xo — I, x0 + [}
Por outro lado, dado ¢ > 0 podemos encontrar x1,x; €|xg — d,x9 + J[ tais que f(x1) >
M(f,x0,0) — 5 e f(x2) < m(f,x0,0) + 5, ou seja, —f(x2) > —m(f,x00) — 5. Segue-se que
f(x1) = f(x2)] > F(x1) = fxa) = f(x1) + (—F(x2)) > (M(f,%0,0) — m(f,%0,0)) . Isto

mostra que M(f, xo,8) — m(f,xo,6) é a menor cota superior de {|f(x) — f(y)| | x,y €]xo —
J,x0 + [}, de modo que:

w(f,x0,8) = sup{|f(x) = f(y)| | x,y €lxo =6, x0 + 4]}
O

Observacdo 33. Em virtude da Proposigdo B2, como a oscilagido é o supremo de um conjunto de
niimeros nio negativos, tem-se sempre w( f, xp, ) > 0.

Proposigao 34. Uma funcio limitada f : [a,b] C R?> — R é continua em xq € [a, b] se, e somente se,
w(f,xp) =0.

Demonstragio. Suponha f continua em xg, de modo que para qualquer & > 0 existe 6 > 0 tal
que x €]xg — 4, xo + 6] implica |f(x) — f(x0)| < 5, ou seja:

(vx E]XO —5,x0+5[) (f(XQ) —% < f(x) < f(xo) + g)

Em particular, para qualquer 7 > 0 com 0 < 5 < §, vale:

(¥x elso — 30+ 1) (fx0) = 5 < F(3) < fx) + )

Por defini¢do de supremo, como f(xp) + 5 é cota superior para f(x) em |xg — 1, x0 + 7|,
tem-se:
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(v €lwo =1, %0+ 11) (£(x) < M(f,x01) < f(x0) + 3))

Analogamente, para o infimo, temos:

s

(v €lxo = 1,0 + 1) (f(x0) = 5 < m(F,x0,1) < £(x))

e portanto:

M(f, x0,1) < f(x0) + 3

f(x0) = 3 <m(f,x0,1)
Segue, portanto, que para todo € > 0 existe § > 0 tal que 0 < < ¢ implica M(f, xo, %) —
m(f,xo,m) < f(x0) +5+5— f(x0) = & ouseja, lims_,o[M(f, x0,6) —m(f,x0,0)] = 0, de modo

que w(f, (x0,40)) = 0.
Reciprocamente, se w(f,xg) = 0, entdo para todo € > 0 existe § > 0 tal que se 0 < 1 < &

entdao M(f,xo, 1) —m(f,x0,1) <e.
Como para todo x €|xg — 17,x0 + 75| tem-se f(x) < M(f,xo,17) e —f(x0) < —m(f,x0,7).
Tem-se, assim:

f(x) = f(x0) < M(f,x0,1) —m(f,x0,1) <&
Também valem que f(x9) < M(f,xo,1) e m(f,x0,1) < f(x), logo:

f(xo0) — f(x) < M(f,x0,11) —m(f,x0,1)

donde segue que:

m(f, x0,17) = M(f,x0,17) < f(x) = f(x0)

Assim, para todo x €]xy — 1, xg + 1| vale:

|f(x) = f(xo)| < M(f,x0,17) —m(f,x0,1) <e.

Segue, portanto, que f é continua em xy.
[

Lema 35. Seja [a,b] um intervalo fechado e limitado e xo €la,b]. Se f : [a,b] — R ¢é limitada e
w(f,x0) < ¢, entdo existe 5 > 0 tal que w(f,x) < ¢ para todo x €|xg — 8, xy + I|.

Demonstragio. Pela definicdo de limite, como w(f, xo) = lim; o w(f, x0,17) < ¢, existe 6 > 0
tal que w(f, xo,d) < d. Dado qualquer x €]xp — J,x¢ + ¢, tomamos ¢ > 0 com |x — ,x + [C
]xo — 6, xo + J]) e obtemos:

(f,x) < w(f,xm) < w(f,x0,6) <c

49



Lema 36. Seja [a,b] um intervalo fechado e limitado. Se f : [a,b] — R é limitada, dado € > 0, tem-se
que o conjunto:

B={xo € [a,b] | w(f,x0) > €}
é fechado em R.

Demonstragido. Mostraremos que R \ B é aberto.

Note que:

B =[a,bjNn{x € dom (f) | w(f,x) > ¢}

e portanto:

R\B=(R\R)U{x € dom (f) | w(f,x) < ¢}

Assim, dado x € R\ B, tem-se x ¢ [a,b] ou w(f,x) < &. No primeiro caso, como [a, b]
é fechado e portanto R\ [a,b] é aberto, existe um intervalo aberto C que contém x tal que
CCR\[a,b] CR\B.

Tomemos xg € {(x,y) € dom (f) | w(f,x) < ¢}. Pelo Lema BF, tem-se que existe § > 0 tal
que w(f,x) < e para todo x €]xy — 6, xg + J[. Segue disto que |xg — 6, xg + I[C {x € dom (f) |
w(f,x) < €}, de modo que este conjunto é aberto e seu complementar, {x € dom (f) |
w(f,x) > €} é fechado. Segue que R\ B, por ser unido de intervalos abertos, é aberto, e
portanto B é fechado. O

Lema 37. Sejam ¢ > 0, [a,b] um intervalo fechado e limitado e seja f : [a,b] — R uma fungio
limitada tal que para todo x € [a, b] tenhamos w(f,x) < e. Entdo existe uma particio Py, de [a, b]

com S(f, Piap) — s(f, Plap) <e-|b—al.

Demonstragido. Dado qualquer x € [a,b], existe um intervalo fechado R, que contém x em
seu interior e tal que Mg (f) — mgr, (f) < ¢ de modo que {int(Ry) | x € [a,b]} constitui
uma cobertura aberta de [a,b]. Sendo [a,b] compacto (fechado e limitado), uma quantidade
finita de conjuntos da forma int(Ry) recobre [a,b], digamos {int(Ry,) | i € {1,--- ,n}}. Seja
Pla) uma particdo de [a,b] tal que cada subintervalo S determinado por Py, estd contido
em algum int(Ry,) parai € {1,---,n}. Tem-se, entdo, Ms(f) —ms(f) < ¢, de modo que
S(f,P) — s(f, P) = Ys[Ms(f) — ms(f)] - €(5) < e ((R). )

O teorema a seguir nos dd uma condigdo suficiente para que uma funcdo seja Riemann-
integravel, a saber, que o conjunto de suas descontinuidades tenha medida nula.

Teorema 38. Sejam I um intervalo e f : I — R uma fungdo limitada. Se Desc (f) tem medida
nula entdo f é Riemann-integrdvel em 1.
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Demonstragido. Suponhamos que Desc (f) tenha medida nula. Dado ¢ > 0, seja B, = {x €
[a,b] | w(f,x) > e}. Entdo B, C B, de modo que B, também tem medida nula. Uma vez
que B; é fechado e limitado, segue que B, é compacto, e portanto tem contetido nulo. Assim,
existe uma colegdo finita de intervalos fechados, Uy, - - -, U, tais que B, C Ul ,int. (U;) e que
AU < e

Seja P uma particdo de I tal que cada subintervalo S determinado por P esteja em um
dos dois seguintes grupos:

(1) S1, que consiste dos subintervalos S tais que S C U; para algum i € {1,---,n};
(2) Sz, que consiste dos subintervalos S tais que S N B, = &.
Como f ¢é limitada, seja M > 0 tal que:

(Vx € D(|f(x)] < M).
Tem-se Ms(f) —mgs(f) < 2M para cada S. Portanto,

n
Y [Ms(f) —mg(f)]-£.(S) <2M ) £.(U;) < 2Me
5e8; i=1
Se S € S, tem-se para todo x € S, w(f,x) < e. Pelo Lema B7, existe uma partigdo 73[’ ab)
mais fina do de P, ;) tal que:

Y My (f) —mg(f)] - £(S") <& L(S),

s'cs
para S € S;. Entéo:

S Ply) =5 Ply) = X [Ma(f) —ms ()] - £08)+

S'CcSes,
+ Y Me(f) —ms(f)]4(S) <2Me+ Y - £.(5) <
S'CSes, Ses,
<2Me—+¢-l.([a,b])

Como M e (.([a, b]) sdo ntimeros fixados, isto mostra que se pode encontrar uma parti¢do
P[,a,b] com S(f, 73[’ a,b}) —s(f, 73[’ u,b}) tdo pequeno quanto se queira. Desta forma, f é Riemann-
integravel. O
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