MATO0121 - CALcuLO DIFERENCIAL E INTEGRAL II
AGENDA 02

Prof. Jean Cerqueira Berni*

Apresentacao

A integral definida (i.e., a integral de Riemann) de uma fungdo pressupde que a fungdo
seja limitada e que o intervalo de integracdao também seja limitado. Nesta agenda, vamos
estender o conceito de integral de Riemann para casos em que pelo menos uma destas condi-
¢Oes ndo esteja satisfeita.

Tais integrais sdo extremamente necessdrias para a formalizacdo de diversos conceitos de
muitas teorias. Por exemplo, na Teoria Cinética de Gases, lida-se com integrais do tipo:

Li(B) = /0 x2ntl -e‘ﬁ'xzdx, g>0,n>-1

Para “normalizar” uma fungdo f e descrevé-la como uma “funcdo de distribuicdo de pro-
babilidades” (f.d.p.), frequentemente é necessdario calcular uma integral imprépria.

Probabilidade

v velocidade
Nao raro é util, na resolucdo de certos tipos de equagdes diferenciais, definirmos uma

fungdo g (de variavel, digamos, w) em termos de uma integral imprépria envolvendo outra, f
(de variavel x), na forma:

8(@) = [ () ke, 2)ix

*jeancb@ime.usp.br



Nestes casos, a fungdo g € chamada transformada integral de f mediada pelo ntcleo k.
No caso em que o nucleo desta transformacao é k(w, x) = ¢"“*, temos:

Z(f) () = g(w) = %_n 7 s e

a transformada de Fourier de f. No caso em que o nucleo é k(s, x) = e~**, temos:

2H6) =) = [ e fla,

a transformada de Laplace de f, da qual faremos comentdrios nesta agenda.

Ao trabalhar com espagos vetoriais de certos tipos de fun¢des, convém definir o produto
interno mediante uma integral da forma:

(F.8) = | f(x)-glx)dx

Note que estas transformadas integrais envolvem integrais sobre intervalos ilimitados, das
quais a Riemann-integrabilidade estudada na agenda anterior ndo nos dé conta.

Veremos, primeiramente, uma motivacdo para definirmos e estudarmos as integrais im-
proprias, apresentando alguns exemplos de como resolvé-las. Na sequéncia veremos um
resultado que nos garante a convergéncia de certas integrais impréprias — apresentando algu-
mas aplica¢des — e outro que nos garante a divergéncia de outras. Apresentaremos o conceito
de funcdo absolutamente convergente, funcdo de ordem exponencial e veremos alguns con-
ceitos em que se ancora o estudo da transformada de Laplace.

Encarramos a agenda apresentando como calcular, na pratica, a “integral de uma funcéao
com descontinuidades no interior de seu dominio”.

1 Integrais Improprias
Motivagao: Considere a fungao:

f: 10,1 —
X o —=
VX
Se desejarmos integra-la no intervalo [0, 1], ndo poderemos fazé-lo no sentido usual, uma
vez que a fun¢do em aprec¢o ndo s € ilimitada como nao estd definida no extremo esquerdo
do intervalo [0, 1]. No entanto, podemos considerar sua integral em qualquer subintervalo de
[0,1] da forma: [¢,1], com 0 < ¢ < 1, como segue:



1
T dx

s

Como esta expressdo tem limite 2 conforme e tende a 0 pela direita, isto é:

—2.(1- &)

€

1 dx
lim [ = lim 2. (1- ) =2,
sg&u £ ﬁ ) ( \/E)
definimos o que chamamos de integral imprépria de 1/+/x no intervalo [0,1] como sendo
esse limite:

Ldx def. i L dx
0 ﬁ S*)O+ € ﬁ
Geometricamente, interpretamos isto como “a drea da regido compreendida entre a curva
y= \%, o eixo Ox e as retas x = 0 e x = 1, embora ilimitada, tem drea finita e igual a 2”.

A definicdo a seguir estende o conceito de integrabilidade segundo Riemann para fung¢des
que ndo sdo, necessariamente, limitadas.



Definigdo 1. Seja f :]a, b] € R — R uma fungio Riemann-integrdvel em qualquer subintervalo

da forma [a+¢€,b], com0 < e <b—a. Se

b
lim f(x)dx =1L,
S—)O+ a+te

dizemos que L é a integral imprépria de f no intervalo [a, ], e escrevemos:
b

/ﬁ " fydx = tim [ flx)dx

e—=04 Ja+e

Analogamente, temos a seguinte:

Definigdo 2. Seja f : [a,b[C R — R uma fungio Riemann-integrdvel em qualquer subintervalo
da forma [a,b —¢]|, com0 < e < b —a. Se

b—e
lim f(x)dx =1L,

e—04 Jag

dizemos que L é a integral imprépria de f no intervalo [a,b], e escrevemos:
b—e

[ fedx = tim [ fax

£—>0+

Naturalmente que se f for continua, ou mesmo continua por partes em [4,b], o limite das
defini¢bes anteriores serd a propria integral de Riemann de f em [a, b].

Podemos, também, estender a nocdo de integrabilidade segundo Riemann para intervalos

ilimitados, como na seguinte:

Definigdo 3. Seja f : [a,00[— R uma fungio tal que, para todo R > a existe:

R
/ f(x)dx=Ig € R
a
Se existir:

im /Rf(x)dx ER,

R—o0 Jg
dizemos que f é integrdvel em [a, 00|, e que a integral imprdpria de f em [a, o[ é

[ s i [ o




Caso néao exista:

R
lim f(x)dx
R—o0 a

dizemos que a integral improépria diverge.

Definigdo 4. Seja f :| — o0, b] — R uma fungio tal que, para todo R < b existe:

/Rbf(x)dx:IRE]R

Se existir:

b
lim /Rf(x)deIR,

R——oc0

dizemos que f é integrdvel em | — oo, b|, e que a integral imprépria de f em | — oo, b] é:

b of. b
[ fdx tim [ fx)dx

Caso néao exista:

b
li d
R%lmoo/R f(x) x
dizemos que a integral impropria diverge.

As expressdes “a integral imprépria converge” e “a funcdo f é integravel”, nestes contex-
tos estendidos, serdo usadas com frequéncia para indicar a existéncia e finitude desses limites.

Exemplo 5. Calcular:
/ e 5% . xdx,
0
onde s > 0.

Solucgdo: por definigdo, temos:

IS R
/ e Y. xdx = lim e . xdx
0 R—o0 J0

Para R > 0, resolvemos a parte a integral definida:



R
/ e %% - xdx
0
Fazendo u = x e dv = e~ 5*dx, temos:

s x-e 5% 1 s x-e 5% 1 .
/e Sx.xdx:——Jr—/e Sxdx:————z-e sx
5 5 S 5

Assim,

R x-e s R R-esR 1 1
—5-X | dy = | -2~ — . —S-X S —-sRY _ [ _ = —
e e R R G e R )

Logo,

o0 R R- 1 1 1
/ e 5% . xdx = lim [ e . xdx = lim —e *R. <5—+> t2=3
0

R—00 /0 R—o0
Analisemos um exemplo em que a integral imprépria diverge — ou seja, é infinita:

1 1
dx = In(x)

e X

= —In(e)

€

Sabemos que:
lim —In(e) = oo,
e—04

de modo que a fungdo f(x) = 1/x ndo é integravel no intervalo [0, 1], nem mesmo no sentido
improprio, apresentado acima.

Geometricamente, isso significa que a drea da figura delimitada pelo grafico de y = 1/x,
pelos eixos coordenados e pela reta x = 1, ndo é finita. Ja4 obtivemos, em nosso primeiro
exemplo, o valor 2 para a integral imprépria de f(x) =1/+/x em [0,1].

1
A fungédo f(x) = p é um caso particular de fungdes do tipo:

1
x*

flx) =

para « = 1, e que essas fungdes, consideradas no intervalo [0, 1] sdo integraveis se « < 1 e ndo
sdo integraveis se « > 1. De fato, supondo a # 1, podemos escrever:



_ 1 _
1 dx 1 —a X 0(+1 1 . 81 14
x *dx =
&

€ F: —IX+1€: 11—«

de modo que, se & < 1, a fungdo ¢é integravel em [0, 1], e temos:

Ldx o 1—gl 1

— = lim = .

0 x* =0, 1—a 1—un
YN

“ y=%, a<l1

Por outro lado, se &« > 1,




de modo que:

Consequentemente,

1
dxz 1 -lim(1 —1):00

e X a—1 50, \ el

e a funcdo y = 1/x" ndo é integravel neste caso.

Podemos resumir o que expusemos acima no seguinte enunciado:

1
A fungdo f(x) = por é integréavel no intervalo [0,1] se « < 1 e ndo é integrével em |0, 1]

sea > 1.

Em contraste com o que ocorre na origem, a fungéo:

flx) = -

=
é integréavel no intervalo [1,00[ se « > 1 e ndo é integravel no mesmo intervalo se « < 1. De

fato, supondo « # 1,
Ry  x—otl R 1 1
2t — 1=
/1 X —a+1l]|; a-1 < R"‘l)'

expressdo esta que, conforme R — oo, converge se & > 1 e diverge se « > 1. No caso em que
a = 1, temos:

) R
/ ax _ lim / dx _ lim In(R) = oo
1 1

X R—o0 X R—o0

1

Assim, a drea delimitada pelo semi-eixo Ox, de 1 a oo, pela reta x = 1 e pela curva y =

é finita se &« > 1 e infinita se & < 1.

Muitas outras integrais impréprias podem ser tratadas como os casos analisados acima.

Exemplo 6. Consideremos a integral impropria:

/5 dx
~2 /x|

Na verdade, como a singularidade x = 0 é interna ao intervalo de integracdo, temos aqui duas
intergrais improprias.



pois podemos escrever:

Calculando, separadamente, essas duas integrais, obtemos:

0 dx 0 dx . —€ dx
/ — =/ —— = lim / =
~2 /x| 24/ —x e04J-2 \/—X

= lim [-2y/—x] "5 = lim 2 (V2 — \e) = 2V2.

e—04

/5 dx /5 dx lim 5 dx
0 \/|7 P \/_
= lim2-(V5—e) =2-V5

e—04

Entdo:

5 jx_—z V2425 =2-(V2+V5).

Geometricamente, esta integral representa a drea delimitada pela curva y = 1/+/|x|, o eixo Ox e
as retas x = —2ex = 5.

Exemplo 7. A fungio f(x) = @ 1x)2 é a derivada de ( oL de sorte que:

/O ax i 0 [0 o (- ) o
w(l=x)2 R/ R(1-x)2 Roe|l—x] g R 1+R)

9



Exemplo 8. Calcular a velocidade de escape, vy, necessdria para langar um foguete de massa m para
fora do campo gravitacional de um planeta de massa M e raio ro. Use a Lei da Gravitagio de Newton e

e 1 ) iy
o fato de que a energia cinética inicial de 5 ' mug supre o trabalho necessdrio.

Pelo Teorema da Energia Cinética, o trabalho serd igual a variagdo da energia cinética:

Ky =Ko =W
Queremos que o foguete chegue “no infinito” com velocidade nula, ou seja, Ky = 0. Assim,
2 oo . .
2 0 r
2 N 70 7’2
2 R .
2 R—oo Jyy T R—oo |Tg 7 0
vg = ——
o
2-G-M
I
To

2 Estudo da Convergéncia de Integrais Improprias

Em muitos casos, é suficiente determinar se uma dada integral imprépria converge ou di-
verge, e estimar seu valor. Os seguintes teoremas sdo uteis para este fim:

Teorema 9 (Primeiro Critério de Comparacdo). Se para todo x > a valer a desigualdade:

0 < f(x) < ¢(x)

e se / @(x)dx converge, entio / f(x)dx converge e:
a

| rwix< [ gdx

Demonstragido. Como para todo x > a tem-se 0 < f(x), a fungdo dada por:

10



F: [a,00] — R
R ~ /Rf(x)dx

é crescente.

Também, como para todo x > a temos:

0< f(x) < o(x)
pela monotonicidade da integral, tem-se para todo R > 0:

R R
0< / fx)dx < / @(x)dx
Como:
/Oo @(x)dx < oo
segue que:

[ feix < [F gt < [~ g

Sendo F crescente e tal que:

(VR > a) (P(R) < / ” go(x)dx)

segue que:

lim /aRf(x)dx = /aoo f(x)dx < /aoo @(x)dx.

R—o0

Exemplo 10. Investigar o comportamento da integral:
/°° dx
1 x2-(1+e%)
quanto a sua convergéncia.
Solugdo: Observamos que, para x > 1 temos:
x? < x?(1+eY),

de modo que:

11



Como:

© 1 1
“dx=1lim |[1- 2| =1
/1 2 Rgrc}o[ R} ’

. o dx
segue do Teorema H (Primeiro Critério de Comparagdo) que / 2 converge para um
1

. 1 + ex)
valor menor ou igual a 1.

Exemplo 11. Uma integral impropria extremamente importante, sobretudo em Probabilidade e Esta-
tistica, é a integral:
o0
/ e dx
—o0

que mostraremos ser convergente.

12



Note que:

(Vx € [-1,1]) (e < 1),

de modo que pela monotonicidade da integral, temos:

1 ) 1
/ e Vdx < / dx =2
-1 -1

2 ~ e
é uma fungio par, é fdcil verificar que:

-1 )

2 .2
/ exdx:/exdx.
—0 1

Vamos demonstrar que a integral impropria:

Observando que t — e~*

é convergente mostrando que:

conoverge.

Para todo x > 1, temos:

de modo que:

Vemos que:

1) R
/ e Ydx = lim e Ydx = lim —e™*
1 R—o00 J1 R—o0

1 R—o0

e segue do Teorema [9 (Primeiro Critério de Comparacio) que:

13

= lim —e R4el

Q| =



Assim, temos:
) -—1 1 0 1 1 2
/ e dy = / e~ dx —1—/ e dx +/ e dx < p; +24 o= 2+ -
P o ~1 1

Observacao 12. Vocé verd em um curso de Cdlculo posterior que, usando integrais duplas, coordenadas
polares e o Teorema de Fubini, pode-se provar que:

/ e dx = /7T

—00

Teorema 13 (Segundo Critério de Comparacdo). Se para todo x > a valer a desigualdade:

0 < ¢(x) < f(x)

ese/ @(x)dx diverge, entﬁo/ f(x)dx diverge.
a a

.

Demonstragdo. As fungdes:

F: Ja,c0f — R
R ~ faRf(x)dx

d: Ja,00f — R
R ~ [ aR o(x)dx
sdo crescentes devido a monotonicidade da integral e ao fato de que (Vx > a)(0 < ¢(x)
f(x)). Uma vez que limg_,o ®(R) = oo, segue que limg_, 0 faRf(x)dx = oo.

1IN

Exemplo 14. Descrever o comportamento da integral:

°x+1
1 V8

14

dx




quanto a sua convergéncia ou divergéncia.

Solugdo: observamos que:

x<x+1=
X <x+1
VA SRRV
Como 1_» seque que:
ViV |
1 <x+1
VX /43
e como:
—1 / lim (VR —2-1) =
1 VX R NE: Rgr;o VR=2-1) ==,

segue, pelo Segundo Critério da Comparagdo, que:

/°°x—|—1dx
1 Va8

diverge.

Teorema 15. Suponha f Riemann-integrdvel em todo intervalo da forma [a, R], para R > a.

Se a integral:

[ IFGo)lax

/aoo f(x)dx

converge, entdo a integral:

também converge.

Demonstracdo. Para todo x > a, tem-se:

0 <|f(x)|+ f(x) <2-[f(x)]

Sendo / |f(x)]dx convergente, resulta do Critério de Comparacdo que:
a

15



/:O“f(x)’ + f(x)]dx < 2~/aoo £ (x)|dx.

Para todo R > 0, temos:

linearidacleiz
[ fde= [+ @1 D £ [T+ ke~ [ 1ol

[ee]

Pelo Critério de Comparagao, / [|f(x)]+ f(x)]dx converge, e como por hipotese / | f(x)|dx
a 0

(o)
é convergente, resulta que / f(x)dx também é convergente.
a

Observacao 16. No caso em que / |f(x)|dx converge, dizemos que a integral é absoluta-
a

mente convergente.

Assim, com esta nomenclatura, tem-se a seguinte implicagao:

[ Convergéncia Aboluta da Integral Imprépria = Convergéncia da Integral Imprépria

Exemplo 17. Estudar a convergéncia da integral:

/1°° sin(x) i

x3

Solugdo: Neste caso, temos uma fungdo cujo sinal se alterna no integrando. Observamos que:

1

x3

sin(x)
x3

/md—x—hm/Rd—x—lim 1— 1 —1
1 %3 Roe)1 x3 RS |2 2-R2| 2

de modo que pelo Teorema (15| (Primeiro Critério de Comparacdo), a integral dada é convergente.

<

No entanto, tem-se:

Observacao: O fato de a integral imprépria de uma funcdo f convergir ndo implica que a
integral imprépria de |f| convirja.

Considere a fungao:

16



Esta fungdo é tal que:

converge.

De fato, temos:

00 . R .
/ sm(x)dx ~ lim / sin(x) i
0 X 0

R—o0 X

o~ =dv

sin(x) 1 —/ 1 1 B
/ p dx / < sin(x)dx = < (—cos(x)) /( cos(x)) ( xz>dx =
1 1
= -cos(x) — / 2 -cos(x)dx
pois:
u:%:>du:—xl—2dx
dv = sin(x)dx = v = — cos(x)
Assim,
R gj R R
/ Sm(x)dx -1 cos(x) lz - cos(x)dx
1 X X . 1 ox

Notamos que:

R
1
-2 cos(x) 1 =z cos(R) + cos(1)
e portanto:
limitada
lim |— 1 cos(R) + cos(1) — lim L cos(R3+ lim cos(1) = cos(1)
R—o0 R R—oo R R—o00 o

Agora, a integral impropria:

17



/°° cos(x) v
1

2
X
converge, pois converge absolutamente. De fato, para todo x > 1 temos:

cos(x)
x2

0<

(x)

© 1 o COS
ecomo | —dx=1,segueque [[ ——
| 22 1

<1

> dx converge.

Assim, como:

/100 de = cos(1) — /100 wdx,

X x2
segue que:

/;Owdx

X
converge, de modo que f é integravel (no sentido impréprio).

sin(x)

[e0]
No entanto, afirmamos que / dx diverge.
0

De fato, como para todo x > 1 temos:

|sin(x)| <1
vale:
sin?(x) = | sin(x)[> < | sin(x)]

e portanto, para todo x > 1, tem-se:

sin(x)

sin?(x) < | sin(x)|

X x|

Agora, note que:

R gin?(x) R, 1 /1 1, ROyRo1 110 1,
/1 p dx-/1 ~sin (x)dx—{;~(§x—zsm(2x))]l—/l —p-bx—zsm

ou seja,

R sin?(x) sin(2R) = sin(2) RT1  sin(2x)
/1 T Tar T +/0 {5_ 122 ]dx

18
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. % sin(2x e . .. cr s
Tendo em vista que / ( )dx converge (verifique isto, usando o Primeiro Critério da

0 4x?
Comparacdo) e que:

©dx .
. ox diverge,
segue que:
00 qin2
/ sin”(x) i
1 x
diverge.

Desta forma, pelo Segundo Critério de Comparagao, segue que:

r

diverge, ou seja, f ndo é absolutamente integravel.

sin(x)
X

dx

Teorema 18. Para todo a > 0, a integral:

(o)
/ e “Mdx
0

¢ convergente.

Demonstragdo. De fato,

R |-

%) R e v R 1
/ e “*dx = lim e “Ydx = — lim —— =
0 R—00 J0 R— oo x

Proposicdo 19. Seja f : R — R uma fungio tal que, para todo R > 0, f [}g g) € continua e tal
que existem constantes M > 0 e v > 0 tais que para todo x > 0:

£(x) < M-

Entdo, para todo s > vy tem-se:

/oo e ¥ f(x)dx

0

convergente.

19



Demonstragdo. Para todo R > 0, temos:

[f)] <M-em7*

Assim, para todo x > 0, tem-se:
e f)] = e )] S e M T = Ml T
Como s > ¢ > 0, tem-se —s — ¢ > 0, e decorre do Teorema [18 que:
/ M- e(=79) %y = M/ e~ (1) dx converge .
0 0

Pelo Critério de Comparacio, segue que:

/oo e "% f(x)dx

0
converge.

Definicao 20. Uma funcgio f : I C R — R é de ordem exponencial -y > 0 se existir M > 0
tal que:

(Vx> 0) (If(x)| < M-e"")

Teorema 21. Seja f uma fungdo de derivada continua e de ordem exponencial v > 0. Se's > v,
entio:

/oo e "% f(x)dx

0
converge e:

/OOO e " fl(x)dx = s - /Ooo e ** . f(x)dx — £(0)

é convergente

Demonstracdo. Para todo R > 0:

R

[ fdr = e )] s [e T flo
0 0

0

[Fes fxdy = e FR) — fO) s [ flx)a
0 0

Observe que como f é exponencial de ordem v, tem-se, para todo x > 0:

20



e_s"x f(x) S M- e(_’y_s)'x

<0

lim e 5R. f(R) < lim M- (=7 —=8)R_
R—o0 R—o0
Assim,
e @y = () s [T e fa)dx
0 0
e portanto:

[y

Seja f uma func¢do de ordem exponencial y > 0 tal que, para todo x € R, tem-se:

F(x)+3 £(x) = x

Temos, para todo s > 7:

® s _ f(0) 1
/oe f(x)dx_s+3+s2'(s+3)

De fato, como para todo x € R temos:

fix) +3- f(x) = x,
vale:
e—s-x 'f/(x) +3 . e—s~x f(x) — e—s~x .x
e portanto:

[e¢]

/OOO e " f(x)dx +3- /00o e 5 f(x)dx = /o e 5% xdx

Pelo Teorema [21], temos:

S'Awe_s'x'f(x)dx—f(o)+3-/Oooe_s'x'f(X)dx:/Oooe_s'x-xdx

o]

(s—i—3)-/()ooes'x-f(x)dx:/o es'x-xdxzslz+f(0)

Y _ 1 £(0)
"/0 e 'f(x)dx_s2-(s+3)+s+3

21



Observacao 22. Dada uma fungio f de ordem exponencial, a fungdo dada por:

Z(f): R — R
s /0 e " f(x)dx

é denominada a transformada de Laplace de f.

3 A Integral de Uma Func¢ao Descontinua

Vimos, na agenda anterior, que uma condi¢do necessdria e suficiente para que uma fungao
limitada, f : [a,b] — R fosse Riemann-integravel era que seu conjunto de descontinuidades
fosse, no méximo, infinito enumeravel.

Nesta se¢do veremos como calcular a integral de Riemann de fungdes f : [a,b] — R que
sejam descontinuas em um ponto do intervalo. Comegaremos analisando o caso em que o
ponto de descontinuidade estd em um extremo do intervalo, e posteriormente o caso em que
o ponto de descontinuidade é ponto interior daquele.

3.1 Descontinuidade em Um Extremo do Intervalo

Seja f : [a,¢] — R uma fungdo continua em [4,c| e descontinua em x = c¢. Neste caso,
definimos a integral de f no intervalo [a, b] como segue:

C
f descontinua em ¢ = / f(x)dx & hm f (x)dx
a

b—c_

Como extensdo do conceito de integral, podemos defini-la no caso em que temos f : [a, c[—
R (ou seja, em que f ndo estd definida em c). Neste caso, simplesmente definimos:

[ e tim " flaydx

b—c_ Ja

No caso de f ser descontinua no extremo esquerdo, procedemos similarmente.

Exemplo 23. Calcular:

/1 dx
0 1—x

Solugdo: A fungio f(x) = ndo estd definida em x = 1. Temos:

1
vV1—x
22



b

b
lim dx = — lim 2-v1—x| =
b—1_Jo 1—x b—0_ 0
= — lim 2-[\/1—17—1]:2.
b—1_

3.2 Descontinuidade no Interior do Intervalo

Analisemos, agora, o caso em que temos uma funcdo f : [a,b] — R que é descontinua em um
ponto xg €]a, b|. Neste caso, definimos:

[ s = [* st [ e

sempre que as duas integrais,

/axof(x)dx € /x:f(x)dx existirem.

Assim, no caso em que f é limitada, temos a integral de Riemann, enquanto que no caso
em que f é ilimitada, temos a extensdo do conceito dada pela mesma equagao acima.

Q4----
©)

2T

- + - -

=
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Exemplo 24. Estudar (quanto a convergéncia) a integral:

[
1 x2

1
Solugdo: Observamos que em x = 0 €] —1,1[ a fungdo f(x) = o ndo estd definida (e a fungio

ndo é limitada neste intervalo). Neste caso, verificamos se existem:

/0 d__x . /ld__x
-1 x2 0 xz
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Temos, assim, duas integrais imprdprias.

Temos:
/de—lim/bdx—lim 1— 1 = 0
1 x2 b0 Joax? bso b (1))

de modo que esta integral impropria diverge. Também:

Ldx . Ldx _
— = lim — = lim |-1+ -] =0
0 X b—0, Jb X b—0,4 b

e esta integral imprdpria diverge.

Deste modo, a integral impropria:

[%
1 x2

diverge.

3.3 Integral de uma Funcao com Vdrios Pontos de Descontinuidade

Seja f : [4,b] — R uma fungdo limitada e descontinua em uma quantidade finita de pontos
do intervalo [a,b],a < x1 < x2 < --- < x,_1 < X, < b, ou seja,

Desc (f) = {xo,x1,- -, xn}.

Vimos, na agenda anterior, que toda fungdo assim é Riemann-integravel. O célculo da
integral é feito como segue:

[ stoax= [ s [ g ook [ st [ st

No caso em que f : [4,b] — R é ilimitada, estendemos a definicio do mesmo modo, ou
seja,

/f dx—/f dx+/f )dx + - +/ f(x)dx + f()

Xn—1

sempre que cada uma das integrais do membro direito da igualdade acima existir.

Exemplo 25. Seja:

f: ]0,10] — R
x2, se0 < x <4
X — x,sed<x<6
5 56 <x<10
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Vemos que f é descontinua no ponto x1 = 4, uma vez que:

lim f(x) = lim f(x) = lim x* = 16
x—4_ JJch)iL x—4

lim f(x) =1lim f(x) =limx =4
x—44 3;;)21 x—4

ou seja,

lim f(x) =16 44 = lim f(x)

e no ponto xy = 6, pois:

Jlim f(x) = ,lclznéf(x) =limx=6
X
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lim f(x) =1lm f(x) = lim5=5
X—64 9§C;>g x—6

ou seja,

lim f(x) =6#5= lim f(x)

x—6_ x—61

10
A fim de calcular / f(x)dx, precisamos decompor o intervalo ]0,10] em subintervalos restritos
0
aos quais as fungoes sejam continuas. Neste caso,
10,10] =]0, 4]U]4, 6]U]6,10].

Assim,

wf(x)dx:/04f(x)dx+.A6f(x)dx—|—.6105dx:/ 2dx+/ xdx +5- dx—

3.4 Estudo da Convergéncia de Integrais Impréprias de Fun¢des Desconti-
nuas

Para determinar a convergéncia de integrais impréprias de fun¢des descontinuas e para esti-
mar seus valores, usamos os seguintes teoremas, andlogos aos da secdo anterior.

Teorema 26. Sejam f, ¢ : [a,c] — R fungdes descontinuas apenas no ponto c e tais que, para
todo x € [a, c] valer a desigualdade:

0 < f(x) < 9(x)
(&
e se / @(x)dx converge, entio / f(x)dx converge e:
a

/f dx</ ¢(x)dx

Demonstragdo. Como ambas as fungdes sdo continuas em qualquer intervalo da forma [a, b],
ambas sdo Riemann-integraveis.

Assim, para qualquer b € R com a < b < ¢, da hipétese de que (Vx € [a,¢])(0 < f(x) <
¢(x)) e da monotonicidade da integral de Riemann, segue que para todo b €|a, c| tem-se:
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[ s < [ gl

Pela definicdo da integral de fung¢des descontinuas, f,¢ : [4,¢] — R no extremo ¢ do
intervalo, tem-se:

/acf(x)dx L lim bf(x)dx

b—cJa

¢ def. .. [P
/ﬂ p(x)dx = %13;/& ¢ (x)dx

Como consequéncia da propriedade da conservacdo do sinal no limite, segue peortanto
que:

/ Cf(x)dx: lim ’ f(x)dx < lim ’

b—c_ Ja b—c_ Ja

p(x)dx = /ac ¢(x)dx

Teorema 27. Se f : [a,b] — R é uma fungio alternante e descontinua apenas no ponto c, e se a
. . 2, . Cc = . (¢ z
integral impropria [ | f(x)|dx converge, entdo a integral [ f(x)dx também converge.
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