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1 Apresentacao

No monitoramento por radar, um operador estd interessado na posi¢cdo ou no angulo que
o objeto rastreado forma com algum raio fixo (por exemplo, uma semirreta direcionada para
leste) e a que distancia o objeto estd localizado no momento. Nesta agenda, estudaremos um
sistema de coordenadas inventado por Isaac Newton chamado de sistema de coordenadas
polares, o qual é prético de usar nestas e noutras situagdes.

2 Curvas em R? — O Sistema de Coordenadas Polares

Frequentemente o problema que vamos estudar envolve simetrias em torno de um certo
ponto. Este é o caso, por exemplo, quando estudamos forgas centrais (ou seja, forcas cuja
intensidade depende do inverso do quadrado da distancia), como é o caso da forga gravitaci-
onal e da forca eletrostatica.

Para definirmos as coordenadas polares, primeiro escolhemos um ponto no plano, que
chamaremos de pélo (ou origem) e o chamaremos de O. Entdo desenhamos um raio inicial
(ou eixo polar) comecando em O. Esse raio é normalmente desenhado horizontalmente e
apontando para a direita, correspondendo a parte positiva do eixo Ox em coordenadas carte-
sianas. Desta forma, cada ponto P pode ser localizado por meio de sua associagdo a um par
de coordenadas polares, (r,0), no qual r da a distancia orientada de O a P e 6 dd o angulo
orientado do eixo polar ao eixo OP.
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Eixo polar

Coordenadas
Polares P(r. 8)

Distiincia orientada de Augulo orientado do raio
OaP inicial ao eixo polar

Como em Trigonometria, 8 é positivo quando medido no sentido anti-horario e negativo
quando medido no sentido hordrio. O angulo associado a um ponto dado nédo é tnico. Por
exemplo, o ponto 2 unidades a partir da origem ao longo do raio 6 = 77/6 tem coordenadas
polares r = 2,0 = /6. Tem, também, coordenadas r = 2,0 = —1171/6

P(z, %) - P(z,—“T”]

x

Eixo polar
=0

z

Existem também ocasides em que desejamos que r seja negativo. Essa é a razdo pela
qual usamos a distancia orientada ao definir P(r,6). O ponto P(2,77t/6) pode ser alcan¢ado
girando-se 77t/6 radianos no sentido anti-hordrio a partir do eixo polar e indo 2 unidades
para frente. Também pode ser alcangado girando-se 71/6 radianos no sentido anti-horério a
partir do eixo polar e indo para trds 2 unidades. Assim, o ponto também tem coordenadas
polares r = —2,0 = 7t /6.



Na verdade, um tinico ponto tem infinitas coordenadas polares. No exemplo em apreco:

(2,t/6+2m),(2, /6 £4m),(2,t/6L67T),- -
(=2,—-5m/6+2m),(—2,—-51/6+4mr), (-2, —-5n/6+67),- -

A fim de obtermos uma bijegdo entre o plano munido de coordenadas cartesianas sem a
origem e o plano munido de coordenadas polares sem a origem, devemos fixar um angulo 6y
e considerar a regido:

]0,00[X [90, 90 + 27'([
Por conveniéncia, escolheremos sempre 6y = 0. Desta forma, a aplicacdo:
g: ]0,00[x[0,2r] —  R2\{(0,0)}
(r,0) — (rcos(0),rsin(0))

é sempre uma bijecdo. Se convencionarmos que (0,0) em coordenadas polares representa
(0,0) em coordenadas cartesianas, definimos uma fungéo g : [E> — [E? que faz corresponder
qualquer ponto em coordenadas polares um, e somente um, par de coordenadas cartesianas
e vice-versa:

g: {(0,0)}U]0,00[x[0,27T[ — R?

(rcos(),rsin(6)),ser # 0,
(r.6) {mﬁywrzo

2.1 Graficos Polares

Seja r = f(0) uma funcdo. Por definigdo, o grafico desta fungdo é o subconjunto do plano,
munido de coordenadas cartesianas dado por:

Graf (r = f(8)) = {(x,y) € R? | (x = f(8) - cos 0)&(f(8) - sinB)&((r,8) € dom (f))}

Vejamos, agora, os graficos mais simples que se pode expressar em coordenadas polares.
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Se mantivermos fixo r em certo valor constante ry > 0, o ponto P(r,0) estard a rp unidades
de comprimento do pélo, O. A medida que 0 varia em qualquer intervalo de comprimento
27, P traga um circulo de raio rg centrado em O.

Se mantivermos 6 = 6y fixado, por sua vez, e fizermos r € R, o ponto P(r,6y) tracard uma
reta passando pelo pélo que forma um angulo 6y com ele.

Equacao Grafico Polar
r=ryp Circulo de raio |rg| centrado em O
8 =6y | Reta passando por O formando um angulo 6y com o eixo polar

Exemplo 1. (a) r = 1 é a equagdo que descreve o circulo de raio 1 centrado em O;

(b) 0 = 1t/6, é a equagio que representa a reta passando pelo pélo e que faz um dngulo de 7t/6, no
sentido anti-hordrio, com o eixo polar.

Equagdes da forma r = rg e 8 = 6y podem ser combinadas para definir regides, segmentos
e raios.

2.2 Representando graficamente desigualdades

Representemos, graficamente, o conjunto de pontos cujas coordenadas polares satisfazem as
condic¢des dadas:

@) {(r,0) € {(0,0)}U]0,00[x[0, 27| (1 <7 < 2)&(0 < 6 < 71/2)}.

Os pontos (r,0) com 1 < r < 2 sdo os pontos do plano que distam r, 1 < r < 2 da
origem, compreendendo a coroa circular que consiste dos pontos fora da circunferéncia
de equacdo x* + y* = 1 e dentro da circunferéncia de equagdo x> + y> = 4. Dentre estes
pontos, a regido s6 admite aqueles com 0 < 6 < 71/2, ou seja, os do primeiro quadrante.
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(b) {(r,0) € {(0,0)}U]0,00[x[0,27[| 271/3 < 6 < 571/6}.

Os pontos (r,0) com 27t/3 < 8 < 571/6 sdo os pontos localizados sobre retas que fazem
angulos entre 271/3 e 571/6 com o eixo polar.
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Observacao 2. Daqui em diante, a fim de podermos descrever uma maior quantidade de curvas
e regides, permitiremos coordenadas (r,0) com r € R — ou seja, r poderd assumir, inclusive,
valores negativos. Também admitiremos 6 € R.

Antes de esbogar o gréfico de alguma curva dada em coordenadas polares, convém verifi-
carmos certos tipos de simetria.



Diremos que o grafico de uma funcao:

r: R - R
6 — r(0)

tem:

(a) Simetria em relagdo ao eixo Ox: sempre que o pertencimento do ponto de coordenadas
(r,0) ao grafico acarretar o pertencimento do ponto (r, —0) ao grafico ou, equivalente-
mente, o pertencimento do ponto (—r, 7 — ) ao gréfico.

y
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(b) Simetria em relacdo ao eixo Oy: sempre que o pertencimento do ponto (7,6) ao gréfico
implicar no pertencimento do ponto (r, T — 6) ao gréfico ou, equivalentemente, (—r, —0)
ao gréfico.
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(c) Simetria em relacdo a origem: se sempre que o ponto (7,6) estiver no gréfico, seu
antipoda, o ponto (—r,6) ou (r,0 + ) também estiver no gréfico.

y
(r,0)

|
|
R
|
|
1

(—r,0) ou (1,0 + )

2.3 Coeficiente Angular

Nesta subse¢do veremos como encontrar coeficientes angulares, dreas e comprimentos de cur-
vas polares r = f(0).

O coeficiente angular de uma curva polar r = f(6) é dado por dy/dx, e ndo porr’ = df /de.
Para ver isto, devemos pensar no gréfico de r = f(0) como gréfico das equagdes paramétricas:

y(0) = rsin(0) = f(0) - sin(6)

Pela Regra da Cadeia, segue que:

{x(@) =rcos(f) = f(0) - cos(0)

dy _ dy dx

do  dx do’
e portanto:

dy _ dy/do

dx dx/de

Se f:[0,2t[— R,0 — f(6) é uma funcdo diferencidvel de 6, x e y, por serem produtos de
func¢des diferencidveis de 6, também o serdo, e quando dx/df # 0 (pois se dx/df = 0 a reta



tangente sera vertical), podemos calcular dy/dx a partir da férmula paramétrica:

dy dy/do  H(F(O)sin(0))  £(6)sin(6) + £(6) cos(6)

dx —dx/d 2 (f(9)cos(9)) f(6)cos(6) — f(6)sin(6)

Assim, no ponto 6y, o coeficiente angular da curva dada por r = f(0) é:

f'(6o) sin(6o) + f(6o) cos(fo)
f'(6p) cos(6o) — f(6p) sin(6p)
desde que dx/d6 # 0 em (g, 0p).

Exemplo 3. Encontrar as tangentes horizontais e verticais ao grdfico da cardioide r(0) = 1 — cos(6),0 <
0 < 2.

Soluc¢do: Primeiramente, descrevemos a curva parametricamente:

{x(@) =7(0) - cos(#) = (1 —cos(f)) - cos(#) = cos(0) — cos?(6)
y(0) =r(0) -sin(0) = (1 — cos(h)) - sin(P) = sin(f) — cos(0) - sin(H)

Precisamos encontrar os zeros de dy/df e de dx/do.

Z—Z = cos(f) + sin?(A) — cos?(8) = cos(#) + (1 — cos*(f)) — cos?(0) =

=14 cos(f) —2cos?(#) = (1+2cos(8)) - (1 — cos())

Também,
fl—g = —sin(0) + 2 cos(6) sin() = (2cos(6) — 1) - sin(6)
Assim,
dx

Z—g =0 < 60=0,21/3,471/3,27m.

As tangentes horizontais ocorrem quando y'(6) = 0 e x'(6) # 0, ou seja, quando 6 €
{27/3,47t/3}, e as tangentes verticais ocorrem quando x'(6) = 0 e y/(6) # 0, portanto em
6 € {m/3,m,5m/3}.



/r(6) =1 — cos(8) _n
/r ), 0 3

1 1 2

2

Figura 1: https://www.desmos.com/calculator/ms3eghkkgz?lang=pt-BR

Exemplo 4. Encontrar as retas tangentes a rosdcea:

r=f(0)=2-sin(30), 0<0<m

no polo.
Solugido: f(6) = 0 quando 8 = 0,77/3,271/3 e 7t. A parametrizagdo da curva é:

{x(e) £(6) - cos(8) = [2-sin(36)] - cos(6)
y(6)

f(0) -sin(f) = [2-sin(30)] - sin(0)

de modo que:

dr _
e

2-[3-cos(30) - cos(8) — sin(36) - sin(0)] = 6 - cos(36) - cos(0) — 2 - sin(36) - sin(0)

ay _ 2-[3-cos(36) -sin(0) + sin(30) - cos(0)] = 6 - cos(36) - sin(6) + 2 - sin(36) - cos ()

ao

Tem-se:
dy _ Z:Z _ 6-cos(30) - sin(0) +2 - sin(30) - cos(0)
dx i ~ 6-cos(30) - cos(f) — 2 -sin(30) - sin(H)
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https://www.desmos.com/calculator/ms3eghkkgz?lang=pt-BR

Verificamos que 2% 6y) # 0 para 6y € {0,7t/3,27t/3,7t}. Assim, teremos:
que 75 P

d_y(o _ 6-c0s(3-0) -sin(0) +2-sin(3-0) -cos(0) 0

dx' "’ 6-cos(3-0)-cos(0) —2-sin(3-0)-sin(0) 6 0
d_y<z):6~<:os(3-%)~sin(7§)—|—2~sin(3~7§T)~cos(7§):\/g
dx \ 3 6-cos (3-%)-cos(F)—2-sin(3-%) sin(%)

dy (27‘()_6-cos(3-27”)‘sin(%”)+2-sin(3-%") cos(%”) __ 3
dx \ 3 _6-cos(3-27”)-cos(%”)—z-sin(&%”) sm(%”)_

dy .  6-cos(3-m)-sin(rr)+2-sin(3-7m)-cos(r) 0
ﬂ(ﬂ) " 6-cos(3-7)-cos(rm) —2-sin(3-7) -sin(r) 6

=0

Assim, a curva tem retas tangentes no pélo com coeficientes angulares 0, v/3 e —/3.

Assim, as trés retas tangentes correspondentes sio y = 0,y = v/3x e y = —+/3x.
3
2 ¥ =3x
1
y=0
3 2 1 1 2 3
r=f(6)=2-sin(30), 0 <0 <m

1

y=—Vix

3l

Figura 2: https://www.desmos.com/calculator/ms3eghkkgz?lang=pt-BR
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2.4 Esbog¢o de Curvas dadas em Coordenadas Polares

Exemplo 5 (Cardiéide). Representemos, graficamente, a curva dada em coordenadas polares pela
equagao:
r(0) =1 — cos(6)

Solugdo: Primeiramente procuramos verificar se a curva possui algum tipo de simetria.
Como a fungdo cosseno € par, temos que se (r,60) estd no grafico, entdo r = 1 — cos(6), e como
cos(—0) = cos(8), segue que (r, —0) é tal que r = 1 — cos(—60) = 1 — cos(8), ou seja, (1, —0)
também pertence ao gréfico. Desta forma, temos uma simetria em relacdo ao eixo Ox.

Na prética, isto significa que basta desenharmos o grafico para 0 < 6 < 7 e, em seguida,
tomar seu reflexo com respeito ao eixo Ox como o “resto” do gréfico.

Para 6 = 0 teremos r(0) = 1 —cos(0) = 1 —1 = 0. Conforme 6 aumenta de 0 para 7,
cos(f) diminui de 1 para —1, e r(f) = 1 — cos(f) aumenta do valor minimo de 0 para um

valor maximo de r(w) =1 —cos(wr) =1— (—1) = 2.

Fazemos a tabela com alguns dngulos notéveis entre 0 e 71:

6 r(0) =1 —cos(6)

0 r(0)=1—cos(0)=1—-1=0

Z | r(71/6) = 1—cos(7/6) = 1 —/3/2 = 2=¥2 ~ 0.1339
Z | r(r/4) =1 —cos(m/4) =1 — ? — 22 ~0.2929
z r(m/3) =1—cos(m/3) =1—3 :%:05000

5 (n/2)—1—cos(7r/2)—1 0=1

e r(2m/3) =1—cos(2n/3)=1-5=35=15

7T

r(m)=1—cos(n)=1—(—-1)=2

Esbocamos uma curva lisa passando pelos pontos da tabela:

m )
3
™
2
3
5\ 1
< ™
3
T —
2 0 ¥

e finalmente refletimos a figura obtida pelo eixo Ox, obtendo:
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Na figura acima, a seta indica a diregdo do aumento de 6.

A cardi6ide aparece como cdustica do circulo, quando posicionamos a fonte de luz em um
ponto P de seu perimetro:

Figura 3: https://www.geogebra.org/m/EzdWepR8

A cardi6ide aparece em pecas que direcionam camadas uniformes de fio em bobinas e car-
retéis e em padroes de intensidade de sinal de certas antenas de rddio e microfones unidirecio-
nais (ver https://www.intmath.com/blog/mathematics/polar-coordinates-and-cardioid-microphones-2496).

2.5 Gréficos Polares

Representemos graficamente a curva dada pela equagéo:

r? = 4cos()
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A equacgdo acima requer cos(f) > 0, assim obtemos o grafico inteiro fazendo 6 percorrer
de —m/2 a /2. A curva é simétrica em relagdo ao eixo Ox porque:

(r,0) € Graf (r* = 4cos(0)) = 1* = 4cos(f) = 1* = 4cos(—0) = (r, —0) € Graf (r* = 4cos(h))

A curva também é simétrica com relagdo a origem porque:

(r,0) € Graf (r* = 4cos(0)) = 1* = 4cos(f) = (—r)?> = 4cos(f) = (—r,0) € Graf (r* = 4cos())
Juntas, estas duas simetrias implicam simetria com relacdo ao eixo Oy.

A curva passa pela origem quando 6 = +77/2, e tem uma tangente vertical ambas as vezes
porque tan(6) neste caso € infinito.

Para cada valor de 6 € [—7t/2,7w/2], a férmula r> = 4 cos(6) dé4 dois valores de 7, a saber:

r = 424/cos(6)

Fazemos uma pequena tabela de valores, marcamos os pontos correspondentes e usamos
as informagdes sobre simetria e tangentes para nos guiar ao conectarmos os pontos por uma
curva lisa.

f cos @
0 1
4T V3
~6 2
4T 1
~1 | \A
g 1
—3 2
o
iE 0
T _ T il _ T
(@ 2=0=3 2=0=3
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Aproveite esta construgado para resolver o exercicio 10, item (b) da lista.
Exemplo 6. Esbogar a curva de equagio polar r = cos(30).

Soluc¢do: Primeiramente procuramos alguma simetria para a curva. Como:

(r,0) € Graf (r = cos(36)) = r = cos(36) = cos(—360) = (r,—0) € Graf (r = cos(36))

a curva apresenta simetria em torno do eixo Ox. Isto simplifica nosso trabalho, pois bastard
esbogarmos o ramo da curva que se encontra no semiplano superior (em coordenadas cartesi-
anas, (x,y) € R? tais que y > 0), ou seja, bastara estudarmos o comportamento da curva para
6 € [0, r]. Vamos dividir este intervalo em alguns subintervalos menores, e nestes subinter-
valos vamos escolher angulos 6 convenientes tais que 36 sejam angulos“notédveis”. Fazemos
[0,7t] =[0,t/6]U[r/6,7t/2)U[rt/2,57/6] U [57/6,m|.

No subintervalo [0, 77/6] temos:

6 36 r(0) = cos(30)
0 0 cos(3:0) =1
/18 | /6 | cos(m/6) = /3/2
/12 | /4 | cos(mr/4) = /2/2
/9 | /3| cos(m/3)=1/2
/6 | /2 cos(7/2) =0

Conforme 0 varia de 0 a 71/6, vemos que r sai do valor maximo r = 1 e diminui até alcan-
car r = 0.

Para 6 € [rt/6,7t/2] temos 30 € [rr/2,37/2], de modo que cos(30) € [—1,0] - de modo

que os pontos (cos36,6) estardo no terceiro quadrante. N&o precisamos esbogar esta parte
por enquanto, uma vez que ela serd obtida por reflexdo da parte da figura acima do eixo Ox.
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Este também é o caso para 6 € [571/6, 7t], pois ai 360 € [57t/2, 7], donde cos(30) € [—1,0].

Basta, assim, analisarmos o que ocorre conforme 6 varia em [7t/2,57/6].

6 36 r(0) = cos(36)
/2 | 3m/2 cos(37/2) =0
7rt/12 | 7rt/4 | cos(7m/4) = v/2/2

2/3 | 2r cos(2m) =1
3m/4 | 9/4 | cos(97/4) = \/2/2
57/6 | 5m/2 cos(57/2) =0

Assim, conforme 6 varia de 7t/2 a 27t/3, r aumenta de 0 a 1, e conforme 0 varia de 27t/3
abm/6, r diminuide 1 a 0.

Obtemos, assim, um desenho como segue:

Para analisar construgdes de gréficos de curvas dadas em coordenadas polares, recomen-
damos que o leitor visite o site https://www.geogebra.org/m/SORXWmNP.

2.6 Relacionando Coordenadas Polares e Cartesianas

Quando usamos tanto as coordenadas polares quanto as cartesianas em um plano, coloca-
mos as duas origens juntas e tomamos o raio polar como sendo o eixo Ox positivo. O raio
8 = t/2,r > 0 torna-se, entdo, o eixo Oy positivo. Os dois sistemas de coordenadas estdo
relacionados pelas equagdes:
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x =r-cos(f)
y =r-sin(0)
2R =

Yy _
. tan(0)

Usamos essas equagdes e adlgebra para reescrever as equagdes polares na forma cartesiana
e vice-versa.

Desta forma, sdo equagdes que definem a mesma curva:
ercos =2ex =2

e r2cosfsinf =4 e xy = 4;

e 12cos?f —r’sinf=1ex?—y> =1;

er=1+2rcosfey?*—3x>—4x—1=0;

or=1-cosfex?+y*+2x2y% +2x3 + 2xy?> — y?> = 0.

Exemplo 7. Encontrar uma equagio polar x> + (y — 3)% = 9.

Solugdo: Expandimos (y — 3)? no primeiro membro da expressio para obter:
-3¢ =2+ —6y+9=9
x4 yz -6y =0
r? —6rsing =0
donder =0our =6sinf, com 0 < 0 < .

Exemplo 8. Encontrar uma equagdo cartesiana equivalente para a equagdo polar dada em cada caso:

(a) * = 4rcos 6.

4

@) r= 2cosf —sinf
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Solugao:

2

Ad (a): Fazendo a substituicdo r> = x> + y? e a substituicdo x = r cos §, obtemos:

4y = 4dx,

que completando quadrados pode ser escrita como:
(x =22 +1y* =4
que corresponde a uma circunferéncia de raio 2 centrada no ponto (2,0).
Ad (b): Temos r(2cos @ — sinf) = 4, ou seja:
2rcos@ —rsinf = 4

Efetuando as substitui¢des ¥ cosf = x e rsin 0 = y, obtemos:

2x —y =4

ou:

y=2x—4

uma reta passando por (0, —4) com coeficiente angular igual a 2.

3 Area em Coordenadas Polares

Em se tratando de dreas de curvas dadas em coordenadas cartesianas, as regides mais
simples cujas dreas podemos calcular sdo retangulos. No caso das coordenadas polares, as
regides mais simples sdo setores circulares.

A &rea de um setor circular de raio r, com angulo interno Ay é:

1
Ay = Er%AQk

Nossos elementos bésicos constituintes das regides definidas por curvas polares serdo
aproximadas por estes setores circulares. A férmula acima pode ser deduzida de uma simples
regra-de-trés:

Angulo que define o setor | Area do setor
27 s
AGk X
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Figura 4: https://www.geogebra.org/m/mCuDhtjU

27tx = 7 A6,

1
x= Er%AQk

Consideremos o seguinte problema: queremos calcular a drea OTS na figura [4, que é
limitada pelos raios 8 = a, 6 = B e pela curva r = f(6).

Aproximamos a regido com n setores circulares ndo sobrepostos, baseados em uma parti-
¢do P do angulo ZTOS. O setor tipico tem raio r, = f(0x) e angulo central de medida, em
radianos, Afy. Sua area é:

1,

1
Ap = 51 A0 = E(f(gk))zAQk
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A area da regido OTS é aproximadamente:

1 2
ZAk = Z 5 (f (6))"Ab.
k=1
Se f é continua, esperamos que as aproximac¢des melhorem a medida que refinamos mais
e mais a partigdo, e somos levados a seguinte férmula para a area da regido:

i 3 (o2 b1
A= lim ;E £(6,) Aé)k_/“

5 (F(6))%o0

A érea da regido entre a origem e a curvar = f(6), a <0 < B &

p p
A:/ 1f(e)zaze:/ L0
o 2 o 2

Exemplo 9. Calule a drea da regido delimitada pelas curvas:
(a) r(6) =2 —cos(0)

r=2—cos(f)

Solucdo:
Neste caso, tem-se « =0, =2-mer = f(0) =2 — cos(0). Assim:

A= / ’ % £(6)2d0 — % / 72— cos(0))%d6 % /0 " (4= 4003(8) + cos(9))d6

27 27 27 111 1 2n
= 2/ ao — 2/ cos(6)d6 + = / cos?(0)d0 = 4+ = |~ - | 6+ = sin(20) =
2 2 |2 2 .



(b) > =cos(8),r >0

Ap0s fazer um esbogo da curva, concluimos que a drea é dada por:

1 /2 1
A= 2'/§cos(9)d9 =3 2=1.

(c) r(0) = cos(30)

Solugdo: Apés fazer um esbogo, vemos que a drea delimitada por esta curva é igual a seis vezes
a drea da curva que se encontra no primeiro quadrante.

Vejamos que intervalo de Angulos devemos varrer para obter este ramo da curva determinando a

reta tangente no polo. Temos f(0) = 0 no primeiro quadrante se, e somente se, tivermos simulta-

neamente 0 < 36 < Z e cos(36) = 0, o que ocorre em [0, %] se, e somente se, 36 = 7, ou seja,
_ T

para 6 = ¢.

Deste modo, a sexta parte da drea desejada serd aquela compreendida entre = 0e 6 = 7.

r = cos(30) -1 +
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_1 % 2 _1 % 2 _1/6 2 o
Aé_z/o r(6) d9_2/0 cos(30)120 = 5 | * cos?(30)d0 = -

Assim, a drea A é:

Yy
1 +
I X
—1 1
r = cos(30) -1 +

4 Area entre Curvas

Para encontrar a drea de uma regido como a da figura a seguir, que esta entre duas curvas
polares, uma “mais interna” (no sentido de mais préxima da origem) r = r1(6) e outra “mais
externa” (no sentido de mais distante da origem) r = r,(0), de 6 = « a 6 = B, subtraimos a
integral de (1/2)r1(6)? da integral de (1/2)r2(6)>.

]
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Greater Function R(t) =
Lesser Function r(t) =

Tmin = ——
Tmax = -
No. Sectors = -
a=3 [ :T[<R<z)>’ — (e at
A = 2.68

Figura 5: https://www.geogebra.org/m/evy57yN4

Isso leva a férmula a seguir:

A dreadaregidao 0 <ri(0) <r<r(f),a<0<pé

A= / ’ %rZ(Q)ZdG— / f %rl(ﬂ)zde =/ f %(rg(e) _ 2(6))d6

o

Exemplo 10. Encontre a drea da regido interior ao circulo x* + (y — 1)> = 1 e exterior ao circulo
24 .2
x-+y =1

Solugdo: Fazemos um esbogo das curvas para identificar a regido de integracéo:

Yy

r = 2sin(0)
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Para identificar os pontos em que as duas curvas se interceptam, resolvemos:

4yt ="+ (y—1)?

y'=(y—1)°
_1
¥=3

Substituindo em x2 + yz — 1, tem-se x = ++/3/2. Em termos de angulos, trata-se dos raios
0 =m/6el=>5m/6.

Escrevemos a curva x> + y> = 1 em coordenadas polares: como se trata de uma circunfe-
réncia centrada na origem, sua equagdo é r = 1.

Também escrevemos a curva x> + (y — 1)? = 1, que é x*> + y*> — 2y + 1 = 1, em coordenadas
polares, usando a substituigdo x = r cos(0),y = rsin(6):

1> —2rsin(f) +1=1

r = 2sin(6)

A fronteira da regido “mais externa” é a curva r,(0) = 2sin(0), para 6 entre 6 = 71/6 e
6 = 57/6, de modo que ry(6) = 2sin(f). A fronteira da regido “mais interna” é a curva
r1(0) =1lentre 6 = t/6e 6 =57/6.

A drea da regido desejada é:

57m/6 1 1 r57/6 1 r57/6
~[(2sin(6))? — 12)d6 = ~ 25in(6 2d9——/ 1246 =
| slesin@) 1Yo =5 [ C(sin@)an -5 [

_4n+3V3 2m 2m+3V3
6 6 6

Exemplo 11. Calule a drea da intersecdo das regides limitadas pelas curvas dadas em coordenadas
polares por:

(a) () =2 —cos(0) er(6) =1+ cos(0).

Neste caso, temos as curvas r(0) = 2 — cos(0) e r(0) = 1+ cos(0), e precisamos determinar
suas posigoes relativas. Para isto, fazemos, em um mesmo sistema cartesiano, os grdficos de cada
fungdo:
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Conforme construimos o grifico, buscamos determinar onde estas duas curvas se interceptam, o
que ocorre nos valores de 6 € [—7t, 7t] tais que:

2 —cos(f) =1+ cos(0)
1=2cos(0)

%:COS(Q) = (9: —%) v <9: E)

Verificamos que:

I\JIUJ

(ve € {_Tﬂ gD (2 — cos(8) <

A drea da parte interior a curva r5(0) = 1+ cos(0) e exterior a curva r1(0) = 2 — cos(0) serd:

<1 +cos(9))

2/ [(1+ cos(h))? — (2 — cos() 2/ (6 - cos (8) —3)df = 3v/3 —

T T
3 3

A drea, S, da intersecdo, portanto, serd igual a diferenca entre a drea total delimitada por
r1(0) = 1+ cos(0) e a drea calculada acima.
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r =2—cos(0)
r =1+ cos(0)
X

A drea da cardioide é:

! /Zn(l + cos(6))2d0 = O

> ), cos =
Logo, a drea da intersegio é:

523—"—(3\/§—n):5—”—3\/§.
2 2
(b) r(6) =sin(0) er(6) =1 — cos(6).

Neste caso, temos as curvas r(6) = sin(6) e r(6) = 1 — cos(0), e precisamos determinar

suas posigoes relativas. Para isto, primeiramente buscamos determinar onde estas curvas se
interceptam, o que ocorrerd nos pontos (r,0) onde r1(0) = r2(0), ou seja, onde:

sin() =1 — cos(0)
sin(6) + cos(f) =1

1 — cos2(6) + cos(6) =1

Fazendo u = cos(0), temos:

1-w24u=1<=1-1w=1-u+—= 1> —u=0 <= u=0Vu=1)
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Mas temos cos(f) =0 <= 0 =T ecos(f) =1 <= 0 € {0,27}. Assim, as intersegdes
ocorrem para § € { 5,2}

Verificamos que para 0 < 6 < 71/2 tem-se:

1 —cos(8) < sin(0)

(VG € [0,%}) (2 — cos(f) < sin(0))

A drea da parte interior a curva r,(0) = sin(6) e exterior a curva r1(6) = 1 — cos(0) serd:

1 (2. . ) a1 (2 __ 3m
3+ [ [(sin(0))2 = (2~ cos(0) a0 = 5 [ (6-cos (0) ~3)d0 = 6— =
A drea, S, da intersegdo, portanto, serd igual a diferenca entre a drea total delimitada por

r1(0) = sin(0) e a drea calculada acima, ou seja,
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(c) r@@)=1er(0) =2-(1—cos(h)).

Neste caso, temos as curvas r(6) = sin(0) e r(6) = 1 — cos(8), e precisamos determinar
suas posigdes relativas. Para isto, primeiramente buscamos determinar onde estas curvas se
interceptam, o que ocorrerd nos pontos (r,0) onde r1(0) = r2(0), ou seja, onde:

sin(f) =1 — cos(6)
sin(6) + cos(6) =1

1 — cos?(6) + cos(0) =1

Fazendo u = cos(0), temos:

V-2 tu=1+=1-1w?=1-u = > —u=0 <= (u=0))V(u=1)

Mas temos cos(0) =0 <= 0 = E£Z ecos(8) =1 <= 0 € {0,27}. Assim, as intersegoes
ocorrem para § € {%,2m}

Verificamos que para 5 < 0 < 5?” tem-se:
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A drea da intersegio serd iqual a diferenca da drea da circunferéncia de raio 1 e da drea da regido
S, exterior a curva r = 2 - (1 — cos(0)) e interior a curva r = 1:

2/ (2 —2cos(0 2/ —3+8cos(h) — 4cos?(0))do =

T T
3 3

=—27r——+7\/_

5 Comprimento de uma Curva dada em Coordenadas Polares

Podemos obter uma férmula em coordenadas polares para calcular o comprimento de uma
curvar = f(0),a < 6 < B, parametrizando a curva como:

{x(@) =r-cos(f) = f(0) - cos(0)
y(0) =r-sin(f) = f(0) - sin(0)

Pela formula deduzida na AGENDA 1, temos:

- L(E) (@) a-




— /j \/[f/(e) -sin(0) + £(6) - cos(8)]2 + [f/(6) - cos(8) — £(6) - sin(6)]2d0

Note que:

[f(6) - sin(0) + £(6) - cos(6)]* + [f'(9) - cos () — £(0) - sin(6)]* =

= f'(6)?-sin*() + f(6)*- cosz((?) +2-f(0) - £ i -cos(0)+

+f'(0)* - cos®(6) — 2 f(6) - ini(#) - cos(6) + f(6) - sin*(6) =
= f'(6)* - [sin*(6) + cos®(8)] + f(6)* - [cos*(6) + sin® ()] =
= f'(6)* + f(6)

Assim,

L:/j\/f( )2+ f1(8 2d9—/ 2 (j;)de

Exemplo 12. Calcular o comprimento da cardioide:

r=1-—cos(0)

Apéndice: Parabolas e Elipses em Coordenadas Polares

Nesta secdo apresentamos uma defini¢cdo geral de conica conveniente a sua descrigdo em
coordenadas polares.

Defini¢ao 13 (cdnica). Sejam € > 0, F um ponto do plano e ¢ uma reta tal que F ¢ (. A conica
¢ de excentricidade €, foco F e diretriz { consiste de todos os pontos P do plano tais que:

dist (P, F)

dist (P, £)

Se € = 1, a cOnica é denominada pardbola. No caso em que 0 < € < 1, a cOnica é uma
elipse, enquanto que se € > 1, chamamos a conica de hipérbole.

5.1 Parébola y*> = x + ¢ com Polo no Foco

Consideremos uma parédbola com F = (0,0) e reta diretriz ¢ : x = —2c:
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Pela defini¢cdo de pardbola como conica de excentricidade 1, tem-se:

dist (P, F)

— =1

dist (P, ¢)
r

=1
r-cos(0) + 2c

r=r-cos(f)+2c

r-(1—cos(f)) = 2c
Para todo 6 # 0,27, podemos escrever:

2c
r(9) = 1 — cos(0)

5.2 Elipse com Polo na Origem

Consideremos a elipse de equacéo:
2 2
ALY
& ) + = 1

com 0 < b < a. Sejam € = c/a, ¢ = Va? — b?, F = (%, 0) e considere £ : x = —c.
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Podemos escrever:
2. x:a-c?s(e)
y="b-sin(0)

de modo que:

r =dist ((0,0), (x,y)) = \/az -cos2() + b2 - sin?() = \/az — a2 - sin?(0) + b2 sin*(0) =

_ \/az 4 (82— a2) -sin?(6) = \/a2 —2-sin?() = a\/l — €2 -sin*(0)

r(0) =a- \/1 — €2 - sin?(h)

5.3 Elipse com Polo em um dos Focos

Consideremos uma elipse de equagéo:

com0 < b <a.

Fazendo ¢ = va? — b?, considere € = ¢/a, o ponto F = (¢,0) eareta £ : x = —c. A elipse
& é o conjunto de todos os pontos P do plano tais que:
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Por definicdo da excentricidade, temos:

r

2c+r-cos(0) -

_ dist(P,F)
r = W = 2c €et+e-r COS(@)
r-(1—e€-cos(f)) = 2ce
Como0<e<1le0<cos(f) <1, tem-se:
e-cos(f) <1,

de modo que 0 < 1 — € - cos(f), e podemos reescrever (I)) como:

2ce
1) = 1—€-cos(h)
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