MATO0121 - CALcuLO DIFERENCIAL E INTEGRAL II
AGENDA 04

Prof. Jean Cerqueira Berni*

1 Apresentacao

Para estudar a trajetéria de pontos materiais, convém lancar mao do conceito de curva:
costumamos pensar em uma curva como a trajetéria de algum ponto que se move no plano
ou no espago.

Apresentaremos maneiras de se descrever, de modo matematicamente preciso, curvas des-
critas por pontos em diversas situagdes usando essas fungdes vetoriais.

Nesta agenda veremos como tratar de modo matemadtico a no¢do de “curva” mediante o
conceito de fungdo escalar a valores vetoriais. Veremos o que devemos entender por “curva
diferencidvel”, “curva suave” e veremos diversos outros conceitos sobre curvas. Apresenta-
mos, ainda, uma breve introdugdo a Geometria Diferencial de Curvas Planas, apresentando o
conceito de parametrizagdo de uma curva por comprimento de arco e o de curvatura.

2 Funcgoes de Variavel Real a Valores Vetoriais

Ao longo desta agenda, I, ] denotardo intervalos da reta.

Definicao 1. Uma fungio cujo dominio estd contido em R e cujo contradominio é R",n > 2 é
uma fungdo vetorial ou uma fungdo de varidvel real a valores vetoriais.
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Definigao 2. Seja :

—> R3
= (x1(8), x2(t), x3(t))
uma fungdo a valores vetoriais e tg € I'. Dizemos que o limite de o(t) conforme t tende a t

é (L1, Ly, L3) € R se, e somente se, dado qualquer ¢ > 0 existir 6 > 0 tal que para todo t € R
tal quet € Ie0 < |t — ty| < & tivermos:

o: I
t

[Cer(8), x2(8), x3(#)) — (L1, Lo, La) || < €

Neste caso, escrevemos:

lim O'(t) = (Ll, Lz, L3)

t—)to

Em outras palavras, tem-se:

lim o(t) = (L1, Ly, L

Jim (t) = (L1, Lo, L)

se, e somente se, a fim de obtermos vetores o (t) arbitrariamente préximos do vetor (L1, Ly, L3)
bastar tomarmos t suficientemente proximos de t.

Um modo mais pratico de obter limites de fun¢des de varidvel real a valores vetoriais é
dado na seguinte:

7

Proposigao 3. Seja :

B R®
= (x1(t), x2(t), x3(t))

uma fungio a valores vetoriais e ty € I'.

o: I
t

Temos:

].. t —
tm% o(t) = (L1, L2, L)
se, e somente se,

tlgr;) x1(t) = Ly, }ert}) x(t)=Lre tlgrt}) x3(t) = L3

Demonstragio. (=) Suponhamos que o : I — R" seja tal que:



lim O'(t) = (Ll, Lo, Lg)

t—to

ou seja, tal que para ¢ > 0 qualquer dado, existe § > 0 tal que:
(Vte I)(|t —to] <6 = |lo(t) — (L1, Ly, L3)|| < e)
Faremos a prova no caso em que n = 3. Neste caso, podemos escrever:

o I — R3
b= (x1(t), x2(1), x3(t))
Parai € {1,2,3}, vale:

xi(t) = Lil =/ (xi()) = L2 < 3/ (1 (t) = L) + (xa(t) — L)+ (x3(t) — La)? =

= |lo(t) — (L1, Lo, L3)|| (1)

Assim, se tivermos 0 < |t — tg| < 6, teremos (por hipétese):

lo(t) = (L1, Lo, L) < e
e, por (1),

[xi(t) = Li| < [lo(t) = (L1, Lo, L) || <&
o que implica que:
th_>rrt}) x1(t) = Ly, }1_)12) x(t) =1Ly e th_)rg x3(t) = L3

(<) Se, por sua vez, x1,x2,x3 : I — R forem tais que lim;_, x1(t) = L1, limy_, x2(t) =
Ly e lim; 4, x3(t) = L3, entdo fixado € > 0, teremos 1, 95, 63 > 0 tais que:

(vt e D) (0<[t—to <& = |1a(t) — L] < g)

(Vte D) (o <t—to| < & = |xa(t) — Lo| < g)

(vt e 1) (0< |t to] < &5 = |as(t) — Ls| < g)

Se tomarmos § = min{dy, &, J3 }, teremos:

0< |i’— t()| <= (|t— i’o| < 51)&(|t — t0| < 52)&(|f— i’o| < 53)

e portanto, como:



(0<lt=to] <6= [xr1(t) — Li| < 5)

(0< [t=to] < 8= |xa(t) - Lo| < g)

<0< It —to| < 6 = |xs(t) — Lg| < f)

segue que:

S S S
F—to] < 8= [lo(t) — olto) | < [xa(t) — La| + |xa(t) — Lol + Jxa(t) = L] < S+ 5+ 5 =

A demonstragdo dada acima é facilmente adaptada para o caso em que n = 2. O

A proposicdo acima nos permite, portanto, afirmar que “o limite de uma funcéo de varidvel
real a valores vetoriais pode ser calculado coordenada a coordenada”, ou seja, que vale:

lim (xl(t),xz(t),xg(t)) = (hm xl(t), lim xz(t), lim X3(t)) = (Ll, Lz, Lg)

i’—)i’o i’—)i’o i’%to i’—)fo

A defini¢cdo de continuidade de uma fungdo de variavel real a valores vetoriais é dada a
seguir:
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Definicdo 4. Dado um ponto ty € I, dizemos que a fungio v : I — R",n > 2 é continua em
to se, e somente se, dado qualquer € > 0 é possivel encontrar 6 > 0 tal que:

(Vi € ([t —to] <& = |[7v(t) = v(bo)[| <e)

A seguinte caracterizagdo se mostra extremamente ttil:

Proposicao 5. Dado um ponto ty € I, dizemos que a fungdo v : I — R",n > 2 é continua em
to se, e somente se, as fungoes-coordenadas, x; : I = R, i € {1, cee n} forem continuas em t.

Demonstragio. (=) Suponhamos que y : I — R” seja continua. Entdo dado € > 0, existe 6 > 0
tal que:

(V€ ([t —to] <& = |[7v(t) = ()]l <)

Faremos a prova no caso em que n = 2. Neste caso, podemos escrever:



Parai € {1,2}, vale:

!%@—WMMF:JWM%—&%»%EVWNO—%@MV+@AO—@UMV=
= [lv(t) = v(t)ll (2)

Assim, se tivermos |t — ty| < J, teremos (por hipétese):

[y(t) = v(to)[| <
e, por (2),
[xi(t) — xi(to)| < [[v(t) = ()] <e

o que implica que x; e x, sdo ambas continuas.

(<) Se, por sua vez, x1,x : I — R forem ambas continuas, fixado € > 0, teremos 6; > 0 e

dr > 0 tais que:
(vt e 1) (lt—tol <& = |xi(H) —xi(to)] < 3)
(vt € 1) (1t = to] < & = xa(t) = x2(to)| < )
Se tomarmos § = min{dy, d, }, teremos:
|t —to] < 6= (]t —to] < 1)&(|t —to| < d2)

e portanto, como:

s
(It=tol < 8= xa(t) = m(to)] < 3)
S
(It =tol < 6 = Ix2(t) = x2(to)| < 5)
segue que:

= to] < 8= [[7(5) =1 (to)|| < |x1(5) = x1(t0) | + xa(t) = xalto)| < 5+ 5 = ¢

A demonstragdo dada acima é facilmente adaptada para o caso em que n = 3.



Na prética, para verificar que uma fungdo ¢ : I — R> é continua, basta verificarmos se
vale:

lim () = lim (x1(t), x2(t), x3(t)) = (x1(to), x2(t0), x3(t0))

t—tp t—tp

Diremos que uma fungdo de varidvel real a valores vetoriais, v : I — R",n > 2 é continua
em | C [ se, e somente se, para todo ty € |, v for continua em ¢.

Exemplo 6. As seguintes fungdes de varidvel real a valores vetoriais sido continuas nos seus dominios
indicados:

(a)
v: R — R?
. 1—t2 2t
1+82"1+¢2
(b)
v: [0,21] — R?
t —  (t—sin(t),1 — cos(t))
(b)

y: R — R3
t o (et,cos(?:t),esm(zt))

3 Curvas em R? e em R3

As fungdes introduzidas na secdo anterior sao de particular importancia na definigdo formal
de uma curova.

Temos, portanto, a seguinte:

Definicdo 7 (Curva em R?). Uma curva parametrizada em R? é um par (C,y : [ — R?),
onde C C R? é o conjunto imagem de uma fungdo continua:

y: I — R?
t o= (xa(t), x(t))

que, a cada niimero t € I associa um ponto do plano, (x1(t), x2(t)). Ao conjunto:

C =[] = {(x(t), x(t) e R* | t € I}

denominamos o trago da curva vy. O traco da curva é, intuitivamente, a “curva geométrica”, a
“curva desenhada”.




Analogamente, temos a seguinte:

Definicido 8 (Curva em R®). Uma curva parametrizada em R3 é um par (C,y : [ — R3),
onde C C IR® é o conjunto imagem de uma fungio continua:

y: I — R3
to— (x1(t), x2(t), x3(t))

que, a cada miimero t € I associa um ponto do espaco, (x1(t), x2(t), x3(t)). Ao conjunto:
C = (1] = {(x1(t), %2(t), x3(t)) € R® | t € I}

denominamos o trago da curva <y. O traco da curva é, intuitivamente, a “curva geométrica”, a
“curva desenhada”.

As defini¢des de fungéo vetorial definida em um intervalo I C R, com valores em R3 é

dada por:

o R3
= (1 (8), x2(t), x3(t)) (3)

onde x1, x3,x3 : I — R sdo funcgodes reais.

Ao
.~ e~

Para cada t € I, temos um vetor ¢(t) € R?, dado pelo vetor OP, onde O = (0,0,0) e
P = (x1(8), %a(8), x3(1)):




Definigao 9. Sejam I C R um intervalo e:

c: I — IR3
tom (x(),y(t),2(8))
uma fungdo continua em 1. Dizemos que:
oll] = {(x(0), y(1),2(1) € R®*| t € I} C R

é uma curva — que geralmente denotamos por C. Dizemos, neste caso, que o : I — R> é uma
parametrizagio de o[, e que (o[I],0 : [ — R3) é uma curva parametrizada. As equagdes:

x = x(t)
y=y(t) 4)
z = z(t)

sdo chamadas as equagdes paramétricas da curva C, e a varidvel t é o pardmetro.

Se eliminarmos ¢ no sistema (&), obteremos uma expressao cartesiana da curva C.

Exemplo 10. Considere as sequintes curvas parametrizadas definidas para todo t € R pelas equagdes
paramétricas:

Cfx(t) =t Cx(t) =1
Cl. {y(t):tz Cz. { :t4

Em ambos os casos observamos que é possivel reduzir as duas equagoes paramétricas a equagdo car-
tesiana y = t2 (bastando substituir na expressio que nos dd y, t por x). No entanto, temos curvas bem
diferentes, conforme podemos notar abaixo:




A diferenca estd no fato de que, na equagio paramétrica que nos dd a coordenada x de Cp, aparece
t2, que é maior ou igual a zero para qualquer t € R.

Exemplo 11. Seja ¢ uma reta em R3 que passa pelo ponto Py
V = (v1,02,03) com vy # 0,05 # 0 e v3 # 0. Qualquer ponto P € { desta reta é:

= (x0,Y0,20) € € paralela ao vetor

OP = OPy+t-V paraalgum t € R
Assim, uma parametrizagdo de { é:
c: R — R3
t = (x0Y020) +1t-(01,02,03)
e { se expressa em equagdes paramétricas como:
x(t) =x9+1t-v1
y(t) =yo+t-vy, telR
z(t) = zp+t-v3

Eliminando o pardmetro t das equagdes paramétricas de £ (“isolando t”), obtemos:

TTr YT, 2T
4 02 U3
Exemplo 12. Seja C a curva do plano Oxy, grdfico de uma fungio continua f : I C R — R. Uma
parametrizagdo (bem natural) de C pode ser dada por:
y: I - R?
b= (Lf(1)

Assim, a reta de equacdo 2x —y = 1 (. y = 2x — 1), por exemplo, admite como parametri-
zagao:
R2

¥y: R —
to— (t,2t—1)
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Exemplo 13 (cicléide). A curva plana descrita por um ponto P sobre a circunferéncia quando esta
gira ao longo de uma reta é chamada cicléide. Suponhamos que a circunferéncia tenha raio a > 0 e que
o eixo Ox seja a reta fixa sobre a qual gira a circunferéncia. Consideremos o ponto P na origem quando
o centro da circunferéncia estd em (0,a). A figura abaixo mostra a circunferéncia depois de o ponto P
ter girado um dngulo de 0 radianos.

(7ta,2a)

=

a

vPA=0]Q /

O x T 27ma
https://www.geogebra.org/ m/ E43dxBju

Na figura acima, tem-se:

OT = comprimento do arco PT = a -6
PQ =a-sin(0)
MQ =a-cos(0)
Portanto, as equagdes paramétricas de C sdo:
{x((—)) —a-(0—sin(0))
a-(1—cos(6))
para 6 € R.

A cicléide tem intimeras aplica¢des, como na resolucdo do problema de se projetar um
péndulo cujo periodo independa da amplitude da oscilagdo (também conhecido como o pro-
blema da curva tautécrona).

Ao confeccionarmos um péndulo cujo cordao esteja restrito a concatenacdo de duas cicloéi-
des idénticas, como apresentado abaixo, o peso do péndulo descreverd, ao oscilar, arcos de
cicléide.

Além disto, o periodo da oscilagdo independerd de sua amplitude.
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https://www.geogebra.org/m/E43dxBju

Figura 1: Dois arcos de cicloide constituindo os “batentes” de um péndulo.

Agora apresentaremos o exemplo de uma curva no espaco tridimensional.

Exemplo 14. Um ponto P = (x,y,z) se move em torno do eixo z mantendo uma distdncia constante
a > 0 deste eixo. Simultaneamente, ele se move paralelamente ao eixo z de modo que sua terceira
componente é proporcional ao dngulo de rotacido com constante de proporcionalidade b # 0. A curva
descrita por este ponto é chamada hélice circular. Consideremos, no inicio do movimento, o ponto P
em (a,0,0). A figura a sequir mostra o ponto P apds uma rotagio de 6 radianos.

https.// www.geogebra.org/ 3d/ thd7jsxd

Se 0 é o angulo de rotagio, temos:
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https://www.geogebra.org/3d/thd7jsxd

x(0) = a-cos(H)
y(0) = a-sin(60)
z="b-0
Quando 0 varia de 0 a 27T, as coordenadas de x e y voltam ao valor inicial e z varia de 0 a 27T - b.
Uma parametrizagio da hélice é:

]RS

c: R —
6 +— (a-cos(f),a-sin(0),b-0)

Definicao 15. A derivada da fun¢do de varidvel escalar a valores vetoriais, o : [ C R —
IR3, no ponto ty € int (I) é denotada por o’ (ty), definida por:

g to + At) — O'(to)
/(tg) = lim U0
7 ( 0) A}fo At

7

sempre que este limite existir.

1"

o(tg) oty + At) —o(t)

Q
o(to + At)

@) Yy

H4 uma interpretacdo geométrica para o vetor ¢’(tp). Conforme a figura acima, sejam
OP e OQ os vetores posi¢do correspondentes a o (tg) e o(tg+ At), respectivamente. Entdo, o

. L 1 .
vetor PQ = OQ — OP é uma representagdo do vetor o(fy + At) — o(fp). Segue que A PQ

o(ty+ At) — o(tp)

At tem a mesma direcdo do vetor PQ.

corresponde ao vetor

Tomando valores cada vez mais proximos de 0 para At, teremos o (fp + At) cada vez mais

préoximo de o(ty) — e portanto Q cada vez mais préximo de P, de modo que o vetor A PQ
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se aproxima de um vetor que tem uma de suas representac¢des tangente a curva C no ponto
P. Por esta razdo, nos referimos a ¢’(ty) como vetor tangente & curva C em P.

Segue das defini¢des dadas anteriormente que, para uma fungdo de variavel real a valores
vetoriais, 0 : I C R — RR3, a derivada de ¢ em t € int (I) é:

o’ (to) = (' (t0), ' (to), 2’ (t0)),
sempre que x'(fy),y (ty) e 2’ (ty) existirem.

Proposicio 16. Seja o : [ C R — R® uma funcio de varidvel real a valores vetoriais. Se para
todo t € I o comprimento de o (t) for constante, entdo o(t) L o' (t) para todo t.

Demonstragio. Seja ||o(t)|| = a, de modo que:
le(®)]? = 2>
Mas,
lo ()17 = ((x(), y (1), 2()), (x(£), y(£),z(1))) = x(£)* + y(£)* + 2(1)?

e portanto temos, para todot € I,

x(1)? +y()* + z(t)? = a?

Derivando os dois membros da equagdo acima implicitamente com respeito a ¢, obtemos:

2-x(t) - X' (t)+2-y(t) -y () +2-z(t) - Z(t) =0

((x(1), y(1),z(1), (x'(1), ¥ (1), 2 (1)) = 0

ou seja,
(o(t),0’(t)) =0
O

O resultado acima fica evidente no caso em que temos uma curva plana, pois neste caso a
curva definida por ¢ serd um arco de circunferéncia com centro na origem. O vetor tangente,
0’ (t), & circunferéncia centrada na origem é sempre ortogonal ao raio, o(t), daquela.
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Exemplo 17. Determinar as equagdes paramétricas da reta tangente a hélice definida por:

c: R — R
t — (cos(t),sin(t),t)

no ponto Py = (%, \/Tg, %)
Solugdo: observamos que:

o(t) = (cos(t),sin(t),t)

o(3) = (o (3) 50 (3) ).
ou seja, Py é o ponto final do vetor o(7t/3). O vetor tangente a hélice neste ponto serd, portanto:
?(5) = (- (5) e (5)0) - (-241)

Em posse de um ponto e um vetor ao qual a reta desejada é paralela, podemos descrever parametri-
camente a reta tangente a hélice neste ponto:

de modo que:

Definicio 18 (Funcio de classe C'). Dizemos que uma funcio de varidvel real a valores

vetoriais,
c: ICR — R3

Eoo= (x(),y(b),2(1)

¢ de classe Cl(I, 1R3) se, e somente se, as funcoes x,y,z : I C R — IR forem todas de classe
CY(I,R) - ou seja, se x,y,z : | — R tiverem derivadas primeiras continuas.

Defini¢ao 19 (Funcao de classe C"). Dizemos que uma fungdo de varidvel real a valores

vetoriais,
c: ICR — R3

Eo= (x(),y(b),2(1))

é de classe C"(I, ]R3) se, e somente se, as fungoes x,y,z : I C R — R forem todas de classe
C"(I,R) —ou seja, se x,y,z : I — R tiverem derivadas de ordem até n, inclusive, continuas.
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Definicdo 20 (Funcdo de classe C*). Dizemos que uma funcido de varidvel real a valores
vetoriais,

c: ICR — R3
to= (x(t),y(t), ()

é de classe C*(I, ]R3) se, e somente se, as fungoes x,y,z : I C R — R forem todas de classe
C*®(I,R) —ou seja, se x,y,z : I — R tiverem derivadas de todas as ordens continuas.

O resultado a seguir estabelece a Regra da Cadeia para fun¢des de varidvel real a valores
vetoriais.

Teorema 21 (Regra da Cadeia). Sejam u : | C R — I C Reo : I — R3 funcdes
diferencidveis em um ponto ty € | tal que u(tg) € 1. Entdo:

d do p
lo(u(®)] = 5 (u(t) - (1) ©

J——1I

N\ 7

]R3

Demonstragio. Se o(u(t)) = (x(u(t)),y(u(t)),z(u(t))), entdo:

3 ot = (o), Tytut), Sz

Mas ja sabemos, pela Regra da Cadeia para fun¢des de uma varidvel real a valores reais,
que:

L xu(t)) = 2 (u(t)) -/ ()
Ly(u(t) =y (u(t)) -4/t
d

Assim, segue que:

%[U(u(t))] = (x"(u(t)) - ' (), y' (u(t)) - ' (), 2" (u(t) - /(1)) =
= (X(u(t), ' (u(t), 2 (u(t))) - ' (t) = Z—Z(u(f)) ~u'(t)
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4 Aplicacoes ao Estudo dos Movimentos

Imagine uma particula se movendo em IR? ou em RR? de tal modo que a sua posicdo em cada
instante ¢ é dada pela extremidade do vetor o(t). A fungdo o(t) é chamda fun¢do posic¢do do
movimento. Quando ¢ varia em um intervalo de tempo, a trajetéria da particula é a curva de-
finida por o(t) percorrida no sentido do crescimento de t. Conceitos fisicos tais como “vetor

velocidade”, “velocidade escalar” e “vetor aceleracdo” podem ser definidos em termos das
derivadas do vetor posigdo.

Nesta se¢do assumiremos que a fungdo posicdo é diferencidvel tantas vezes quanto neces-
sario.

Definigao 22. Considere o movimento de uma particula descrito pela fungio posicio o(t). A
derivada, o’ (t), é chamada vetor velocidade. O comprimento do vetor velocidade, |0’ (t)]], é
chamado velocidade escalar. A derivada sequnda, 0 (t), é chamada vetor aceleragio.

Notagdo: Denotamos o vetor velocidade por #(t), a velocidade escalar por v(t) e o vetor
aceleragdo por 4(t). Desta forma, 7 = ¢/, v(t) = ||3(t)|| e d = F'(t) = o”(¢).

Exemplo 23. Uma particula se move sobre a circunferéncia x> + y> = a® no sentido anti-hordrio, com

velocidade angular constante de uma revolugio por segundo, comegando no ponto (a,0) quando t = 0.
Determinar:

(a) uma parametrizagdo da trajetdria tendo o tempo como pardmetro;

(b) 9(t), v(t) ed(t);
(c) Um esbogo da trajetoria e representagoes dos vetores velocidade e aceleragio quando t = %.

Solucao:
(a) J& vimos que uma parametrizacdo da circunferéncia é:

{x(@) = a-cos(f)
y(0) = a-sin(60)

Neste caso especifico, queremos o parametro, 6, dado em fungdo do tempo, t.
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Como a velocidade da particula é uma revolucdo por segundo, entdo sua velocidade an-

gular, 9% ¢ 277 radianos por segundo. Portanto, 6(t) = 27 - t, visto que 8(0) = 0. Desta forma,
uma parametrizacdo da trajetoria é:

c: [0,1] — R?
t  +— (a-cos(2m-t),a-sin(2m-t))

se a particula percorre a circunferéncia apenas uma vez.

(b)d(t) =0'(t) = (—2m-a-sin(27r-t),27r-a-cos(27 - t))
Também,

o(t) = [[EO)] = "B =
= \/(—271 ca-sin(2r-t))2+ (2w -a-cos(2m-t))2 =2 -a

i(t) = 0" (t) = (—4m*-a-cos(2m - t), —4m* - a - sin(277 - t))

(c) 3(1/8) = (—v/2ma,\/2ma), @(1/8) = (—2v/27% - a, —2/277* - a), que representamos na
seguinte figura:

ol
N—

(av2/2,av2/2)

/4

a (%) = (—Zﬁnz ca, =221 - a)

Exemplo 24. Suponha que um projétil, a uma altura de yo metros do chdo, seja langado ao ar, fazendo
um angulo de a radianos com a horizontal, com velocidade escalar inicial vy. Desprezando a resisténcia
do ar, podemos supor que a iinica forca que atua sobre o projétil é constante e atua para baixo com
magnitude m - ¢ newtons, onde m é a massa do projétil e g é a aceleragdo da gravidade. Neste contexto,

o vetor forca resultante é F = (0, —m - g). Determinar o vetor posicio do projétil em cada instante.
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Yo f=mncy

X

Solggﬁo: Se 7(t) = (x(t),y(t)) é o vetor posigdo, tem-se T(t) —7 (t) = (¥'(t),y (1)) e
a(t) = (t) = (x"(£),y"(1)).

Desta forma, pela segunda lei de Newton, tem-se:

T
[

= m -

e portanto:

Mas
x"(t) =0 <= (x')'(t) =0 = x' = D, constante

y'(t)=-g <= )t =-g=y()=-gt+C

onde C é uma constante. Para determinarmos os valores de C e de D, usaremos a condi¢ao
inicial dada, que no instante t = 0 a velocidade do projétil tem magnitude vy, de modo que o
vetor velocidade neste instante deve ser:

7(0) = (vg - cos(a),vg - sin(a)).

Assim,

x'(t) =D = x'(0) = D = vy -cos(a) =D
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y(t)=-¢g-t+C=y(0)=—-¢g-0+C = vg-sin(a) =C
e obtemos:
x'(t) = vg - cos(a)
y'(t) = —g-t+0g-sin(a)

Das equagdes acima conclui-se que:

x(t) =vg-cos(a)-t+K
12
y(t) = —g-E—l—vo-sin(oc)-t—I-L

onde K e L sdo constantes que precisamos determinar.
Sabemos, no entanto, que x(0) = 0, logo:

0=x(0) =vp-cos(a)-0+K=K=K=0
e como y(0) = yo, temos:
02
Yo =y(0) = —g-§+00'sin(zx)-0+L:> L=yp
Concluimos, portanto, que:

x(t) = v cos(a) -t e y(t) = ~g - o + (v sin(a)) £+ o

e o0 vetor posi¢do neste movimento é:
12
7(t) = (vo -cos(a)-t,—g- >t (vp - sin(w)) - ¢t —l—yo)
5 Comprimento de Arco
Considere uma curva definida por ¢ : [a,b] — R",n € {2,3}. Podemos pensar que esta curva
é a trajetoria descrita por uma particula se movendo com vetocidade escalar v = ||¢’(t)||. Qual

é o comprimento desta curva conforme t “percorre” o intervalo [a, b]?

Intuitivamente, isto nada mais é do que o espaco percorrido pela particula no intervalo de
tempo [a, b], ou seja,
b
/ o(t)dt
a
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Antes de prosseguirmos, recorde a seguinte:

Definicdo 25. Uma fungio o : [a,b] — R" é de classe C! por partes se o intervalo [a, b] puder
ser subdividido em um niimero finito de intervalos consecutivos e ndo sobrepostos, digamos:

n
b= In,
i=1

com I, i € {1,---,n}, da forma [x;_1,x;], [xi_1, x;[, |xi_1, ;[ ou |x;_1,x;], com a = xp <
xp < -+ < xn = b, restritos aos quais o é de classe C', ou seja, tais que o [.€ C1(I;, R").

Yy
O LI[ & 922 79 x
[a,b] = [a, x1 ] U [x1,x2] U [x2, 1]

Defini¢do 26. Seja (C,o : [a,b] — R"),n € {2,3}, uma curva parametrizada com o €
C'([a,b], R®). O comprimento da curva parametrizada (C,o : [a,b] — R") é:

LCo) = [ ot ©

Esta formula ainda é vdlida no caso em que o é de classe C' por partes.

No caso de uma curva ¢ : [a,b] — R3, temos:

L(C,0) /\/ )2 1y (£)2 + 2/ ()24t

e no caso de uma curva ¢ : [a,b] — R?, temos:

L(C,0) = /ab \/x’(t)2 + y/(t)2dt
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Exemplo 27. Calcular o comprimento da hélice (H,n : [0,47t] — R®) onde:

n: [0,4n] — R3
t — (cos(3t),sin(3t), 4t)
e H =yl0,4m].

Solugao: Temos:

y () = (%(cos(m) ), %(sm(st)), %(zu)) — (=3-sin(3t),3 - cos(3t),4),

de modo que:

7' (8)|| = \/(—3 -sin(3t))2 + (3 - cos(3t))2 + 42 = \/9sin2(t) +9cos?(t) +16 = V25 =5

4t , 4t
L(Hn) = [ I (lat= [ sat = 207

Definicio 28 (parametrizacdes equivalentes). Sejam a : [a,b] — R3 e B : [c,d] — R3 duas
fungdes de classe C* tais que:
ala,b] = C = Bc, d]

ou seja, (C,a : [a,b] — R3) e (C,B : [c,d] — R®) sdo curvas parametrizadas de classe C*.
Dizemos que w e B sido parametrizagdes equivalentes se, e somente se, existir uma bijecdo de
classe C!,

h:lc,d] — [a,b]

tal que:

[a, b]

X

h C

4

[c,d]

comuta, ou seja, tal que:

(Vi € [e,d])(B(t) = a(h(t))).

Neste caso, escrevemos o ~y, B.
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Sea:[a,b] - R?>e B : [c,d — R> forem parametrizacdes equivalentes, entdo & : [c,d] —
[a, b] relaciona as velocidades com que as particulas se movem sobre C, pois pela Regra da
Cadeia:

p'(t) =o' (h(t)) - H'(t).
Se (Vt € [c,d])(K (t) > 0), entdo a particula com vetor posi¢do dado por B percorre C no

mesmo sentido que a particula cujo vetor posigdo é a. No caso em que (Vt € [¢,d]) (W' (t) < 0),
elas se movem sobre C em sentidos contrérios.

O seguinte resultado nos garante que o comprimento de uma curva parametrizada inde-
pende das parametriza¢des equivalentes escolhidas.

Teorema 29. Sejam (C,a : [a,b] — R") e (C,B: [c,d] — R3) curvas parametrizadas tais que
« e B sdo parametrizagoes equivalentes (a ~y, B). Entdo:

L(C,a) = L(C,B)

Demonstragio. Como a ~y, B, I : [c,d] — [a,b] é uma bijecdo de classe C! tal que, se:

[a,b] — R3
o= (x(8),y(t),2(1))
tem-se:
B: [cd — R3
t = (x(h(t),y(h(t)), z(h(t)))

Por um lado, temos:

L(C,B) = /||ﬁ )||dt = /|h o (1)) 1t =
/b H(E) - || (h(t))||dt, se h é crescente;

b
/ —H'(t) - ||a’(h(t))||dt se h é decrescente;

a

Fazendo a substitui¢do u = h(t), de modo que du = I’ (t)dt, temos:

h(d)
/( |la'(u)||du = L(C,a), se h é crescente;

/h( : —|la’(u)||du = L(C,a) se h é decrescente;
c
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Deste modo, segue que:

a~y B=L(C,a) =L(C,pB).
U

Exemplo 30. Hd um modo natural de parametrizar o grdfico de uma fungdo de uma varidvel real de
classe C'([a,b],R), f : [a,b] = R,y = f(x):

Graf (f) = {(x,y) € R?* | y = f(x)}

Basta simplesmente tomamos a varidvel independente como o pardmetro. Neste caso, a parametri-
zagao é:

v: [a,b] - R?
o= (5 f()

dada em equagdes paramétricas por:

{x(t) =1 oo t € [a,b]

Assim, tem-se:

Y = @(0),y(1) =@ F®), VOl =1+ f(1)>

Desta forma, o comprimento do grdfico de f em [a, b] é:

L(C,y) = /ab\/l + ()2t

5.1 Comprimento de arco como parametro

Consideremos um intervalo [a,b] e um ponto ty €]a,b[. O comprimento de uma curva
parametrizada, (C,o : [a,b] — R"), em que ¢ € C!([a,b],R"), desde um ponto Py = o (ty) €
R" até um ponto P = o (t),t > tg é, em virtude de (6), dada por:

S: [to, b] — R
t
too [ o)
fo
A funcdo s é estritamente crescente, de modo que:

s: [a,b] — [0,s(D)]
t —  s(t)

é bijetora, e portanto admite inversa,
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t: [0,5(b)] — [a,b]
S = £(s)

Isto nos permite parametrizar a curva C em fungdo do pardmetro s do sequinte modo:

oot T
o

0,5(b)] = [a,b]

Dizemos que o o f estd parametrizada por comprimento de arco (p.p.c.a.).

Exemplo 31. Seja (C, o) a curva parametrizada por:
c: R — R?
Eooe <t2 ﬁ)
'3
Obter a parametrizagio de C por comprimento de arco.
Solugao: Como ¢’ (t) = (2t,?), temos:

(Vt e RO) (|| ()| = [t] - 12 +4 = t\/12 + 4)

e portanto:

t

t t
S(t):/u'\/u2+4du:%-/2u-\/u2+4du: %x%-(u2+4)% =
0 0

0

W =

Neste caso, podemos expressar t em termos de s:

35+8 = (2 +4)}

Consequentemente,

2 +4=(3s+8)3

Uma vez que t > 0, obtemos:

t=1/(3s+8)3 —4

Desta forma, temos:
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?Z ]R_|_ — R_|_
s — \/(3s+8)5—4

de modo que a parametrizagdo por comprimento de arco (p.p.c.a.) da curva é:

)

Entretanto, frequentemente é impossivel explicitar a p.p.c.a. Mesmo que s = s(t) seja ex-
plicitamente conhecido, pode ser impossivel determinar a inversa de s, t = #(s).

cot: Ry — R?

s ((35—1—8)%—4,;—)-((354—8)

QIN
NI

—4)

Felizmente, é rara a necessidade de se explicitar ¢ como fungdo de s.

Proposigdo 32. Seja (C,0 : Ry — R"™) uma curva parametrizada de classe C', e seja s 0 espago
percorrido ao longo da trajetéria no intervalo de tempo [0, t]. Nestas condicdes, o vetor tangente

N L .oao L
a trajetoria, ——, é unitario.

ds

Demonstragio. Parametrizando a trajetéria em relacdo ao comprimento de arco, temos:

o(s) = o(t(s))
Pela Regra da Cadeia, temos:
do  do dt G

ds  df ds 4’

df
t
Masd—,sv:i/ d—au)'du:‘d—g,eportanto:
dt  dt Jy [[du dt
do_ 1 do
ds_‘d_g dt
dt
ou seja,
do| _ 1o _
ds _‘d_g df ||
dt
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5.2 Os vetores tangente unitdrio e normal principal

Consideremos uma particula mével com vetor posicao no instante ¢ dado por o(t), vetor ve-
locidade por ¥(t) = ¢’(t) e vetor acelera¢do dado por d(t) = o’ (¢).

Se o movimento da particula é uma reta, entdo () || 7(t). Para um movimento circular
com velocidade angular constante, @(t) L 7(t), conforme vimos.

Nesta se¢do, mostraremos que, num movimento qualquer, o vetor d(t) é a soma de dois
vetores perpendiculares, um paralelo a 7(t) e o outro perpendicular a ().

Com este fito, introduziremos um vetor tangente unitario, T, definido por:

o'(t)

= O @)

I(t)
onde ||c’(t)]| # 0.

Quando uma particula se move ao longo de uma curva, o vetor correspondente, T(t),
sendo de comprimento unitdrio, muda somente de direcdo. A variacdo de diregdo de T(t) é
medida por sua derivada, T’(t). Uma vez que T(t) tem comprimento constante, pela Propo-
sicio [16|aplicada a o = T : I — R, segue que para todo t € I vale:

(T(1), T'(1)) =0

Sempre que T'(t) # 0, o vetor unitério na direcdo de T’(t) é chamado vetor normal
principal, e é dado por:

t) = — 8
0L ®

A figura a seguir mostra os vetores T e N em diferentes pontos da curva C, bem como os
planos definidos por estes vetores:
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O teorema a seguir mostra que o vetor acelerac;éo, a (t), é a soma de dois vetores, um pa-
ralelo a T(t) e outro paralelo a T'(t).

Teorema 33. Considere uma particula se movendo com vetor posigio o (t). Sev(t) = ||o’(t)| #
0 é a velocidade da particula, entdo o vetor aceleracio, d(t) é dado pela formula:

at) =o' (t) - T(t) +o(t) - T'(t) )
Se T'(t) # 0, temos:

a(t) =o' (1) - T(t) +o() - I T'(B)] - N(t) (10)

Demonstragio. De (7), segue que:

o (t) = [lo’ ()] - T(t) = o(t) - T(t)
Derivando ambos os membros da equagdo acima, obtemos:

d d q
2 (1) = 20 - T(1)

() =at) =o' (t)- T(t) +o(t) - T'(t),
o que prova (9). A fim de provar (10), usamos (8) para escrever:
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() =7/ (t) - T(t)+o(t)-T'(t) ='(t) -
o que prova (10). O

O teorema acima nos mostra que:

a(t) =o'(t) - T(t) +o(t) - | T' (1) - N(t) € ({T(1), N(1)})

ou seja, que @(t) sempre estd no plano definido pelos vetores 7(f) e N(t). Os coeficientes de
T(t) e de N(t) em (I0) sdo chamados, respectivamente, de componente tangencial da acele-
racdo (ar(t) = v/(t)) e componente normal da aceleragdo (ay(t) = v(t) - ||T'(1)|).

a(t)=o'(t) -T(t)+o(t) - |T'(£)]| -N(t)

A taxa de variagdo da velocidade, v/ (t), contribui com a componente tangencial, enquanto
a taxa de variacdo da diregdo, || T'(t)||, contribui com a componente normal.

Este resultado corrobora o fato bem conhecido de que um motorista deve reduzir a velo-
cidade do carro ao fazer uma curva fechada.

Para uma curva plana, o comprimento do vetor T'(t) é a medida da taxa de variacdo do
angulo entre T(t) e a horizontal.

De fato, como T (t) é unitdrio, podemos escrever:

T(t) = (cos(a(t)),sin(a(t))),
onde a(t) denota o angulo entre T(t) e o eixo positivo dos xx, como mostra a figura a seguir:
A derivada de T(t) é:

T'(t) = (—a/ () - sin(a(t)), ' (¢) - cos(a(t))) = (£) - H(8), (1)

onde:

(1) = (= sin(a(1)), cos(a(t))) = (cos (a(t) + 7 ) ,sin (a() + 7))
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Desta forma,

IT' () = lla’ () - 7(®)]| = o’ (1)) - 7 (1) ]| = o’ ($)],
o que mostra que || T’(t)|| é o valor absoluto da taxa de variacio do angulo de inclinacio que

T(t) faz com a horizontal.

Note, além disso, que:

(T(t), (1)) = ((cos(a(t)),sin(a(t))), (—sin(a(t)),cos(a(t)))) =
cos(a(t)) - (—sin(a(t))) + sin(a(t)) - cos(a(t)) =0,
ou seja, T(t) L ii(t).

Assim, se a/(t) > 0 (ou seja, se o angulo que T(t) faz com a reta horizontal est4 cres-
cendo), segue que que T'(t) e ii(t) sdo paralelos, e como ambos sdo unitarios, segue que
N(t) = i(t).

Se a/(t) < 0 (ou seja, se o angulo que T(t) faz com a horizontal esta decrescendo), ii(t) e
T'(t) sdo antiparalelos, e como ambos sdo unitérios, tem-se N(t) = —ii(t). Isto nos mostra
que N(t) sempre aponta para o lado concavo da curva.

5.3 Curvatura

A curvatura de uma curva é, a grosso modo, a medida da taxa de varia¢do de sua direcdo,
tomando esta variacdo com respeito ao comprimento de arco, e ndo em relacdo ao parametro.
Se s representa o comprimento de arco medido a partir de um certo ponto fixado, entdo a
curvatura, x, é dada por:

(12)

Pela Regra da Cadeia,

sempre que v(t) # 0.

Portanto, podemos reescrever (12) como:
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_ Tl
K(t) = o) (13)

Quando a curva é plana e tem equagdo cartesiana y = f(x), podemos parametrizar a curva
por:

de modo que:

o(t) = llo" Ol = (L )N = /14 f/(£)?

=0y _ 0 () 1 f'(t)
T = <\/1+f’ 21+ f(1) )

dT (4 (__1 af fo \\_(__fo-re e
at =\t \ VI PR )t \ VI P02 N IORRRVIENIODE

af (e N (e Y
at CENIGRE TESIGRE

\/f/ t)Z f// t)Z _|_f// t)Z \/f// 1 +f// B |f//(t)| ‘ 1
(1+ f(t) 1+f’ (1+ f(£)?)
Portanto,
) - T U0

T+ (2 (14 f£(1)2)}

Substituindo t por x, se escreve, portanto:

) = ") ”
1+ (F()]

Assim, a curvatura do grafico de y = f(x) no ponto (x, f(x)) é dada por (14).

Nlw
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Exemplo 34. Determinar a curvatura da circunferéncia parametrizada por:

oc: [0,21] — R?
t — (a-cos(t),a-sin(t))

Solu¢ao: Temos:

o'(t) = (—a-sin(t),a-cos(t)) e v(t) = ||c'(t)| = a,

de modo que:

T(t) = (;’((tt)) _ (a-cos(t);la -sin(t)) (cos(t), sin(t))

—

T'(t) = (— cos(t),sin(t))
Assim, temos, por (12),
—cos(t), —sin(t))|| 1

- I 1

a a

Desta forma, a circunferéncia de raio a > 0 tem curvatura constante e igual a 1/a. O
inverso da curvatura é o raio da circunferéncia.

Consideremos uma curva plana parametrizada, (C,0) e um ponto P € C tal que existe
k(t) e k(t) # 0. O raio de curvatura de (C,0) em P é:

1
t = —
o) =
O circulo passando por P, de raio p(t) e cujo centro estd na semirreta normal que contém

N(t) é chamado circulo osculador. Tal circulo é tangente a curva C em P e tem a mesma
curvatura naquele pontoﬂ

2

Exemplo 35. Encontrar e tragar o circulo osculador da pardbola y = x* na origem.

Solugdo: Temos f'(x) = 2x e f”(x) =2, de modo que a curvatura desta pardbola em x é:

/" (%)l 2] 2

K(x) = 5 = — .
1+ (f(x)27 1+ (2x0)?77  [1+4x2)2

NI

Assim, temos:

Thttp://www.grad.hr/geomteh3d/skripta/zakrivljenost_eng.html
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e portanto:

de modo que o raio do circulo osculador serad 1/2.
Precisamos, agora, encontrar o vetor normal.
Parametrizamos a pardbola usando t = x, e obtemos:
o(t) = (t,#),teR
Calculamos:
() = (1,2t) de modo que ||o’(#)|| = V1 + 42

e portanto:

od) (1,2t _( 1 2t )
V1+42 1+ 482

O =101 = Vitae

de modo que:

T'<t>=<— ¥ 2 )
(14412)2 (14412)2

2

IT'(1)]] = (A+4027

q T'(t)
N(t) = T (—2t- V1+42,4/1 +4t2>

e 0 vetor unitdrio normal em t = Q é:

N() = (=2-0-v1+4-02,/1+4-02) = (0,1)
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2 1 | 2 X

Desta forma, o circulo osculador terd centro em (0,1/2) e raio 1/2 — e portanto equagéo:
2y 1
Y72) Ta
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