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1 Apresentacao

Fungdes com duas ou mais varidveis independentes aparecem com muito mais frequéncia
em ciéncia do que fung¢des de uma variavel, e seu calculo é ainda mais extenso. Suas derivadas
sdo mais variadas e mais interessantes por causa das diferentes maneiras como as varidveis
podem interagir, e suas integrais levam a uma variedade maior de aplicagGes.

Os estudos de Probabilidade, Estatistica, Dindmica dos Fluidos e Eletricidade, dentre ou-
tros, conduzem de um modo natural a fun¢des de mais de uma variavel real.

2 Fungoes de Varias Variaveis

Muitas fungdes dependem de mais de uma variavel independente. A funcdo V =7 -12-h
calcula o volume de um cilindro circular reto a partir do seu raio e altura. A funcdo f(x,y) =
x% 4+ y? calcula a altura do parabol6ide z = x? + y? acima do ponto P de coordenadas (x,v,0).
A temperatura, T, de um ponto na superficie da Terra depende de sua latitude x e longitude
y, representada por T = f(x,y). A seguir definiremos fun¢des de mais de uma variavel inde-
pendente e apresentaremos maneiras de representa-las em graficos.
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2.1 Fungoes de Duas Variaveis

Definicdo 1. Seja D C IR? um conjunto de pares ordenados de niimeros reais. Uma funcdo
real f de duas varidveis em D ¢, simplesmente, uma fungdo de dominio D e contradominio
R. Denotamos uma tal fungio por:

f: DCR* — R
(vy) = flry)=w

As varidveis x e y sido chamadas “varidveis independentes”, enquanto que a varidvel w = f(x,y)
é chamada “varidvel dependente” (de x e de y).

Em aplicacbes, costumamos usar letras que nos remetem ao significado da varidvel. Para
dizermos que o volume de um cilindro circular reto é uma funcado de seu raio e altura, pode-
mos escrever V = f(r,h). Para sermos mais especificos, poderiamos trocar a notagdo f(r,h)
pela formula que calcula o valor de V a partir dos valores de r e & e escrever V = 7 1% h.
Em ambos os casos, r e h seriam as varidveis independentes e V seria a varidvel dependente
da funcao.

Como de costume, calculamos fun¢des definidas por férmulas substituindo os valores das
varidveis independentes na férmula e calculando o valor correspondente da varidvel depen-
dente.

Exemplo 2. Quando usamos coordenadas cartesianas, a distincia de um ponto (x,y) a origem é dada

pela fungdo:
D(x,y) = /x> +y?

Ao definirmos fung¢des de duas varidveis, seguimos a prética usual de excluir entradas
que levem a ntimeros complexos ou a divisdo por zero. Se f = /¥y — x2, y ndo pode
ser menor que x>. Se f(x,y) = 1/x -y, x - y ndo pode ser zero. Conmderaremos que, caso
ndo seja mencionado, o0 dominio de uma funcdo de duas varidveis serd o maior subconjunto
do plano para cujos elementos a regra de definicdo da funcdo nos gera um ndmero real. O
conjunto-imagem, por sua vez, consiste de todos os valores assumidos pela varidvel depen-
dente conforme as varidveis independentes assumem os valores do dominio.

Exemplo 3. Uma fungdo da forma:

p: R®> — R
(xy) = Y g - x™
mmn

7

comm,n € N e au, € R é denominada uma fung¢do polinomial em duas varidveis.
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Dentre as fung¢des polinomiais, podemos destacar o seguinte:

Exemplo 4. Uma funcgdo da forma:
R?  — R
(x,y) — a-x+b-y+c

onde a,b,c € R é denominada uma fun¢do afim.

Dentre as fungdes afins, hd uma classe importantissima de fung¢des, dadas no seguinte:

Exemplo 5. Uma fungdo da forma:
f: R — R
(x,y) — a-x+b-y

onde a,b € R é denominada uma fun¢do (ou funcional) linear.

Exemplo 6. Uma fungdo da forma:
f: RCR* - R

p(x,y)
y) = q(x,y)

onde R = {(x,y) € R? | q(x,y) # 0} é denominada uma funcdo racional.

Exemplo 7. Uma fungio:

f: RCR* - R
(vy) = flxy)
tal que para todo t > 0 e para todo (x,y) € R tal que (t-x,t-y) € R tem-se:

flt-xt-y)=t*f(x,y)

para certo A € R é denominada homogénea de grau .

2.2 Determinando e Representando o Dominio e a Imagem de Funcdes de
Duas Variaveis Reais

Exemplo 8. Determinar e esbogar o dominio da fungio de duas varidveis reais dada por:

w = flxy) =y — 22



Solucdo: A condigdo para que exista (enquanto ntimero real) \/y — x2 é que y — x> > 0,
ou seja, que:

ngy

Assim, o dominio de f consiste do seguinte conjunto:
dom (f) = {(x,y) € R* | x* <y}

Yy
4+

3T y=x

Exemplo 9. Determinar e esbo¢ar o dominio da fungio de duas varidveis reais dada pela regra:

1
w=gxy) = Xy
Solugdo: A condigdo para que exista (enquanto nimero real) 1/(x-y) é que x -y # 0, ou
seja, que:
x # 0 e, simultaneamente, y # 0

Assim, o dominio de f consiste do seguinte conjunto:

dom (g) = {(x,y) € R*| (x #0)&(y # 0)} =R*\ ({(x,0) | x e R}U{(0,y) | y € R})



Exemplo 10. Determinar e esbogar o dominio da fungio de duas varidveis reais dada pela regra:

. x
w = h(x,y) = arcsin (—)
x+y
Solucdo: Para que possamos calcular arcsin(x/(x + 1)), é necessério, primeiramente, que
tenhamos:

x+y #0,

ou seja, y # —x. Desta forma, seja qual for o dominio de £, ele estara contido em:

{(xy) eR* |y # —x} ={(x,y) €R*| (y > —x) ou (y < —x)}

X 2 Z..: .
Agora, para que possamos calcular o arco-seno de ¥y € necessario que valha:

Y <
x+y_

—1<

Temos dois sub-casos a considerar.
Se estivermos no caso em que y > —x, teremos x +y > 0, de modo que:

-1<

pay <1+ —(x+y)<x<x+y

— x—y<x<x+ty <

— XY x<xx<xX+Y—-x <



— (0<2x+1y)&(0<y)
Se, no entanto, estivermos no caso em que y < —x, teremos x +y < 0, de modo que:

X
X—|—]/

-1<

<1<+ —(x+y)>x>x+y
— X—yzx>x+y <
= X—YyYxZ2x—x2>2x+y—x <

— (2x+y <0)&(y <0)
Assim, poderemos calcular w = h(x,y) sempre que (x,y) € R? for tal que:
—x <y
0<2x+y
0<y

A regido do plano cujos pontos satisfazem simultaneamente estas inequagdes esta esbo-
¢ada abaixo:

A outra possibilidade para o ponto do dominio é que ele satisfaca:



y< —x
2x+y <0
y<0

A regido cujos pontos satisfazem todas as inequagdes acima estd representada abaixo:

A
dom (h) = {(x,y) € R?*| (—x < y)&(0 < 2x + y)&(0 < y)} U
U{(x,y) € R?| (y < —0)&(2x +y < 0)&(y < 0)}

-~

B

Assim, o dominio de & fica representado como a regido sombreada a seguir:



Exemplo 11. Determinar e esbocar o dominio da fungdo de duas varidveis reais dada pela regra:
z = k(x,y) = In(36 — 4x* — 9y?)
Solugdo: Para que possamos calcular In(36 — 4x> — 9y?) serd necesséario que:
36 — 4x? — 9y > 0,
ou, equivalentemente,
4x* +9y* < 36

2 2

X ¥

— 4+ =<1
9 T4 <
Assim,

2 Y
dom(k)z{(x,y)E]R |§+Z<1}'

cuja representagdo grafica é dada logo abaixo:



Definicio 12 (operacées com fungdes). Sejam f: Ri CR> - Reg: Ry CR?> - R.

(a) A somade f e géa fungio:

(b) A subtragdo de f e g é a fungio:

(c) O produto de f e g é a fungio:

f+g: RiNRy
(x,y)
f—g: Ri1N Ry
(x,y)
fg R1N Ry
(x,y)

(d) O quociente de f e g é a fungdo:

8
(x,y)

flxy) +8(xy)

flxy) —g(xy)

R

fxy)-g(x,y)

L. Rin(Ra\g[{0}]) —




2.3 Gréafico de Fung¢des de Duas Variaveis a Valores Reais

Definicdo 13 (gréafico). Seja f : R C R?> — R uma fungio real de duas varidveis reais. O
grdfico de f é o conjunto:

9 (f) ={((xy),2) e R* xR | ((x,y) € R)&(z = f(x,y))} S R* xR

Daqui em diante identificaremos IR?> x R com IR® mediante a bijegéo:

p: R2xR — R}
(v y)z) = (xyz2)

que tem por inversa:

: R - R*xR
(v y,z) = ((vy)2)
Posteriormente veremos que esta é uma bijecdo bicontinua (isto é, a funcdo e sua inversa

sdo ambas continuas). Desta forma, todas as propriedades “topoldgicas” estardo preservadas
mediante esta identificagao.

Em virtude da bijecdo bicontinua descrita acima, passaremos a considerar o grafico como
sendo o seguinte subconjunto de R3:

Graf (f) = {(x,y,2) € R’ | ¥(x,5,2) €% (f)}
={(xy,2) e R*| ((x,y) € R)&(z = f(x,y))}.

Existem duas maneiras-padrdo de visualizar o comportamento dos valores de uma fungao
z = f(x,y). Uma é desenhar e identificar curvas no dominio de f ao longo das quais f assuma
um valor constante. A outra é esbogar a superficie z = f(x,y) no espaco.

~

Definicdo 14 (curva de nivel e curva de contorno). Seja f : R C R? — R uma fungio e
zo € R. A curva de nivel z de f é o conjunto:

Nz = {(x,y,0) € R*| ((x,y) € R)&(f(x,y) = z0)}

Por sua vez, a curva de contorno z é:

Cz = {(0,9,20) €R® | ((x,y) € R)&(f(x,y) = 20)}
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Exemplo 15. Representar graficamente as curvas de niveis 100,75,51 e 0, e as respectivas curvas de
contorno da fungio:

f: R — R
(x,y) +— 100 —x% —y?

Para zo = 100, temos:
Nigo = {(x,,0) € R®| 100 — x> — y*> = 100} = {(x,y,0) € R® | x> +y* = 0} = {(0,0,0)}

Para zy = 75, temos:

N7s = {(x,y4,0) € R%| 100 — x* — y* = 75} = {(x,,0) € R® | x* +y* = 25},

a circunferéncia centrada em (0,0,0), contida no plano Oxy, e de raio igual a 5;
Para zq = 51, temos:

Ns1 = {(x,1,0) € R*| 100 — x*> — y* = 51} = {(x,,0) € R® | x* + > = 49},

a circunferéncia centrada em (0,0,0), contida no plano Oxy, e de raio igual a 7;

No = {(x,¥,0) € R®[ 100 — x* — y* = 0} = {(x,,0) € R’ | x* + y* = 100}

a circunferéncia centrada em (0,0,0) e de raio igual a 10;
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Na figura acima, a curva de nivel zero estd representada em azul, a curva de nivel 51 estd
representada em vermelho, a curva de nivel 75 estd representada em verde e a curva de nivel
100 estd representada em laranja. Nas mesmas cores, mas pontilhadas, temos as representa-
¢oOes das curvas de contorno.

Definicio 16 (tragos e secdes). Seja f : R C R? — R uma fungio real de duas varidoeis reais.
Um trago da superficie Graf (f) é uma curva obtida da intersegdo daquela com um dos planos
coordenados. Por sua vez, uma se¢do da superficie Graf (f) é uma curva obtida da intersegio
daquela com algum plano paralelo a um plano coordenado.

Exemplo 17. Esbogar os tragos da superficie que é o grdfico da fungio f(x,y) = 100 — x> — 2,
Solugdo: O grafico é:

Graf (f) = {(x,y,2) € R’ | ((x,y) € R)&(z = f(x,y))}
O trago do gréfico com respeito ao plano Oxz (que é o plano {(x,0,z) € R? | (x € R)&(z €

R)} ) é obtido fazendo, no gréfico, y = 0:
trez (Graf (f)) = {(x,y, f(x,y)) € R*| (x,y) € R} N Oxz = {(x,0,f(x,0)) € R’ | (x,0) € R}
No nosso caso, este traco é dado pela curva parametrizada por:

Yz R — R3
t — (t,0,£(t,0)) = (t,0,100 — t?)
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N

Yxz(t) = (0,100 — £2)

O trago do grafico com respeito ao plano Oyz (que é o plano {(0,y,z) € R® | (y € R)&(z €
R)} ) é obtido fazendo, no gréfico, x = 0:

tryz (Graf (f)) = {(x,y, f(x,y)) € R | (x,y) € R}NOyz = {(0,y, f(0,)) € R*| (0,y) € R}

No nosso caso, este trago é dado pela curva parametrizada por:

Yyz: R — R?
t +— (0,t,£(0,t)) = (0,t,100 — t?)

N

v(t) = (t,0,100 — 2)

Yy=(t) = (0,£,100 — t2)

Colocando todos as curvas obtidas acima em uma mesma figura, comecamos a ter uma
nogio do aspecto do gréfico de f(x,y) = 100 — x> — y*:
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Observe que, de acordo com a terminologia introduzida acima, “curvas de contorno” sao
que, g
um caso especial de “se¢des” da superficie.

Veja o gréfico desta fun¢do em https://www.geogebra.org/3d/dqg2n9zd.

Exemplo 18. Determinar as curvas de nivel 0,1,4 e 9 e as respectivas curvas de contorno do grdfico
de fungdo:

h: R? — R
(xy) — x*—y?

Solucao:

Para zp = 0, temos:

Para zp = 1, temos:

Ny = {(x,y,0) € R? | ¥ — > = 1},

uma hipérbole;
Para zy = 4, temos:

Ny = {(x,y,0) € R? | x? — > = 4},

14
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uma hipérbole;
Finalmente, para zp = 9, temos:

No = {(x,y,0) € R3 | x2—y2 =9}

As correspondentes curvas de contorno sao:
Para zg = 0, temos:

Para zg = 1, temos:

C1 ={(x,y,0) € R3 ] xz—yz =1},

Para zy = 4, temos:

Cs= {(x,1,0) e R® | x2 — > = 4},

Finalmente, para zgp = 9, temos:

Co = {(x,1,0) e R® | x? — > =9},

Exemplo 19. Esbogar os tragos, as curvas de nivel 0,1,4 e 9 e as respectivas curvas de contorno do
grdfico de fungdo:

h: R? — R
(xy) — x*—y?

Solucao:

15



Na figura acima, a curva de nivel 4 estd representada em azul, a curva de nivel 1 esta
representada em vermelho, a curva de nivel 9 esta representada em verde. Nas mesmas cores,
mas pontilhadas, temos as representagdes das curvas de contorno.

Exemplo 20. Determinar os tragos do grdfico da fungdo:

h: R?2 = R
(xy) — x*—y?

com respeito aos planos Oxz e Oyz.
Solugio: O trago do grafico com respeito ao plano Oxz (que é o plano {(x,0,z) € R3 |
(x € R)&(z € R)} ) é obtido fazendo, no gréfico, y = 0:
try, (Graf (h)) = {(x,y,h(x,y)) € R® | (x,y) € R} NOxz = {(x,0,h(x,0)) € R®| (x,y) € R}
No nosso caso, este traco é dado pela curva parametrizada por:

Y21 R — R3
t = (t,0,t%)

O trago do grafico com respeito ao plano Oyz (que é o plano {(0,y,z) € R® | (y € R)&(z €
R)} ) é obtido fazendo, no gréfico, x = 0:

try; (Graf (h)) = {(x,y,h(x,y)) € R3 | (x,y) € R}yNOyz = {(0,y,h(0,y)) € R? | (x € R)&(z € R)}

No nosso caso, este traco é dado pela curva parametrizada por:
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Yz R — R
t — (0,t,h(0,t)) = (0,t,—1t?)
Colocando todos as curvas obtidas acima em uma mesma figura, comegamos a ter uma
nogio do aspecto do gréfico de h(x,y) = x> — y*:

Veja o grafico em https://www.geogebra.org/3d/pt7yd4n8.

Exemplo 21. Esbogar as curvas de nivel 2,4, 6, as curvas de contorno e os tracos do grdfico da fungdo:

f: R —  R;

(v y) = Vx2+y?

Solugao: Temos:

A curva de nivel 6 é:

No = {(x,1,0) e R® | \/x2+ 12 =6} = {(x,1,0) € R® | x*> +y* = 36}

A curva de nivel 4 é:

Ny ={(x,,0) e R’ [ \/x2+ 12 =4} = {(x,5,0) e R® | ¥* + > = 16}

A curva de nivel 2 é:
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Ny = {(x,,0) €R*| /a2 + 12 =2} = {(x,,0) € R® | 2 + 4 = 4}

A curva de nivel 0 é:

Por sua vez, as curvas de contorno sdo as seguintes:
Co = {(x,1,6) | x2 +y*> = 36}

Ca={(x,y,4) | +y* =16}

C={(xy2) | +y* =4}

Juntamente com as curvas de contorno, a figura toma o aspecto a seguir:

Na figura acima, a curva de nivel 6 estd representada em azul, a curva de nivel 4 estd
representada em vermelho, a curva de nivel 2 esta representada em verde. Nas mesmas cores,
mas pontilhadas, temos as representacdes das curvas de contorno.

O trago do gréfico com respeito ao plano Oxz (que é o plano {(x,0,z) € R? | (x € R)&(z €
R)} ) é obtido fazendo, no gréfico, y = 0:

tr: (Graf (f)) = {(x,y, f(x,)) € R® | (x,y) € R} N Oxz = {(x,0,f(x,0)) € R* | (x,9) € R}
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No nosso caso, este traco é dado pela curva parametrizada por:

Tzt R — R3
to— (40, £(£,0)) = (£,0,V = |t])

X

O trago do gréafico com respeito ao plano Oyz (que é o plano {(0,y,z) € R® | (y € R)&(z €
R)} ) é obtido fazendo, no gréfico, x = 0:

tryz (Graf (f)) = {(v,y, f(x,y)) € R®| (x,y) € R} N Oyz =

={(0,5,f(0,y)) R’ | (0,y) € R}

No nosso caso, este traco é dado pela curva parametrizada por:

Yz R — R3
t = (0,t,£(0,t)) = (0,t,]t])

N
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Colocando todos as curvas obtidas acima em uma mesma figura, comecamos a ter uma

noc¢do do aspecto do gréfico de f(x,y) = \/x% + y*:

X

Veja o gréfico em https://www.geogebra.org/3d/jpunkpec.

2.4 Fungoes de Trés Variaveis

O estudo de fungdes de trés varidveis reais a valores reais é andlogo aquele que fizemos
das fun¢des de duas varidveis reais a valores reais, exceto pelo fato, conforme veremos, de
que ndo podemos visualizar diretamente o comportamento daquelas.

Definicdo 22. Seja D C R® um conjunto de ternas ordenadas de niimeros reais. Uma funcdo
real f de trés varidveis em D ¢, simplesmente, uma fungdo de dominio D e contradominio RR.

Denotamos uma tal fungdo por:
f: DCR® — R
(.2 = fxyz)=w
As varidveis x,y e z sdo chamadas “varidveis independentes”, enquanto que a varidvel w =
f(x,y,z) é chamada “varidvel dependente” (de x, de y e de z).

\.

Exemplo 23. Quando usamos coordenadas cartesianas, a distincia de um ponto (x,y,z) € R> a

origem é dada pela fungdo:
D(x,y,z) = \/x*>+ y? + 22

Ao definirmos fung¢des de trés varidveis, seguimos a pratica usual de excluir entradas que
levem a ntimeros complexos ou a divisdo por zero. Se f(x,y,z) = \/y — x2 — 22, y — x> — 22
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1
Xz’
que, caso ndo seja mencionado, o dominio de uma funcgdo de trés varidveis serd o maior sub-
conjunto do espago tridimensional para cujos elementos a regra de definicdo da funcdo nos
gera um numero real. O conjunto-imagem, por sua vez, consiste de todos os valores assu-
midos pela variavel dependente conforme as varidveis independentes assumem os valores do
dominio.

ndo pode ser menor que 0. Se f(x,y,z) = X -y -z ndo pode ser zero. Consideraremos

Exemplo 24. Uma fungdo da forma:

p: R — R
(6y,z) — Y gy - X"y 2P

mn,p
comm,n,p € N e ayny € R é denominada uma fungdo polinomial em trés varidveis.
Dentre as fung¢des polinomiais de trés varidveis, podemos destacar o seguinte:
Exemplo 25. Uma fungdo da forma:
R — R
(x,y,z) — a-x+b-y+c-z+d
onde a,b,c,d € R é denominada uma fungdo afim.

Dentre as fungdes afins, hd uma classe importantissima de fun¢des, dadas no seguinte:

Exemplo 26. Uma fungdo da forma:
f: R - R
(x,y,z) — a-x+b-y+c-z
onde a,b,c € R é denominada uma fun¢do (ou funcional) linear.
Exemplo 27. Uma fungdo da forma:

f: RCR® — R
p(x,y,2)
xX,Y,z) — —F
(x.3.2) q(x,y,2)

onde R = {(x,y,z) € R® | q(x,y,z) # 0} é denominada uma fun¢do racional.
Exemplo 28. Uma fungdo:
f: RCR® — R

(v y,2) = flxyz2)
tal que para todo t > 0 e para todo (x,y,z) € R tal que (t-x,t-y,t-z) € R tem-se:

flt-xteyt-z) =t f(xy,2),

para certo A € R é denominada homogénea de grau A.
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2.5 Determinando e Representando o Dominio e a Imagem de Func¢des de
Trés Variaveis Reais

Assim como no caso de fun¢des de uma ou duas varidveis reais a valores reais, quando
apresentamos somente a “regra”’, w = f(x,y,z), de uma funcdo de trés varidveis reais a va-
lores reais, assumiremos que seu contradominio seja R e que seu dominio consiste do maior
subconjunto de R? no qual possamos calcular a fungdo e obter, como resultado, um nimero
real.

Exemplo 29. Determinar o dominio da fungdo de trés varidveis reais dada por:

_ _ 1—xy+z

Solucdo: A fim de que possamos calcular f(x,y,z), devemos garantir que ocorram, si-
multaneamente:

\/1—362—]/2—22 4£0el—x>—y>—22>0,
0 que ocorre se, e somente se:
1-x*—y*—22>0
Desta forma, tem-se:

dom (f) ={(x,y,2) € R3 | xz+y2—|—z2 <1},

de modo que o dominio da fungdo consiste dos pontos do espago cuja distancia a origem é
estritamente menor do que 1.
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Exemplo 30. Determinar o dominio da fungdo:

In(x-y-z)+1

w=g(xyz)= Jx—y

Solugdo: A fim de que In(x - y - z) seja um namero real, devemos requerer que x -y -z > 0.
Para podemos calcular g(x,y,z), por sua vez, precisamos garantir que:

v5x—y7é0,

ou seja, que:

x#Yy

O dominio da fungéo é, portanto:

dom () = {(x,y,2) € R®| (x-y-z > 0)&(x # y)}
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Defini¢dao 31 (operagdes com funcdes de trés variaveis). Sejam f : Ry C R3 — Ree
g:R3CR>— R

(a) A somade f e g éa fungio:

f+g: RiNRy — R
(xy.2) — f(xy2)+8(xyz)
(b) A subtracdo de f e g é a fungio:
f—g: RiNRy — R
(xy,z) = flxy2)—-gxy2)

(c) O produto de f e g é a fungio:

R
f(x,y,2)-8(xy,2)

f-g: RiNRy
(9.2

L4

(d) O quociente de f e g é a fungdo:

Lo Rin(R2\g'[{0})]) - R

8
(x,]/,Z) Y f(x,y,z)

8(x,y,2)

2.6 Grafico de Fungoes de Trés Variaveis a Valores Reais

Definimos formalmente o grafico de uma fungdo de trés varidveis reais a valores reais a
seguir:

Definicido 32 (grafico). Seja f : R € R® — R wuma fungio real de trés varidveis reais. O
grdfico de f é o conjunto:

9 (f) = {(xy,2),w) e R*x R | ((x,5,2) € A& = f(x,,2))} C R xR

Novamente, fazemos uma identificacio entre R®> x R e IR*, dada pela bijecdo bicontinua:

d: R3xR — R?,
(v yz),w) = (vyzw)

que tem por inversa:
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Y: R*xR — R¥xR,
(x,y,z,w) = ((x,y,2)w)

Por intermédio desta identificacdo, podemos considerar, como grafico de f o seguinte con-
junto:

Graf (f) = {(x,y,z,w) € R*| ((x,,2) € R)&(w = f(x,y,2))} =

={(x,y,z,w) e R* | (¥(x,y,z,w) €Z (f))} CR*

Nao podemos, obviamente, visualizar (geometricamente) o grafico de uma fungdo de trés
variaveis reais a valores reais, por se tratar de um subconjunto de R*.

Nao obstante, existem modos de “apreender” o comportamento de uma fungdo w =
f(x,y,z) mediante a visualizagdo de superficies (subconjunto de IR®) sobre as quais a fun-
¢do assume valores constantes fixados.

Defini¢ao 33 (superficie de nivel). Seja f : R € R3> — R uma funcio e wy € R. A
superficie de nivel wg de f é o conjunto:

fHwo}] = {(x,y,2) € R| f(x,y,2) = wo} C R’

\.

Exemplo 34. Determinar as superficies de nivel da fungdo:

f: R - R
(x,y,z) — x>+y*>+2?

Solugdo: Vemos que para valores de k € R com k < 0, a superficie de nivel é vazia. Para
k > 0, temos:

FHN ={(xy,2) e R | flx,y,2) =k} = {(x,y,2) € R’ | ¥ +y* +2° =k}
Desta forma, para k > 0, a superficie de nivel k consiste em todos 0s pontos pertencentes
a esfera centrada na origem e de raio v/k.

Desta forma, podemos concluir que a fun¢do assume valores tanto maiores quanto mais
distantes da origem.
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Exemplo 35. Considere a fungdo:

h: R® —
(x,y,z) —

R
A

X

(g

Dado um miimero real k € R, a superficie de nivel k é:

Wk = {(oy,2) e R L =k} = {(xy,2) R |y =k-e}

Esbocamos, abaixo, em azul, a superficie de nivel 1, e em vermelho a superficie de nivel %:

iR

.
.
-

’

\Y
-
1

?

~

=
s
=
-
-
’
e

Pelas superficies de nivel temos uma ideia do comportamento da fungdo, que é constante
sobre as superficies cilindricas dadas acima. Também podemos deduzir que a fungdo cresce
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na direc¢do e sentido do vetor (—1,1,0).

Exemplo 36. Determinar as supetficies de nivel da fungao:
f: R\ {(x,y,0eR| (xeR)&(yeR)} - R

x2 +y2
V4

(x,,2)
Solugdo: Dado qualquer k € R\ {0}, a superficie de nivel k é:

xZ 2
£k} = {(x,y,z> 3 Jpaa k}

Para k # 0, temos:

24,2
s Xty
£t = {2 e R L =2,
isto é, a superficie de nivel k > 0 é um paraboloide de equacido: z = xzzyz sem o ponto
(0,0,0). Para valores de k > 0, as superficies sdo paraboléides, sem o ponto (0,0,0), com a
concavidade voltada para cima. Para valores de k < 0 as superficies sdo paraboldides com a
concavidade voltada para baixo.

Esbocamos, abaixo, a superficie de nivel 1, em azul e a superficie de nivel —1, em vermelho.

3 Nocoes Métricas e Topoldgicas de R"

Assim como acontece com os dominios de fung¢des definidas em intervalos da reta real, os
dominios de fun¢des definidas em por¢des do plano requerem uma descri¢do “topolédgica”.
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Para prosseguir com o nosso estudo de limites para fun¢des de mais de uma varidvel, por
exemplo, sera conveniente explicitar o que compreendemos por “ponto de acumulagdo” de
um conjunto no plano, conceito este pertencente a Topologia.

Dotar um conjunto de uma topologia consiste em descrever o que entendemos por “sub-
conjunto aberto”. De modo geral, dado um conjunto qualquer, X, uma topologia sobre X é
um “conjunto de subconjuntos de X”, T C p(X), sujeito as seguintes propriedades:

(Al) @ € 1, X € 7 (0 conjunto vazio e o préprio conjunto X sdo abertos);

(A2) Se U,V € Tentdo UNV € T (ou seja, a interse¢do de subconjuntos abertos €, novamente,
aberta);

(A3) Se {U; | i € I} C 7T entdo U;e; U; € 7T (isto é, a reunido de qualquer familia de abertos é
aberta).

Exemplo 37. Consideremos o conjunto X = {a,b,c}, de modo que:

p(X) = {2,{a}, {b}, {c} {a,b},{a,c} {bc} {a b c}}

Os seguintes conjuntos do topologias sobre X:
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(@) {2, {a,b,c}} C p(X) (d) {2, {b},{a,b},{a,c},{a,bc}} C p(X)

(e) {=,{b},{c},{a,b},{b,c},{a,b,c -
() {2, {b},{a,b,c}} C p(X) :{p(X{) }{c} {a, b}, {b,c},{a,b,c}}
(©) {@,{a}, {b,c},{a,bc}} C p(X) ) p(X).

Para conjuntos nos quais temos, de modo “nativo”, uma nog¢do de distancia, é possivel
definir uma topologia mediante o conceito de “bola aberta’ﬂ Mais precisamente, um subcon-
junto sera aberto se, e somente se, for uma reunido de bolas abertas.

Passamos, portanto, a apresentacdo de conceitos métricos e topolégicos para o plano, R?.
Iniciaremos com a seguinte:

Definicio 38 (distancia em IR?). Em R?, sejam (x1,y1) e (x2,v2). A distdncia entre (x1,y1)
e (x2,12) €

d((x1, 1), (x2,92)) = 1/ (22— 31)% + (2 — 11)?

O modo como definimos a distancia entre dois pontos de R® é similar, e é apresentado na
definicdo a seguir.

Definicdo 39 (distancia em R3). Em RR3, sejam (x1,Y1,21) e (X2,Y2,22). A distdncia entre
(x1,y1,21) e (x2,y2,22) &

d((r1,31,21), (¥2,92,22)) = 4/ (12 = 11)2 + (y2 — y1)2 + (22 — 21)2

Munidos do conceito de distdncia, podemos definir o que entendemos por uma “bola
aberta”. No plano, uma bola aberta pode ser pensada como um disco sem sua borda. For-
malmente, temos a seguinte:

ISe vocé tiver interesse em aprender mais sobre este tema, visite hitps://www.ime.usp.br/~jeancb/em.html.
Vocé encontraré notas de aula e um link para as aulas gravadas do curso de Espacos Métricos.
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Defini¢do 40 (bola aberta). Sejam (xg,yo) € R?> e r > 0. A bola aberta de centro (xg,Yo) e
raio r é o conjunto de todos os pontos de R? cuja distancia ao ponto (xo, yo) é estritamente menor
que r:

B((x0,¥0),7) = {(x,y) € R* | d((x,y), (x0,y0)) <} =
= {(xy) €R*| /(x — 102+ (y— y0)? < 1}

U

7/
/ r \
i \
J ]
Yo - -(EE.

E comum, por vezes, nos depararmos com o termo “vizinhanga” de um ponto. Trata-se de
um conceito um pouco mais amplo que o de bola aberta, descrito a seguir:

Definicdo 41. Seja (xo,y0) € R?. Uma vizinhanga de (xo,yo) é um subconjunto do plano
que contém uma bola aberta centrada em (xg, Yo).

O préximo conceito, o de “ponto interior”, nos permitird definir o que entendemos por

“conjunto aberto” de IR?, e consequentemente o que entendemos pela “topologia de R?”.

Intuitivamente, um ponto (xg,9) € R é ponto interior de um conjunto R C RR?, se pu-
dermos “encapsuld-lo” como centro de uma bola aberta inteiramente contida em R. Ou seja,
(x0,Y0) € R é interior se, e somente se, além dele, toda uma bola aberta estiver inteiramente
em R. Pode ser necessario tomar uma bola aberta de raio muito pequeno, mas isto ndo im-
porta. Para que um ponto seja interior a R, basta que exista uma bola aberta centrada nele e
inteiramente contida em R.
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Defini¢do 42 (ponto interior). Seja R C R? um conjunto de pontos. Um ponto (xo,10) € R
é um ponto interior de R se, e somente se existir um r > 0 tal que o disco centrado em (xo, o)
de raio r,

B((x0,40),7) = {(x,y) € R | \/(x— x0)% + (¥ —yo)* <1}

estd inteiramente contido em R.

Definicio 43 (interior de uma regido). Seja R C IR?. O interior de R é o conjunto de todos

o0s pontos interiores de R, ou seja, de todo ponto tal que existe uma bola aberta centrada nele e
inteiramente contida em R. Denotamos:

int(R) = {(x,y) € R | (3r > 0)(B((x0,0),) C R)}

Observe que, para qualquer regido R C R?, tem-se:

int (R) C R

Finalmente estamos em condic¢des de definir a topologia — denominada “topologia usual”
— de R?, ou seja, de descrever o que entendemos por “conjunto aberto” de IR?. Veremos que
este conceito se apoia em todos os outros introduzidos até aqui.
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Defini¢do 44 (conjunto aberto). Seja R C IR2 Dizemos que R é aberto se, e somente se,
tivermos:

R Cint(R)

ou seja, se para qualquer (xo,Yo) € R existir F(xouo) > O tal que:

B((x0,40), " (xpy0)) C R

Uma vez que sempre temos int (R) C R, tem-se que R é aberto se, e somente se, R =
int (R).

Formalmente, podemos dizer que a topologia usual de R? é dada por:

7= {U CR?|int(U) = U}

Exemplo 45. O plano, R?, é aberto, uma vez que dado qualquer (xq,yo) € R?, tem-se B((xg,vo),1) C
R2. Assim, todo ponto de R? ¢ interior a R2.

Exemplo 46. Dados quaisquer (xo,yo) € R? e r > 0, a bola aberta de centro (xo,yo) e raio
B((x0,Y0),7) é um conjunto aberto.

<
~

Demonstragio. De fato, dado qualquer (x1,y1) € B((xo,y0),7), considere

n =r—d((xo,y0), (x1,y1)) >0
Afirmamos que B((x1,y1),1) C B((x0,y0),7).

De fato, dado (x,y) € B((x1,y1),77), tem-se
d((x,y), (x1,y1)) <1 =r—d((x0,y0), (x1,41))
de modo que pela Desigualdade Triangular tem-se:

d((x,y), (x0,y0)) < d((x,y), (x1,¥1)) +d((x1,¥1), (x0,¥0)) <
< +d((x1,¥1), (x0,¥0)) = r —d((x0,40), (x1,¥1)) +d((x1,¥1), (x0,%0)) =7

de modo que (x,y) € B((xo,y0),7). Como (x,y) € B((x1,y1),1) é arbitrario, segue que
B((x1,y1),1) C B((x0,%0),7)-
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B((x1,y1),1)

Assim, todo ponto de B((xg,yo),r) é interior a B((xo, Yo),7).
Exemplo 47. O conjunto:
R={(xy)[x <y}
é aberto.

De fato, dado (xo,v0) € R, a distancia até aretay —x =0 é:

5 [Xo—yol _ yo—xo

V2 V2

>0

de tal modo que:
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Teorema 48. Seja T o conjunto de todos os subconjuntos abertos de R?, isto é:

7= {U CR?|int.(U) = U}.
T satisfaz as segquintes propriedades:
(A1) R%, @ € 1;

(A2) Se I é um conjunto qualquer e {U; | i € I} C T, entio:

UUiGT

iel
(A3) Se Uq,Uy,---,U, € T, entdo:

hnNntpNn---NnUy et

Demonstragio. Ad (Al): Por um lado, tem-se sempre int. (&) C @. Como o conjunto va-
zio é subconjunto de qualquer conjunto, segue também que @ C int. (&). Segue assim que
int. (9) = 2.

Ad (A2): Basta mostrarmos que dado qualquer (x,y) € U;c;U; existe 6 > 0 tal que
B((x,vy),6) C UicrU;. Mas, de fato, dado (x,y) € U;c;U; existe algum iy € I tal que
(x,y) € Uj,. Como, por hipétese, U;, é aberto, existird algum ¢;, > 0 tal que B((x,y),d;,) C
Ui, C Ujer Ui- Logo, (x,y) € int. (Ujer Ui)-

Ad (A3): Novamente, basta mostrarmos que:

Upn--- AU, Cint. (Uy N - N Uy).
Dado (x,y) € Uy N---N Uy, tem-se:

((x,y) € UD)&((x,y) € Up)&- -~ &((x,y) € Un).

Como cada U;,i € {1,--- ,n}, é aberto, exisitirdo ¢; > 0,i € {0,--- ,n} tais que:

(B((x,y),61) C U1)&(B((x,y),2) C Ua)&--- &(B((x,y),0n) C Un)

Assim, tomando § = min{dy,- - - ,d,}, tem-se:

(Vie{L--,n})(B((x,y),6) C i),
e portanto:

B((x,y),(S) cupnn---,NUy,
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Assim, segue que U1 N ---NU, € T. O

Posteriormente, ao definir o “limite de uma func¢do f : R C R?2 — R conforme sua va-
riavel, (x,vy), se aproxima de um ponto (xo,Yo)”, serd necessario que possamos calcular f em
pontos (x,y) arbitrariamente proximos de (xg, o) — embora ndo, necessariamente, em (X, o).

A fim de formalizar o conceito de “ponto do qual podemos nos aproximar tanto quanto
queiramos por elementos de R”, introduzimos a seguinte:

Definicio 49 (ponto de acumulagao). Seja R C R?. Dizemos que (xo,yo) € R? é um ponto
de acumulagdo de R se qualquer bola aberta centrada em (xg, yo) contiver um ponto, (x,y) € R
diferente de (xg, o).

Exemplo 50. Considere o conjunto:

Y4

1 + [
—~.. @

Ve

/( \

( ) | >

\ / X
el 1

O ponto (0,0) é ponto de fronteira de S. De fato, como R é arquimediano, dado qualquer r > 0,
existe um niimero natural, n,, tal que n, > 4 Temos, assim:

(1 1>GRC1R2
ny Ny

(et ) - o G - B2

Assim, qualquer bola aberta centrada em (0,0), B((0,0),r), contém um ponto de S, (l l)

4

1’1;» nr
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Sempre que um ponto ndo é de acumulacdo, dizemos que este é um ponto “isolado”. A
definicdo precisa é apresentada a seguir:

Definigao 51 (ponto isolado). Seja R C R?. Dizemos que um ponto (xg,yo) € R é um ponto

isolado de R se, e somente se, nio for um ponto de acumulagdo, ou seja, se, e somente se, existir
r > 0 tal que:

B ((x0,y0),7) N R = {(x0,y0) }

Exemplo 52. Considere o conjunto do exemplo anterior:

(o)

ylk PN
Vi \
I |
1 T
N | 4
® ~ 1~
/ |
| »
J I Ll
X
1

O ponto (1,1) é um ponto isolado de S. Com efeito, basta tomarmos r = %, e teremos:

B ((1,1),%) NS = {(1,1)}

Definicio 53 (conjunto derivado). Seja R C R?. O derivado de R é o conjunto de todos os
pontos de acumulagdo do conjunto R. Denotamos o derivado de R por R’.

Exemplo 54. O derivado do conjunto S = { (%, %) |ne IN} é, por definigdo, o conjunto de todos os
pontos de acumulagdo de S. Assim, temos:

S"={(0,0)}.

Exemplo 55. O derivado do conjunto R = {(x,y) € R? | |x| +|y| < 1} éo conjunto R' = {(x,y) €
R? [ |x| +]y| < 1}.
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R 14
Y N\
Y AN
Y AN
Y AN
N
< >
N 7/
1. 1 X
N 7/
N 7/
\/
1/

A nogdo a seguir serd muito utilizada, devido ao Teorema de Heine-Borel, no estudo da
existéncia de maximantes e/ou minimantes de fungdes continuas de duas variaveis.

Definicio 56 (conjunto fechado). Seja F C IR%. Dizemos que F é fechado se, e somente se F
contiver todos os seus pontos de acumulagio, ou seja, se F' C F.

Exemplo 57. Todo conjunto finito, F, é fechado, por ndo conter nenhum ponto de acumulagio. Desta
forma, tem-se trivialmente F' =2 CF.

Um resultado extremamente ttil para concluirmos que certos conjuntos sdo fechados é
dado no seguinte:

[ Teorema 58. Um conjunto é fechado se, e somente se, seu complementar é aberto.
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Demonstracio. (=) Seja F C R? fechado. Dado qualquer (x,y) € R?\ F se, e somente se,
(x,y) ¢ F. Como F é fechado, e portanto contém todos os seus pontos de acumulacdo, o fato
de (x,y) ndo pertencer a F implica, fatalmente, que (x,y) ndo é ponto de acumulacéo de F.
Segue, portanto, que (x,y) ¢ F e que existe r > 0 tal que B((x,y),7) N F # &. Assim, tem-se
B((x,y),r) € R?\ F. Isto mostra que todo ponto de IR? \ F é ponto interior, de modo que:

int (R?\ F) = R?\ F.
(<) Suponhamos que IR? \ F seja um conjunto aberto. Mostraremos que F é fechado.
Seja (x,y) um ponto de acumulacido de F. Suponhamos, por absurdo, que R? \ F seja
aberto e que (x,y) ¢ F. Entdo, como R?\ F é aberto, existe r > 0 tal que B((x,y),r) C
R2\ F, ou seja, tal que B((x,y),7) N F = @. Mas isto contraria a nossa hipétese, uma vez
que supusemos ser (x,y) um ponto de acumulagdo de F. O absurdo estava em supor que
tinhamos, simultaneamente, R? \ F e F ndo fechado (porque (x,y) é um ponto de acumulagio

de F que ndo lhe pertence). Assim, tem-se F fechado (em caso contrério, concluirfamos um
absurdo). ]

Exemplo 59. Toda bola fechada é um conjunto fechado.

Exemplo 60. O conjunto A = {(x,y) € R? | x = y} é um subconjunto fechado de R*. De fato,
jd vimos que o conjunto R = {(x,y) € R? | x < y} é aberto, e por motivos similares, o conjunto
S ={(x,y) € R? | y < x} também é aberto. Observa-se, facilmente, que:

R*\ A =RUS,

que, por ser reunido de abertos, é aberto. Em virtude do teorema anterior, seque que A, por ter comple-
mentar aberto, é fechado.

Exemplo 61. O conjunto:

C={(xy) eR*[|x|+|yl <1} U{(0,1)},

representado a seguir:

Y,
1 {(xy) e R* | x| +]y] <1} U{(0,1)}
_1\\\ ///1 x
_1\ v

38



ndo é nem aberto, nem fechado.

Com efeito, note que (1,0) é um ponto de acumulagdo, uma vez que dado qualquer r > 0,
tem-se:

(1 —min{r,%},O) € B((1,0),r)NnC

Y N\
Y N\
/ \\ - =
y =N
y //V/XZ\\\
/ Ll 11,
N -
\ N\, 711
AN
—1°~ e X
N 7.~
N 7
N 7
_1 7

No entanto, como (1,0) ¢ C, C ndo pode ser fechado (uma vez que ndo contém pelo me-
nos um de seus pontos de acumulagdo).

Por outro lado, para qualquer r > 0, tem-se:

B((0,1),r) £ C,
uma vez que (0,1+%) ¢ C.

|
\1/ N\
vz N\
s S~ L -
V4
Y \
< > >
N /7
—1°N 1 X
N 7
N 7
N 7
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Desta forma, um conjunto pode nédo ser nem aberto, nem fechado.

Observacao 62. Na linguagem coloquial as palavras “aberto” e “fechado” tém significados
exclusivos e totalizantes. Tal fato ndo ocorre aqui, conforme ilustram os exemplos dados abaixo:

Conjuntos aberto | fechado
{(x,y) eR* | x> +y> <1} | sim nao
conjunto finito nao sim

1
{E | ne ]N} nao nao
R? sim sim

Definicio 63 (ponto de fronteira). Seja R C IR? um conjunto de pontos. Um ponto (xo,yo) €
R? é um ponto de fronteira de R se, e somente se para qualquer r > 0, o disco centrado em
(x0,Y0) de raio r satisfaz:

B((x0,40),7) "R # @ e B((x0,%0),7) N (R*\R) # @

Note que o ponto de fronteira ndo precisa, necessariamente, pertencer ao conjunto R.

R?\ R

Definicio 64 (fronteira de um conjunto). Seja X C R?. Denominamos por fronteira de X
o0 conjunto:

Fr.(X) = {(x,y) € R*| (V6 > 0)((B((x,),8) N X # 2)&(B((x,),0) N (R*\ X) # 2))}

40




Decorre imediatamente da defini¢do da fronteira de um conjunto X que:

Fr.(X) = Fr.(R?\ X)

Definicdo 65 (ponto exterior). Seja R C IR? um conjunto de pontos. Um ponto (xg,yo) € R?
é um ponto exterior a R se, e somente se existir um r > 0 tal que o disco centrado em (xo, yo)
de raio r,

B((x0,%0),7) = {(x,y) € R? | {/(x — x0)2 + (¥ — yo)? < r}

estd inteiramente contido no complementar de R.

Teorema 66. Seja X C R2.

R? = int. (X) UFr. (X) Uint. (R? \ X)

Demonstragio. A inclusdo int. (X) UFr. (X) Uint. (M \ X) € M é sempre vélida. Mostremos
que a reciproca é verdadeira.

Dado (x,y) € M, ha somente duas possibilidades: (x,y) € X ou (x,y) € M\ X.

Se (x,y) € X, entdo (x,y) € int. (X) ou (x,y) € X\ int. (X). Caso (x,y) ¢ int. (X), entdo
(x,y) € X\ int. (X), de modo que para todo § > 0, B((x,y),d) ¢ X. Isto significa que para
todo § > 0 tem-se B((x,y),0) N (M \ X) # &, e como (x,y) € B((x,y),6) N X, segue que
(x,y) € Fr.(X). Logo (x,y) € X = ((x,y) € int. (X)) V ((x,y) € Fr.(X)).

Se (x,y) € R?\ X, entdo (x,y) € int. (R?\ X) ou (x,
(x,y) ¢ int. (R?\ X), entdo para todo § > 0 tem-se B((x,
todo & > 0, B((x,y),6) N X # @. Como (x,y) € B((
(x,y) € Fr. (R?\ X) = Fr. (X).

y) € (R?\ X) \ int. (R?\ X). Caso
y),0) ¢ R?\ X, de modo que para
,y),0) N (R?\ X) # @, segue que

Mostramos, assim, que:

xexi{xi;m'((xx))
X T.
xeM=

x € int. (M \ X)
x€M\X= {xepr,(M\X):Fr.(X)

Assim, M C int. (X) UFr. (X) Uint. (M \ X), e vale:
M = int. (X) UFr. (X) Uint. (M \ X)
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3.1 Conjuntos e Fun¢des Limitados

Para garantirmos a existéncia de maximantes e minimantes de certas fun¢des continuas, é
necessario estabelecermos o conceito de “conjunto limitado”, dado a seguir:

Definicido 67 (regido limitada). Uma regido R C RR? ¢ limitada se, e somente se, estiver
contida em algum disco de raio fixado. Ou seja, se, e somente se, existir M > 0 tal que:
R C B((0,0), M)

Equivalentemente, R é limitado se, e somente se:

(V(x,y) € R)([|(x, )l = \/¥* +y* < M)

Dentre os conjuntos limitados do plano podemos citar segmentos de reta, triangulos, in-
teriores de triangulos, retdngulos, circunferéncias e discos. Sdo exemplos de conjuntos ilimi-
tados no plano as retas, os eixos coordenados, os gréficos de fun¢des definidas em intervalos
infinitos, quadrantes, semiplanos e o préprio plano.

Exemplo 68. Dados quaisquer (xg,y9) € R? e r > 0, 0 conjunto:

R={(x,y) € R*| \/(x—x0)>+ (y — yo)? < 1}

é limitado. De fato, temos:

R C B((0,0), || (xo,y0) |l +7)
Dado (x,y) € R, temos:

d((x,),(0,0)) = [|(x,y) = (0,0)[| = [I(x, ) = (x0,40) + (x0,50) = (0,0)[| <

< [I(x,y) = (x0, o) [l + [l (x0, y0) = (0,0) ]| <7+ [[(x0, yo)

Assim, (x,y) € B((0,0),||(x0,y0)|| +7), e portanto R C B((0,0), ||(xo,v0)|| + 1), de modo que
R é limitado.
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Defini¢dao 69 (funcio limitada). Seja f : R € R?> — R uma funcdo. Dizemos que f é
limitada se, e somente se, f[R] for um conjunto limitado. Equivalentemente, se, e somente, se,
existir M > 0 tal que:

(V(x,y) € R)(If(x,y)| < M)

\.

Exemplo 70. A funcio:

f: {lny) eR?[»+y* <1} - R
(x,y) = 2x 43y

é limitada.

De fato, para qualquer (x,y) € R?> com x? + y? < 1 tem-se:

floy)l =120 +3yl <2-[x[+3- [yl <2-[[(x, )] +3-[[(x,y)[] <5
Exemplo 71. A fungio:
h: R*\{(0,00} - R
(x,y) 22
ndo ¢ limitada. Com efeito, dado qualquer M > 0, podemos tomar (xq,yo) € R?\ {(0,0)} tal que:
1
2, .2 _ 1
xO + yo < M/
ou seja, (xo,v0) € R?\ {(0,0)} tal que ||(xo,v0) — (0,0)| < \/LM, digamos. (\/2—74,0)

e teremos:

1

1
e

V2-M

Como dado qualquer M > 0 podemos obter (xo,1yo) = (ﬁ,O) € R2\ {(0,0)} tal que
M < h(xo,Y0), a fungdo h é ilimitada.

3.2 Subconjuntos Compactos do Plano

Definicdo 72 (conjunto compacto). Um subconjunto do plano, K C R? é compacto se, e
somente se, for simultaneamente fechado e limitado.
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Exemplo 73. Todo subconjunto finito do plano é compacto.

Exemplo 74. Toda bola fechada em R? é compacta.

Exemplo 75. Dados intervalos fechados e limitados, [a,b], [c,d] C R?, o retingulo [a, b] X [c,d] é um

conjunto compacto.

Defini¢ao 76 (cobertura aberta). Seja R C R?. Uma cobertura aberta de R é uma colecio
de subconjuntos abertos de R?, U = {U; | (U; C R? aberto)&(i € 1)}, tal que:

RCUUI'

i€l

Exemplo 77. U = {B((0,0),n) | n € N} é uma cobertura aberta de R?.

AN

Exemplo 78. U = {B((x,y),1) | (x,y) € R?} é uma cobertura aberta de R?.
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De fato, observe que (3,3) € R? mas (3,3) ¢ B((m,n),1/2), para qualquer par de nime-
ros inteiros, (m, n).
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Definicio 80 (subcobertura finita). Sejam R C R?> eU = {U; | i € I} uma cobertura aberta
de R. Uma subcobertura finita de U é um subconjunto finito de U, {U;,, U;,,--- ,U;, } C U
que ainda é uma cobertura aberta para R, ou seja, tal que:

n
RcCU,ul,u---ul, = J U,
k=1

Uma caracterizacdo de grande valor tedrico dos conjuntos compactos é a seguinte:

Teorema 81 (Heine-Borel). Toda cobertura aberta de um conjunto compacto, K C R? admite
uma subcobertura finita.

Definicio 82 (segmento). Sejam P; = (x1,y1) e P, = (x,y») pontos de R?. O segmento
Py P, é o conjunto:

PP ={(xy) €ER*| (x,y) = A- (x1,y1) + (1 = A) - (x2,¥2),A € [0,1]}

Y\

P
Y2 2

n
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Defini¢do 83 (poligonal). Sejam Py = (x1,y1), P> = (x2,¥2), -+, Pu—1 = (Xn—1,Yn-1) €

Py = (x4,yn) pontos de R%. A linha poligonal de vértices Py, P, - -+ , P, 1, P, é 0 seguinte
conjunto:

PP UPPsU---UP, 1P,

Dizemos que Py é o ponto inicial da linha poligonal e que P, é o ponto final da linha poligonal.

Py

Po Py

Definicdo 84 (conjunto conexo por poligonais em R?). Um conjunto R C R? é conexo
por linhas poligonais se, e somente se, dados quaisquer pontos (x1,y1), (x2,y2) € R, existir
uma linha poligonal inteiramente contida em R cujo ponto inicial é (x1,y1) e cujo ponto final é
(x2, y2)-

47




4 Limite e Continuidade

Consideremos uma fungdo f : R C R? — R definida no interior de um circulo de raio
r > 0, exceto, possivelmente, no centro desse circulo, (x0, yo), e um numero real L. Neste caso,
dizemos que o limite de f(x,y) conforme (x,y) tende a (xo,yo) é L se, dado qualquer ¢ > 0
for possivel exibir um ¢ = 6((xo, o), €) tal que, sempre que estiver satisfeita a condicao:

0< \/(x—xo)2+(y—yo)2<5

teremos:

[f(xy) =L <e

Neste caso, escrevemos:

lim  f(x,y)=1L
(xy)—=(x040)
Coloquialmente, podemos dizer que lim, ), (x,,) f(x,¥) = L ocorre se, e somente se, a
fim de obter valores de f(x,y) arbitrariamente pr6ximos de L, bastar tomarmos (x,y) sufici-
entemente préximo de (xo, yo).

Observe que ndo exigimos (xg,yo) € R = dom (f) — isto é, f nio precisa estar definida em
(x0,Y0). Formalmente, a fim de podermos discutir o limite de uma fungdo f : R C R> — R
em um ponto (xg,Yo), € suficiente que este seja um ponto de acumulagdo de R, pois neste
caso temos “como” nos aproximar, tanto quanto queiramos, do ponto (xg, ) por pontos de
R, onde efetivamente podemos calcular f(x,y): com efeito, qualquer bola aberta centrada em
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(x0,Y0) conterd pontos de R, o dominio de f.

Segue abaixo a defini¢do “formal”:

Definicio 85 (limite). Sejam f : R C R?> — R, (xq,0) € R’ e L € R. Dizemos que o limite
de f(x,y) conforme (x,y) tende a (xo,Yo) é L se, e somente se, para todo € > 0 existir 6 > 0
tal que:

0 <|[(xy) = (xo,y0)l <& = [flxy) - L[ <e

Exemplo 86. Mostrar que:

lim 2x+43y =0
(xy)—(0,0)

Solugdo: Devemos mostrar que, dado qualquer & > 0 existe § > 0 de tal modo que vale a
implicacao:
0<|(x,y)—(0,0)]] <é=|(2x+3y) —0| <e¢,

ou seja, dado € > 0, devemos exibir uma condic¢do suficiente, em termos de um ¢ que devemos
construir, para que tenhamos:

|2x +3y| < e

Vamos, portanto, “trabalhar” a desigualdade acima a fim de obter tal é.
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Naturalmente, se garantirmos que:

2-|x|+3- |yl <e

teremos garantido, pela Desigualdade Triangular, que |2x 4 3y| < ¢, pois temos |2x 4 3y| <
|2x| 4+ [3y| =2+ |x| +3 - |y| — e “forcar” 2 - |x| + 3 - |y| < € também “for¢a” |2x + 3y| < e.

Vamos, entdo, procurar um J que nos garanta que:

0 <[l(xy)l <o
implique:

2-|x[+3-|y| <e

Como |x| = Va2 < 242 = l(xy)] e lyl = V72 < VT2 = [|(x,y)]], vale:

2- x| +3-yl < 2- [l(e y) [ +3- I )l =5 I(x y)

Assim, para que tenhamos:

2-|x[+3- |yl <e

é suficiente “forcarmos”:

5-1(ey)ll <e

ou seja,
€
0 <ll(xyll <

Obtemos, portanto, que:
€ 2|x[+3y| <5 (xy) |
0<[(xy) = (OO)[[ = [ y)ll <5 =5-[[(xy)l <e =

2x+3y|<2|x|+3
:>2-|x|+3-|y|<£|x+y|5>‘x|+ ‘y||2x+3y—0|<s

Desta forma, basta tomarmos J = 3, e teremos:
0<|(x,y)—(0,0)] <é=|(2x+3y) —0| <e¢,

e portanto:

lim 2x43y =0.
(xy)—(0,0)
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Exemplo 87. Verificar que:

lim x+y*>=3
(xy)—(2,1)

Solugdo: Devemos mostrar que, dado qualquer € > 0 existe § > 0 de tal modo que vale a
implicacao:
0<l(xy) =D <d=|(x+y) -3| <¢,
ou seja, dado € > 0, devemos exibir uma condic¢do suficiente, em termos de um ¢ que devemos
construir, para que tenhamos:
Ix+y*>—3|<e
Vamos, portanto, “trabalhar” a desigualdade acima a fim de obter tal é.

Observando que o ponto no qual desejamos discutir o limite é (2,1), de modo que é con-
veniente obtermos expressdes que dependam de |x —2| e de |y — 1|.

Naturalmente, se garantirmos que:

[x=2[+]y+1]-ly -1 <e

teremos garantido, pela Desigualdade Triangular, que |x + y> — 3| < ¢, pois temos |x +
=3 = [x—24+1y> -1 < |x=2|+|y*—1] = [x=2|+|y+1] |y — 1] - e “forcar”
lx = 2|+ |y +1]- |y — 1] < e também “for¢a” |x +y> — 3| < e.

Vamos, entdo, procurar um ¢ que nos garanta que:
0<ll(xy)ll <9
implique:

r—2l 4y +1-ly—1] <e
Como |x—2| = /T =27 < VT -27+ (=12 = | (x,y) — 2 D) e ly—1| = Vs — 12 <
VE—22+ (- 172 = [[(x,y) - (2, 1), vale:
=24y 1y =1 < @) - @D+ ly+ 1 lxy) - D)

Gostariamos que o termo |y + 1| que aparece acima fosse limitado por alguma constante,
M. Para tanto, é suficiente, por exemplo, restringirmo-nos a valores de y tais que:

ly+1] <M

Assim, para que tenhamos:
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[ =2[+ly+ 1y =1 < [(xy) = 2D+ M- [[(xy) = (21)] <e
precisaremos, primeiramente, garantir que a distancia de y a —1 seja inferior a M. Para isto,

basta exigirmos que ||(x,y) — (2,1)] < M.

Satisfeita a condigdo acima (ou seja, se ja tivermos garantido que ||(x,y) — (2,1)] < M),
para garantir |x — 2| + M - |y — 1| < e basta “for¢carmos”, por exemplo:
€
’ - 2/1 T As’
o) - @) <

pois deste modo teremos:

=2+ ly+1-fy -1 <|x=2[+ M- |y=-1| < [|(x,y) = 2 D[+ M- [[(x,y) = (2,1)] <

‘ +M- A

<1+ M 1+ M

Assim, é suficiente “forcarmos”:

() = @) < min {5

ou seja, basta tomarmos § = min {M, _& }, e teremos:
M+1
o<M
1
0<|(xy)—2D[ <d=(x-2[ <&(ly —1] <) =

o<M
L (lx—2] < 6)&(y — 1] < )&(|y + 1| < M) =
DT 5<M
) =3 = lx+12 =3 < [x—2/+ly+1]-ly—1] >
O<F7T
;

floy) =3[ <[x=2[+M-|]y-1] =

& &
S M.
1M MM

=&

1 —fM }, e teremos:

0<l(xy)—@2DI<d=|x+y*-3| <e

Basta, portanto, tomarmos 6 = min {
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4.1 Existéncia de Limites

No caso de uma func¢do de uma variavel real a valores reais, temos dois modos de nos apro-
ximar de um ponto: pela esquerda e pela direita.

No caso de uma func¢ido de duas varidveis reais a valores reais, temos uma infinidade de
dire¢des pelas quais podemos nos aproximar de um ponto.

Definicio 88. Sejam R C R?, S C R, (xo,y0) € R, L€ Re f: R C R*> — R. Tem-se:

lim  f(x,y)=1L
(xy)— (x0.y0)
(xy)€S

se, e somente se, para qualquer € > 0 existir 6 > 0 tal que para todo (x,y) € S tal que:

0 <[(xy) = (xo,50)|| <6

tivermos:

[f(xy) —L[<e

Teorema 89. Sejam R C R?, (x,y9) € R, L€ Re f: R CR*> = R. Se:

lim x,y) =1L
(x,y)—>(x0,y0)f( y)

entdo tem-se, para todo S C R,
lim  f(x,y) =

(x,y)—(x0.40)
(xy)es

\.

Demonstragio. De fato, suponhamos que exista:

lim x,y) =L
(x,y)—>(x0,y0)f( y)

Entdo dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para qualquer (x,y) € R tal que 0 < ||(x,y) —
(x0,10)]| < 6 tem-se:

flry) - Ll <e
Em particular, para qualquer (x,y) € S C R, existird 6 > 0 tal que se (x,y) for tal que:
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0 < [[(x,y) — (x0,y0)|| <6
entao:

[f(xy) — L[ <e

Desta forma, tem-se:

lim f(xy) =L
(xy)— (x0.y0)
(xy)€S

O teorema anterior nos fornece, em sua forma contrapositiva, o seguinte critério:

Se existirem dois subconjuntos Sq, S, C S tais que:

lim f(x,y)=L1#L,= lim f(xy)
(xy)—(x0.y0) (xy)— (x0.y0)
(xy)€S (xy)€Sy

entdo o limite ndo existe.

Em geral, tomaremos S como “curvas” pelas quais podemos nos aproximar do ponto.

E importante ressaltar aqui que o critério dado acima serve, somente, para demonstrar
que certo limite ndo existe. Fazemos isto exibindo dois subconjuntos do dominio da fungdo
ao longo dos quais os limites calculados diferem.

Ainda que mostremos que o limite ao longo de duas curvas diferentes coincidam, isto, por
si s6, ndo garante que o limite exista, pois sempre poderd existir um outro caminho ao longo
do qual o limite difira.

Assim, para provar que um limite ndo existe, utilizamos o critério acima, enquanto que
para provar que um limite existe, devemos proceder por argumentos envolvendo s e Js.
Exemplo 90. Consideremos a fungio dada por:

f: R — R
1, sex#0
(xy) = { .

0, sex=0

Afirmamos que:

lim X,
(x,y)—(0,0) flxy)
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Para demonstrar isto, devemos exibir dois subconjuntos do dominio pelos quais os limites
calculados sejam distintos.

De fato, considere as curvas dadas por:

S1={(x,y) eR* |y =0} e Sy ={(x,y) € R* | x =0}
Por um lado, temos:
“ 1)1m flx,y) = hmf(x 0)=1
xYy)—
(x, ‘/)651
Por outro lado,
li ,y) = 1i 0,y) =0
&wghmfwy) ;%f(y)
(xy)€S2

de modo que, por depender do caminho, o limite ndo existe.

Exemplo 91. Consideremos a fungdo:

frRAO0} - R

, I ary

Afirmamos que, neste caso,

lim x,y) =0
Mo ﬂ y) =

De fato, pelos conjuntos:
S1={(x,y) ER*|y =0}

S, = {(x,y) € R?| x = 0}
tem-se:
x-0
lim f(x y) = hmf(x 0) = lim

(x) (00 =02 02
(x, y)esl

hm f(xy)—hmf(Oy)—hm 0.y

(x) =0 O+ 2

(x, y)eSz
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Isto, em si, ndo garante que o limite exista. Para que o limite exista é necessario que o
limite seja 0 mesmo por todos os subconjuntos que contém (0,0). Neste caso, dado € > 0,
devemos mostrar que existe § > 0 tal que:

x-y
0< ,Y)— (0,0)]| <d= |—=——-0| <

Sabe-se que:

X = V2 <24y e Jy| = \/;S VESha s

Desta forma, para todo (x,y) € R?\ {(0,0)}, tem-se:

|x -y Xl -yl _ VR tyR Y
x’ = = S = x2+ 2

Logo, basta tomarmos ¢ = ¢, e teremos:

< lwy) - OO <= |~ ZE 0] = If(ry) ~0l = ey < /¥ 4y <o

Desta forma,

X-y

lim ——=0

(xy)+(00) /22 + 32

Exemplo 92. Afirmamos que:
lim s
(xy)=(00) X~ + Y

Consideremos os seguintes conjuntos:

S1 = {(x,0) € R?* | x € R}
$2={(0,y) e R* |y € R}

A={(xy) eR*|x=y}

Temos,
x-0
li =lim — =
(x,y)lg}o,o)f (xy) 20 12 + 02 0
(xy)€S1
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lim f(Oy)—hm Oy =0

(xy)—(0,0 y—002 + 2
(x, y)652
XX 1 1
_ 1 _ = _
( ,y%ln} f(x y) x%O x2 + x2 xlir(l) 2 2

(xy)en
Como pudemos exibir dois subconjuntos do dominio, S; e A, tais que:

lim x,Y) =0# == lim X,
(x,y)—(0,0 f( y) = 7& (x,y)—>(0,0)f( y)
(x ,y)esl (vy)en

segue que o limite ndo existe.

Exemplo 93. Considere a fungio:

f: R?>\{(0,0)} — R

2
Xy
(x’y) x2—|—y4
Consideremos:
51={(x,0) e R*| x € R}
S»={(0,y) e R* |y e R}
A={(xy) €R?*|x =y}
Temos:
x - 02
. y%m} f(x,y) _chlfg)xz—_i_(yl 0
(xy)€51
yz
= lim
o y%m} flx,y) = H002+y
(xy)Esz
2
) = lim oy = lim o

(x,y)en

Na verdade, o limite é zero ao longo de qualquer reta que passe pela origem, ou seja, ao
longo de qualquer conjunto:
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Ry ={(x,m-x) | x € R}

2.,3 2

im  f(x,y) = fim L e X
(x,y)—(0,0) Y= =0 x2 4+ (m-x)t xs0x2 4+ mtoxt 25014 md a2
(x,y)ERy
Apesar disto, ndo é verdade que limy ;) (0,0) f(x,y) = 0. Tomemos:
S={(xy) eR*|y* = x}
2y 1 1
li , = li =1 2, =1i &:l R
<x1y>lir}0,0)f(x 2 (x4)>(00) yli%f vy o0 (P2 ye02
(xy)€s
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