MATO0121 - CALcuLO DIFERENCIAL E INTEGRAL II
AGENDA 06

Prof. Jean Cerqueira Berni*

1 Apresentacao

Nesta agenda aprofundaremos o nosso estudo sobre limites de fun¢des de duas varidveis re-

ais a valores reais. Constataremos muitas propriedades andlogas as dos limites de func¢des de

uma varidvel real a valores reais, como as chamadas “propriedades aritméticas” dos limites.
Apresentaremos, também, o conceito de fungao continua, juntamente com exemplos e com

demonstrac¢des de propriedades de “combinagdes” de fun¢des continuas.

2 Mais alguns Resultados sobre Limites

Teorema 1. Sejam f : R C R? — R uma fungio e (xo,yo) € R'. Tem-se:

lim f(xy)=L= lim |f(xy)|=|L|
(xy)—(x0.%0) (xy)—(x0.y0)

Demonstragio. Usaremos o fato de que, para quaisquer niimeros reais 4, b temos:

[la] = 1b]| < |a —b].
Dado € > 0, como im, ), (x,4) f (X, ) = L, existe 6 > 0 tal que:

0 <|[(xy) = (xo,p0)l < &= [flxy) — L[ <e

Observando que:

f (e y)l = ILI < |f(x,y) — LI,

*jeancb@ime.usp.br



concluimos que basta tomarmos o0 mesmo ¢ > 0 (que garante que lim, ) _.(x, y,) f (%, ¥) = L),

e teremos:

0 <l(xy) = (xo o)l <= If(xy) = [LI| < [f(x,y) - L] <e

e portanto:

im |f(xy)| = [L|

(xy) = (xo.40)
O
A seguir veremos que, se um limite existir, entdo ele serd tnico.
Sejam f : R C R?> — R uma funcéo e (xg,y9) € R'. Se:
lim  f(xy) =1L
(xy)—(xo0.%0)
e:
lim f(x,y) =1L
(xy) = (x0.40)
entdo L = L,.
Demonstragio. Suponhamos, por absurdo, que tenhamos:
(1)

B0 () (x0,0) £ (%) = L
B ) (xop0) f (/) = L2
mas que L # L. Neste caso, podemos tomar o ntimero positivo:

L, —L
_ bl

¢ 2

e teremos:

|Li—r,Li+rN]Ly — 1, Ly +r[= @

Como imyy ), (xy o) f (X, ¥) = L1, para este r > 0 existe 4; tal que:

0 <l(xy) = (xo,yo)ll <= [f(xy) =Ll <r < flxy) €]lr =1, L1 +1]

e como imy ), (x, y0) f (X, ) = L2, para aquele mesmo r > 0, existe ¢, tal que:

0 <l(xy) = (xo,p0)ll <b2= [f(xy) = Lao| <1 = f(x,y) €]la =1, L2 + 1]
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Consideremos 6 = min{d;,d,}. Como (xg,y9) € R/, para este § > 0 existird (%,7) €
B((x0,40),6) "R\ {(x0,y0)}. Para este (x,7) € B((xo,v0),9) "R\ {(x0,y0)} C R, temos:

f(z,y) e hnhL =g,

o0 que é um absurdo. O absurdo provém de supormos que L; # L,. Como a presungao
de termos L1 # L, redunda em um absurdo, essa deve ser, obrigatoriamente, falsa, ou seja,
tem-se, na verdade, L1 = Lj.

L]

Definicdo 2 (fungdo infinitésima). Sejam f : R C R?> — R uma fungio e (xo,yo) € R’
Dizemos que f é infinitésima em (xo,yo) se, e somente se,

lim x,y) =20
(x/y)*(xo,yo)f( v)

Exemplo 3. A fungio:

m: R — R
(x,y) — «x

é infinitésima em (0,0).

De fato, para qualquer x € R, tem-se:

x| = Va2 < /22 +y2 = |[(x,y) - (0,0)]

Assim, dado & > 0, basta escolhermos, por exemplo, J = ¢, e teremos:

0<|[(xy) = (0,0) <éd=¢e=[m(xy) —0] = [x] <e

Exemplo 4. A fungio:

é infinitésima em (0, 0).

Demonstragio. De fato, dado € > 0, devemos exibir 6 > 0 tal que:

0< ||(x,y)|| <é= |x+y2| <e

Como |x + y?| < |x| + |y?|, uma condigao suficiente para que |x + y?| < ¢, é que tenhamos:



x|+ 1y <e

Se impusermos que ||(x,y)| < 1, teremos:

vl = <22 = )l <1

de modo que:

2 =yl -yl < ly|

Tomando 6 = min {§,1}, teremos:

1oyl <1

=
[x[ <z elyl<;

0 < (x, )l <5;‘{

£ £
= ety <+ <l + 1< 5+ 5 =

Segue, portanto, que:

Iim «x-+ y2 =0.
(xy)—(0,0)

Defini¢do 5 (func¢do limitada em um ponto). Sejam R C R?, (x0,y0) € Ref: R C R2 —
R. Dizemos que f é limitada em (xo,Yo) € R se, e somente se, existirem K > 0 e uma bola
aberta centrada em (xo,yo) (digamos, de raio r), B((xo,Yo0),7), tais que:

(V(x,y) € B((x0,50),7) NR)(|f (x,y)| < K)

\.

Proposigdo 6. Sejam R C R?, (xo,y0) € RNR'e f: R C R? — R tais que:

lim x,y) =1L
(x/y)*(xolyo)f( y)

Entdo f é limitada em (xo, yo).

Demonstracido. De fato, como:

lim x,y) =1L,
(x,y)—>(x0,y0)f( ]/)

segue do Teorema [1| que:




lim X, = |L|.
e [f(xy)| = |L|

Assim, dado € = 1, existe 7 > 0 tal que:

0 < |[(xy) = (xo,50)ll <n = [If(x,y) = [L]| <1,

ou seja,

0 <(xy) = (o)l <=Ll =1 <[f(xy) <|LI+1
Assim, como —|L| — 1= —(|L|+1) < |L| — 1, temos:

0 <|[(xy) = (xoy0)ll <= (LI +1) < flx,y) <[L|+1 = [f(xy)] <[L[+1.
Desta forma, basta tomarmos K = |L| 4+ 1 e 7 > 0 construido acima, e teremos:

(V(x,y) € B((xo,50),7) N R)(|f (%, y)| < K)
O

Veremos, a seguir, que o produto de uma fungdo infinitésima em um ponto (xg, yp) por
uma funcéo limitada em (xg,yo) é, novamente, infinitésima.

Teorema 7. Sejam R C R?, (xo,y0) € RNR'e f,g: R C R? — R tais que:

lim x,y) =20
(x,y)—>(x0,y0)f( v

e que existam K > 0 e 1 > 0 tais que:

(V(x,y) € B((x0,50),1))(Ig(x,y)| < K)
Entdo:

lim  (f-g)(x,y) =0
(%)= (x0.40)

Demonstragdo. Dado & > 0, consideremos o ntimero positivo ¢ > 0.

Como:

lim x,y) =20
(x,y)—>(x0,y0)f( v



para ¢ > 0, existe 6; > 0 tal que:

€
0 <l(xy) = (xo,y0) | <1 = |f(x,y)] < £
Tomando 6 = min{#x,d;} > 0, teremos:

0.< l1(xy) — (o, w0) | < 6 = {'ﬂw)

= |f(x,y) g y) = |f(x,y)]-1g(xy)| <

I

Proposigdo 8. Sejam R C R?, (xp,y0) € R'e f : R C R?> — R tais que

lim  f(x,y)=L#0
(xy)—=(x0.40)

Entdo existem M > 0 en > 0 tais que:

(V(x,y) € RN B((x0,%0), 1)) (M < | f(x,y)])

Demonstragio. Suponhamos L > 0. Como

lim x,y) =1L,
(x,y)%(xo/yo)f( y)

dado ¢ = % > 0, existe 7 > 0 tal que:

(¥(x,y) € RNB((x0,30), 1)([f(x,y) ~ L] < 5) =

= (¥(x) € RNB(Govo) ) (5 < flay) ~L <5 )

= (vlx) € RNB(Ga w0 ) (5 < fon < 5 ) =

= (¥() € RB(Go0), 1) (5 < Se) < Fw)l)

Tomando M = % > (0, teremos:

(V(x,y) € RN B((x0,%0),1)) (M < |[f(x,y)]) -

Se L < 0, consideremos ¢ = —5 > 0, para o qual existira 7 > 0 tal que:
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(71%,9) € Bl(xo0), ) N R) (1£ew) ~ Ll < =5 ) =
= (¥(xy) € Bl(ro ) )OR) (5 < floy)~L< =5 ) =
= (¥(x) € Bl(xow), ) OR) (L5 < flry) <L) =

= (¥(x,) € B((ro30), ) N R) (f(x,9) < 5 <0) =

= (Y(x,) € BlCrosa) ) 1) (15 < 1fCx))

L]

Assim, basta tomarmos M = 5+, e teremos:

(V(x,y) € RNB((x0,%0), 1)) (M < |f(x,9)]) -

Proposigdo 9. Sejam R C R?, (xp,y0) € R' e f : R C R?> — R tais que:

lim  f(x,y)=L#0

(xy)—(x0.y0)
Entdo:
lim L = l
(xy)—(xoy0) f(%,Y)

Demonstracdo. Como:
lim f(x,y)=1L
(x,y)—(x0.40)
segue do Teorema 1| que:

lim  [f(x,y)| = |L|
(xy)—(x0.y0)

Uma vez que:

lim  f(x,y)=L#0,
(xy)—(x0.%0)

tem-se:



lim |f(x,y)|=|L| >0,
(xy)—(x0.%0)

Pela Proposigio [8] existem M > 0 e 7 > 0 tais que:

(V(x,y) € B((x0,y0), 1) N R)(M < |f(x,)])
Pela Proposigao [6] existem também 7, > 0 e K > 0 tais que:

(V(x,y) € B((x0,50),72) NR)(|f (%, y)| < K)

Finalmente, como:

lim x,y) =1L,
(x,y)%(xg,yo)f( y)

dado & > 0, para o numero positivo M - |L| - ¢ > 0, existe J; > 0 tal que:

0 <[(xy) = (xo,y0)l| <é1 = [f(x,y) =L < M-[L|-¢

Consideremos, agora, 6 = min{#, 2,1 }. Tem-se:

0 < |l(x,y) — (x0,y0) |l <m M < [f(x,y)]
0 <|l(x,y) = (x0,y0)[| <0 = q0<|[(x,y) = (xo,v0)| <12 = q0#|f(x,y)] =
0 < |I(x,y) — (x0,y0)[l < 61 |f(x,y) —L| <M-|L| e
1 1
\f(x,y)l < M 1 1 L —f(x,y) 1
>\ 07 e > w11 = | Fo 2| = g e -1 <
|f(x,y) =Ll <M-|L|-e
1 1
SM'H'(M'W'S):E

Como para qualquer & > 0 é possivel exibir § > 0 tal que:

1 1
0 < [[(x,y) — (x0,y0)|| <= 'f(x—,y)_f’ <e
ou seja,
1

1
lim - =
(xy)—(xomo) f(x,y) L



Teorema 10 (Propriedades Operatérias dos Limites). Sejam f,g: R C RZ—> R LMEe
R e (x0,y0) € R’ tais que:

lim f(x,y)=L e lim g(x,y)=M

(xy)—(x0.%0) (xy)—(x0.%0)
Entdo:
(a)
lim (f+9)(x,y)=L+M
(xy)—(x0.y0)
(b)
lim (f—-g)(xy)=L-M
(xy)— (x0.y0)
(c)

lim | (f-g)(xy) = L-M

(x,y)— (%050

(d) Se M # 0, tem-se:

im (L) ) = 5

(xy)—(x0.0) \ &

Demonstragio. Ad (a): Dado e > 0, consideremos 5 > 0. Como limy ) (x4 f (X, ¥) = L,
existe 4; > 0 tal que:

€
0 <[l(xy) = (xo, o)l <1 = |f(x,y) = L[ < 5

Como Hmy ), (xyy0) §(X,y) = M, existe 5, > 0 tal que:

€
0 < [I(x,y) = (xo,y0) || < &2 = [g(x,y) = M| < 3

Se tomarmos ¢ = min{dj, d,}, teremos:

0 <|(x,y) — (x0,y0)|| <6 = {|g(x, ) — M| <

= [(f+8)xy) = (L+M)|=[flxy) - L+gxy) - M| <[f(xy) - LI +g(xy) - M| <



Desta forma, como para todo ¢ > 0 pudemos encontrar 6 > 0 tal que 0 < |[(x,y) —
(x0,y0)|| < ¢ implica:

[(f+8)(xy) - (L+M)[ <e

segue que:

lim  (f+g)(x,y)=L+M= lim f(xy)+ Lm ¢(xy)
(xy)—(x0.%0) (xy)—(x0.%0) (xy)—(x0.%0)

Ad (b): Dado € > 0, consideremos 5 > 0. Como lim, ), (x4 f (X, y) = L, existe 6 > 0
tal que:

s

0 < [[(x,y) — (x0,y0)l| <01 = |f(x,y) —L| < >

Como Hmy ), (xyy0) §(X,y) = M, existe 5, > 0 tal que:

£
0 <[Cxy) = (xo,yo)ll <62 = [g(x,y) = M| <5

Se tomarmos ¢ = min{Jj, d, }, teremos:

X
0<|l(x,y) — (x0,y0)|| <0
1(x, y) — (xo,y0)[| <0 = { o(x

= [(f=8)(xy) = (L=M)| = |f(x,y) = L = glx,y) + M| < [f(x,y) = L[+ [M = g(x,y)| <

<€—i—€—s
2 2

Desta forma, como para todo ¢ > 0 pudemos encontrar § > 0 tal que 0 < ||(x,y) —
(x0,y0)|| < ¢ implica:

(f —g)(xy) —(L-M)| <e
segue que:
lim (f-g)(x,y)=L-M= lim f(x,y)— lim g(xy)
(xy)—(x0.y0) (x,y)—(x0.Y0) (x,y)—(x0.40)

Ad (c): Se L = 0, uma vez que existe im, ,)_,(x,,) §(¥,¥), segue do que j& provamos
acima que o limite do produto é zero.

Desta forma, suponhamos L # 0.

Podemos escrever:
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[(f-g)xy) —L-M[=|f(xy) g(xy) —L-M| =

— f (o y) g(oy)—L-g(xy) +L-g(xy)—L-M| <
D.T.

; f(x,y)-g(xy) —L-g(x,y)[+[L-g(x,y) — L -M| =

=gyl - [f(xy) = LI+ L] - |g(x,y) — M]|
Dado ¢ > 0, consideremos ﬁ > 0. Como limyy ) (xyy) 8(X,¥) = M, existe 6 > 0 tal
que:

€
0 <liGxy) = Gxoryo)ll < o1 = [glxy) = M| < 577

Uma vez que limy ) . (x,0) ¢(x,y) = M, g é limitada em uma bola aberta da forma
B((x0,Y0),7), ou seja, existe K > 0 tal que:

(V(x,y) € B((x0,0), 1)) (Ig(x, y)| < K)

Ademais, como im, ), (x,y0) §(¥,¥) = M, dado > 0, existe d, > 0 tal que:

2|L|

0< 1(x,9) ~ (xo. o)l <02 = Ig(x,y) = MI < 577

Como limyy ) (xo0) f (x,y) = L, dado > 0, existe 6, > 0 tal que:

z|1<|
0< 1(x,y) ~ (xo.y0)ll < 022 [£x,y) ~ LI < 5700

Assim, tomando ¢ = min {é1, 2,1 }. Temos:

If(xy) — L|<2|K‘
(x,y)[ <K e [g(x,y) = M| < 55

= |f(xy) g(x,y) —L-M| <|[g(x,y)|-[f(x,y) — LI +[L] - [g(x,y) — M| <

0 <[(xy) = (xo,p0)ll <6 = {

< K-[f(xy) = LI+ [L] - [g(x,y) = M| < K- + L[ =

£+ —
2|L| 2 N

&
2\1<\ 2

Desta forma, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que:

0 <[l(xy) = (xo o)l <6 = |f(x,y)-8(x,y) =L -M| <e

ou seja,
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im (o) =M= (m fn) (| tm o sn)

(xy)—=(x0,50) (xy)—=(xo00 —(x0,%0)
Ad (d): Decorre das Proposi¢des [9)e do item (c), provado acima.

3 Continuidade

Definigao 11. Sejam R C R?, (x,y0) € Re f : R C R> — R. Dizemos que f é continua
em (Xg,Yo) se, e somente se, dado qualquer € > 0 existir algum 6 > 0 tal que:

1Ce,y) = (o, yo) | < 6= [f(x,y) = f(xo, )| <

Em termos de limites, podemos dizer que uma fungéo f : R C R? — R é continua em
(x0,10) € R'NR se, e somente se,

lim  f(x,y) = f(xo,yo)
(xy)—(x0.90)
Se (x0,10) € R for um ponto isolado, entdo f serd automaticamente continua em (xo, yo):
de fato, por ser ponto isolado, existe r > 0 tal que B((xo,¥0),7) N R\ {(x0,v0)} = @. Dado
e > 0 qualquer, bastard tomarmos ¢ = r, e teremos:

(x,y)zjsxo,yo)

((x,y) € dom (f))&([|(x,y) = (x0, yo)|| < 1) = |f(x,y) — f(x0,y0)| <€

-

=0

Exemplo 12. A fungdo constante,

f: RCR> — R?
(x,y) — k
onde k € R, é continua em qualquer ponto (xo, yo).

Com efeito, dado € > 0, basta tomarmos § = 1 (por exemplo), e teremos:

() € R)&([|(x,y) = (xo,y0) [l <1) = [f(x,y) — f(x0,y0)| = [k —k| =0 <e.

Exemplo 13. A fungdo projecio na primeira coordenada:

m: R — R
(x,y) — x

é continua em qualquer ponto, (xo,yo) € R2.
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De fato, dado € > 0, basta tomarmos é = ¢, e teremos:

((vy) € R)&([I(x,y) = (xo,p0)[| < =¢) =

= |m(x,y) — m(xo,¥0)| = [x — x0| < [[(x,y) — (x0,y0)|| < e

Exemplo 14. A fungdo projecio na segunda coordenada:

m: R — R
(x,y) = y

é continua em qualquer ponto, (xo,vo) € R2.

De fato, dado ¢ > 0, basta tomarmos ¢ = ¢, e teremos:

((x,y) € R)&(||(x,y) — (xo,y0)| <0 =¢) =

= |m(x,y) — m(xo,y0)| = [y — yol < [[(x,v) — (xo,y0)[| <
Exemplo 15. A funcdo linear:

f: R* — R
(x,y) — a-x+b-y

onde a,b € R, é continua em qualquer ponto, (xo,yo) € R

Sea=0=0, f é afuncdo constante, que sabemos ser continua.

Seb=0ea #0,dado € > 0, basta tomarmos ¢ = £ > 0, e teremos:

4]

s

((xw) € R () = o) < 57 =[x =0l < 1059) = o)l < 57 =

€
= |f(x,y) — f(x0,90)| = |a-x —a-xo[ = |a] - [x — x0[ < |a]- i
de modo que f é continua em (xg, yo).
Finalmente, se a # 0 # b, entdo dado ¢ > 0, tomando é = —5;, teremos:

() € R (o) = ool < oy ) =

S
|a +[b]

)&<|y_y0|§||(x,y)_(x0,y0)”< ¢ ):>

_ < —
:»(|x xo| < [[(x,y) — (x0,y0) [l < la| + [b]
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= |f(x,y) — f(xo,y0)| =la-x+b-y—a-xo—b-yo| = |a| - [x — xo| + [b] - [y — yo| <

s

<la|- ——+b| —¢
] + [0] [+ 0] ~

Assim, segue que f é continua.

Em virtude das propriedades aritméticas dos limites, temos o seguinte:

Teorema 16. Sejam R C R?, f,¢ : R C R> — R e (xg,y9) € R tais que f e g sdo, ambas,
continuas em (xo, Yo). Entdo:

+¢: R — R 5 comnti
(a) f 8 (x,y) o f(x,y)+g(x,y) é continua em (xo,yo);

—9o: R R
(b) f 8 (x,y) : f(x,y)—g(x,y) é continua em (XO,yO);

- Q0 R — R
(c) f-8 é continua em (xo,1Y0);
(xy) = fxy)-gxy) (0. 4o)
IR - R
(d) Se g(xo,y0) # 0, entio (x,y) € continua em (x0,Y0);
g(x,y)

—

(xy) —

\.

Demonstragio. Se (xo,yo) for um ponto isolado de R, nada ha a se demonstrar, uma vez que
toda fungdo é (trivialmente) continua em pontos isolados de seu dominio. Consideraremos,

portanto, o caso em que (xo, o) € ponto de acumulagdo de R.
Uma vez que tanto f quanto g sdo continuas em (xo,yo) € R’ N R, temos:

lim  f(x,y) = f(xo,y0) e lim  ¢(x,y) = g(xo0,¥0)
(xy)— (x0,90)

(xy)—(x0.y0)
Pelo Teorema (10, item (a), vale:
Teo. [I0]
. def .
lim  (f+g)(xvy) = lm flxy)+g(xy) =
(xy)—(x0.y0) (xy)—(x0.y0)
) ) hi def
= lim  flry)+ lim  g(xy) = f(x0,y0) +8(x0,y0) = (f +8)(x0,Y0)

(xy)—(x0,y0) (xy)—(x0.y0)
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Pelo Teorema (10} item (b), vale:

Teo. [I0]
. def . )
im  (f-g)(xy) = lim  flry) —glyy) =
(%)= (x0.40) (x,y)—(x0.Y0)
) . hip def
= lim f(xy)— lim g(xy) = f(xo0,y0) — &(x0,¥0) = (f — &) (x0,¥0)
(x,y)—(x0,y0) (%)= (x0.40)
Pelo Teorema [10] item (c), vale:

Teo. 10|

/]\

. def .
lim (f-g)(xy) = lim f(xy) gxy) =
(x,y)—(x0.Y0) (x,y)—(x0.Y0)

. ) hi def
= lim  f(xry)-  lim  g(xy) = f(xo,v0) - 8(x0,y0) = (f-&)(x0,%0)
(x,y)—(x0.40) (x,y)—(x0.0)

Como g(xo,y0) # 0, do Teorema [10} item (d), decorre que:

Teo.

lim (J—C> (x,y) L lim (vy) 1
(xy)=(xom0) \& (xy)—=(xoy0) §(x, )

— b~ o FE Y S00.00) it (1) (3,
limyy ) xom0) (6 Y)  &(X0, Y0) g

~

Defini¢dao 17 (fungio continua em um conjunto). Sejam f : R C R> - Re S C R.
Dizemos que f é continua no conjunto S se, e somente se, f for continua em todos os pontos
de S.

Exemplo 18. Toda fungdo polinomial é continua em todo o seu dominio. De fato, considere:
p: R?> — R
(xy) = Liij<naix -y

e (x0,y0) € R? qualquer. Pelo que vimos no Exemplo (12} para quaisquer i,j € IN tais que i +j < n,
a fungdo:

kl’]'l le — R
(x,y) a;j
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é continua em (xo, Yo)-

Também, conforme visto nos Exemplos e as fungdes 111 e 71y sio continuas em (xg,Yo). Pelo
Teorema (10| item (c), segue que, para quaisquer i,j € IN tais que i + j < n, a fungdo:

pi]': ]R2 — R
(x,y) = aj-x' -y

é continua (pij(x,y) = kij(x,y) - [m(x,y)]" - [m2(x, y)) = a;j - x" - y)).

Pelo item (a) do Teorema a soma destas fungdes, ou seja, a fungdo p, também é continua no
ponto (xo,y0). Como o ponto (xo,yo) € arbitrdrio, concluimos que a arqumentagio acima pode ser
replicada para todos os pontos de R?, de modo que p é continua em todos os pontos de R?. Segue,
portanto, que p é continua em todo o seu dominio.

Exemplo 19. Toda fungdo racional é continua em todo seu dominio. Mais especificamente, sejam
p,q: R* = R fungdes polinomiais, de modo que:

fr R\g{0}] - R

p(x,y)
X, =
) q(x,y)
é uma fungdo racional. Pelo Exemplo (18| tanto p quanto q sdo fungoes continuas. Decorre do item (d)
do Teorema [16|que f ¢é continua em todos os pontos onde q(x,y) # 0 — ou seja, em R?\ q7'[{0}].

Definicdo 20 (composigdo). Sejam f : R C R?> — R uma funcio de duas varidveis reais
a valores reais e ¢ : A C R — R uma fungio de uma varidvel real a valores reais tais que
f[R] C A. A composigio de ¢ com f é a fungio dada por:
pof: RCR> — R
(xy) = o(f(xy))
Em termos diagramdticos, ¢ o f é a vinica fungdo tal que o diagrama abaixo comuta:

RS- A

\ 0
pof

R

Temos o seguinte:



Teorema 21 (continuidade da fungdo composta). Sejam f : R C R? — R uma funcio de
duas varidveis reais a valores reais, ¢ : A C R — R uma fungio de uma varidvel real a valores
reais tal que f[R] C A e (xo,y0) € R tal que f é continua em (xo,Yp). Se ¢ : A CR — R for
uma fungdo continua em f(xo,yo) € A, entio ¢ o f serd continua em (xo, Yo).

Demonstracdo. Uma vez que ¢ : A C R — R é continua em f(xo, o) € A, dado ¢ > 0, existe
n > 0 tal que:

(z € A)&(|z = f(xo,0)| <7) = |o(z) — ¢(f(x0,40))| = |@(z) — (@ o f)(x0,y0)| < ¢

Por sua vez, dado este 7 > 0, como f : R C R? — R é continua em (xo, 1), existe § > 0
tal que:

((xy) € R)&([(x,y) = (x0,50)[| < &) = |f(x,y) = f(xo,50)| <1

Portanto, tem-se:

(v y) € R)&(|[(x,y) = (xo,y0)[| < 6) = |f(x,y) = f(xo,50)| <11 =

= lo(f(x,y)) — o(f(x0,y0))| = [(@o f)(x,y) — (@o f)(x0,y0)| <&

de modo que ¢ o f é continua em (xg, yo). O
Exemplo 22. A fungio:

f: R — R
(x,y) — sin(x?+y?)
é continua em todo seu dominio. Com efeito, podemos escrever f como a composigio:
R2 % R 5 R
(x,y) — xX®2+y* — sin(x® +y?)

A fungio g, por ser polinomial, é continua em todo R%. Do Cdlculo I, sabemos que ¢(z) = sin(z)
é continua. Deste modo, por ser composigdo de fungdes continuas, f é uma fungio continua.

Exemplo 23. A funcio:
f: R\ {(0,0)} — R
1

, = ——
e ey

é continua em todo seu dominio. Com efeito, podemos escrever f como a reciproca da composigio:

17



RZ &% R 4 R

(xy) = P4y = 242
A fungio g, por ser polinomial, é continua em todo R?. Do Cdlculo I, sabemos que ¢(z) =
Vz,z > 0 é continua em todo seu dominio. Deste modo, por ser composi¢io de fungdes continuas,
(x,y) — \/x% + y? é uma fungdo continua. Pelo item (d) do Teorema [16) seque que por ser reciproca
de uma fungio continua, f é continua.

Definicdo 24 (fungdo descontinua em um ponto). Sejam f : R C R? — R e (xo,y0) €
RN R'. Dizemos que f é descontinua em (xo,Yo) se, e somente se, ndo for continua em
(x0,Y0), ou seja, se, e somente se, existir eg > 0 tal que para qualquer § > 0 exista algum

(x,7) € RN B((x0,Y0),6) tal que |f(%,7) — f(x0,y0)| = eo.

Exemplo 25. Consideremos a fungio dada por:

f: R> — R
0, se (x,y) € Q?
(xy) = {1, se (x,y) € R? \ Q?

Afirmamos que f é descontinua em qualquer ponto (xo,yg) € R>.

Com efeito, dado qualquer (xp,1o) € R? tem-se ou (xg,y0) € Q% ou (xg,v9) € R?\ Q2. Se
tivermos (xg,yo) € Q?, basta tomarmos gy = % > 0, e teremos (pela densidade de Q x Q em
R x R) que, para qualquer § > 0:

B((x0,0),6) NR*\ Q* # @
de modo que existira (%,7) € B((x0,y0),d) NIR?\ Q?, ou seja, tal que:

N

1(%,7) = (xo.yo)[| <6 e [f(%,7) = fxo,po)| =1 =0 =12

Se tivermos (xg, o) € R2 \ Q?, basta tomarmos gy = % > 0, e teremos (pela densidade de
Q? em R x R) que, para qualquer 6 > 0:

B((x0,0),6) NQ* # &
de modo que existira (¥,7) € B((xo,0),5) NQ?, ou seja, tal que:

:SO

N —

1(%,7) = (xo,po)[| <6 e [f(%,7) = fxo, o) = [0 -1 =1 2>
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