MATO0121 - CALcuLO DIFERENCIAL E INTEGRAL II
AGENDA 07

Prof. Jean Cerqueira Berni*

1 Apresentacao

Nesta agenda aprofundaremos o nosso estudo sobre fung¢des de duas ou mais varidveis
reais a valores reais, comecando a estudar a variagdo — ou o “comportamento” — de uma fun-
¢do com respeito a cada uma de suas varidveis independentes. Introduziremos, para isto, o
conceito de “derivada parcial”.

Veremos como calcular as derivadas parciais (de qualquer ordem) de uma fungdo de mais
de uma varidvel real a valores reais, um teorema que relaciona derivadas parciais mistas de
ordem dois e apresentaremos o conceito de diferenciabilidade, que nos permitira definir, den-
tre outras coisas, o “plano tangente” ao grafico de uma funcdo em um ponto.

2 Derivadas Parciais
Se y = f(x) é uma funcdo real de uma variavel real, sua derivada é definida por:
dy

, xo0 + Ax) — f(xp)
dy, S
dx (%0) Ax20 Ax

e pode ser interpretada como a taxa de variagdo de y com respeito a x.

7

No caso de uma funcédo, z = f(x,y), de duas varidveis independentes, necessitamos de
uma defingdo semelhante que determine a taxa com que z varia a medida que x e y variam.

O procedimento consiste em fazer com que apenas uma varidvel varie de cada vez, en-
quanto a outra é mantida constante. Mais precisamente, para fun¢des de mais de uma va-
ridvel independente, derivamos com respeito a uma tnica varidvel, mantendo todo o resto
constante (“ceeteris paribus”).
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Defini¢ao 1 (derivada parcial com respeito a x). Sejam f : R C R?> — R uma fungdo
de duas varidveis reais a valores reais e (xg,yo) € int.(R). A derivada parcial de f com
respeito a x no ponto (xg,Yo) é:

of
32

1 X +Axl - X0,
X0, Y0) = Al}lcr_rgo f(xo yAO;Z f(x0,%0)
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se este limite existir. Lemos % como “del f del x”.
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Analogamente, temos:

Definicido 2 (derivada parcial com respeito a y). Sejam f : R C R*> — R uma fungio
de duas varidveis reais a valores reais e (xg,yo) € int.(R). A derivada parcial de f com
respeito a y no ponto (xo,Yyo) é

g(xO/]/O) — W f(x0,y0 + Ay) _f(xol]/O)

ady Ay—0 Ay
of

se este limite existir. Lemos ay como “del f del y”.

7

Observacao 3. No caso de uma fungio de trés (ou mais) varidveis reais, definimos, analogamente:

d .. f(xo+ Ax,y0,20) — f(x0,Y0,20)
ox (%0, Yo, 20) = Alalcr—r:O Ax
of o f(xo,y0 + Ay, z0) — f(x0,Y0,20)
dy (%0, y0.20) = Al;I—I}o Ay



of 4 f(xo,y0,20 + Az) — f(x0,v0,20)
0z (x0,0,20) = Al.;glo Az

sempre que estes limites existirem.

Na pratica, para calcularmos as derivadas parciais de uma fungdo f : R C R?> — R em um
dado ponto (xg,y0) € int.(R) com respeito a uma variavel x; € {x,y}, basta considerarmos
constante x; € {x,y} \ {x;} como constante e derivar a fungdo obtida como se fosse uma
funcdo cuja tnica varidvel seja x;. Por exemplo, se queremos calcular a derivada parcial de
uma funcdo f : R C R?> — R em (xg, yo) € int. (R) com respeito a variavel x, basta derivarmos
a funcao:

fyo : R — R
x = f(x,yo)
no ponto x = xp. De fato, por defini¢do, temos:

f/ (x()) — lim f]/O(xO —|—AX) _fyo(xo) — lim f(X()+Ax,y0) _f(XOIyO) déf' %
Yo

AX—0 Ax AX—0 Ax ox (0 yo)

Se desejamos calcular a derivada parcial de uma fungdo f : R € R? — R em (xo,y0) €
int. (R) com respeito a varidvel y, basta derivarmos a fungéo:

fro: R — R
y — f(xoy)
no ponto x = xy. De fato, por defini¢do, temos:

fro(Wo+8Y) = fro(yo) _ . f(xo, o + Ay) — f(x0,0) def. o
0

fro(o) = lim v X0, ¥0)

Ay—0 Ay Ay—0 Ay

O andlogo é valido para fung¢des de trés ou mais varidveis, conforme ilustra o préximo:

Exemplo 4. Considerando:

f: R3\{(0,0,00} — R
1
(y.2) ErET 2

) . -
Para calcularmos %(xo, Yo, 20), basta derivarmos a fungdo:

Sy : RA{O} — 11;

x .
X2+ yd+z5



%(xo,yo, Z()) = %(fyorzo(x))

_d 1
X=Xq dx x2 + y(z) + Z(Z)

o —2x0
X=Xq (x% +y% +Z%)2

X=Xq
2x
(2 +yg + 25)?

Portanto:

%(x z0) = —2Xo
ox YR T G

Exemplo 5. Sejam z = f(x,y) = arctan(x? 4+ y?) e (x0,y0) € R% Vamos calcular as deriva-
das parciais desta fungdo em (xg,yo) com respeito a cada uma de suas varidveis. Para calcularmos
df /9x(xg,yo), derivamos a fungio:

fro: R — R
x > arctan(x? +13)
em x = xqo. Assim,

2x

x:xo— (x2 + y(Z))2 +1 X=x

= % <arctan(x2 + y%))

X=Xq

9 (30,90) = - (fy(x)

0
. ZXQ
(x§ +yp)?+1

Para calcularmos of /9y (xo, yo), derivamos a fungio:

frot RO = R
y o~ arctan(x% + yz)
emy = yo.
of d d 24y 2
3y (0r0) = g )| = (arctan(+4) | =
dy dy V' 7° Y=o ( 0 > y=Yo (x5 +y5)>+1
Assim,
of 2xy of 240
—~(xo, = e =-{Xo, -
5 (X0, %0) 1211 ay( 0, Y0) (21122 +1

Exemplo 6. Seja z = f(x,y) = x*-vy. Para calcularmos sua derivada parcial com respeito a x no
ponto (xo,yo), derivamos a fungio:

fyo: R — R
X = xz-yo

4



em x = xq. Assim,

V woy0) = (fo)| = 2 (2 y)

X=X0

:2.x.y0

X=Xq

=2 X0 - Yo-
X=Xy

Para calcularmos a derivada parcial com respeito a y no ponto (xo, yo), derivamos a fungdo:

frvn: R = R

vy x5y
emy = yo. Assim,
d d d
P =2iro)| =Lty =¥ =9
Y Y y=yo v=w  ly=w

Assim,

) d
%(xo,yo) = 2x0Yo e é(xfﬁ%) = x5

Podemos interpretar a derivada parcial de uma funcdo de duas varidveis reais a valores

reais, f : R C R? > R, geometricamente, como uma declividade.

Consideramos a intersecdo da superficie Graf (f) com o plano vertical {(x,y,z) € R® | y =

Yo}, que serd uma curva dada por:

v: {xeR|(x,y0) € R} — R3
X = (x, Y0, f(%,Y0))

Esta curva tem, em xp, uma tangente com declividade %(xo, Y0)-

12

declive = 3 (x0,¥0) z




Considerando, por sua vez, a intersegdo da superficie Graf (f) com o plano vertical {(x,vy,z) €
R3 | x = x}, obtemos uma curva dada por:

¢: {yeR|(xy) €R} — IR
y = (x0, ¥, f(x0,¥))

Esta curva tem, em 1o, uma tangente com declividade %(xo, Yo)-

. )
declive = % (x0,Y0) z

Vocé encontrard um applet para interagir com estes conceitos em https://www.geogebra.
org/m/K3xnQRY8.

3 Fungao Derivada Parcial e Derivadas Parciais de Ordem Su-
perior

Na secdo anterior, vimos que para cada ponto (xg,yp) no interior do dominio da fungao
f:RCR?> — R, se existe o limite %(xo,yo) (onde x; € {x,y}) podemos estabelecer uma
correspondéncia:

(x0,Y0) = %(onyo)

1

Na verdade, temos uma fungio, conforme enunciado na seguinte:


https://www.geogebra.org/m/K3xnQRY8
https://www.geogebra.org/m/K3xnQRY8

Defini¢dao 7 (fungdo derivada parcial). Seja f : R C R?> — R uma funcio que admite
derivadas parciais com respeito a uma varidvel x; € {x,y} (ou seja, tal que as derivadas parciais
existam) em todos os pontos de um subconjunto, U C R. Neste caso, temos definida a seguinte
funcéao:

ﬁ‘U—>1R

axi' af
(x,y) = a—xi(x,y)

denominada a funcdo derivada parcial de f com respeito a x;.

Convencionamos que quando o dominio de uma tal fun¢do ndo estiver explicitamente de-
clarado, ele ficard subentendido como o “maior” subconjunto de R onde df /dx; existir.

Exemplo 8. Consideremos a fungio f(x,y) = eV, Temos:

d 0 2,2 d 2,2 2,2
2 ) = 2 (%) = L) =2 o,

que estd definida para todos os pontos de R?. Desta forma, a funcdo derivada parcial com respeito
axé:

% : R* — R
(x,y) > 2-x-e5tV
Exemplo 9. Consideremos a fungio:

f: R — R
(xy) =
0, se (x,y)=1(0,0)
Vamos descrever as fungdes derivadas parciais.

Para obtermos a derivada parcial com respeito a x em um (x, y) qualquer, devemos proce-
der por casos: o caso em que (x,y) # (0,0) e o caso em que (x,y) = (0,0). Para o primeiro
caso, deveremos calcular a derivada da funcéao:

fr: R\{0} — R
xZ_zZ
x > x-z-—x2+y2



onde sublinhamos a varidvel y para nos lembrarmos que devemos tratd-la como constante.
Assim,

of P X2 -y daey? X2 -y
g(x,y)—a X'Z'W _x'Z'(x2+y2)2+Z’xz+zz
of 4y 22

.-_a(x,y):x.y.mqty.xz—w, sex =0

No segundo caso, temos:

% (0,0) = 1im £0F2%0 =f0.0) _,,
ox Ax—0 Ax
Assim, a fungao derivada parcial com respeito a x é:
i : R = R
ox

4xy? W2y
(x,y) — Xy (x2+y2)2+y.x2+y2’ se (x,y) # (0,0)
0, se (x,y) = (0,0)

Para obtermos a derivada parcial com respeito a y em um (x,y) qualquer, devemos proce-

der por casos: o caso em que (x,y) # (0,0) e o caso em que (x,y) = (0,0). Para o primeiro
caso, deveremos calcular a derivada da funcgéo:

fo: R\{0} — R
— X ~£2_y2
y XY T

onde sublinhamos a varidvel x para nos lembrarmos que devemos tratd-la como constante.
Assim,

of d Ez—f B —4yx? x? —y?
@(xry)—a <l'y'£z+yz) =Xy (£2+y2)2+l'£2+y2

JOf —4yx* X~y
..@(x,y)—x y m—i‘x m, se (x,y) 75(0,0)
No segundo caso, temos:

dy Ay—0 Ay

Assim, a fungdo derivada parcial com respeito a x é:

=0



g: R?> — R

9y
_4yx2 x2 . y2
(xy) — {7 (x2+y2)2+x.x2—+y2’ se (x,y) # (0,0)
0, se (x,y) = (0,0)

Em sendo df/dx e df /dy fungdes de duas varidveis reais a valores reais, é razoavel nos
perguntarmos acerca de suas derivadas parciais. Para estudar isto, apresentamos a seguinte:

7

Defini¢ao 10 (derivada parcial de ordem dois). Sejam f : R C R*> — R uma funcdo tal
que g—£ : U CR* = R, x; € {x,y}, seja derivivel com respeito a x; € {x,y}. A fungio

derivada parcial de §—£ com respeito a x;,
Of a3 (9f,
o [df
69 = 5 ()

0 f

é denominada uma derivada parcial de ordem dois de f. Lemos 5.5 como “del dois f del x;
1
del x;”.

]

No caso de uma func¢do de duas variaveis reais a valores reais, f : R C R?2 — R, in thesi,
podemos formar quatro derivadas parciais de ordem dois, quais sejam:

2f P Rf P
dxdy’ dxdx’ dyox ~ dydy

Para simplificar notacdes, escrevemos:

Pf . Pf

ox2  9xox
e:

Ff . Of

dy2  Jydy

Exemplo 11. Dada a fungdo:

temos:



ou seja, as fungoes:

Temos, portanto:

e portanto a fungdo:

Temos:

e portanto a fungdo:

Temos:

e portanto a fungdo:

10



oxay :
(x,y) — 6xy?
Temos:
d (df 9 n 22y 2
@ (@(x,y)> =3 (3x7y”°) = 6x7y

e portanto a fungdo:

Exemplo 12. Dada a fungio:

f: R —- R
(xy) = x+ly|

temos:
of _d _
Ly = (x+lyl) =1
Paray # O:
of o d )1, ey >0

e para y = 0, temos:

/B%(x,m

Assim, nio temos definida 9 em pontos do conjunto x,y) € R? =0}
dy p ] Y y

Temos, para qualquer (x,y) € R?:

2
o) = 5 (F ) = 0 =0

oyox y \ ox
2
2w =2 (Lun) - w0

logo, temos as seguintes fungoes derivadas parciais de ordem dois:

11



Pf R
Jyox R — R

(xy) — 0

P f 2
Frlk R — R .
(x,y) — 0

~ ., Of T . 02 f 0 f .
No entanto, como nio existe @(x,O), a fortiori ndo existem m(x,O) nem W(x,o), para quais-

quer que sejam os valores de x € R. Temos, assim:

P R\ {(y) R’ [y =0} — R
dxay ’

(x,y) = 0

ey R2\ {(x,y) eR?> |y=0} — R
37 Y y .
(x,y) = 0

Definicio 13 (derivada parcial de ordem trés). Sejam f : R C R> — R uma fungio tal
que %g;j U CR?> =R, x;, Xj € {x,y}, seja derivdvel com respeito a x; € {x,y}. A fungio

derivada parcial de %ng com respeito a xy,
B3f  def 0O 02 f
axkaxjaxi N a_xk <8x]-axi ’ u - R
d 02 f
(x,y) = a_xk (E)x]'ax,- (x/y))

. . . . . Bf " 5
é denominada uma derivada parcial de ordem trés de f. Lemos axganax, LMo del trés f del
X, del x;, del x;”.

Para uma fungdo f : R C R? — R temos, in thesi, oito derivadas parciais de ordem 3, quais
sejam:

Pf f 03 f 03 f
9x3” 9x9y?” dxdydx’ dx2dy

12



PfBF Pf  Pf
dy3’ dyox?’ dyoxdy’ dy2dx
Exemplo 14. Retomando a fungio do Exemplo

flxy)=x>-y°

para a qual calculamos:

aZ

Ly =2
temos:

Também, como:

*f 2
axay (x/y) - 6xy

tem-se:

*f o (Pf 3.
0yoxady (x,y) = @ (axay (x,y)> = @(6xy ) = 12xy

Definimos, recursivamente, o que entendemos pela derivada parcial de ordem superior
como segue:

Defini¢do 15 (derivadas parciais de ordem k > 3). Sejam f : R C R*> — R uma funcio e
U C R tais que a fungdo:

ok f

ox™l ... gxtn
11 In

tUCR? = R, comay+ay+---+an =k x; € {x,y}

tem derivada parcial com respeito a x;
fungdo:

€ {x,y}. A derivada parcial de ordem k+ 1 é a

n+1

ak+1f

. W
ox;, +18xi1 axik

k
(x,y) = ? (axl?él?.j_raxt?ék (x/y))

axinJrl ] 1k

13



Defini¢do 16 (classe de diferenciabilidade). Seja f : R C R?> — R wma funcdo. Se para
k € N tivermos todas as fungoes derivadas parciais de ordem k continuas em U C R, dizemos
que f é uma funcio de classe C*(U;R).

Exemplo 17. A fungio:

f: R — R

(v y) = x-y
é (pelo menos) de classe C*(R?;R). De fato, as fungdes:
. R R
ox
(xy) =y
. g LR
9y

sdo ambas continuas em R2. Também temos:

0°f 2
ﬁ . R

0*f 2
Jyox R — R

2
%: R*> — R
dy

(x,y) — O

0*f 2
Sxay R — R

(xy) — 1

todas continuas em R2. Desta forma, como todas as derivadas parciais de ordem dois sdo funcoes
continuas em R?, f € C?(R%R).

Observe que:

CKU;R) Cc Y (U;R) C --- € C3(U;R) C CHU; R)

No caso de todas as derivadas parciais de todas as ordens de uma fungdo forem continuas
em U C R?, dizemos que a fungédo é de classe C*(U; R), ou seja:

14



C*(U;R) = () CX(;R)
keIN
Nos termos desta formulagéo, a fungdo dada no Exemplo [17/é de classe C*(R? R), uma

vez que todas as derivadas de ordens superiores a 3 serdo constantes e iguais a zero, logo
continuas.

4 O Teorema de Schwarz

Vimos, em diversos pontos da se¢do anterior, casos em que as derivadas parciais mistas
de ordem dois coincidiram. Conforme veremos, isto ndo ocorre por mera coincidéncia, mas
sempre que as derivadas parciais mistas de ordem dois da fun¢do em apreco manifestarem
continuidade naquele ponto.

O resultado apresentado na sequéncia tem intimeras aplicagdes em diversas dreas da Ma-
tematica, como a Teoria das Distribui¢des, na Teoria dos Grupos de Lie (colchetes de Lie)
e para demonstrar que a derivada exterior segunda de toda forma diferencial w € QF(M),
onde M é uma variedade de classe C*®, d?w é zero, ou seja, que toda forma diferencial exata
é fechada.

Antes de enunciarmos condi¢des para que a igualdade:

azf azf
0xdy (x0,y0) = dydx (x0, Yo)

valha, vamos recordar o Teorema do Valor Médio, visto no curso de Célculo I

Teorema 18 (Teorema do Valor Médio). Seja f uma funcgio definida e continua em um
intervalo fechado [a, b], derivdvel em |a, b[. Entio existe pelo menos um ponto ¢ €|a, b[ tal que:

1oy — £(0) = f(a)
f (C) - b—a
Demonstragio. Ver pp. 21-23 da AGeENDA 11 de MAT 0111. O

Geometricamente, o Teorema do Valor Médio garante que existe uma tangente ao grafico
de f em algum ponto, (c, f(c)), paralela ao segmento de reta que une os pontos (a, f(a)) e

(b, f(b)).

15


https://www.ime.usp.br/~jeancb/Agenda11.pdf

Teorema 19 (Teorema de Schwarz). Sejam R C IR? um conjunto aberto, f : R C R> — R

uma fungio tal que:

2
iy RCR? > R

oxoy
ey = g (Fen)

e:
02 f
: RCR?
R RCR*— R
d (of
(x,y) = ay (a(xry)>
sdo continuas em R. Entio, para qualquer (x,y) € R, tem-se:

02 02
Ly =ot
oxay oyox

(x,y)

Demonstragdo. Em sendo R um conjunto aberto, tem-se que (xo, o) € R é ponto interior, de
modo que existe algum J > 0 tal que:
B((x0,40),0) € R
Desta forma, por exemplo, o retangulo R = [xo, xo + g} X [}/0, Yo + g] é um retangulo em
R2. Fixemos (xg,Yp) € R e consideremos os pontos (xo, o), (xo + Ax,y0), (xo, yo + Ay), (xo +

Ax,yo + Ay).

Seja:
16



A = f(xo+ Ax,yo + Ay) — f(x0 + Ax, y0) — f(x0,¥0 + Ay) + f(x0,Y0)

Definimos a funcéo:

P [xo,x0+Ax] — R
X = f(xyo+Ay) = f(x,p0) 7
que mede, para cada x entre xg e xo + Ax, qual foi a variacdo de f ao nos deslocarmos de
f(x,y0) para f(x, yo + Ay).

y
Yo + % *******
Yo+ Ayy------
yo oo | | | |
. . l X
Yo X Xo + g
X0 + Ax
Podemos escrever:
=®(xg+Ax) =®(xg)

e Vs ™

A = fxo+ Ax,yo + Ay) — f(x0 + Ax,y0) — [f (%0, yo + Ay) — f(x0,40)] = P(x0+ Ax) — D(xo).

Aplicando o Teorema do Valor Médio a funcdo ®, segue que existe ¢ €]xp, xg + Ax| tal
que:

0 d
A= @(xp+Ax) — (x0) = ¥(@) - Ax = [ 2L (0 + ) — 2L (&, y0) | - A
Como admitimos que a segunda derivada 9 f /dxdy existe, podemos aplicar novamente o
Teorema do Valor Médio a:

Te): owtdy - R

y o= Ley

17



de modo a garantir a existéncia de um # €]y, yo + Ay tal que:

af of 0*f
vt 8y) = 50(6wo) = 552 (@) - Ay
. 82f
Assim, segue que A = { Syox }
Yy
Yo+ Ays-—-
oy
Yog------ oo —
A S S
X0 ¢ xo+ Ax
Exatamente da mesma forma, podemos a partir da fungéo:
Y: [voyo+Ay] — R
y = flxo+Axy) — f(xoy)

que mede, para cada y entre vy e yo + Ay, qual foi a variagdo de f ao nos deslocarmos de
f(xo,y) para f(xo + Ax, y).

y
Yot g
Yo+ Ayy------
Yr------ >
yo" 777777 | | |
. ey
X0 xo+g
X0 + Ax

18



representar A por:

A =Y(yo+Ay) —¥(yo)

Aplicando o Teorema do Valor Médio duas vezes obtemos 7y €]xg, xo + Ax[, 0 €]yo, yo +
Ay| tais que:

= [k ooy

Igualando as duas expressdes obtidas para A, temos:

P f P f
ayax(é‘ﬂ) axay(%@)

Observando queﬂ

li ) = (xo, I ) = (x0,
aeapy o0 & = 00 € R o) (T8 = (or0)

da continuidade das derivadas mistas de ordem 2 (hipétese) segue que:
o’ f Pf

, = lim
ayax(xo o) (Ax, Ayl) ~5(00) dyox

(¢,n) = lim az_f( 0) = 2f (x )
V= () (00) dxdy xoy Yo

Como (xp,10) € R é completamente arbitrario, o raciocinio exposto acima pode ser repli-
cado para um (x,y) € R qualquer, de modo que:

2 2
(Vx,) € R) (5o (o) = 50 e )
]

!Para justificar este passo de forma precisa, construimos uma fungao, ¢ :]0,6/2[— R que, a cada Ax €]0,5/2]
associa um unico elemento &(Ax) €]xg, xo + Ax[ tal que A = ®'(¢(Ax)) - Ax (o que pode ser feito mediante
o Axioma da Escolha), e em seguida observamos que como tem-se xy < ¢(Ax) < xo+ Ax para todo Ax,
vale pelo Teorema do Confronto, lima,_,o§ = x9. Aplica-se 0 mesmo raciocinio para construir uma funcéo
7 :[0,6/2] — R que associa, para cada Ay €]0,6/2[ um tnico elemento #(Ay) tal que yo < n(Ay) < yo + Ay
e A = ¥(n(Ay)) - Ay. Novamente, pelo Teorema do Confronto, como para qualquer que seja Ay temos vy <
11(Ay) < yo + Ay, tem-se limy, o7 = 0. Construimos, deste modo, uma fungao:

(&n): [0,6/2] x1[0,6/2] — R?
(Ax, Ay) = (8(Ax),n(Ay))

tal que:

1. A , A _ ,
Mx,Aﬁi(o,o)(g( x),1(8y)) = (%0, Yo)

Repete-se o argumento para y e 6.
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Pequeno Comentario Histérico: O Teorema de Clairaut-Schwarz tem uma longa his-
toéria. Nicolau Bernoulli j4 assumia o resultado como verdadeiro por volta de 1721, mas
Euler foi o primeiro a fornecer uma prova. Outras demonstra¢des foram dadas por Clai-
raut (1740), Lagrange (1797), Cauchy (1823) e muitos outros no século XIX. Nenhuma
destas provas, no entanto, estava inteiramente correta (por exemplo, Clairaut assumia
(falsamente) que todas as integrais definidas podiam ser derivadas sob o sinal de inte-
gracdo). Em 1867, Ernst Lindelof publicou um artigo criticando detalhadamente todas
as demonstragdes que ele havia visto até entdo. Finalmente, seis anos depois, Hermann
Schwarz ( em 1873) deu a primeira demonstragdo satisfatéria. A isto seguiram-se suces-
sivos refinamentos, enfraquecendo as hipéteses do teorema em diversos sentidos, feitos
por Dini, Jordan, Peano entre outros.

5 Diferenciabilidade de Funcdes de Duas Variaveis Reais a
Valores Reais

Motivacdo: Seja f :]a,b|— R uma fungdo e x, €]a,b]. Dizemos que f é diferencidvel em x
se o limite:

oo FG0+ 1) = F(x0)

h—0 h

existe, isto é, se existe ¢ € IR tal que:

lim L (Fo 1) = f(xo0) _

h—0 h !

ou, equivalentemente,

limf(xo+h)—f(xo)—c‘h _0
h—0 h

Outra formulacdo muito comum é dizer que f é diferencidvel em xp se, e somente se,
definindo:

r(h) = f(xo+h) = f(x0) —c-h

flxo+h) = f(xg) +c-h+r(h) com }S})% =0,

tivermos:

e dizemos que ¢ é a derivada de f em X\, a qual denotamos por f’(xp). Isto quer dizer que,
em uma vizinhanga de xo, digamos |xo — d, xo + J[ para algum ¢ > 0, a fungdo:
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Af: |=6,6] — R
h — f(X() + h) — f(XQ)
possui “uma boa aproximacao linear”, dada por:
df(xo) : R — R
h — f'(x0)-h

Observe que df(xp) (fungdo) fica completamente determinada pelo valor de f'(x(), motivo
pelo qual, em Calculo I, identificamos a diferencial (fun¢do linear) com a derivada da fungao
no ponto (um ndamero real).

Nosso proposito, daqui em diante, serd estender estes conceitos para fungdes:

FiRCR" > Rn>2

Veremos, dentre outras coisas, que para fun¢des com duas ou mais varidveis, os conceitos
de “ter derivada” (com respeito a alguma varidvel) e de “ser diferencidvel” em um ponto sdo
distintos.

6 Diferenciabilidade

Grosso modo, pode-se dizer que a “diferenciabilidade” é a propriedade que a fungdo incre-
mento de uma certa fun¢do manifesta em um ponto de “poder ser bem aproximada” por
uma func@o linear (Af(xo,y0) =~ df(xo,y0)). Convém, portanto, apresentar alguns conceitos
bésicos sobre funcdes lineares.

Antes de prosseguirmos, recordemos, da Algebra Linear, a seguinte:

Definic¢ao 20 (funcional linear). Seja V um RR—espaco vetorial. Um funcional linear sobre
V é uma funcio:

f:V—=-NR
tal que:
(a) Vit e V)(VT € V)(f(ii +7) = f(i) + f(7))
(b) (Va e R)(VT € V)(f(a-7) =a- f(7))

Funcionais lineares tém um comportamento muito mais simples do que fung¢des nao line-
ares, em geral. A diferencial de uma funcdo de duas (ou trés) varidveis a valores reais ¢ um
funcional linear que aproxima, do melhor modo possivel, a fun¢do incremento, que definimos
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na sequéncia.

Recorde que uma fungdo ¢ : R? — R é linear se, e somente se, existirem nimeros reais
a,b € R tais que:

(V(x,y) € R*)(p(x,y) =a-x+b-y)
De fato, se tais constantes existirem, temos, para quaisquer (x,v), (z, w) € R*:

o((xy) +(zw) =px+zytw)=a-(x+2)+b-(y+w) =

=a-x+b-y+a-z+b-w=9(xy)+e¢(z,w),
e para qualquer « € R:

pla-(x,y)) = gla-xa-y)=a-(a-x)+b-(a-y) =

=a-(a-x)+a-(b-y)=a-(a-x+b-y)=a-¢(x,y),
de modo que ¢ é um funcional linear. Reciprocamente, se ¢ : R? — R for um funcional linear,
temos as constantes:

a=¢(1,0) e b=¢(0,1)
que sdo tais que para qualquer (x,y) € R?:

linearidade
T
p(x,y) =o(x-(1,0)+y-(0,1)) = x-9(1,00+y-¢0,1)=a-x+b-y

Analogamente, no caso de trés varidveis reais, conclui-se que uma funcédo ¢ : R3 5> Ré
um funcional linear se, e somente se, existirem a,b,¢ € R tais que para todo (x,y,z) € R3
tenha-se:

o(x,y,z) =a-x+b-y+c-z
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Definicao 21 (func¢do de duas varidveis reais a valores reais diferencidvel em um
ponto). Sejam f : R C R?> — R wuma fungio de duas varidveis reais a valores reais e
(x0,y0) € int.(R). Dizemos que f é diferencidvel em (xo,Yo) € R se, e somente se, existir
um 6 > 0 tal que a fungdo incremento:

Af(xo,v0): B((0,0),0) CR?> — R
(Ax, Ay) = f(xo+Ax,y0 + Ay) — f(x0,%0)

onde 6 > 0 é tal que B((x0,Y0),0) C R (um tal § > 0 sempre existe, uma vez que (xo,Yo)
é ponto interior de R), possuir uma boa aproximagdo por um funcional linear em uma vizi-
nhanga de (xg,yo). Mais precisamente, dizemos que f é diferencidvel em (xo,1p) € int.(R)
quando existir um funcional linear, ¢ : R? — R tal que, para todo (Ax,Ay) € R? tal que
| (Ax, Ay)|| < & tivermos:

Af(x0,y0) - (Ax, Ay) = f(x0+ Ax,yo + Ay) — f(x0,¥0) = ¢(Ax, Ay) +r(Ax,Ay) (1)

com (A A)
) r(Ax, Ay
lim ——27)
(Ax,Ay)—(00) || (Ax, Ay)|]

Uma vez que todo funcional linear de R? em R tem a forma ¢(Ax,Ay) =a-Ax+b-Ay, a
Definicdo 21| é equivalente a seguinte formulacéo:

Definigdo 22. Sejam f : R C R? — R uma fungio de duas varidveis reais a valores reais e
(x0,y0) € int. (R). Dizemos que f é diferencidvel em (xo,yo) € R se, e somente se, existirem
um & > 0 e constantes a,b € R tais que para qualquer (Ax, Ay) € R? tal que || (Ax, Ay)| < 6,
vale:

f(xo+ Ax,y0+ Ay) = f(x0,y0) +a-Ax+b- Ay +r(Ax, Ay)

com:

, r(Ax, Ay)
111’1’1 —_— =
(Ax,8y)—(00) || (Ax, Ay)|]

Teorema 23. Se f : R C R?> — R ¢ diferencidvel em (xo,y9) € int.(R), entdo f possui
derivadas parciais em (X, o).

Demonstragido. Como f é diferencidvel, existem constantes a e b tais que:
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. r(Ax, Ay)
lim B S A A
(ax,Ay)—(0,0) [|(Ax, Ay)||

onde r(Ax, Ay) = f(xo + Ax,yo + Ay) — f(x0,y0) —a-Ax — b - Ay.

(2)

Segue de (2) que vale, em particular:

lim JA%0) . flo+Ax yo) — fxo o) —a-Bx

ax—0 [[(Ax,0)]] — ax—0 |Ax]

Dai,

lim {0t AvYo) — flxoyo) —a-Ax . flo+AxY) — flxoy)

Ax—0, |Ax| Ax—0 Ax
Ax>0
e:
lim L0 T80 Y0) = flxoyo) —a-Bx o flxo + Bx, o) = flxoy0) L,
Ax—0_ ]Ax! Ax—0 —Ax ’
Ax<0
~ tm f(xo+Ax,y0) — f(x0,¥0) _
Ax—0_ Ax
Tem-se, assim:
i {0+ 8% y0) — fxo,40) _
" AX—0 Ax
ou seja:

0
a= %(xo,yo).

Também segue de (2) que vale, em particular:

. 1(0,Ay) . f(xo,y0 +Ay) — f(x0,y0) —b- Ay
Iim ——2~ = lim =0
ay—0 [[(0,Ay) || ay—0 |Ay|

Dai, de modo andlogo, concluimos que:

d
b= é(xo,yo).
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Desta forma, se f : R C R? — R é uma funcéo diferencidvel em (xo,yo) € int. (R), entdo
vale:

- f(x0+ Ax,yo + Ay) — f(x0,y0) — 5 (%0, y0) - Ax = 5 (x0,y0) - By 0
(8x,8y)—(0,0) 1(Ax, Ay)| ’

e as constantes a e b serdo, necessariamente, as derivadas parciais em (xo, Y0).

Observacgao 24. O Teorema 23| em sua forma contrapositiva, nos garante que se alguma das derivadas
parciais de uma fungdo nio existir em um ponto, entdo a fungdo ndo serd diferencidvel neste ponto.

Em virtude da Definicao e da observagdo feita acima, para provar que uma fun-

z

cdo f: RCR?> — R é diferenciavel em (xo,yo) € int.(R), é suficiente provar que existem

E 2
5L (x0,90), 55 (x0,0) € que:

- f(x0+ Ax,yo + Ay) — f(x0,y0) — 5 (%0, y0) - Ax = 5L (x0,y0) - By 0
(8,8y)(0,0) 1(Ax, Ay)i '
Exemplo 25. A fungdo constante igual a k € IR:
f: R — R
(x,y) — k
¢é diferencidvel em qualquer ponto, (xo,yo) € R%. De fato, temos:
of _ 9y =
5y (X0 Y0) = 5-(k) =0
of _ 9=
@(xwo) = @(k) =0
e:
, f(xo+ Ax,yo+ Ax) — f(x0,y0) —0-Ax —0- Ay , k—k
lim = lim - =
(8x,A9)(00) 1(Ax, Ay) | (dx.ay)~(00) [|(Ax, Ay) |

Exemplo 26. A funcio linear:

f: R — R
(x,y) — a-x+b-y

é diferencidvel em qualquer ponto, (xo,y0) € R2. De fato, temos:
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of _ _
g(xo,yo) = g(a-x—i—b-y) =a
af

0
ay(xo,yo) = @(a-x—kb-y) =b

f(xo+ Ax,yo+ Ax) — f(x0,y0) —a-Ax —b- Ay _

lim

(Ax,Ay)—(0,0) [ (Ax, Ay)||
: a-(xo+Ax)+b-(yo+Ay)—a-xo—b-yo—a-Ax—b-Ay
= lim =
(Ax,Ay)—(0,0) |(Ax, Ay) ||
_  fim a.x0+m+b.yo+w—a.xo—b.yo_m—b/@:O
(Ax,Ay)—(0,0) [(Ax, Ay)|

Exemplo 27. A fungio:

f: R — R
(xy) — x-y

é diferencidvel em qualquer ponto, (xo,y0) € R2. De fato, temos:

of 9
=—(x0,¥0) = ==(x-y) = Yo
ox ox (xy)=(x0%0)

df

0
@(onyo) = @(X'y) = X0

lim flxo+Ax,y0 +Ay) — f(xo,y0) —a-Ax —b-Ay _
(Ax,4y)—(0,0) 1(Ax, Ay)|
=  lim (%0 +Ax) - (yo+Ay) —x0-yo—yo - Ax —xp- Ay _
(Ax,Ay)—(0,0) ||(Ax, Ay)H
= lim M+W+W+Ax-Ay—M_w_M:
(Ax,Ay)—(0,0) [(Ax, Ay) ||

= lim —Ax Ay
(Ax,8y)—(00) || (Ax, Ay)|]

Uma vez que, para qualquer (Ax, Ay) # (0,0) temos:

Ax] = VAR < (/a2 + A2 = ||(8x, By)],
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vale:

(05,89 # 00) (| rexssr| <1)

Como limpy ay)—(0,0) By = 0, tem-se:
lim _Ax-Ay =0,
(ax.a9)~(00) [[(Ax, Ay |

ou seja, f é diferencidvel em qualquer ponto (xg,yo).

Teorema 28. Sejam f,g : R C R? — R duas fungdes diferencidveis em (xo,yo) € int.(R).
Entdo:

(a) f+ g édiferencidvel em (xo,Yo);
(b) f — g é diferencidvel em (xg,Yo);
(c) f - g édiferencidvel em (xo,Yo);

(d) Se g(xo,y0) # 0, entio % é diferencidvel em (xo,yo);

Coroldério 29. Qualquer fungio polinomial de duas (ou mais) varidveis é diferencidvel em qual-
quer ponto de seu dominio.

Teorema 30. Se f : R C R?> — R ¢ diferencidvel em (xo,yo) € int. (R), entdo f é continua
em (xo,Yo)-

Demonstragio. Sabemos que se f é diferencidvel em (xg,1yp) € int.(R), entdo existem 4,b € R
tais que:

f(xo + Ax,yo + Ay) — f(xo,p0) — (a-Ax+b-By) _

lim

(Ax,Ay)—(0,0) [ (Ax, Ay)||
Como
li A Ay) — —(a-Ax+Db-Ay) =
aram (O,O)f (x0 + Ax,y0 + Ay) — f(xo0,40) — (a-Ax + b - Ay)
) f(xo+ Ax,y0+ Ay) — f(x0,y0) — (a- Ax + b - Ay)
lim Ax, A =0
Al ooy | A% A [(ax, Ay)|
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lim a-Ax+b-Ay=0,
(Ax,Ay)—(0,0)

conclui-se que:

li Ax, Ay) =
A, g F0 T A% Yo + Ay)

= 1' , . A b . A A ,A — , ,
(Ax,A;?_‘)(O’O)[f(xo y0)+a X+ y+r( X y)] f(xo ]/o)

e portanto que f é continua em (xo, Yo)-

O Teorema (30| é particularmente ttil em sua forma contrapositiva:

Se f: R C R? — R é descontinua em (xg, o) € int. (R), entdo f nao é diferencidvel em
(%0, %0)-

Exemplo 31. Considere a fungio:
f: R — R

x%y
(x,y) {m se (x,y) # (0,0)
0, se (X,y) = (0,0)

Procederemos de modo andlogo ao que fizemos no Exemplo 93 da AGENDA 5. Consideremos os
conjuntos:

S1={(xy) eR*|y=x?}

S2={(xy) € R* | x =0}

Temos:
lim xz—y = lim—xz.x2 = lim x! _1
(xy)—(00) x* + y? 0 xt 4 (x2)2 Cxo02x% 2
(xy)€S1
2 2
lim  —d = lim —— 0 > =lim0 =0

(xy)—(0,0) X* + Y y—0 x*+ (0) y—0

(x,y)€S2

de modo que que:
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2
(xy)—=(0,0) X* + 12

de modo que f ndo é continua — e, a fortiori — ndo é diferencidvel em (0,0).

Atencdo: Embora diferenciabilidade em um ponto implique continuidade nesse, a reci-
proca ¢ falsa, ou seja, existem fung¢des que, apesar de continuas em um certo ponto, ndo sdo
diferencidveis ali. Veja o seguinte:

Exemplo 32. A fungio:

R?2 — R
(x,y) = [x]+y|

é continua em (0,0), mas ndo é diferencidvel em (0,0).
Justificativa: De fato, temos:
lim f(x,y)= lim |x|+]y/= lm |x|+ lim |y|=|0/+|0|= f(0,0),
(xry)—>(010)f / (xy)—(0,0) / (xy)—(0,0) (xy)—(0,0) y /
de modo que f é continua em (0,0). No entanto, se considerarmos o conjunto:

S={(x,y) eR* |y =0}

teremos:

fls (xy) = |,
i

de modo que ndo existe == (0,0).

ox
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Atencido: A mera existéncia das derivadas parciais de uma funcdo f : R C R> - R
em um ponto (xg,yo) € int. (R), por sua vez, ndo garante a diferenciabilidade de f em
(x0,Y0). Vimos, no Exemplo 31, que:

2
X
a5 () £ (00)

0, se (x,y) = (0,0)

flxy) =

ndo é diferencidvel em (0,0) (porque ndo é, sequer, continua neste ponto). No entanto,
temos:

%(0,0) = lim f(0+4x,0) - £(0,0) = 1lim 0=0
ox Ax—0 Ax Ax—0

% (0,0) = tim FOOFTANZFO0) _ g
ay Ay—0 Ay Ay—0

Assim, apesar de existirem as derivadas parciais em (0,0), a funcdo ndo é diferenciavel
no ponto (0,0).

Damos, na sequéncia, uma defini¢do precisa da diferencial de uma fun¢do em um ponto.

.

Definicdo 33. Sejam f : R C R? — R uma funcio de duas varidveis reais a valores reais com
R C R?, diferencidvel em (xq,yo) € int.(R). O funcional linear:
df(xo, y()) 5 R? R

_>
0 0
(3,8y) = 50,900 -85+ o) - by

é a diferencial de f em (xg,1o).

Observagao 34. O conjunto de todos os funcionais lineares de R? em R, denotado por (IR?)* ou por
Z(R?,R), tem uma estrutura natural de espago vetorial. Podemos definir a “soma” de dois funcionais
lineares, f, g € £ (R? R):

f+g: R* — R
(,0) — flu,0)+g(u0)

e o produto de um funcional linear por um niimero real, x:

a-f: R> — R
(u,v) — «a-f(u,0)
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O espago vetorial £ (R?,R) tem dimensdo dois, de modo que admite uma base com exatamente dois
elementos. Costumamos denotar os elementos desta base por:

dx: R* — R
(x,y) — x
dy: R*> — R
(vy) =y
Assim, temos uma base {dx,dy} para £ (R?,R).

Seja f : R C R? — R uma fungdo diferencidvel em (xo,1o) € int. (R). Uma vez que df (xo,yo) €
Z(R? R), podemos expressar df (xq,yo) como uma combinacio linear de dx e dy, ou seja, existem
a,b € R tais que:

df(xo,y0) =a-dx+b-dy
Calculando df (xg,yo) em (1,0), obtemos:

0 %)
%(xo,yo)-l + %(xo,yo) -0=df(x0,y0) - (1,0) =a-dx(1,0) +b-dy(1,0) =a+0=a

ou seja,

0
a= %(xo,yo)

Calculando df (xo,yo) em (0,1), obtemos:

of of

L0000+ - (30,90) 1 = (0, 30) - (0.1) = a-(0,1) + b-dy(0,1) = 0+ b = b
ou seja,

0
b= %(onyo)

Assim, pode-se representar a diferencial de f em (xo,yo) como:

0 0
df(xo,y0) = %(xo,yo) dx + %(Xofyo) -dy

Vimos que f : R C R?> — R ¢ diferenciavel em (xo,yo) € int. (R) se, e somente se:

li Af(xo,yo)(Ax, Ay) - df(xOIyO) ’ (Ax/ A]/) _
im =0
(Ax,Ay)—(0,0) [ (Ax, Ay) ||
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ou seja, se dado qualquer & > 0 for possivel exibir § > 0 tal que:

0 < [[(Ax, Ay)[| <& = |Af(x0,50) - (Ax, Ay) — df (x0,y0) - (Ax, Ay)| < e-[|(Ax, Ay

Podemos interpretar o limite acima da seguinte forma: para valores “pequenos” de ||(Ax, Ay)||,
df(xo,Y0) - (Ax, Ay) constitui uma boa aproximagdo para Af(xo, o) - (Ax, Ay). Neste sentido,
escrevemos Af(xo, yo) =~ df (xo,yo).

Teorema 35 (Teorema do Incremento). Seja f : R C R? — R uma fungio cujas derivadas
parciais de primeira ordem, df /dx e of / 9y estejam definidas em uma regido aberta, U C R, que
contenha o ponto (xo,Yo), e sejam ambas continuas em (xo, yo). Entdo a variagio:

Az = Af(xo,50)(Ax, Ay) = f(x0+ Ax,y0 + By) — f(x0, o)
no valor de f que resulta do movimento de (xg,yo) para (xo + Ax,yo + Ay) € U satisfaz uma
equagdo da forma:

0 0
Az = —J;(xo,yo) - Ax + %(xo,yo) Ay +e1-Ax+ey- Ay,

na qual:

lim eg=0¢ lim e =0
Ax—0 Ay—0

Demonstragido. Como (xo,y9) € U e U é aberto, existe 6 > 0 tal que B((xo,0),0) C U. Pode-
mos considerar, dentro de B((xg,y0),6) C U, o interior do quadrado:

V2-6 V2-6 V2-6 V2-6
Q= |X——F %+t ——|X|VW-—F5 Y+t —F—

Y,

,I_/ _____
//| 0 I\
! |\
B I, |
Yo | o
|
|




Se tomarmos Ax e Ay tais que |Ax|, |Ay| < @, o segmento de reta que une (xg,yo) a
(xo + Ax, yo + Ay), que denotamos por [(xo, Yo), (xo + Ax,yo + Ay)], estara inteiramente den-
tro da regido Q.

Definimos:

Azy = f(xo+ Ax,y0) — f(x0,y0) e Az = f(x0 + Ax,y0 + Ay)—f(x0 + Ax, yo)

y0+@4>— —————— 1 x0+sz]/O+A]/)
|
|
|

yoo-——————:— —————

|
|

yo— YR 4------ i

¢ - - — -
- - - -
* - - —-
~
=

e consideramos a funcao:

F: [xo,x0+Ax] — R
x = f(x o)

que é uma funcdo diferencidvel — e portanto continua — de x, cuja derivada é dada por:

F(x) = 2 (x,0)

Pelo Teorema do Valor Médio, existe um valor ¢ €]xg, xg + Ax] tal que:

F(xo+ Ax) — F(xo) = F'(c) - Ax,

ou seja,

Az1 = f(xo + Ax,0) — Flxoy0) = () Ax = 2L (c,y9) - A

Similarmente,
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G: [vo,yo+Ay] — R
y = f(xo+Ax,y)

é uma funcdo diferencidvel — e portanto continua — de y, cuja derivada é dada por:

cﬂw=§5m+Anw

Pelo Teorema do Valor Médio, existe um valor d €]y, yo + Ay| tal que:
/ of
Glyo +4y) = Glyo) = G'(d) - Ay = 5/ (x0 + Ax,d) - Ay
Como ¢ €]xg, xo + Ax[ e d €]yo, yo + Ay|, segue que:

lim c=xpe lim d =y
Ax—0 Ay—0 Y

ou seja,

d
Azy = f(xo+ Ax,yo + Ay) — f(xo + Ax,y0) = G'(d) - Ay = %(xo—kAx,d)-Ay

Como, por hipétese, as derivadas parciais de primeira ordem de f sdo continuas em
(x0,Y0), se definimos:

£1(6) = 52 6 0) — 3 (3o,0)

e2(d) = %(xo + Ax,d) — %(xo,yo)

teremos:
lim e1=0e lim & =0
Ax—0 Ay—0

Por fim,

Az = Az1 4+ Azp = %(c,yo) - Ax + %(xo + Ax,d) - Ay =

9y
) )
{%(xo,]/o) +€1] -Ax + [é(xo,yo) +52] Ay =
P} 0
- %(XO/]/O) - Ax + %(xwo) Ay ter-Ax+ep- Ay
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com:

lim e1=0e lim & =0
Ax—0 Ay—0

6.1 Lineariza¢dao do Incremento de uma Fun¢ao Diferenciavel

Suponha que queiramos substituir z = f(x,y) por uma fungdo que seja mais simples de se
trabalhar.

Queremos fazer esta substituicdo no entorno de um ponto (xo, yo), no qual f é diferencia-

vel e no qual conhecemos f(xo, o), %(xo,yo) e %(xo, Yo)-

Se tivermos continuidade das derivadas de primeira ordem em (x0,Y0), entdo pelo Teo-
rema do Incremento teremos a seguinte igualdade:

0 0
Az = %(xo,yg) - Ax + %(xo,yo) Ay +e1-Ax+ey- Ay,

na qual:

lim ¢ =0e lim ¢, =0
Ax—0 Ay—0

Se os valores de Ax e de Ay forem “pequenos”, poderemos escrever:

d 0
A 10) (3, 89) = 5 (30, 90) -+ - (30,90 - Ay = o 0) (85,89
Nestes termos, a fungao:
d d
d (o, 30) (8, 8) = F- 30,90 - A+ 5 (3, 0) - By

é a linearizacdo do incremento de f em (xo, o). Assim, para valores “pequenos” de Ax e de
Ay, temos:

Af(x0,40)(Ax, Ay) = df(xo,Y0)(Ax, Ay),

sendo a aproximacao tanto melhor quanto menores forem |Ax| e |Ay|.

Exemplo 36. Se z = f(x,y) = 3x? — xy, estimar a variagio do valor de f conforme (x,y) varia de
(1,2) para (1.01,1.98).
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Soluc¢do: Neste caso, temos Ax = 1.01 —1 = 0.01 e Ay = 1.98 — 2 = —0.02, ou seja, valores
“pequenos” de Ax e de Ay.

A fungdo f, por ser polinomial, é diferenciavel em IR?, e em particular em (1,2), de modo
que podemos linearizar a fungdo incremento.

Temos:

de modo que:

Assim,

e portanto:

Assim, temos:

d 0
o () = 23— xy) =6x —y

f o Dpa
5 Y) = 568 —xy) = —x,

of 6 1n—a Y _
5(1,2)=6-1-2=4¢ ay(1,2)_ 1

df(1,2)(Ax,Ay) =4-Ax—1-Ay

df£(1,2)(0.01, —0.02) = 4-0.01 — 1 - (—0.02) = 0.06

Af(1,2)(0.01, —0.02) ~ 0.06

Vamos comparar a estimativa com a variacdo verdadeira: temos f(1,2) =3-12-1-2 =1
e f(1.01,1.98) = 1.0605, e portanto o erro cometido nesta aproximagao foi:

IAf(1,2)(0.01, —0.02) — df(1,2) - (0.01, —0.02)| = 0.0605 — 0.06 = 0.0005.

7 Condicao Suficiente para Diferenciabilidade

Teorema 37. Sejam U C R? um aberto, (xo,y0) € Ue f : U C R*> — R tais que existe 6 > 0
tal que as funcoes:

siio continuas em (xo, o). Sob tais condigdes, f é diferencidvel em (xo,yo).

%,% : B((x(),yo),é) — R
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Demonstragdo. Devemos mostrar que:

L St Av Yo+ Ay) — f(xoyo) — 5 (Yo, o) - Ax = §i(xo,0) - Ay
m

-0
(Ax,Ay)—(0,0) [ (Ax, Ay)||

Sejam Ax e Ay tais que (xo + Ax,yo + Ay) € B((x0,40),0). Temos:

f(xo+Ax, yo+ Ay) — f(x0,y0) = f(xo+ Ax, yo+ Ay)—f(x0,y0 + Ay) + f(x0, o + Ay) — f(x0,Y0)
Definimos a seguinte fungao:
G: [xo,xo—l—(5[ — R
X = f(x,y0+ Ay)
Observe que G é continua em [xg, xo + [, e que:

G'() = L (x0+ay)

também é continua, por hipétese.

Podemos, portanto, aplicar o Teorema do Valor Médio a G, de modo que existira algum
X entre xo e xg + Ax tal que:

G(xo + Ax) — G(x9) = G'(%) - Ax

isto é:

0
f(xo +Ax,y0 + Ay) — f(xo,y0 + By) = %(f,yo +A4y) - Ax
Analogamente, definimos a fungao:

F: [yo,yo+dé[ — R
y = f(xo0y)

Observe que F é continua em [y, o + 4], e que:

F(y) = %(xol]/)

também é continua, por hipétese.

Podemos, portanto, aplicar o Teorema do Valor Médio a F, de modo que existird algum
entre yo e yo + Ay tal que:
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F(yo+ Ay) — F(yo) = F'(7) - Ay

isto é:
. of . _
f(x0,y0 +By) — f(x0,y0) = F(7) - Ay = @(xo,y) - Ay
Assim,
r(Ax,Ay) =
_9f . At Y ey oAy A .
= 3y (Yo 8y) - Ax+ 5 (x0.7) - Ay = 5o (xXo.yo) - Ax = 50 (x0 yo) - By

o que fornece:

r(Ax,Ay)
[ (Ax, Ay)|]
of f ) Ax
= (SS(®@yo+A W) ) et
(a (x Yo ]/) (X() yO) \/m
of . 9f ) Ay
+ | = ’ - 5 ’ :
(09 - 5 o) e
Portanto:
Ax Ay
of of |Ax|
< |= RN b B
< |Gt~ )| oo
of f Ay
+ | == Y e ————
= iow|- i
Como |Ax| <le |Ay] < 1, obtemos:

VAET AR S mT i
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Ax Ay

)

(x Yo+ Ay) — g—f(xofyo)

Q)|Q.)
<X

T \%(xo,m - %(xofl/o)J

*)

Como, por hipotese, %(x, Yo + Ay) é continua em (x, o), tem-se:

of _df
AI;IEO a—(x,yo +Ay) = 9r (x0, ¥0)
e portanto:
of of
li Ay) — p =0
(3,00 3(00) | 0 (%:y0+4y) ox (xo-y0)

e como, por hipétese, %(xo + Ax,y) é continua em (xg, o), tem-se:

of _of
AI;IBO @(XO, ]/) - ay (Xo, yO)
e portanto:
. _ af
1 — Y ix,, —0
(Ax,Ayl?l(o,()) ) 7) dy (xo, ¥o)
Segue, portanto, que:
r(Ax, Ay)
lim P S O
(Ax,Ay)—(0,0)] || (Ax, Ay) ||
e portanto:
r(Ax, Ay)
lim 22,
(ax,8y)=(00) [[(Bx, Ay)|

de modo que f é diferencidvel em (xo,yo).
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Definigao 38 (plano tangente). Seja f : R C R?> — R uma funcio diferencidvel no ponto
(x0,y0) € int. (R). O plano de equagio:

2= T(xy) = f20,90) + F- (0 90) - (= 0) + L) G=v0) O

é chamado plano tangente ao grdfico da fungdo f no ponto (xo, Yo, f (X0, Y0))-

A equacdo (3) pode ser escrita, em notagdo de produto escalar, da seguinte forma:

(%(XO’yO)'%(xO’yO)'_l) ' (x — X0,Y — Yo,z _f(xO/}/O)) =0

Segue dai que o plano tangente ao grafico de f em (xg, o, f(x0,Y0)) é perpendicular a
direcdo do vetor:

o d d
N (x0,y0) = (%(xo,}/o),%(xo,yo),—o
Exemplo 39. Determinar a equagdo do plano tangente e da reta normal ao grdfico da fungdo:

f R2 — R
(x,y) — 1—x2—y2

no ponto (1,1, —1).
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Solugdo: Por ser uma fungdo polinomial, f é diferencidvel em qualquer ponto de seu
dominio, e portanto em (1,1, —1).

Temos:
g(l,l):i(l—xz—yz) = 2x| =-2
ox ox (11) (11)
of J 2 .2
=(1,1) = —(1—x"— = -2 =-2
ay( ) dy v (1,1) / (1,1)

f,1)=1-12-1t=-1

de modo que a equacao do plano tangente ao grafico no ponto (1,1, —1) é:

z=-1-2-(x—-1)—-2-(y—1)

z=—-2x—-2y+3

O vetor normal a superficie em (1,1, —1) é:
N(1,1) = (=2,-2,—-1)
A reta normal ser4 aquela paralela a N(1,1) que contém o ponto (-2, —2, —1):

(x,y,z) =(1,1,-1)+¢t-(—2,—2,-1)

Observe que s6 definimos plano tangente ao grdfico de uma fungdo f em um ponto
(x0, Y0, f(x0,Y0)) no caso em que f é diferenciavel em (xp, o). Se f ndo é diferencidvel em
(x0,Y0), mas admite derivadas parciais neste ponto, entdo o plano de equagio (3) existe, mas
ndo é, necessariamente, tangente ao grafico, conforme ilustra o seguinte:

Exemplo 40. A funcio:
f: R — R
(oy) = xieys
admite derivadas parciais em (0,0), mas ndo é diferencidvel neste ponto.

Justificativa: De fato, temos:

=0

of .. f(0+Ax,0)—£(0,0)
9 (00) = Jlim, Ax
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ay Ay—0 Ay
No entanto:

r(Ax,Ay) = f(Ax,Ay) — £(0,0) —0-Ax —0- Ay = (Ax)3 - (Ay)3
de modo que:
r(Ax,dy) _ (Bx)3 - (Ay)S
1(Ax, Ay)ll - \/(Ax)? + (Ay)?
Note que, pelo conjunto S = {(Ax, Ay) € R? | Ax = Ay}

r(Ax,Ay) . r(Ax,Ax) (Ax)3 , 1

lim T~y = 1m —— = 1Im ———— =
(ax,ay)—(00) [[(Ax, Ay) || ax=0 [[(Ax, Ax)[| - Ax=0 (2. (Ax)2)%
(Ax,Ay)eS

segue que f ndo é diferencidvel em (0,0).

m ————— = &
Ax—=0 /2 . |Ax|3

Figura 1: Gréfico da funcdo f(x,y) = x3 -y%, disponivel em https://www.geogebra.org/3d
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