MATO0121 - CALcuLO DIFERENCIAL E INTEGRAL II
AGENDA 08

Prof. Jean Cerqueira Berni*

1 Apresentacao

Nesta agenda estenderemos a Regra da Cadeia vista em agendas anteriores, discutiremos
o Teorema da Funcao Implicita e daremos a conceituacdo do vetor gradiente de uma fungao
vetorial a valores reais, bem como suas aplicagdes.

2 Regra da Cadeia

Teorema 1 (Regra da Cadeia). Sejam R C R? um conjunto aberto, f : R C R> — R uma
fungdo e:
c: I - RCR?
b= (x(),y(1)

Se o ¢ diferencidvel em ty € int. (I) e f é diferencidvel em o(ty) = (x(to),y(to)) = (x0,Y0),
entdo a fungdo composta f oo : I — R é diferencidvel em t( e vale:

o0 t) = Fxtto) yito))- G t0) + F (xtto) vt Ht0) )
I CR
<
U\L °.
R CR*——=R
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Demonstragio. Como f, por hipétese, é diferencidvel em (x, o), temos:

f(x,y) — f(xo,y0) = %(Xofyo) - (x —x0) + %(xo,yo) (¥ —yo) +7(x —x0,y — yo)
onde:

im &=y —yo) _
(xy)— (xo0) || (X = X0,y — Yo)|l

Portanto, a funcao:

1(x = x0, ¥ — o)

r(x —xo,y — Yo) N .
g(x,y) = { K (x,y) # (x0,Y0),
0, (x,¥) = (xo0,%0)

é continua em (X, o).

Assim, dividimos os dois termos de por t — tg, t # to, temos:

f((T(t)) _f(U(tO)) _ ﬁ(a(t )) . X(t) _x(tO) —|—%(0'(t )) . y(t) —]/(to) +g(0(t)) . HO’(t)

()

t—to ax - 0 t—to oy 0 t— t t
Note que podemos escrever:

lo(t) = a(to)ll _

t—to N

o(t) = o(to)
t—1p

[t —to
t—1p

|t—to]

o é limitada, tem-se:

Uma vez que lim;_, g(o(t)) = 0 e que a fungdo t —

- [t —to]
tlgrt})g(a(t)) T 0.
Por outro lado,
. U(t) — U(tO) _ !
Portanto,
: [o(t) —o(to)ll _
lim g(c(t)) e
Logo,



eO)ZIe)) _ 9 (1)) - 2 10) + P (0(10)) - Y1)

2 (f00)(to) = Jim :

t—tg t—to ~ ox

Exemplo 2. A temperatura de um ponto de coordenadas (x,y) em uma chapa de metal nio varia com
o tempo e é dada por T = T(x,y). Uma formiga atravessa a chapa percorrendo a curva:

c: R — R?
to— (2+1,3t)
A temperatura tem as propriedades: T(5,6) = 40, 9L(5,6) =4 ¢ %T(S 6) = —2. Qual é a taxa de
variagdo desta temperatura em relagdo ao tempo em t = 27

Solugdo: A temperatura, em cada instante, é z(t) = T(o(t)) = T(x(t),y(t)), onde x(t) =
2 +1ey(t) =3t

Por (1),
T = 5@,y T+ 5 (x(2),(2) -4 =
oT dx oT

= S @.@) - T+ 5 (x(2)y(2) 3=16-6=10

A taxa de variagdo, portanto, sera igual a 10.

Exemplo 3. Sejam R,S C R? conjuntos abertos, f : R C R?> — R diferencidvel em Re g,h : S C
R? — R funcoes diferencidveis em S tais que para todo (u,v) € S tem-se (g(u,v),h(u,v)) € R.
Tomando:

F(u,v) = f(g(u,v),h(u,v)), (u,0) €S
Exemplo 4. Calcular a derivada da composigio das funcdes f(x,y) = x> -y?, o(t) = (e~ !, t - sin(t)).

R2 . R

1 e

R

Solugao: Temos, aqui x(t) = e~' e y(t) = t-sin(t), de modo que x'(t) = —ete y/(t) =
sin(t) + t - cos(t). Também:

ol

of
ox (

x,y) = 3x%y% e 3y x,y) = 2x%y



Pela equagéo (1), tem-se:

(oo 0) = S (x(t0) ylta)) - o) + 5L (x(0) (k) - G (o) =

= 3x(to)? - y(to)* - %(fO) +2-x(t)* - y(to) - %UO) =

=3 (e )% (ty-sin(ty)) - (—e ) +2- (e710)3 - (£ - sin(ty)) - (sin(to) + to - cos(to))

Observacao 5. Vale um teorema andlogo para o caso de n varidveis, qual seja: se R C IR" for
um subconjunto aberto, f : R C R" — R for uma fungio diferencidvel em (x1,--- ,%,) € Re:

oc: I — R"
to— (x1(t), -, xu(h))

for uma fungido com I C R, diferencidvel em to € int. (I) e o(tg) = (%1, -+ , Xn), entdo:

d af dx, df

(fog)(tO) 31 — (X, -, Xn) - o —(t)) + -+ o dxy

(%1, , %) - 7 ——(to)

Proposigao 6. Sejam U,V C R? abertos, f : U — R diferencidvel em U (ou seja, em todos
os pontos de U) e g,h : V — R diferencidveis em V tais que para todo (u,v) € V tenhamos
(¢(u,v),h(u,v)) € U. Definindo a fungio:

F: VCR*> — R
(w,0) — f(g(u,0) h(u,0))
tem-se:
OF _of ax  9f dy
Y T e 5
9F 9f ox of dy
Y % = o 8v+ay dv

Demonstragido. Ad (a): Para calcular 0F /du, consideramos v constante, de modo que x e y
dependem somente da varidvel u. Segue da equacdo (1) que:

OF _of dx of Iy
5, W 0) =520 y) - 5 (1,0) + @(x,y) 5, (10),

onde (x,y) = (g(u,v), h(u,v)). O



Exemplo 7. Seja F(u,v,w) = f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)), onde f(x,y,z) = x> +y*> —z,
x(u,0,w) = u?v, y(u,v,w) = v? e z(u,v,w) = e~"*. Calcular 3.

Demonstragdo. Pela Regra da Cadeia, temos:

OF _of ox  of oy, of oz
du Ox Jdu Jy Ju 0Jz OJu

onde as derivadas parciais de f sdo calculadas em (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)). Assim,

af af

=—(x,y,z) =2x = = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) =2- 12

ox ox
g—f(x,y,z) =2y = %(x(u,v,w),y(u, v,w),z(u,v,w)) =20
%(x,y,z) =—-1= %(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) =-1
Como:
ox day oz —wu
E—Zuv,au—o e i w-e ,
segue que:
oF 2 2 —wu 3.2 —Uw
a(u,v,w) = (2u“v) - 2Quv) + (20°) -0 —w-e” " - (—=1) = 4u’v° + we

3 O Teorema da Funcao Implicita em Duas Varidveis

Na Geometria Analitica frequentemente encontramos curvas representadas sob a forma F(x,y) =
0 para alguma funcio F : U C R?> — R:

(@) ax + by + c = 0 (reta);
(b) z—; + Z—; —1 =0 paracertos a,b € R, a # 0 # b (elipse);
Dada a curva definida por F(x,y) = 0, para se obter y = f(x) devemos “resolver”
F(x,y) = 0 em relagdo a y. Se desejarmos obter x = ¢(y) devemos “resolver” F(x,y) = 0

em relagdo a x.

Em alguns casos a solugdo pode ser encontrada rapidamente, em termos de fungdes ele-
mentares, como nos exemplos [8e 9 a seguir:



Exemplo 8.
F(x,y) =" +y

P+ =0—-x=0=y
Exemplo 9.
F(x,y) =2x+3y—9
9

2 3
2x—|—3y—9—0—>y——§x+3 ou x——§y+§

Entretanto, nem sempre F(x,y) = 0 nos conduz a y = f(x) ou x = g(y), como nos
exemplos a seguir:

Exemplo 10.
F(x,y) =x*+y*+1

X% + y2 +1=0
ndo € satisfeita para nenhum x e nenhum y reais.

Exemplo 11.
F(x,y) =x*+y* -1

x2—|—y2—1:O

nio é fungio. O lugar geométrico dos pontos (x,y) € R? tais que F(x,y) = 0 é o circulo de raio um
centrado na origem.

No Exemplo é imediato que {(x,y) € R?*|x> +y> —1 = 0} ndo define uma funcao
y = y(x) (nem mesmo x = x(y)). Colocamos, assim, a seguinte questdo: “para quais va-
lores de (xo,yo) a relagdo {(x,y) € R?|F(x,y) = 0} define y como fungio de x, y = y(x),
em uma vizinhanga de (xg,y0)?”

Observe que é possivel obter uma func¢do y = f(x) e uma fun¢do x = g(y) em uma vi-
zinhanca suficientemente pequena do ponto Py = @, @) De fato, tomando § = z%ﬁ
temos y = V1 —x2 = f(x) para x € ]g—&,\g%—é[ ex = /1—y?> = ¢(y) para x €

} @ -9, % +6 [ Em geral, é fato que se escolhermos um ponto (a,b) € R?> coma # —1 e
a # 1, existem intervalos abertos I > a e | > b com a seguinte propriedade:

“para todo x € I existe um tnico y € | tal que F(x,y) =0"



Assim, podemos definir uma fungao:

f: ICR — JCR
x = f(x)

tal que F(x, f(x)) = 0. Se b > 0, definimos f(x) = v/1 — x2. No entanto, para este mesmo
a existe um outro numero b; € R tal que F(a,b;) = 0. Também ha um intervalo |’ con-
tendo b, e uma fungdo f' : I — J' tal que F(x, f/(x)) = 0 para todo x € I, bastando definir

fl(x) = —=v1—x2

No entanto, note que nado hd vizinhanca (da topologia usual de IR?) de (1,0) ou de (—1,0)
a qual possamos nos restringir a fim de que {(x,y) € R?|x> +y?> — 1 = 0} defina uma funcdo
y = y(x), embora seja possivel expressar x = x(y) para vizinhangas adequadas.

Agora visamos estabelecer condi¢des para responder quando uma equagdo F(x,y) = 0
nos conduz a y = f(x) ou x = g(y) e, nesta circunstancia, estabelecer métodos para obter
propriedades particulares destas fungdes. Mais precisamente, o teorema abaixo estabelece
condicdes suficientes para garantir a existéncia de fungdes implicitas dando, ao mesmo tempo,
regras para derivd-la.
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Teorema 12 (Teorema da Funcio Implicita para Fungdes de R?> em R). Sejam U C R?,
Py = (x0,y0) € Ue F: U C R? — R uma fungio de classe C¥(U;R) (k > 1) tais que:

(1) F(Xo,yo) = 0,'
oF
(2) @(Xo,yo) # 0.

Entdo existe uma vizinhanga I =]xg — 6,x9 + [ de xo e uma fungio f : I CR — ] C R de
classe CK(I) tais que:

(a) f(xo0) =yo
(b) (V(x,y) € I x ])(55(x,y) #0)
(c) (Vx € I)(F(x, f(x)) =0);

¥ (x f(0)
o (2, f(x))

Em outras palavras, sob as hipéteses (1) e (2) existe um retdngulo centrado em (xg,yo) restrito
ao qual a curva F(x,y) = 0 é o grdfico de uma fungio y = y(x).

(d) f:1CR— Rédeclasse C5(I) e %(x) =




Demonstragido. Sem perda de generalidade, suponhamos:

oF

@(XO,yO) > 0

L oF

E)y(xo, Yo) > 0, existe uma vizinhanga

<¢)
oF oF

(V(x,y) € Q) (%(xo,yw —e< 5 vy) < 5ol w) +s)

oF
Como — é continua em Py = (xo,y), dado ¢ = %

9y
O C R? de (xo,yo) tal que:

(V(x,y) € Q) (\%(x,w - 5 0.0

Em particular,

0 0
(vx,y) € 0) (0< 5+ 5 (o) < (o)) ®

Se consideramos a fungao:
P, {yveR|(O,y) eQ}CR — R
y — F(xo,y)

da equagao (3), segue que P, é estritamente crescente em uma vizinhanga J de yo, digamos,
J = [v1,y2) € {y € R|(0,y) € Q}. Como pela hipétese (1), x,(yo) = F(x0,50) = 0, tem-se
que:

q)xo(]/l) = F(XQ,]/l) < con(yO) =0< con(yz) = F(Xo,yz)
Considere, agora, as fungdes:

Yy, 0 {x€R|(x,0) cQ} —
X —  F(x,11)

Yy, : {xeR|(x,0) €} — R
x = F(x,y2)

Como F é continua em (xo,y1) e (xo,12) tem-se que ¥, e ¥,, sdo continuas em xg, de
modo que como ¥y, (x9) < 0e ¥y,(x9) > 0, existem (pela conservagao do sinal) d;,d, > 0 tais
que:

(Vx €]xg — 61, x0 + 1) (¥y, (x) = F(x,y1) <0)

(VX G]XO — dp, Xp + (52[)(0 < ‘I’yz(x) = F(x,yz))

8



Fazendo 6 = min{d;, 4, }, temos:

(Vx eI =]xg—0,x0+6[)(F(x,y1) <0< F(x,¥2))

Para cada x € I, considere:

Py [y CR — R
y = F(x,y)

Como Py (y1) = F(x, 1) < 0 < F(x,y2) = Px(y2), pelo Teorema do Valor Intermediario,
para cada x existe um unico y €]y, y2] tal que ®,(y) = F(x,y) = 0. Isto define uma fungéo

y = flx).
Afirmacédo: A fungdo f : I = [xg — J,x0+ 0] = ] = [y1,¥2] é continua.

De fato, mostremos que a pré-imagem de subconjuntos fechados de | é subconjunto fe-
chado de I: Seja K C [y1,y»] fechado e considere (x;)ren € I tal que:

(Vk e N)(xp € f[K]) e lim x, =% € .

k—o0

Mostremos que ¥ € f[K].

Como K é subconjunto fechado de um compacto, K é compacto, de modo que a sequéncia
limitada (f(xx))renw € I tem subsequéncia convergente, digamos (f(xp))ren € KN com
lim f(xp) = a € K. Assim, como F é continua, lim F(xy, f(xp)) = F(limxy, lim f(xp)) =
F(%,a) = 0. Pela unicidade de f(X), tem-se f(x) = a € K, donde X € f[K].

Note que como I x | C (), tem-se
Mostremos, agora, que f é continuamente diferencidvel em I e que vale:

A (x0) = AT
dx 3—5(960/ Yo)

Com a notagdo y = f(x), temos, como F é diferencidvel em (x,y) € I X J:
F(x+s,y+t)—F(x,y) = a—F(x )'s—i—a—F(x )-t+e(s,t)-Vs2+1t2 com  lim  e(s,t) =0
/y /y - ax /]/ ay /y 7 (5/1’)—)(0[0) ’ -
(4)
Tomando t = f(x +s) — f(x) para s tal que |s| < J, temos:
Fx+sy+1) =F(x+s f(x) + f(x+5) — f(x)) = F(x +s,f(x +5)) =0

ou seja, 0 membro esquerdo de (@) se anula. Assim, segue que:



a—F(x,y) ot = —g—i(x,y) s —e(s,t) - /82 + 12

Rearranjando a equacdo (5), temos:

a_F(x ).f__a_F(x )_g(st).vszﬂz
Ay ST T Y ’ s
toF oF Vs2 412
;@(x,y) + g(xrl/) = —¢(s,t) - .

Como para todo (x,y) € I x ], g—g(x,y) >0

Ry est) VP
° %(xfy) Eg—lli(ac,y) s
’£+ g—i(x,y)‘ _els,t) - VEEE
S a_g(x/y) %(x,y).s
e assim,
f_|_ () < le(s, )| - |V/s2 + 2]
5 ?)_F(xry N 9F
/ 5 (0 y)| - Is]
Vs + 12 \/52+t2 \/ P ]
Como para s > 0, S 2 taslt 5|’ segue que
i)
L a(x,y)‘ _ sl <1+ﬂ
el s
]/( y) g_l];(x’y)‘

[£]

Assim, se mostrarmos que 1 é limitado numa vizinhanga de s = 0, como s — 0 = t =

s]
f(x+s)— f(x) =0, pois f é continua, segue-se que:

tim J£CA <1+|i|) =0

s—0 ’S’
2 (5

e portanto,

9F
lim| £ 4 250Y)

s—0[S ‘3_y(x,y)

-

10



donde, como é = flx+ SZ — f(x)’ segue que:
B 9F
) = tim L) S G 00)

ay(x y)

para todo (x,y) € I x J. A expressdo acima mostra que se F € C¥(U) entdo f’ € CK-1(I), e
portanto f € Ck(I).

Note que, como para todo x € I, y = f(x), temos:

)
N af o _ I (x, f(x))
(Vx €I (dx() y( f(x)))

Finalmente, resta mostrarmos que “ || é limitada numa vizinhanca de s = 0.

Tem-se:
t_ Gy  est)  VELP
s 5(xoy0) 5 (x0,v0) s
e
oF
0|V el |VERR
2 n '
’ | a_F(x ) a_F(x ) S
ay Y ay 'Y
Mas,
\/m ‘g(sl t)| |t|
aF( 8F( ) 5]
8y ’y ay X0, Yo
Como vale, para todo (x,y) € [ x J,0 < } ay(xo,yo) gy (x,y), tem-se:
1 1
5y (x0:%0) 5 % (x0,90)

donde

I

9E (x0, o)
| | ax +

‘3—5(960, Yo)

Nf=
Sy
<
~
=
o
<
<
o
N—



1|1 oF
Como limg_,g (s, t) = 0, existe 7 > 0 tal que se |s| < y vale |e(s, t)| < 5 ‘E : @(xo,yo) , e
portanto, para s com |s| < 7 vale:
[t _ |5x (0. p0)| |, 1 £
8| < £ t5- 1+ 8]
; (X0, Yo
e portanto:
oF

t 55 (Xo, 1

s, —gl’§< 0¥ | L 1Y _ e

’ ‘ W(xO/yO) 2

[l

Exemplo 13. Como aplicacio do Teorema da Fung¢do Implicita, mostremos que existe a > O sufici-
entemente pequeno e g € C1(] — a,a[,R) tal que g(0) =0 e:

g(x)2 x4+ 2x2e8(0) = g(x)

Definimos:
F: R* — R
(x,y) — y>x+2x%¥ —y
e observamos que F(0,0) = 0 3—5(0,0) = —1, de modo que pelo Teorema da Fungdo Implicita

existerma > 0 e ¢ € C1(] — a,a[,R) tal que:

(Vx €] — a,a[)(F(x, g(x)) = 0)

ou seja,
(Vx €] = a,a)(g(x)? - x + 227680 = g(x))

Embora ndo seja possivel exibir explicitamente a fungdo g, o teorema garante sua existéncia.

Evidentemente, ndo hd nada de especial quanto a dltima coordenada, de modo que pode-
mos enunciar também o:

12



Teorema 14 (Teorema da Funcio Implicita 2). Sejam U C R? Py = (xo,y9) € U e
F:U C R?* — R uma funcdo de classe C*(U) (k > 1) tais que:

(1) F(Xo,yo) = 0,'

oF
(2) 5-(x0,0) # 0.

Entdo existe uma vizinhanga | de yo e uma funcio g : ] C R — R de classe C*(]) tais que:
(@) g(yo) = xo;
(b) (Y(x,y) € Ix])((x,y) #0)
(c) (Vx € I)(F(g(y),y) = 0);

(d) g:]QR%RédeclasseCk(])ej—i(]/):__

Teorema 15 (Teorema da Func¢do Implicita para fun¢des de R® em R). Sejam U C R?,
Py = (x0,Y0,20) € Ue F: U C R® — R uma funcio de classe C*(U;R) (k > 1) tais que:

(1) F(xo0,Y0,20) =0;

oF
(2) E(XO’]/O’ZO) 7é 0.

Entdo existem um 6 > 0 e uma fungio f : B((xofyo),5) C R2 — R de classe
C*(B((x0,Y0),6); R) tais que:

(a) f(xo0,Y0) = zo;
(b) (¥(x,,z) € B((x0,40,20),0)) (3 (x,,2) # 0)
(c) (V(x,y) € B((x0,40),0))(F(x,y, f(x,y)) = 0);
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Teorema 16 (Teorema da Func¢do Implicita para fungdes de R® em R). Sejam U C R?,
Py = (x0,Y0,20) € Ue F: U C R® — R uma funcio de classe C*(U;R) (k > 1) tais que:

(1) F(xo0,Y0,20) =0;
oF
2) @(xo,yo,ZO) # 0.

Entdo existem um 6 > 0 e uma fungio ¢ : B((x0,2z0),6) € R?> — R de classe
CK(B((x0,20),0); R) tais que:

(a) f(x0,20) = Yo,
(b) (Y(x,y,2) € B((x0,40,20),6)) (55 (x,y,2) # 0)
(c) (V(x,2) € B((x0,20),9))(F(x,8(x,2),2) = 0);

Teorema 17 (Teorema da Fungdo Implicita para fun¢des de R em R). Sejam U C RR3,
Py = (x0,Y0,20) € Ue F: U C R® — R uma fungio de classe CK(U; R) (k > 1) tais que:

(1) F(xo0,Y0,20) = 0;

oF
(2) g(xoly()rz()) # 0.

Entdo existem um 6 > 0 e uma fungio h : B((yo,z0),6) € R?> — R de classe
C*(B((yo,20),9); R) tais que:

(a) h(yQ,Zo) = X0,
(b) (V(X,ylz) € B((xofyozzo)/5))(3—5(%%2) ?é 0)
(¢) (V(y,2) € B((yo,20),0))(F(h(y,2),y,2) = 0);

14




4 O vetor gradiente

Definicao 18 (vetor gradiente). Seja f : R C R" — R uma fungio que possui derivadas
parciais em (X1,Xp,---,%,) € int. (R) O vetor gradiente de f em (x1,X2, -+ ,Xn) €
int. (R), denotado por V f(x1,x,- -, Xn), é 0 vetor:

P) P)
Vf(ﬂfﬂw'/&):(a—i(ﬂr&f“'r&)/" a;i(xl'x” ,&))

Usando a definicdo de vetor gradiente, a equagédo (1) pode ser escrita como:
d
G (fea)(t) =Vf(e®)-o'(t),
onde Vf(o(t))-0'(t) é o produto escalar dos vetores Vf(o(t)) e o’ (t).

Se soubermos os gradientes de duas fungdes f e g, automaticamente saberemos os gradien-
tes de sua soma e diferenca, de seu produto e quociente e da multiplicagdo por uma constante.

~

Proposicao 19. Sejam U C R" um aberto e f,g : U — R fungdes que admitem derivadas
parciais de ordem 1 em U e k € R. Tem-se

(@) V(k-f)=k-Vf

(b) V(f+g) =Vf+Vg
(© V(f—g)=Vf-Vg
d V(f-8)=f-Vg+g-Vf;
© V() =£& Vf /-V8

Demonstragio. Seja (x1,---,xn) € U qualquer.

Ad (a): Temos:

Vik- f)(xx) = (a%wf)(xl,--- ) ok f) (e >) -
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%) %)
—k- (a—f(x1,--- X)X, ,xn)) —k-Vf(xy,- -, %)
X1
Ad (b): Temos:

=[Vf-g+f-Vgl(x1, -, xn)
0

Vimos, na agenda anterior, que dados um aberto, U C R?, um ponto (xg,yo) € U e uma
fungdo f : U C R? — R diferenciavel em (xg, ), existia um plano que tangenciava Graf (f)
no ponto (xo, vo, f (%0, Y0)) — 0 plano tangente em (xo, yo, f (%0, o)), dado por:

T(XOryOIf (x0.%0)) Graf (f) =

16



—{ w2 € 2= flnw0) = Lm0 (=) + (o) (- wo)}

Na defini¢do a seguir, daremos o significado de um vetor ser “tangente a Graf (f) em

(x0, ¥o, f (x0,¥0))"-

Definigdo 20. Sejam U C R? um aberto, (xo,y0) € Ue f : U C R*> — R uma fungio
diferencidvel em (xo, o). Dizemos que um vetor, U é tangente a Graf (f) em (xo, yo, f(x0,Y0))
se, e somente se, a soma do vetor T com o ponto (xo, Yo, f (X0, Yo)):

5+ (XO/yOIf(XOIyO)) = (x,y,z)
Graf (f).

pertencer a T

xO/yOIf(xOIyO))

O lema a seguir caracteriza os vetores tangentes ao grafico de uma fungdo diferenciavel em
um ponto como vetores-velocidade de curvas contidas nele:

Lema 21. Sejam f : R C R? — R uma funcdo diferencidvel em (xo,1o) € int. (R) e Graf. (f).
Se T for um vetor ndo-nulo tangente a Graf . (f) em (xo, yo, f(x0, o)), entdo existe uma curva
parametrizada, (C,o : I — R3), com C C Graf (f) e tal que o(ty) = (x0,v0, f(X0,Y0)),
diferencidvel em ty € I tal que o’ (to) = T.

\.

Demonstragido. A curva de interse¢do de Graf. (f) com o plano 7w = {(x,y0,2) | (x € R)&(z €
R)} pode ser parametrizada por:

v: I — Graf.(f)Nm
t = (tyo, f(tyo))

de modo que ¥/ (ty) = (1, 0, %(xo,yo)> é um vetor tangente a Graf .(f) em (xo, yo, 20)-

De fato, verificamos que o ponto:
/ of
(x,y,2) = (x0, Y0, f(x0,40)) + 7 (H)o = (x0, Y0, f(x0, y0)) + | 1,0, 57 (0, yo) | =

0
= <xo + 1,0, f(x0,¥0) + %(Xofy0)>
é tal que:

2—f(30,0) = 3x(60,90) - (x=30) + 5L (x0.30) - (530

17



uma vez que:

%) %) o)
0, 0) + 2 (0, 40)— F(x0,0) = 2L (30,90) - (30 + 1x0) + 5 (x0,30) - (o),
0x ox ay
0 que, por definicao, significa que 7'(to) € T(x,y,f(xo0)) Craf (f)-

Por outro lado, a curva de intersecdo de Graf .(f) com o plano u = {(xp,y,z) € R®| (y €
R)&(z € R)} pode ser parametrizada por:

n: I — Graf.(f)Nu
t —  (xo,t, f(x0,t))

de modo que 7’ (tg) = (0, 1, %(xo,yo)) é também um vetor tangente a Graf .(f) em (xo, Yo, z0)

(a verificacdo é andloga a que fizemos para 7' (tp)).

Como os vetores 7' (tg) e u'(tp) sdo linearmente independentes (verifique, por exemplo,
calculando seu produto vetorial), eles geram o plano tangente a Graf .(f) em (xo, vo, f (%0, Y0))-
Portanto, se T é um vetor ndo-nulo tangente a Graf. (f) em (xo, yo, f(xo, o)), entdo:

T=a-v(t)+b-7'(t),
onde a e b sdo constantes ndo simultaneamente nulas — quais sejam, as coordenadas de T
junto a base {7/(t), 1’ (t) }-

Tomando:

o(t)=(xo+a-(t—to),yo+b-(t—to) f(xo+a-(t—to),yo+b-(t—t)))
temos:

o' (t) = (a, b,%(xo,yo) -a+ %(xo,yo) . b) =aq- (1,0,%(x0,y0)> +b- <O, 1,%(x0,y0))

temos que o (tg) = (xo,Yo,20), com ¢ diferencidvel em ty e T = o’ (ko).
[]

O teorema a seguir nos da uma interpretacdo geométrica para o vetor gradiente de uma
funcgédo de trés variaveis.

Teorema 22. Sejam R C IR3 aberto, (x0,y0,20) € Re f € C1(R,R) tais que V f(x0, Yo, 20) #
0. Se S é a superficie de nivel k, S = f[{k}] = {(x,y,z) € R| f(x,y,2) = k} e (x0,y0,20) €
S, entio V f(xo, Yo, zo0) € perpendicular a qualquer vetor tangente a S em (xo, Yo, 20)-

18



of

Demonstragido. Uma vez que V f(xo, Yo,20) # 0, podemos supor que g(xo, Yo,20) # 0. Pelo

Teorema da Fungdo Implicita, numa vizinhanga do ponto (xg, yo,z0) € S é o grafico de uma
fungéo de classe C!, digamos z = h : B((x0,¥0),6) — R com zg = h(xo,Yo)-

Dado um vetor tangente nao-nulo a Graf. (k) em (xo, yo, h(xo, o)), T, segue do Lema
que existe uma curva parametrizada, (C,o : I — IR?®) contida em S tal que o (ty) = (xo, Yo, 20)
eT =d(t).

Visto que C C Graf. (h) C f[{k}], tem-se:

flo(t)) =k

Derivando os dois membros da equagdo acima com respeito a t, obtemos:

Lifor))=0

Pela Regra da Cadeia, temos:

LF@)| = Vo) k),

t=t,
isto é,

~L
Il
(@)

V f(x0,Y0,20) -




Definigao 23. Sejam S uma superficie de nivel de equagdo f(x,y,z) = k, com k constante, e
Py = (x0,Y0,20) € S. Se f for uma fungdo de classe Cl em um conjunto aberto, U C R3, tal
que Py € U e Vf(Py) # O, definimos o plano tangente a S em Py como sendo o plano de
equagdo:

Vf(xOI]/O/ ZO) : (x —X0,Y —Y0,Z2 — ZO) =0 (6)

Além disso, a reta de equagdo:

(x,y,2z) = (x0,¥0,20) +A-Vf(P), A €R (7)

denomina-se reta normal a S em P,.

Note que a defini¢do acima é uma extensdo da defini¢do de plano tangente e reta normal
a uma superficie que é grafico de uma funcdo de duas varidveis.

O Teorema 22(se aplica as fun¢des de duas varidveis.

Teorema 24. Se U C IR? ¢ aberto tal que (xo,y0) € U e f € CY(U;R) sdo tais que
Vf(xo0,y0) # 0, e se C é a curva de nivel k que contém (xo,yo), entdo o vetor ¥ f(xo,yo)
é normal a curva C em (xg,Yo).

Demonstragio. Podemos parametrizar a curva de nivel k no plano Oxy por uma fungéo:

v: Jto—6,to+d] — R?
t = (x(t),y(t))

com 7y (to) = (x(to), ¥(to)) = (x0,¥o)-
Um vetor serda normal a curva em (xo, yo) se, e somente se, for normal a um vetor tangente
a esta curva no ponto (xo, o) — portanto, basta provarmos que V f(xo,yo) € normal ao vetor

tangente a curva de nivel k no ponto (xg, o). Vimos que o vetor:

7' (to) = (¥'(to), y'(to))
é tangente a curva C no ponto (X, o), de modo que basta provar que /(o) L V f(xo, yo).
Como (Vt €]tg—,tg+0[)(f(v(t)) = f(x(t),y(t)) = c), segue que:

L) = S (Fx(0),y(1) =0

Da Regra da Cadeia decorre que para todo t €]ty — J,ty + J] vale:

0,90 - () + E(x(0,900) -y (0 = 0
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Em particular, tem-se:
2 (vlt0) ylt0)) (1) + 3 (xlta), y(t0)) -/ (10) = 0

ou seja,

V£ (xo0,y0) -7 (to) =0

Exemplo 25. Encontrar uma equagdo para a reta tangente da elipse:

2
* 2
il -9
Y
no ponto (—2,1).

Solugdo: A elipse é uma curva de nivel da fungdo f(x,y) = %2 + 2. O gradiente de f em
(=2,1) &

— (-1,2)

X
VR = (5,2;/) (x)=(-21)

A tangente € a reta:

(1) -(x+2)+(2)-(y-1) =

x—2y=—4

5 Derivada Direcional

Agora vamos generalizar o conceito de derivada parcial para obter a taxa de variacdo de uma
fungdo em determinada diregéo.

Sejam f : U C R?> — R uma funcdo de duas varidveis, Py = (xo,o) € int.(U) e & um
vetor ndo nulo no plano Oxy. O conjunto dos pontos Py +t -1/, t € IR, é a reta L que contém
Py e é paralela ao vetor ii.

d
A derivada direcional de f em Py na diregcdo de i/, denotada por %(PO), é a taxa de

d
variacdo de f em Pp na direcdo de L. Geometricamente, %(Po) representa a inclinagdo da

reta tangente a curva C, parametrizada por t — f(Py + ¢ - if) no ponto (xo, Yo, f(X0,Y0))-
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Defini¢do 26 (derivada direcional). A derivada direcional de uma fungio f : U C R?> —
R em Py na diregdo do vetor ii é definida por:

of . f(Po+t-dl)— f(Ry)
5 (P0) = lim ===

se este limite existir. (Veja https://www.geogebra.org/m/Bx8nFMNc)

Segue da Definicdo [26( que as derivadas parciais de f em relagdo a x e a y em Py sdo as
derivadas direcionais nas dire¢des dos vetores i = (1,0) e ¥ = (0, 1), respectivamente.

Teorema 27. Se f : U C R? — R é diferencidvel em Py = (xq,Yo), entdo:

=

(Po) = Vf(Po) - (8)

Q)|QJ
ST

=

Demonstragio. A diferenciabilidade de f em Py implica que:

limf(POth'ﬁ)_f|(’PO)ﬁvf(P0)'(t'ﬁ) —0
t—0 t-u ’

0 que, por sua vez, equivale a :

f(Po+t-ii) — f(Py) =V f(Po)- (¢ i)

lim — =0,
0 ||t - ]|
que equivale a:
) f(Po +t- ﬁ) — f(P()) i
lim - = VAP —-
i T USORF
ou seja,
af i
@»(Po) = Vf(P) - Il

]

O teorema acima afirma que se f é diferencidvel em um ponto Py, entdo f tem todas as
derivadas direcionais em Py. E a reciproca, é verdadeira?

Vejamos um exemplo em que f tem todas as derivadas direcionais em Py mas nédo é dife-
rencidvel em Pj. Considere:
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af(O 0)—111’1’1 L o = : :Z)l-|02|

97 Y N (e IR VA )

H(Ax,Ay) = £(0+ Az, 0+ Ay) — £(0,0) — 2L(0,0) - ax — 2L (0,0) - Ay =

No entanto,

0x ay
__ Ax- Ayl
V AxZ + Ay?
de modo que como:
Ax|Ay|
VAxZ + Ay? , Ax - |Ay|
() 5(00) T(B% AP~ () >(00) DX+ Ay

a fungdo nao é diferenciavel em (O, 0).

A Definigio 26| pode ser estendida as fungdes f de trés variaveis reais a valores reais, assim
como o Teorema 27]

Exemplo 28. Determinar a taxa de variacio de f(x,vy,z) = xyz + e***Y no ponto Py = (—1,2,1) na
direcdo do vetor it = (1,1,/2).

Solucdo: as derivadas parciais de f sdo:

af _ 2x+y af _ 2x+y af —
a(x,y,z)—yz—i—Ze ,@(x,y,z)—xz—i—e e a—z(x,y,z)—xy

Como f é diferencidvel em Py, segue de (8) que:

:(4,0,—2)-(1’1’2—‘@:2—\5

=

af( 121) = VA-1,21) 1y

Teorema 29. Se f : U C R?> — R é uma funcdo diferencidvel em Py € int.(U) onde

Vf(Py) # 0, entdo o valor mdximo de gf (PO) ocorre quando il tem a diregdo e o sentido do
vetor V f(Py), sendo ||V f(Py)|| este valor mdximo.

=
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Demonstragio. Segue de (8) que:

=

9 (py) = VAP - e = IV F(Po)]| - ‘ ~cos(6) = [[Vf(Po)| - cos(6)

Jil ]

onde 0 é o angulo entre Vf(P) e ii.

=

Sendo assim, S—JL;(PO) terd valor maximo quando 6 = 0, ou seja, quando i/ tem a dire¢do e o
sentido do vetor Vf(P), e seu valor méaximo é ||V f(P)]|.
O

Exemplo 30. Considere:

f: R - R
(x,y,2) T
X +y-+1

Determinar:

(a) A diregdo de maior variagio de f e a respectiva taxa no ponto (1,0, —1);

(b) A taxa de variagio de f no ponto P = (1,0, —1) na diregdo do vetor ii = ¢'(t), onde o(t) =
(t, 142t —1+1)

Soluc¢do: As derivadas parciais da fungdo f sdo:

of oz (=¥ +y2+1) of __ —2xyz

ax ¥ = (¥2 4+ y% +1)2 ’@(x’y’z)_ (2212 °
of . X
g(x,y,z) T 242+ 1

Ad (a): Como f é diferencidgvel em P = (1,0,—1) e Vf(P) = (O, 0, %) # 0, 0 Teorema
garante que a dire¢do de maior variagdo de f em P é a do vetor i = (O, 0, %) e a taxa de maior

variagdo de f em P ¢ | Vf(P)|| = 1.
Ad (b): Temos il = ¢’(t) = (1,2,1), e usando (7)), temos:

of .\ i 1\ (L2,1) V6
a—ﬁ(P)—Vf(P)~W—(O,O,§>- NRET)

Exemplo 31. Seja f(x,y) = x%y.
(a) Determinar ii, unitdrio, de modo que g—é(l, 1) seja mdximo;

(b) Qual é o valor mdximo de %(1, 1)?
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(c) Estando-se em (1,1), que diregdo e sentido deve-se tomar para que f cres¢a mais rapidamente?

Solugao: Temos:

VF(1,1) = (%(m)%(m)) — 2,1)

Ad (a): Como f, por ser polinomial, é diferenciavel em (1,1) e V£(1,1) # 0, segue que

3 . . Vf(1,1 -
%(1, 1) é maximo para il = Wﬁﬁ, ou seja, U = (%ﬁl @)

Ad (b): O valor méximo de %(1,1) é||VF(1,1)| = V5.

Ad (c): Vf(1,1) = (2,1) aponta a direcdo e o sentido nos quais f cresce mais rapidamente
em (1,1).
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