CALcuro No IR”
AGENDA 3

Prof. Jean Cerqueira Berni*

1 Apresentacao

Nesta agenda estenderemos férmula de Taylor para fungdes com mais de uma variavel
real a valores reais. Esta férmula fornece, sob certas condigdes, aproximagdes polinomiais
para funcdes de duas varidveis reais a valores reais. Os n primeiros termos, como veremos,
serdo derivadas parciais da funcdo, e o tltimo nos dara o erro cometido na aproximacao — tal
como visto no caso de uma variavel, em Caélculo 1.

2 Polindmio de Taylor de Func¢des de Duas Variaveis
Sejam U C R? um aberto, f € C2(U,R), Py = (x0,y0) € U e H = (u,v) # (0,0) tais que:

[Po,Po—l—H] = {(1 — t)P0+t(P0+H) ’ t € [0,1]} = {Po—l—tH ‘ t e [0,1]} cu
Consideremos o caminho:
v: [0,1] — U C R?
t = (r1(t),72(t) = (xo+t-u,yo+t-v)
e a fun¢do composta O (t) = f(y(t)):
d: 0,1 — R
t = (foy)(t)=f(xo+t-u,yo+t-0)

que nos dé os valores que f assume no segmento [Py, Py + H|. Esta fungdo desempenhara o
papel de ligacdo na extensdo do polindmio de Taylor para fun¢des de vdrias varidveis reais a
valores reais.

Pela Férmula de Taylor com resto de Lagrange para fun¢des de uma varidvel, temos:
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q>// (t())

®(1) = ®(0) + @' (0)(1—-0) + (1—0)?

para algum ty €]0,1[. Usamos a Regra da Cadeia para calcular ®'(t) e ®"(t):

(1) = 2 (Fom)(t) = (VF(xo+ -0+ £-0), /(1) =

_of of
= a(xo—l—t u,yo+t-v) u—i—@(xoﬁ—t-u,yo—i—t v)-v
Podemos considerar &’ como a composi¢do das fungdes:
F: UCR?* — R
of of
(r) = Gy ut Gy

v: [0,1] — u
t = (xo+t-uwyo+t-v)

Desta forma,

Q' (t) = [@' (1)) = %(F oy)(t) =

= VE((0) 7/ (8) = (52 0r0) -, 5 (010 0 - (0,0) =

2 2 2 2
= (G200 ut 500 0 5l (00 -+ TEO0) ) - () =

o*f
Jy?

92
fy(xo + tu, yo + tv) - uv + —% (x0 + tu, yo + tv) - v

—az—f(x + tu, yo + tv) - u> +2-

onde usamos Teorema de Schwarz para agrupar as derivadas parciais mistas de ordem 2,
devido ao fato de termos f € C?(U,R).
Temos, entdo:

®(1) = f(xo+u,y0+0)
®(0) = f(xo0,%0)

®'(0) = af(xo/yo) u+%(x0/yo)'v

e, além disso,



<I>”(t):az—f(x + tou, yo + tov) - u? +2- ’f (xo + tou, yo + tov)uov+
0 952 \ X0 oU, Yo T Lo axayo oU, Yo T to

82

+ —J;(XO + tou, yo + to’U)Z)z
dy
Definindo:
D (t
T(xo yo)(u v) = 2( O)’

podemos escrever:

d d
f(xo+u,y0+0) = f(xo,y0) + %(xo,yo) U+ %(Xol Y0) * 0+ T (xpy0) (1, 0)
O polindbmio dado por
ad d
T3 ) ) (0:9) = F30,30) + G2 o 0) - -+ 3 (30, 30) -0
é denominado o polinémio de Taylor de ordem 1 de f em torno de (x, yo).
Mostra-se, com o auxilio do seguinte lema, derivado da Desigualdade do Valor Médio,

. T (xo, )(u,v) =
que hm(u,v)—>(0,0) ”()(u(iw -

Lema 1. Sejam § > 0 e:

r:B((0,0),5) - R
uma fungio de classe C2(B((0,0),6),R) tais que r(0,0) = 0, 9£(0,0) = 0, g;(O 0) =0,

2 =
27(0,0) =0, a?ng(o 0)=0e¢ g r(0,0) = 0. Entio:

B r(u,v)

= =0
(u0)—(00) [|(#,0)[2

\.

Demonstragio. De fato, observe que r : B((xo,40),06) — R é, em particular, uma fungdo de
classe C'(B((0,0),6),R) ( e portanto diferencidvel) que se anula, juntamente com todas as
suas derivadas de ordem 1 em (0,0), de modo que segue da defini¢do da diferenciabilidade

de r em (0,0) que:

lim  040)

(u,0)—(0,0) ||(1, )|
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Pelo Teorema do Valor Médio aplicado a t — r(t - u,t-v), para cada (u,v) € B((0,0),9),
existe algum to €]0,1] tal que:

d ar
r(u,v) = é(tou, tov) - u + ay(t‘ou ,tov) - v

logo:

i(ifutv) tu—i—a
r(u,v)  ox 0% 0T O 5y

I, 0)[> Ilto - (u, 0) [} - || (u, 0) ]
Como as derivadas parciais de ordem 1 se anulam, juntamente com todas as derivadas
parciais de ordem 2 no ponto (0,0), segue do fato de termos 2, 9 ¢ C1(B((xg,y0),9), R) que:

(tou, tgov) - tov

ox’ E)y
0 0 02
. 9 (tou, tov) — 9£(0,0) — £5(0,0) - tou — ayax(o 0) - tov . & (to- (u,0)) 0
(u,0)—(0,0) ||(f01zl, tQU)H (1,0)—(0,0) ||t0-(u,v)||
e
I (tou, tgv) — 22(0,0) — 22-(0,0) - tou — 22(0,0) - tgv o (ty - (u,0))
lim oy ’ ay \Vr axay 2\ _ im Y UNNZ _
(u,0)—(0,0) | (tou, tov) || (u,0)—(0,0) |[to- (u,0)||
5 (to - (u,0))
ay 0 4
m -~ =
(w2)=(00) [to- (u,0)]]
Como:
‘ to-u ‘ to- v
[[(u, 0) | TG, o) | =
segue que:

r or
—(tou, tol)) -tou + —(i’ou, to’U) - tov

r(u,v) , ox oy
lim ——%-= lim —
(0)=00) (1, )1%  (wo)=(00) [to - (u, ) || - | (w, 0) |
or or

lim . lim . —
(wo)—=(00) |[to - (w,0)| [(w,0)|| ~ wo)—=©0) llfo- (w0)|| [[(u,0)]
————— —— —_———— N——

infinitésima limitada infinitésima limitada



Teorema 2 (Férmula de Taylor de Ordem 2). Sejam U C R? aberto, (xo,y0) € U e
f € C%(U,R). Dado qualquer (u,v) € R? tal que (xo + u,yo + v) € U, podemos escrever:

f(xo+u,y0+0) = f(xo0,y0) + %(xo,yo) U+ %(xo,yo) -+

0x
1 [3f : Pf *f >
3 |3 (0 v0) -+ 2 5 (xoro) -0+ 55 (%0, yo) 0| + ey (0) (1)

cont:

lim r(xofl/o) (u, Z))

(wo)—(00) |(w,0)>

Demonstragdo. (esbogo) Ja vimos como deduzir a férmula, portanto basta demonstrarmos que:

lim r(xofyo)(u’v) —0
(wo)=00) (1, 0)?

Para isto, veremos que 7y, se enquadra perfeitamente as condi¢bes satisfeitas por r
em Lema [l . Primeiramente, sendo U aberto e (xo,19) € U, existe 6 > 0 tal que para todo
(u,v) € R* com ||(u,v)| < & vale (xo + u,yo + v) € U. Podemos, portanto, restringir r( a
B((O, 0), (S), obtendo T (x0.0) rB((0,0),{S)'

Notamos que:

X0,Y0)

0 Jd
(xome) (1, 0) = f(x0+ 1,50 +0) — f(x0,40) — %(xo,yo) U= %(xorl/o) "U—
1 [92f ) Pf > f >
5 @(xo,yo)-u +2-axay(xo,yo)'“'U+a—y2(x0/y0)'v

é de classe C*(B((0,0),6),R). Nota-se, facilmente, que r( x0y0)(0,0) = 0. Em seguida, demonstra-

se que todas as derivadas parciais de ordem menor ou igual a dois se anulam em (0, 0).
O

Exemplo 3. Calcular o polinomio de Taylor de ordem 1 para a fungdo:

f(x,y) = sin(x) - cos(y)
em torno do ponto (0,0).

Solugdo: Calculamos:



df o

a(x,y) = cos(x) - cos(y), 3y x,y) = —sin(x) - sin(y)

2 2 2
ng:(x y) = —sin(x) - cos(y), %(x,y) = —cos(x) -sin(y) e %(x,y) = —sin(x) - cos(y)

de modo que:

e L (0,0)=0

of _
0,00 =1, © 3y

ox

Assim, tem-se:

f(u,v) = £(0,0) + %(0,0) U+ %(0,0) -0+ 70,0y (14,0)

onde:

aZ 2 82

1 f J f
r(0,0)(4,0) = p = (tou, tov) - u> 42 W(tou ,to0) - u-v+a—y2(tou,tov) v

2

para algum ty €]0,1 [ O polinémio de Taylor de ordem 1 é, portanto:

T1(f)(0,0) (1, 0) = u

Temos:

1[0 0? 0?
| (00)(1/[ Z))| = ‘E {a J;(t()u toZJ) u +2- —(t()u toZJ) u-v+ ayf(tou tov) 21

0xay
<1[8 .|02’]

Des. Triang.
<

2 2

JufF+2- %(tou tov)| -

Como, em nosso caso, podemos majorar:

2f f Pf
9xdy ay

0 erro maximo cometido serd inferior a:

82
2 (tou o) ol + |55 o 00

0 f
tou, tgv)|, (tou, tgv)| e ayz(tou, tov)| por 1,

%[uz + 2uv + v,

ou seja,

17 (xp0) (W 0)| < [u? 4+ 2uv + 7).

S I\JIH



Observagio 4. As férmulas deduzidas anteriormente para ®' e ®" podem ser obtidas aplicando-se a
f o0s “operadores”:

u.i_i_v.i e u.i_'_v.i 2—u28_2+2u082f +vza_2
y X y)  ox2 0xdy oy?

Esses sdo os dois primeiros casos de uma férmula mais geral:

ar 0 2\"
@(t) = Lot = (w5 o5 ) @

a qual diz que aplicar d" /dt" a O(t) dd o mesmo resultado que aplicar o operador:

u - i +0- i !
ox ay
a f depois de expandi-lo pelo Teorema Binomial (em vez de usar multiplicagiio, usa-se composicio).

Se as derivadas parciais até a ordem 7 4 1 sdo continuas em uma regido retangular cen-
trada em (x, y), poderemos estender a férmula de Taylor para ®(t) a:

CI)”(O) ) q)(n) (O) , q)(n+1)(to) . t?’l-l—l
TR TR (n+1)!

para algum ¢y €]0,1[. Tomando ¢ = 1, obtemos:

D(t) = ®(0) +D'(0) - t +

" (0) q)(n)(o) q)(n+1)(t0)
o T T T

®(1) = ©(0) +P'(0) + , para algum f; €]0,1]

Quando trocamos as n primeiras derivadas no membro direito dessa tltima igualdade por
suas expressOes equivalentes da equacdo (2), calculada em t = 0, obtemos um polindémio, de
grau menor ou igual a 1, capaz de aproximar a fung¢do f, de duas varidveis, no entorno do
ponto (xq, o), contanto que a fungdo pertenca a uma classe de diferenciabilidade C"*! em
alguma bola aberta centrada neste ponto.

Provamos, portanto, o seguinte:



Teorema 5 (Férmula de Taylor com Resto de Lagrange). Sejam U C R? um aberto,
(x0,40) € U, f: U C R? — R de classe C"*V) (U, R). Se R for um retangulo centrado em

(x0, o) inteiramente contido em U, entdo para qualquer (u,v) € R? tal que (xo + u,yo + v)
R, tem-se:

Flxo+ w90 +9) = (o, 0) + 2L (30,90 - a§<xo,yo> o

0? 0?
+ o1 [@(xo,yo) u>42. fy(xolyo) u-v+ —f(xo,yo) '02] +

Jy?
1 [3%f ; Pf 3f °f
T {ﬁ(xof%)” +3- ax28y(x0fy0)” v+t3- 2(x0’y0)uv + —(xo,yo) } i
1
et o ( ) ) (%0, Yo) +7(x, yo)(u v) (3)
onde:

1 o) ) n+1
r(xo,yo)(”’v) = (n+1)! : <”'$+v'_) (f)(x0+to-u,yo+to-v)

para algum ty €]0,1][.

Exemplo 6. Calcular a férmula de Taylor de ordem 3 de f(x,y) = e**¥ no ponto (0,0).

Solugao: Temos:

£0.0) =0 =1, L) =

 eley) = 5 (uy) = o
aZ 2 82 .
axj;(x y) = = axgy(x y) == a_jg(xfy) =Y
°f oy _ Of Of O°f
_ v _ x+y o x+y — ) — Xty
ax3 (x/]/) e azxay (x y) axay (.X' y) ay3 (x’y) e
Assim,

1
fu,0) =1+u+v+ = - (u*+2uv + 0?)

2! +§’[u3+3-u20+3‘u-02+03]+r(”r0)

onde:




té . etO'(u+v)

1 . [u4 + 4130 + 610> + 4y’ + 04]

T(0,0) (u,0) =

para algum ty €]0, 1].
O polindmio de Taylor de ordem 3 de f em (0,0) é, portanto:

1 1
T3(f)(0,0) (1, 0) :1+u+v+i-(u2+2uv+vz)+§!-[u3+3~uzv+3-u-vz+v3]

Dizemos, também, que o polindmio acima é uma “aproximacao ctbica” para f em torno
de (0,0).

n=1 w=1 IS
wt
function f(x,y)[sin(x) cos(y) + 2 > e D Taylor polynomial

degree n of Tayler approximation width

1

” =1 8 8
Tl y) = Z i ((m — o) et (3 — %) By) f o, yo)

k=0

Figura 1: Vocé pode interagir melhor com o conceito acessando o applet https://www.geogebra.
org/m/chMpCQz2

Exemplo 7. Encontrar uma aproximagdo quadrdtica de f(x,y) = sin(x) - sin(y) em torno da origem.
Qual a precisdo da aproximagio se |u| < 0.1e |v| < 0.1?

9
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Solu¢do: Fazendo n = 2 em (3), obtemos:

f(O+u,0+v)=£(0,0) —I—%(0,0)-u—l—%(0,0) -o+
2 2 32
41 [gé(om +2-%(0,0) uv+ayfg(00) }+

1 [°f > f 2 > f > f
+6. {8 == (tou, t 0v)u’ —{—38 2ay(t0u,tov)u v+36xay2(tou,tov)uv +a—y3(t0u ,tov)v }

para algum ¢ty €]0,1[.

Calculando, obtemos:

o ¥
£(0,0) =0, 5 (xy)

= cos(x) - sin(y) =0
(0,0) (0,0)

U (xy)|  =sin(x)-cos(y)| =0

J (0,0) (0,0)
—jzr( ,Y) = —sin(x) - sin(y) =0
ox (0,0) (0,0)

0 f

(x,y)|  =cos(x)-cos(y)| =1

9xy o) (00)

2
J f( ) = —sin(x) - sin(y) =0

XY

Iy (0,0) (0,0)

Portanto, temos:

1
sin(u)-sin(v)%0+0.u+0.v+§[

e portanto sin(u) - sin(v) ~ u - v. O erro cometido na aproximagéo é:

0-u*+2-uv+0-v* =u-v

1 [°f o>f 2 O°f 0°f 3

R Er = (tou, tov)u’ +38 2ay(tou, tov)u v+3axay2(tou, tov)uv? + B_]ﬁ(tou’ tov)v
para algum fy €]0,1[. Observando que todas as derivadas de ordem 3 ndo assumem valor
absoluto maior do que 1, por ser produto de senos e cossenos, podemos majorar o0 erro por:

I7(00) (1, 0)| < (!M\3+3!u| o]+ 3Jul[v]* + [0f)
Assim, para |u| <0.1e |v| <0.1, tem -se:

[(0.1)°4+3-(0.1)° +3-(0.1)* 4+ (0.1)%] < =(0.1)® < 0.00134

O\I>—‘

|7(0,0) (u,0)] <

CT\IOO
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3 Maiximos e Minimos de Fun¢des de Duas Variaveis

Conforme vimos quando trabalhamos com fun¢des de uma variavel real, funcdes diferen-
cidveis eram extremamente adequadas para modelar problemas de otimiza¢do, uma vez que
do estudo de seus pontos criticos podiamos encontrar extremantes da funcdo. Como as fun-
¢Oes diferencidveis sdo, em particular, continuas, sabiamos que em intervalos fechados elas
assumiriam valores maximos e minimos. Um resultado similar é valido para func¢des de va-
rias varidveis reais em conjuntos compactos (em vez de intervalos fechados e limitados), que
enunciamos e demonstramos em seguida.

Comecamos introduzindo as nogdes precisas de maximo e minimo globais.

Definicio 8 (extremante global). Sejam A C R? um conjunto qualquere f : A C R> - R
uma fungdo qualquer. Dizemos que (xo,Yo) € A é um ponto de mdximo global de f se, e
somente se, tivermos:

(V(x,y) € A)(f(x,y) < f(x0,40))

Analogamente, dizemos que (xo,1o) € A é um ponto de minimo global de f se, e somente se,
tivermos:

(V(x,y) € A)(f(x0,y0) < f(x,))

Nosso préximo passo serd enunciar e demonstrar um teorema que nos garanta a existén-
cia de extremantes globais para fun¢des continuas definidas em subconjuntos compactos do
plano. Antes de enuncid-lo, no entanto, precisamos do seguinte:

Lema 9. Sejam K C R? compacto e f : K C R?> — R continua. Entdo existem L,{ € R tais
que:

(V(xy) e K)(€ < fxy) <L)

\.

Demonstragido. Sendo f continua em K, f tem limite em todos os pontos do conjunto, sendo,
portanto, pela Proposicdo 6 da [AGENDA f limitada em cada um desses pontos. Isto significa

que, para cada (x,y) € K existe J,,) > 0 tal que f [B((xy),6(x,)) € limitada.

Observamos que:

K< U B((x/y)rd(x,y))
(x,y)eK

11



ou seja, que A = {B((x,¥),0(xy)) | (x,y) € K} é uma cobertura aberta para K. Em virtude da
compacidade de K, esta cobertura admite uma subcobertura finita, ou seja, existem pontos

(x1,y1), -, (xn,yn) € K tais que:

K C B((x1,Y1), 0(xyy1)) U -+ - U B((Xn, Y1), O, )

Como f [B(( é limitada para todo i € {1,---,n}, existem ¢,---,¢,,L1,---,Ly

XiYi) O(x )
tais que para cada i tem-se:

(V(x,y) € B(Gxi,¥i), 8, ) (i < f Th((xi) 004, (50Y) < Li)

Se tomarmos L = max{Ly,--- Ly} e { = min{¢y,--- ,{,}, teremos, portanto:

(V(xy) e K)(£ < fx,y) <L)

Teorema 10 (Weierstrass). Sejam K C IR? um subconjunto compacto de (i.e., fechado e limitado
em) R? e f : K C R?> — R uma fungdo continua. Entdo existe um ponto (1, %) € K onde f
atinge seu extremo superior (mdximo global) e um ponto (x1,x2) € K onde f atinge seu extremo
inferior (minimo global). -

\.

Demonstragido. Vimos, pelo Lema 8, que f é limitada, tanto superior quanto inferiormente.

Uma vez que f é limitada superiormente, o conjunto {f(x,y) | (x,y) € K} C R admite
um supremo. Afirmamos que L = sup{f(x,y) | (x,y) € K} é o maior valor atingido por f.

Suponhamos, por absurdo, que f ndo assuma o valor L = sup{f(x,y)|(x,y) € K}, de
modo que para todo (x,y) € K temos:

f(x,y) < L.
Podemos, entdo, definir a fungao:

g: KCR? — R
(xvy) = L-flxy)
que é tal que para todo (x,y) € K, g(x,y) > 0.

Como g é continua (pois f é continua) e ndo se anula em K, a funcédo reciproca de g:

é: KCR"' — R
(x ) — ;
Y L—f(x,y)

12



é continua no compacto K, e portanto é limitada.

Assim sendo, existe € > 0 tal que:

1

(V(x,y) € K) (m < e)

Desta forma,

%<L—ﬂ%w

(vx) €0 (fom) <L-2)

€

o que implica que L ndo é sup{f(x,y)|(x,y) € K} - pois ndo é a menor das cotas superio-
res, uma vez que L — = é cota superior para {f(x,y)[(x,y) € K}, o que é um absurdo.

Faca como exercicio a demonstracdo para o extremo inferior. O]

O teorema acima é um exemplo de teorema que asserciona “existéncia pura”. Esse nos
garante, assim, que sempre que f for uma funcdo continua e seu dominio um conjunto com-
pacto, o extremo superior (maximo) e o extremo inferior (minimo) de f existem e sdo realiza-
dos por pontos do compacto. No entanto, o teorema ndo nos indica qualquer “pista” de quais
sejam estes pontos. Ao final da agenda, teremos um método que nos permitird, sob certas
condi¢des sobre a funcdo, efetivamente encontrar estes pontos.

Se removermos a hipétese da compacidade do dominio da funcdo continua f, mas acres-
centarmos hipéteses sobre f (como, por exemplo, “ser diferencidvel”), também teremos um
estudo interessante dos “extremantes” de f em pequenas por¢des de seu dominio. Tais extre-
mantes estdo dados na seguinte:

Definicdo 11. Sejam U C R? um aberto e f : U C R?> — R uma funcio qualquer. Dizemos
que (xo,y0) € U é ponto de mdximo local de f caso exista 6 > 0 tal que B((xo,Y0),6) C U
e:

(V(x,y) € B((x0,%0),6))(f(x,y) < f(x0,¥0))-

Analogamente, dizemos que (xo,1o) € U é ponto de minimo local de f caso exista 6 > 0 tal
que B((xo,v0),6) C Ue:

(V(x,y) € B((x0,%0),6))(f (x0,40) < f(x,¥))-

13



Se a fungdo em apreco, f : U C R> — R (como a dada na definicdo anterior) tiver deriva-

das parciais =— e == definidas em todos os pontos de U, o teorema a seguir nos determina

ox dy

uma condicdo necessdria para que (xg, o) € U seja ponto de maximo ou minimo local de f.

Teorema 12. Sejam U C R? um conjunto aberto e f : U C R*> — R uma funcio que tem as

. .. of df
derivadas parciais =— e =—
ox ay

df df

= (x,y) e @(x, y). Se (xo,y0) é um ponto de mdiximo ou de minimo local, entdo:

ox
0 0
%(xo,yo) =0= é(myo)

, definidas em todo ponto de U, ou seja, para todo (x,y) € U existem

Demonstragio. O resultado segue diretamente da defini¢do de derivada parcial.

Suponha, sem perda de generalidade, que (xg,yo) seja ponto de maximo local (o caso em
que (xo,Yo) é ponto de minimo local é andlogo).

Por definigdo, existe 6 > 0 tal que B((xo,y0),6) C U e:

(V(x,y) € B((x0,%0),6))(f(x,¥) < f(x0,40))-
Desta forma, para i € R tal que —6 < h < §, tem-se:

f(xo+h,yo) < f(x0,y0)

e portanto:

f(xo+h,y0) — f(x0,y0) <O,

Para valores de h positivos com h < § teremos:

f(xo+h,yo) = f(x0,90) _
3 <0,

de modo que, no limite:

llm f(xo +h’y0) _f(x()/yo) S 0
h%OJr h

Para valores de I negativos com —J < h, teremos:

f(xo+h,yo) = f(xo.90)
3 >0,
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de modo que no limite:

llm f(xo + hryO) _f(xOIyO) 2 0
h—0_ h

: d : : : -
Como por hipétese —f(xo, o) existe, ou seja, existe o limite:

ox
lim £ (%0 + 1, y0) — f(x0, 40)
h—0 h !
os dois limites laterais acima devem existir e devem ser iguais. Assim, ambos sdo nulos e

0
%(XO, yo) =0.

De modo totalmente similar prova-se que %(xo, yo) = 0. A prova para o caso em que
(x0,y0) é ponto de minimo local é anéloga. O

O teorema anterior mostra que se as derivadas parciais de f existem, entdo todo ponto de
méximo ou minimo local de f é um ponto que anula essas derivadas parciais.

No entanto, eventualmente podemos ter uma fungéo f com um ponto de maximo ou
minimo no qual as derivadas parciais sequer existam, como mostra o préximo:

Exemplo 13. Considere a fungio:

f: R* — R
(x,y) — /x2+412

Como para todo (x,y) € R? temos 0 < x> + y? e, consequentemente, 0 < \/x2+y2 = f(x,y),
seque que (0,0) é ponto de minimo local de f.
of  9f

Niio obstante, nem 55 em 3y estdo definidas em (0,0).

No caso da existéncia das derivadas parciais, o Teorema I2 mostra que devemos procurar
os pontos de maximo e minimo locais de uma funcédo entre aqueles que anulam as derivadas

.. Oof 0 . .
parciais, =—, =—. Isto motiva a seguinte:

f
ox’ oy

Definigdo 14. Sejam U C R? um conjunto aberto e f : U C R?> — R uma fungio com todas
as derivadas parciais definidas em todos os pontos de U. Um ponto (xo,yo) € U é um ponto
critico de f se, e somente se,

af(x
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O Teorema M2 diz que pontos de méximos e minimos locais de uma funcdo definida em

um aberto U C RR?, f:uc R? - R, tal que existem % e % em todos os pontos de U,

tém que ser pontos criticos desta funcdo. O que podemos dizer quanto a reciproca?

O exemplo a seguir nos mostra que a reciproca é falsa, ou seja, que pontos criticos nem
sempre sdo pontos de méximo ou de minimo locais.

Exemplo 15. Considere a fungio:
f: R — R
(xy) = 2=y

Observe que (0,0) é um ponto critico de f, uma vez que:

L xy) =2,
L) = 2

of o 0—0e — 2.0=
5jam_2o_0ea¢am_ 2.0=0.

No entanto, (0,0) ndo é ponto de mdximo local de f, pois dado qualquer § > 0 tomamos (é O) €

27
B((0,0),9) e teremos:

f@ﬁ%:m<§:f(%®.

(0,0) tampouco pode ser ponto de minimo local de f, pois dado qualquer 6 > 0, tomarmos <0, é) €

2
B((0,0),9) e teremos:

f@é)zo—§<ozfmm.

Pontos como este sdo chamados “os pontos de sela de f”
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2= g2

Em geral, dada uma funcdo f : K C R> — R, com K compacto, podemos dividir o
procedimento para encontrar os pontos de maximo e de minimo em K em trés passos:

1. Relacionar os pontos criticos da fungdo no interior da regido compacta K;

2. Relacionar os pontos de fronteira de K onde f tem mdaximos e minimos locais e calcular
f nesses pontos;

3. Procurar, na rela¢do obtida acima, os valores maximo e minimo de f.

Exemplo 16. Encontrar o mdximo e o minimo globais de f(x,y) = 2+ 2x + 2y — x* — y? na regido
triangular delimitada pelas retas x =0,y =0ey =9 — x.

Solucdo: 1. Primeiramente buscaremos os pontos criticos da func¢do. Para tanto, precisa-
mos calcular suas derivadas parciais de primeira ordem:

of _ of 5
a(x,y)—Z—Zx e @(x,y)—Z 2y

Temos, assim:

%(x,y)zo < 2-2x=0 << x=1

%(x,y)zo = 2-2y=0 <= y=1,

Observe que o ponto (1,1) é interior a regido R, uma vez que B ((1,1), %) C R. Neste
ponto, f(1,1) = 4.

17



2. Vamos, agora, buscar pontos de fronteira de R onde f assuma mdaximos e minimos.
Para isto, notamos que a fronteira de R é composta por trés segmentos de reta:

Ri={(x,00 € R?*|0<x <9}
Ry ={(0y) eR*|0<y <9}

Ry ={(x,9—x) € R*|0 < x <9}
ou seja, 0R = Ry U Ry U R3. Temos:

fIr, (xy) = f(x,0) =24 2x — x

Em R;, f assume um méximo local em (1,0). Neste ponto f(1,0) = 3.

flr (uy) =f0y) =2+2y -y
Em Rj, f assume um méximo local em (0,1). Neste ponto f(0,1) = 3.

FIRy () = f(x,9—x) =2+2x+2-(9—x) —x* = (9 —x)* =
=2 42x+18 — 2x — x* — (81 — 18x + x?) = —61 + 18x — 2x°

18



40 — 81
Em R3, f assume um maximo local em (3,9 — 3). Neste ponto f (3,5) = = —4.

3. Observamos que max {—471, 3, 4} = 4 e min {—71, 3, 4} 2 , e concluimos que f tem

um méximo global em (1,1) e um minimo global em (g, g)

4 A Forma Hessiana na Classificacao de Pontos Criticos

Definic¢ao 17 (forma bilinear). Sejam U e V R—espacos vetoriais. Uma fungio f : U XV —
R é uma forma bilinear se, e somente se, para quaisquer uq,us,u € Uevy, v, v € Ve € R,
valerem:

(a) f(ur+uz,0) = f(u1,0) + f(uz,0)

() f(A-u,0) =A-f(u,0)

(c) f(u,v14+v2) = f(u,v1) + f(u,v)
( (u,

d) f(u,A-v)=A-f(u,0)

Exemplo 18. O produto interno usual de R3, dado por:
(,):R¥xR®> = R
((x1,¥1,21), (x2,¥2,22)) = x1 X2+ Y1 Y2+ 21 22

é uma forma bilinear.

Exemplo 19. Seja A uma matriz m x n fixada, m,n € N \ {0}. A aplicagdo:

X1 n a1 A4z - Aip n
X2 Y2 dx1 4axp -+ Aoy Y2
S =l ox o x| L N
Xm Yn Aml Am2 - Amn Yn

é uma forma bilinear.
4.1 Matriz de uma Forma Bilinear

Sejam U e V R—espagos vetoriais e By = {u1, - ,um} e By = {v1,--- ,vn} bases para U e
para V, respectivamente. Seja, ainda, f : U x V — R uma forma bilinear.
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Dado qualquer (i, %) € U x V, sendo % base para U, existem nameros reais ay,- - - , &y
tais que = &g - Uy + -+ Q- Uy = Y"1 &; - U, € sendo Ay base para V, existem ntimeros
. . e _ _ n . .
reais 1, -+, pn tais que U= By - 01 + - - + Py - 0y = Ly Bj - vj. Assim, temos:

linearidade na
1% coordenada

f(ﬁ/?_f):f(vé1'u1+"'+06m'umrﬁ1'Ul+"'+,5n'vn):f<i“i'”i'i;ﬁf'vf) =
i= j=

linearidade na
2%coordenada

=) - f (”hZM%’) =
i=1 =1

3By ()

j=1

1

Observe que a igualdade acima equivale a escrever:

flu,01)  f(u,02) -+ f(u1,0n) B1
o flug, 1) flug,02) -+ f(un,0n) B2
flid,0) =[ar ag - ] : : N : S
f(um,v1)  fum02) -+ f(thm, on) B
Dizemos que a matriz (f(u;,v}))1<i<m € a matriz da forma bilinear f com respeito as
1<j<n
bases % e By .

Exemplo 20. A matriz da forma bilinear:

{(-,-): R? x R? — R
((x1,y1), (x2,y2)) = x1-x2+Yy1- 2

com respeito d base candnica, B = {(1,0), (0,1

((1,0),(1,0)) (1,
((0,1),(1,0)) ((0,

de modo que podemos escrever:

(G, y1), (2, 92)) = [x1 ] - [ (1) (1) } ' { 5 1

Exemplo 21. Exibir a matriz da forma bilinear dada por:

f((x1,y1,21), (x2,y2,22)) = x1- %2+ 3y1 - y2 +421 - 22
com respeito d base candnica Prs = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Solugao: Temos:
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f((l,0,0),(l,0,0)) =1 f((O, 1,0),(1,0,0)) =0 f((0,0,l), (1,0,0)) =0
£((1,0,0),(0,1,0)) = 0 £((0,1,0),(0,1,0)) = 3 £((0,0,1),(0,1,0)) = 0
£((1,0,0),(0,0,1)) = 0 £((0,1,0),(0,0,1)) = 0 £((0,0,1),(0,0,1)) = 4

de modo que a matriz da forma bilinear é:

100
030
00 4

Definicao 22. Seja V um R—espago vetorial. Uma forma bilinear, f : V x V. — R é simétrica
se, e somente se, para quaisquer u,v € V tivermos:

flu,0) = flo,u)

Definic¢ao 23 (forma quadratica induzida por uma forma bilinear simétrica). Sejam V
em R—espago vetorial e f : V x V. — IR uma forma bilinear simétrica. A fungio:

qf: V — R
7 — f(9,0)

é a forma quadrdtica sobre V associada a forma bilinear simétrica f : V. x V — R.

Exemplo 24. Seja (-,-) : R?> x R?> — R o produto interno usual de R?. Para quaisquer ii,7 € R?
tem-se (il,7) = (0, i), de modo que esta forma bilinear é simétrica. A forma quadrdtica associada ao
produto interno usual é:

I]<,> : ]Rz — R
7 — (7,7)
Assim, se escrevermos U = (x,y), teremos:

a0y (xy) = (0 y), (x,y)) = ¥+

Um fato de simples verificagdo é dado a seguir:

Proposigdo 25. Se g : R? — R é uma forma quadrdtica, entdo q é continua.

Quanto a classificacdo das formas quadréticas, temos a seguinte:
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Definigdo 26. Seja f : R? x R? — R uma forma bilinear simétrica. A forma quadrdtica
associada, qy R? - R é

(a) ndo-negativa se, e somente se, para qualquer (x,y) € R? tivermos q¢(x,y) >0
(b) positiva se, e somente se, para qualquer (x,y) € R?\ {(0,0)}, tivermos q¢(x,y) > 0;
(c) negativa se, e somente se, para qualquer (x,y) € R*\ {(0,0)}, tivermos q¢(x,y) < 0;
(d) ndo-positiva se, e somente se, para qualquer (x,y) € R? tivermos q flx,y) <0

Nos casos em que g5 € positiva ou negativa, dizemos que g é definida. Também, dizemos que a
forma quadritica gy é:

(e) indefinida se, e somente se, existirem (x,y),(z,w) € R? tais que q¢(x,y) > 0 e
qr(z,w) < 0.

Observacao 27. Toda forma quadrdtica induzida de uma forma bilinear simétrica, f : R" x R" — R
pode ser representada por uma matriz com respeito a base canénica de R", {e1,--- ,en}, a saber:

(f(ei ei))1<i<n

Observe que, sendo f simétrica, a matriz de q¢ também serd simétrica.

Proposicio 28. Seja g : R? — R uma forma quadrdtica cuja matriz é:

A=<

Sedet A =ac —b*> > 0ea > 0, entdo q é uma forma quadrdtica positiva-definida.

Demonstragio. Seja v = (x,y) € R? qualquer. Tem-se:
g(x,y) =[xy - { Z IZ ] : { ; } = (ax + by) - x + (bx + cy) - y = ax* + 2bxy + cy*
2 2 2 b . €2
ax®+2bxy+cy” =a- (x +2~x5y+ay ) =

b c b22 b212 b b22 2.2
_ (2050 cp vy vy (2, 0 UYY Uy 2 _
=a <x +2 axy—l—ay+ 2 az) a (x +2-x ay+ a2) p +cy
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2 2,2 2 C2) 42
a a a a a

Assim, se tivermos a > 0 e ac — b? > 0, teremos, para qualquer (x,y) € R?:

>0
—
>0 D) TN
q(xly): a (X—f-gy) +w20-

Além disto, teremos g(x,y) = 0 se, e somente se:
b \° — %) -y
a(x_}_ay) +w:0,

ou seja, se tivermos simultaneamente x -+ gy = 0 e y?> = 0. Isto ocorre se, e somente se,
(x,y) = (0,0), de modo que a forma é positiva-definida. O

Proposigdo 29. Seja q : R> — R uma forma quadrdtica cuja matriz é:

A= <]

Sedet A =ac —b*> > 0ea <0, entdo q é uma forma quadrdtica negativa-definida.

Demonstragio. Seja v = (x,y) € R? qualquer. Tem-se:

g(x,y) =[x y]- [Z IZ] {;} :(ax+by)~x+(bx+cy)-y:ax2+2bxy+cy2

ax2+2bxy+cy2:g. (x2+2x§y‘|‘gy2) —

b c b2y2 b2y2 b beZ beZ
— . [+2 Y cR VA RS xSy ) 2T 2
=a (x +2 axy+ay+ ) a (x +2-x a}/+ 2 ) p +cy

2 2.2 2 2y 2
a a a a a

Assim, se tivermos a < 0 e ac — b* > 0, teremos, para qualquer (x,y) € R%:
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>0

=2 b 2 (ac —b?) 2
q(xy)="a -<x+a-y) + <0,
~——
<0

Além disto, teremos g(x,y) = 0 se, e somente se:
b\’ —b?) -y
a(x_i_ay) +w:0,

ou seja, se tivermos simultaneamente x -+ %y = 0ey?> = 0. Isto ocorre se, e somente se,
(x,y) = (0,0), de modo que a forma é positiva-definida. O

Nosso préximo objetivo é associar a cada fungéo f : U € R? — R de classe C?(U,R) uma
certa forma quadratica, que nos auxiliard na classificacdo de pontos criticos.

Definicio 30 (forma hessiana). Sejam U C R? abertoe f : U C R?> — R de classe C>(U, R).
A forma quadrdtica hessiana associada a f no ponto (xo,yo) € U é aquela cuja matriz é:

92 f 92 f
—(x0, ]/0) —(xo, yo)
R om0 = | 537 20y

v
Sy (xo0, o) 3 (x0, ¥0)

Assim, dados um aberto U C R?, um ponto (xg,19) € U e uma fungio f € C*>(U,R),
tem-se, para todo (u,v) € R?:

9> f 9’ f 9> f
H(f)(x0,y0) - (u,0) = m(x(),yo) u+ 2 axay(xo,yo) u-v+ a—yz(xo,yo) 07,

que é exatamente o termo assinalado em azul na equacdo (Il). Podemos escrever, portanto, a
formula de Taylor de ordem 2 de uma funcéo de classe C? como:

f((x0,y0) + (w,v)) = f(x0,y0) +df(x0,y0) - (u,v) + %H(f) (x0,¥0) - (1, 0) + 7 (1) (1, 0),

" (xo0) (0)
[[(u,0)||2

Exemplo 31. A forma hessiana da fungao:

onde lim, ;) (0,0)

f: UCR*> - R
(xy) = x*+y
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no ponto (1,1) é dada por:

H()(1,1): R> — R
(u,v) — [uv]{g g}[“}

v
ou seja, H(f)(1,1) - (u,v) = 2u? + 202,
Exemplo 32. A forma hessiana da fungdo:
f: R — R
(xy) — =y

no ponto (0,0) é dada por:
H(f)(0,0): R* — R
(u,v) — [uo]- 2 00
’ 0 -2 v
ou seja, H(f)(0,0) - (u,v) = 2u? — 202,
Exemplo 33. A forma hessiana da fungdo:

f: UCR? — R
(x,y) + x2-cos(x-y)

no ponto (0, 71) é obtida calculando-se:

%(x,y) = % <x2 - cos (x - y)) = 2xcos (xy) — x*ysin (xy)

%(x,y) = % (xz -cos (x - y)) = —x’sin (xy)

2
%(x,y) = aa_x (% <x2 - cos (x - y))) = % <2xcos (xy) — xzysin(xy)> =
= 2cos (xy) — 4xysin (xy) — x*y* cos (xy)

e 0 =35 (3 (4 cmts-9)) = 5 aeoso — sino) =

= —3x?sin (xy) — x>y cos (xy)
Note que, pelo Teorema de Schwarz, nio precisamos calcular a outra derivada mista, pois:

(x,y) i X2, (x,y) Sy y,0 i cos(0) = (x,y) g

-cos(x - y)
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Finalmente, calculamos:

e = 5 (5 (#eos(e) ) = 0 (- sim () = —xtcos oy

Obtemos, portanto,

Pf 0,7) = o—f(o ) =0e 2L 0,7 =0

dx? Jyox Iy?
no ponto (0, 7t) é dada por:
H()(1,1): R> — R

(4,0) [uv]-[g 8][;‘]
ou seja, H(f)(0, ) - (u,v) = 0.

Teorema 34. Sejam U C R? aberto e f : U C R? — R de classe C>(U,R). Se (xg,y0) € U
é um ponto critico de f tal que H (f)(xo,yo) € positiva-definida, entdo (xo,yo) é um ponto de
minimo local de f.

Demonstracio. Pelo Teorema de Weierstrass, a funcdo continua H (f)(xo, y0) : R? — R, sendo
positiva, assume um minimo, digamos 2c > 0, no conjunto (compacto) S' = {(x,y) € R? |
x? +y? =1} C R2. Assim, para todo (#,v) € S' temos:

[H(f)(x0,y0)] - (1,0) > 2¢ >0

Usamos a Férmula de Taylor com resto de Lagrange de ordem dois para escrever, para
qualquer (u,v) € R? tal que (xo + u,yo + v) € U:

f((x0,y0) + (u,v)) = f(x0,y0) + %(xo,yo) U+ %(xo,yo) v+ %H(f)(xo,yo) : ”E—
(% yo)(u v),
onde:

lim T (xo,0) (u,)

=0
(w0)=(00) || (1, 0)[|?

26



Observe que como (xg,Yp) é ponto critico de f, tem-se %(xo, y) = 0 = %(xo, Yo), a
equagdo dada anteriormente se reduz a:

F((r090) + 0:2)) = F30,90) + ZHU) 000) T2+ 1 10)

onde:

lim Mzo

(uo0)—(00) [|(u,0)|?

Notando que:

1 _ @ o)]? (u,0)
E%(f)(XO/yO) ’ (u,v) - ) H(f)(xOIyO) ’ H(”/ U)H
concluimos que:
1 _ l(wo)]? (wo) _ llwo)l* , _
EH(f)(XO,yO)'(M,U) - TH(f>(x0/y0> ||(M,U)|| = 7 2c = ||(1/l,0)||2'C

Deste modo, temos:

f(xo+u,y0+0) — f(x0,50) = [[ (1, 0)[|* - ¢ + 7z ) (14, 0)
Escrevendo:
T (woo) (#,0) = p(u,0) - || (u,0)|?
pode-se expressar:

f(xo +u,y0+0) = f(x0,90) = | (w,0) > ¢+ [|(w,0) > p(u,0) = | (w,0)|1* - (c +p(u,0))

e observando que lim(, ;) (00)p(1,v) = 0, segue que dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que se
(u,v) € R? é tal que (xg + u,yo + v) € U, tem-se:

0<|[(u,v)—(0,0)]| <é=|p(u,v)| <c

e portanto:

c+p(u,v)>c—c=0

Assim, vale:

(V(u,0) € R*)((x0 + 1,0 +0) € U)
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((w,0) € B((0,0),8) = f(xo+ w0+ ) ~ F(x0,0) = (,0) > (¢ + p(u,0)) > 0)

de modo que (xp,1p) € um minimo local de f. O

Teorema 35. Sejam U C R? aberto e f : U C R? — R de classe C>(U,R). Se (xg,y0) € U
é um ponto critico de f tal que H (f)(xo0, o) é negativa-definida, entio (xo,yo) é um ponto de
mdximo local de f.

Demonstracio. Pelo Teorema de Weierstrass, a funcéo continua H (f)(xo, yo) : R? — R, sendo
negativa, assume um maximo, digamos 2c¢ < 0, no conjunto (compacto) S! = {(x,y) € R? |
x? +y? =1} C R2. Assim, para todo (u,v) € S' temos:

[H(f)(x0,y0)] - (1,0) <2c <0

Usamos a Férmula de Taylor com resto de Lagrange de ordem dois para escrever, para
qualquer (u,v) € R? tal que (xo + u,yo + v) € U:

F(x0,v0) + (1,0)) = f(x0,v0) + %(xo,yo) U+ %(xo,yo) v+ %”H(f)(xo/yo) Toeom™

+p(u,0) - || (w,0)?
onde:

lim u,v)=0
(u,0)—(0,0) P( )

Observe que como (xg,yp) € ponto critico de f, tem-se %(xo, yo) = 0 = g—fyr(xo, Yo), a
equacdo dada anteriormente se reduz a:

(G ) + 01,9)) = F (30, 90) + 1) (300) - TEorh 4 p(0,0) - [, 0)]
Notando que:
2
A ) - (0) = W 30y ) - 122
concluimos que:
1 _ I 0)|? (o) _ w0l , _
30 30) - (09) = S () o) - e < R 20 = o) e < 0

Deste modo, temos:
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fx0 +u,y0 +0) — f(x0,y0) = |(,0) || - ¢ + p(u,0) - || (u,0)||?
Assim, podemos escrever:

f(xo+ 1,90 +0) = f(x0,90) = [|(u,0)II* - ¢ + | (w,0) |1 - p(u,0) = [|(w,0) |* - (c + p(u,0))
e observando que lim, ;) (0,0) (1, v) = 0, segue que dado —c > 0 existe 6 > 0 tal que se
(u,0) € R? é tal que (xo + u,yo + v) € U, tem-se:

0 < ||(u,v)—(0,0)|| <d=|p(u,v)| <—c

e portanto:

c+p(u,v)<c—c=0
Assim, vale:
(V(u,0) € R?)((x0 + u,yo + ) € U)
((u,0) € B((0,0),8) = f(x0+u,y0 +0) = f(x0,50) = |, 0)|” - (¢ + p(u,0)) < 0)

de modo que (xp, o) € um méximo local de f. O

Teorema 36. Sejam U C R? aberto e f : U C R? — R de classe C>(U,R). Se (xg,y0) € U
é um ponto critico de f tal que H (f)(xo,yo) é indefinida, entdo (xo,yo) nio é nem ponto de
mdximo local, nem ponto de minimo local de f.

Demonstragio. Dado (u,v) € R?, como (xg,y0) € U e U é aberto, existe 7 > 0 tal que 0 < [¢| <
1, tem-se (xo,y0) +t- (1,v) € U. Lembrando-nos que:

H(f)(x0, yo) (tu, tv) = £ - H(f) (x0,y0) - (1,0)

temos:

b, +10) = £ o) = £+ 02 [0 o) - () + plo, )]

com limy_,o p(tu, tv) = 0.

Segue, assim, que f(xo + u,yo +v) — f(x0,y0) tem o mesmo sinal que H(f)(xo, yo) - (1, v).
Uma vez que H(f)(xo,y0) é indefinida, existem (ug,vg) e (uq,v1) tais que H(f)(xo,v0) -
(10,v0) < 0 e H(f)(x0,y0) - (u1,v1) > 0, de modo que f(xo + 1o, Yo + vo) — f(x0,¥0) < 0
(e portanto (xg,yp) ndo é ponto de minimo local) e f(xo + u1,yo + v1) — f(x0,¥0) > 0 (e
portanto (xo, yo) ndo é ponto de méaximo local).

O]
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Podemos resumir os resultados obtidos acima para estabelecer o andlogo do “teste da de-
rivada segunda” para fun¢des de duas varidveis reais a valores reais.

Teorema 37 (teste da derivada segunda). Sejam U C R? um aberto, (xo,y0) € Ue f €
. d J .
C?(U,R) tais que %(xo, yo) =0= %(xo, Yo). Entdo:

(a) Se (xo,yo) > 0edetH(f)(xo,y0) > 0, entdo (xo,yo) é minimo local;

(b) Se %(xo,yo) < 0edetH(f)(x0,y0) > 0, entdo (xo,yo) é mdximo local;
(c) SedetH(f)(xo0,y0) <O, entdo (xg,yo) é um ponto de sela;

(d) SedetH(f) (xo,y0) = 0, nada se pode afirmar sobre a natureza de (xo, o). Temos, neste
caso, um “ponto critico degenerado”.

Exemplo 38 (Método dos Minimos Quadrados e Regressao Linear). Quando tentamos ajustar
umaretay = a-x +baum conjunto de pontos de dados numéricos, (x1,y1), - -+ , (Xn, Yn). Geralmente
escolhemos a reta que minimiza a soma dos quadrados das distdncias verticais dos pontos a reta. Em
teoria, isso significa encontrar os valores a e b que minimizam o valor da fungio:

E(a,b) = (y1— (a-x1+ D))+ + (yn — (2~ x0))?

n

E(a,b) = Y (yi— (a-x+b))?

i=1
Para tanto, primeiramente buscamos os pontos criticos, ou seja, valores de a e de b tais que:

n
8 Z 2- (a-x;+Db)) Z 2axl2 +2bx; — 2y;x;] =
i=1
n n
=2a- (Zx?) +2b- (Zx,) -2 (inyi> =0
i=1 i=1
aE

™=

22 (a-x;+b))- (1) = }_[2a%; +2b — 2y,] =

0 que equivale a resolver o sequinte sistema linear:

Il
—_
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Observe que:

Chegamos, pela Regra de Cramer, em:

det [ (Ziq xyi) (X i= 1%i) }

(s yi) (1) n- (i xiy) — (X x) - (N vi)
det{ (Z? 1x) (X i= 1x1) } ”'(2?21951‘2)_(""?)2

(D x) (B 1)

a =

der | () (x|
(Cix) (v | (T xd) - (S0 — (S 2) - (T )

ot| (T (T ] ne (T ) = (n-%)°
dt{(ﬁ)(:ﬂiﬂ 1

Finalmente, temos:

2 n n n
gajzc(a b) = 3 (g{;(a b)) aaa (25[- (;x > +2b - (;xl> -2 (;xlyl)) =

b=




de modo que:

Y x2 2%y
=[] 5

Considerando it = (x1,- -+ ,x) ¥ = (1, ,1) na Desigualdade de Cauchy-Schwarz (ii - T <
[|#]| - [|7]]), obtemos:

ou seja, que:

donde segue que:

N
0<4n- (lez) —4 (in> = det H(f)(a,b)

i=1 i=1

Observando que 2 - I, x? > 0, podemos concluir, pelo Teorema BZ, que (a, b) é, de fato, minimo
local.

Exemplo 39. Determinar os pontos criticos de:
f(x,y) = 25x% + 4y* — 20xy
e classificd-los.

Solugdo: Devemos, primeiramente, buscar os pontos criticos de f, resolvendo o sistema:

%(x,y) =50x —20y =0
}C' = {5x—2y:0
@(x,y) =8y—20x=0
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o que nos diz que os pontos criticos de f sdo 0s pontos pertencentes a reta y = gx. Calculamos,
em seguida, a forma hessiana ao computar:

82
S (ey) = 50

82f
8x8y<x'y) =20

82
#(w) 8

Assim:

5x 50 20
() (”7) - { —20 8 }
Uma vez que detH(f) (x,%) = 0, nada se pode afirmar sobre a natureza desses pontos
(sdo “pontos criticos degenerados”). Devemos, deste modo, utilizar outro método para clas-
sificar estes pontos criticos.

Notamos, no entanto, que:

f(x,y) = 25x% — 20xy 4 49> = (5x)% — 2 - (5x) - (2y) + (2y)* = (2y —5x)% > 0

Como nos pontos da reta y = gx tem-se f(x,5x/2) = 0, estes pontos sdo minimos absolu-
tos da funcéo.
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