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AGENDA 13

Prof. Jean Cerqueira Berni*

Apresentacao

Nesta agenda introduziremos um problema geométrico que motiva a teoria de integragao
segundo Riemann: calcular a 4rea delimitada pelo grafico de uma fun¢do. Em nosso primeiro
caso concreto a analisar, vamos buscar a drea da regido do plano delimitada pelo eixo Ox,
pelas retas x = 0, x = 1 e pelo gréfico da funcdo f(x) = x2, e o processo que utilizaremos é o
protétipo do processo de integracdo de Riemann. Vale observar que existem outros processos
de integragdo, como o de Lebesgue e o de Riemann-Stieltjes, que ndo serdo vistos neste curso.

Na secdo 1 calculamos, efetivamente a drea referida no pardgrafo anterior, resolvendo um
problema conhecido como “quadratura” (por ser equivalente a encontrar o lado de um qua-
drado de mesma drea). Na secdo 2 apresentamos, com mais rigor, a integral de Riemann,
destacando a ideia por detrds do processo de integracdo. Para facilitar a exposicdo, apresen-
tamos as somas de Riemann, a soma superior e a soma inferior, com as quais lidamos mais
detidamente no Apéndice.

Apresentamos as propriedades da integral de Riemann, como a linearidade, a monotonici-
dade, a aditividade — entre outras — e apresentamos importantes resultados como o Teorema
da Média, que nos permitird provar a parte 1 do Teorema Fundamental do Célculo, que
conjuga os problemas da quadratura com o da derivacéo.

Ap6és provar a primeira parte do Teorema Fundamental do Célculo, apresentamos a defi-
nicdo de “primitiva” de uma fungédo, e provamos uma segunda parte que nos permitira calcu-
lar integrais mediante o uso de primitivas. Apresentamos também os conceitos de “integral
indefinida”, provando suas propriedades. Apresentamos, por tltimo o importante Teorema
da Mudanga de Variavel.

Encerramos apresentando uma tabela de integrais indefinidas, e apresentando um Apén-
dice para eventuais referéncias, em beneficio do leitor.

*jeancb@ime.usp.br



1 Motivagio: O Processd]|]

Motivagdo: Calcular a drea A, compreendida entre a pardbola y = x?

x =1 e o eixo Ox.

,as retas x = 0,

Consideremos a fungao:

f: 01 - R
x = x?

Considere a divisdo do intervalo [0, 1] em 7 subintervalos de igual tamanho, 1/n:

o2 2L [22] e 22 ] e [
n nn n n n n n

lde Integracdo de Riemann




Note que:

(Area da Regido 1) < A; < (Area da Regido 2)

onde as regides sdo representadas a seguir:

Mas,

’ '_1 2 1 ._12
Area da regido 1 = <l ) R (i—-1)
n n

. i 2 1 i2
Area da regido 2 = (—> o=
n n
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e como para cadai € {1,---,n} tem-se:

(i—1)2 i?
n3 S Ai S ﬁ
segue que:

n n Z2
2 S <) 3

i=1 i—1 "
1 & 1 &
i= i=

Antes de prosseguir, precisamos do seguinte:

Teorema 1. Vale, para qualquer n € N, n > 2, que:

ilz (n+1)-2n+1)
i=1 6

Demonstragio. Temos, no minimo, dois modos de demonstrar a identidade acima: por indu-
¢do e por indugdo. Apresentamos a seguir as duas demonstragdes, em beneficio do leitor.

1° modo: por indugdo: Para n = 2 temos, naturalmente,

2
2-(24+1)-(4+1 2-3-
Y P=1"+2"=1+4=5= @+l @+l _2:3:5_,
i=1 6 6
Suponha que:
”Z:liz_(n—l)-n-(Z'(n—l)#—l)_(n—l) n-(2n—1)
= 6 6
Temos, assim:
ii2:”_1i2+n2:(n—l) n- (2n—1)+n2:2n3—3n2+n+6n2:2n3+3n2+n_
i=1 i=1 6 6 6 6

n-(mn+1)-2n+1)
g .

2° modo: por dedugao:

Temos que Y*[(i +1)% — i*] é, por um lado, igual a:



n n
Y [P +3%+3i+1-P =) (3% +3i+1)
i=1 i=1

e, por outro lado, igual a:

M:

(i+1)° Zz = (2243 4+ 4+ n+1)H -+ + 4+ =m+1)°%-1
i=1

Il
—_

i
de modo que:

n n n
3-Y 243 Y i+Y 1=(n+1)°-1=n+3n*+3n
i=1 =1 =

”+1) 3 2
3. E 3- = 3 3
Z+ > +n=n"+3n"+3n

e assim:

3. i’z 2n3 + 6n2 + 6n 3n2+3n 2n _ 2n3+3n*+n
2 2 2 2

i=1

ilz 2n3 + 3n? —{—n:n-(n+1)-(2n+1)
= 6 6

1

Aplicando o que vimos no teorema anterior, chegamos as desigualdades:

(n—1)-n-2n—-1)
6n3

n-(n+1)-(2n+1)
613

<AL
Fazendo n — oo, tem-se:

(mn—1)-n-2n—-1) n-(n+1)-(2n+1)

o e <A 61
Agora,
lim (n—1) n-(Zn—l)zhml n [(n=1)] [2n-1 1
n—00 6n3 n—seo6 n | n | | n | 3
e
1im”'(”+1)'(2”+1):hm1.5 (m+1)] [2n+1] 1
n—co 6n3 nseo6 n | no | | n |

segue do Teorema do Confronto que:



1
A==z
3

Nestas notas apresentamos as derivadas das fun¢des elementares, definimos fungdes
dadas implicitamente por equagdes e descrevemos como deriva-las e, em seguida, apresenta-
mos como derivar a inversa de certas fungdes.

2 Integral de Riemann

Nesta secdo apresentaremos primeiramente a ideia por detras da definicdo da integral de Ri-
emann, tendo como motivagdo o célculo da drea entre o grafico de certa fungado e o eixo Ox.

2.1 A ideia do processo de integracao de Riemann

Motivagdo: Dada uma fungio real positiva definida num intervalo fechado |4, b], calcu-
lar a 4rea da regido compreendida entre o gréfico da fungdo e o eixo Ox.

Considere a fun¢do de uma varidvel real f : [a,b] — R, positiva —ou seja, (Vx € [a,b])(f(x) >
0).

Seja A a area compreendida entre as retas x = a, x = b, o gréfico de f e o eixo Ox,
conforme ilustra a figura abaixo:



Gostariamos de “aproximar” o valor da area A. Procedemos da seguinte maneira:
Seja o0 conjunto de pontos:

Aa=x0<x1 < - <X 2<X,_1<x,=0

O conjunto de pontos acima é chamado uma parti¢do de n + 1 pontos do intervalo [g, b].
Os pontos ndo precisam estar igualmente espagados.
C 1 1 1 1 1 1 1
L I I I I I 1 1
Xo=4a X1 Xp X3 X4 X5 Xn—2 Xp—1x, =Db

Vv

|
o

Considere, agora, o i—ésimo intervalo [x;_1,x;]. Neste subintervalo consideramos a se-
guinte aproximacao para a drea A;: escolhemos um ponto ¢; €]x;_1, x;[ qualquer e tomamos:

A~ f(Gi) - (xi — xi1)-

Desta forma, a aproximacao para a area total, A, seria dada por:

1=

A

Q

A; =

n
i=1 i

f(Gi) - (xi —xi1)

I
[y

Denominando x; — x;_1 por Ax;, segue que:



=

A ) f(Gi)Ax;

N
Il
—

(&) p-------

e
AN

AN

a =X Yi-1 Xig Xitl b=x,x

A drea A é obtida quando o ntimero de subintervalos tende a infinito, ou seja,

A= lim if(@i) - Ax;

i=1
Definimos, portanto:

[ floix = tim 3 (@) - A
a i=1

Observacgao 2. A integral de uma fungio continua, nio necessariamente positiva, é definida de maneira
andloga. A diferencga é que atribuimos sinal negativo a dreas abaixo do eixo x e sinal positivo a dreas
acima do eixo x. Na figura abaixo, por exemplo, temos:

/ale(x)dx>0, /Clczf(x)dx<0, /C:Sf(x)dx>06 /:f(x)dx<0



acq C2

2.2 Somas de Riemann

Sejam f : [a,b] = R € R — R uma fungdo limitada, P,;) = {a = x0 < --+ < x,1 <
X, = b} uma particdo de ordem n de [a,b], Seja, parai € {0,--- ,n}, I; = [x;, xj11] 0 i—ésimo
subintervalo determinado por P, ;. Escolhendo um ponto &; € [x;,xi11] = I; qualquer,

formamos a soma:

EO &) - (xi— xi1)

C‘3 b

Uma soma deste tipo é chamada soma de Riemann de f sobre [a, b].

y
N

N\,

b

TN

G=X0F N GHY2 g M E T E i1 G, = b



Defini¢do 3. Se qualquer sequéncia (Sp)peN = <Z?:_01 (Q)Ax,-) N de somas de Riemann
d ne

da fungio f (independentemente da escolha que fizermos de ¢; no intervalo [x;, x;11]) tem limite
s € R conforme n — oo, isto é, se:

n—oo ¢

ds = lim nilf(gi)Axi,
1=0

dizemos que f é Riemann-integrdvel sobre [a,b], e escrevemos:

n—1
/abf(x)dx = > f(x)dx =s = T}g{}o ;]f(éi)Axi

A demonstragdo do resultado a seguir serd dada posteriormente.

Teorema 4. Toda fungio continua definida em um intervalo fechado e limitado, da forma [a, b],
é Riemann-integrdvel.

O teorema acima nos diz, entre outras coisas, que sempre que f : [a,b] C R — R for
continua, o limite das somas de Riemann conforme n — oo existird independentemente da
escolha que fizermos de ¢; € [x;_1, ;. H4 uma condi¢do menos restritiva que uma fungéo
definida em um intervalo deve satisfazer a fim de ser Riemann-integrdvel, como mostra o
seguinte:

Teorema 5. Seja f : [a,b] — R uma fungio limitada. Se o conjunto dos pontos de desconti-
nuidade de f:

Desc (f) = {xo € [a,b] | f é descontinua em xo}

pode ser descrito como uma unido enumerdvel de pontos isolados entdo f é Riemann-integrdvel
sobre [a, b].

Sejam f : [a,b] C R — R uma fung¢do continua e positiva, W a regido do espago delimitada
por cima pelo grafico de f, por baixo pelo eixo Ox e pelos lados pelas retas x =a e x = b. Se
tomarmos ¥; € [x;_1, x;| como sendo um ponto de méximo de f, entdo f(%;)Ax; representa a
area do retangulo de base [x;_1, x;] e altura f(%;). A soma:

n—1
Sp = Z f(fi)Axi
i=0
¢ denominada “a soma superior de f” representa a drea do retdngulo circunscrito a regido

W. Analogamente, se tomarmos x; € [x;_1,X;] como sendo um ponto de minimo de f em
[x;_1,x;], entdo a soma:

10



n—1
Sn = Z f(x;)Ax;
i=0
é denominada a “soma inferior de f” representa a drea da regido inscrita a regidao W.

A seguir damos alguns exemplos de somas inferiores e superiores representadas respecti-
vamente em vermelho e em azul:

5 5 %
4 4]
3 3
2| 2
2 4 6 8 2 4 6 8
4 »
4,,
3,,
3,,
) o
1 |1
2 4 6 8 2 4 6 8
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T W

Pelo Teorema [}, tem-se:

lim S;, =s = lim s,,
n—oo n—o0

mostrando que as dreas das regides circunscritas e inscritas tendem para o mesmo valor s
quando n — co. Portanto, a regido W tem uma 4rea finita e igual a s.

2.3 Propriedades da Integral de Riemann

Teorema 6 (Linearidade). Sejam [a,b] um intervalo fechado e limitado, x,p € Re f,g :
[a,b] C R — R fungdes Riemann-integrdveis. Entdo a fungdo:

a-f+p-g: [@ab)CR — R
x o= oasf(x)+B-gx)

é Riemann-integrdvel em [a, b] e vale:

/(f—i—,Bg x—a/f dx-i—[i/

Demonstragio. Seja Pp,p) = {x; € [a,b] | i € {0,---,n}}} uma particdo de ordem n do
intervalo [a,b]. Como f e g sdo integraveis, para qualquer escolha de §; € [xj,xi41], i €
{0,---,n — 1} teremos:



onde Axl- = X;i — Xj_1-
Temos, das propriedades aritméticas dos limites, que:

n—1 n—1 n—1
Jim Z{(“'f‘i‘ﬁ'g)(gi) -Axj = lim Z;(“'f)(éi)'AxiJrr}g{}o ;(,B'g)(éi) - Ax; =

= lim « - Zfé‘l sz-l—hm,B Zgg’fl - Ax; =

n—oo

n—oo !

n—1 b b
= o lim Zf& - Ax; + ,B'nh_{r.}ozg(éi)'Axi:“'/f(x)dx"‘ﬁ'/ g(x)dx
i=1 a a

Ademais, tais limites independem da escolha do ¢; € [x;_1, x;|, uma vez que as fungdes f
e ¢ ao Riemann-integraveis. O

Teorema 7 (Monotonicidade). Sejam [a,b] um intervalo fechado e limitado, f, g : [a,b] C
R — R fungdes integrdveis em [a, b] tais que para todo x € [a,b] valha f(x) < g(x). Entdo:

b b
| fax < [ gx)ax
a a
Demonstragao Dada qualquer parti¢cdo de ordem n de [a, b], dlgamos Plap) = {xi € [ab] |i€
{0,--- ,n}}, temos, para qualquer escolha de ¢; € [x;_1,x;],i € {0, - 1} que:

Y}E}(}OZJ(CZ - Axp = /f

i=1

b
lim Zg &) - Ax; =/ g(x)dx

n—o00 i

Como para qualquer que seja §; € [xl-, xii1) tem-se f(&;) < g(&;), de modo que:
n—1 n—1
Y f(&) - Ax; <Y g(&) - Ax;
i=1 i=1

Pela conservacdo do sinal no limite, temos que:

/bf(x dx = lim Zf &) - Ax; < llm Zg &) - Ax; = /bg(x)dx

n—o0 ¢
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unido enumerdvel de pontos isolados entdo a fungdo:

fl: [ab] - R
s aicl

Proposicdo 8. Se f : [a,b] — R é uma fungio tal que Desc (f) pode ser descrito como uma

é limitada e tal que Desc(|f|) pode ser descrito como uma unido enumerdvel de pontos isolados.

Proposi¢do 9. Se f : [a,b] — R é uma fungdo integrdivel, entio:

< [ flax

‘ / ’ Fx)dx

Demonstragido. Temos, para qualquer x € [a, b]:

—f()] < flx) < [f(x)]

Decorre da monotonicidade da integral que:

[l < [ px < [ 1ok

ou seja,

< [l

’/abf(x)dx

O resultado a seguir decorre de forma imediata da monotonicidade da integral:

Proposicdo 10. Sejam [a,b] C R, f : [a,b] — R uma fungio limitada,

m =min{f(x) | x € [a,]}

M = max{f(x) | x € [a,b]}

Entdo, se f é Riemann-integrdvel, vale:

m-(b—a) g/:f(x)dng-(b—a)

O teorema a seguir é crucial para toda a teoria da integracao:

14



Teorema 11 (Teorema da Média). Seja f : [a,b] — R uma fungio continua. Entdo existe
c € [a,b] tal que:

[ fx = £(0) - (-

\.

Demonstragdo. Uma vez que f é, por hipétese, continua, segue do Teorema de Weierstrass
que existem ¥ e x em |4, b] tais que:

f(x) = M = max{f(x) | x € [a,b]}

f(x) = m=min{f(x) | x € [a,b]}.
Pela Proposi¢do [10| tem-se:

b
m-(b—a) g/ f(x)dx < M- (b—a)
a
donde segue que:

1 b
< — <
m_b_a/uf(x)dx_M

Pelo Teorema do Valor Intermediario aplicado a f, existe algum ¢ € [a, ] tal que:

£0) = o [ fian

Teorema 12 (Aditividade). Se o intervalo [a,b] é subdividido em n subintervalos, I, - - - , I,
de tal forma que int(l;) Nint(l;) = @ﬂe la,b] = U1 se para cada i € {1,--- ,n}, é uma
fungdo integrdvel em [a, b], entdo f ||, ¢ integrdvel em I;, entdo:

f [a,b]:U?:lL'C]R = R
x = f [ (x) se x €I

entdo f : [a,b] C R — R é Riemann-integrdvel em R e vale:

/abf(x)dx = ,é/llf ' (x)dx

“na verdade nao é estritamente necessdrio que int(l;) Nint(l;) = @, basta que para quaisquer i,j €
{1,---,n} tenhamos o comprimento de I; N I; igual a zero, ou seja, que I; N I; tenha “medida nula”.

15




Demonstragdo. Faremos a prova deste resultado por indug¢do no ntimero de subintervalos.
Suponha, primeiramente, que [a,b] = I; U I com int(];) Nint(l;) = &. Uma tal decompo-
sicdo de [a,b] em dois subintervalos s6 pode ser da forma I} = [4,a] e I, = [, b] para algum
a €|a, bl.
Dada qualquer particao P, = {x; € [4,b] | (a =x0 < x1 < -+ <x, = D)} de [a,b] =
I; UL, com x;, = a para algum iy € {1,---,n — 1}, temos uma parti¢ido P; = {x; € I; | i €
{1,--+ ,ip}} de I e uma particio P, = {x; € I | i € {ip,---,n}} de I,. Temos, assim:

/bf( dx = lim ngl Ax; =

n—o00 i

= lim Zf &) Axﬁ—hm Zf Ci)Ax; =

1’!*}00
i= 10

— /a’xf 1 (x)dx+/a f I (x)dx,

onde ¢; € [x;_1,x;] é um ponto qualquer.
Deixamos a demonstracdo do passo indutivo a cargo do leitor. O

Observacgdo 13. Sejam a < be f : [a,b] — R uma fungio Riemann-integrdvel. Entdo convenciona-

mos que:
/baf(x)dx = —/abf(x)dx

INEEE

2.4 O Teorema Fundamental do Calculo: Primitivas e Integrais Indefinidas

7

Teorema 14 (Teorema Fundamental do Calculo, parte 1). Seja f : [a,b] — R uma fungio
continua, e seja:

A: [a,b] — R
x o [T f(t)dt

a

Tem-se que A é derivdvel em |a, b[ e vale:

= [ ro| = %2 = 4 = 0.

16



Alx) = [7 f(B)dt

Demonstragido. Dados quaisquer xg €]a, b[ e Ax > 0 tal que xo + Ax € [a, b], tem-se:

X0
Alxo) = [ f(t)at
a
aditividade

A(xo + Ax) = / O e yar L / P F(h)dt+ / O e

a

Assim, tem-se:

Xo+Ax

A(xo + Ax) — A(xg) = { / P F(h)dt+ / :Mx f(t)d] - / P F(h)dt = / F(t)dt

0

Uma vez que f é, por hip6tese, continua em [4, b], ela também o é no intervalo [xg, xo + Ax],
de modo que pelo Teorema da Média (Teorema [11), existe algum ¢ € [xo, xo + Ax] tal que:

/xonFAxf(t)dt = f(c) - (xo +Ax —xg) = f(c) - Ax

0

Observe, também, que como ¢ é sempre tomado entre xp e xop + Ax, conforme fazemos
Ax — 0, teremos ¢ — xp, e portanto (cf. Teorema 2 das Notas pa Aura 10):

Aim f(e) = lim f(c) = f(xo)
e em particular:
lim f(c) = lim = f(xo).

Ax—0 C—=Xp
Ax>0 C>Xp

Desta forma temos, por definigao:

17



A(xo + Ax) — A(x0) JEEB £ty £(0) - Ax

A’ (x9) = lim = lim =2 "7 — lim 22 " = lim f(c
+(%0) Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0  Ax Ax—>0f (c)
Ax>0 Ax>0 Ax>0 Ax>0

= f(xo0)

Analogamente mostra-se que:

AL (x0) = f(x0),

de modo que:

A'(x0) = f(xo)-

Como xg €]a, b[ é um ponto qualquer, segue que:

(Vx €a,b]) (A'(x) = f(x))
Note ainda que, quando xj fosse um dos extremos do intervalo [g, b], os limites usados na

demonstragao seriam limites laterais, e A’(a) seria uma derivada a direita e A’(b) seria uma
derivada a esquerda. O

Definigao 15 (primitiva). Sejam I C R um intervaloe f : I C R — R uma fungdo. Dizemos
que uma fungdo F : I C R — R é uma primitiva da fungdo f se para todo x € I tivermos:

F'(x) = f(x).

Observe que, de acordo com a nossa defini¢do, as primitivas de uma fungao f estdo sempre
definidas sobre algum intervalo. Quando ndo explicitamos o intervalo e nos referimos a duas
primitivas da mesma funcédo f, entendemos que essas fung¢des sdo primitivas de f no mesmo
intervalo que é dominio de f.

O Teorema Fundamental do Célculo nos diz, portanto, que foda fun¢do continua em um
intervalo da forma [a,b] admite uma primitiva, dada por:

Alx) = /axf(t)dt

3
Exemplo 16. A funcio F(x) = % ¢ uma primitiva da fungio f(x) = x?, pois:

Também as fungoes:

18



X3
G(X) = ? +4, H(X) =

sdo primitivas da funcio f(x) = x? (verifique).

(7 +3)

W=

1 C
Exemplo 17. A fungio F(x) = 5 sin(2x) + ¢, onde ¢ € R é uma constante, é uma primitiva da
fungio f(x) = cos(2x).

1 1
Exemplo 18. A fungio F(x) = 72 é uma primitiva da fungio f(x) = —3 o qualquer intervalo

que ndo contém a origem, pois para todo x # 0 tem-se F'(x) = f(x).

Teorema 19. Sejam I C R um intervaloe F : I C R — R uma primitiva da fungio f : I — R.
Entio, se ¢ é uma constante qualquer, a fungido G(x) = F(x) + ¢ também é primitiva de f.

Demonstragido. Como F é primitiva de f, para todo x € I tem-se:

F'(x) = f(x).

Logo, para todo x € I tem-se:

G'(x) = (F(x) +¢) = F'(x) + 0= f(x)

Proposicao 20. Seja f : I € R — R uma fungdo derivdvel. Se para todo x € I tivermos
f'(x) =0, entio f é constante em 1.

Demonstragio. Sejam x,y € I,x < y. Como f é derivdvel em I, f é continua em [x,y] e
derivével em ]x, y[. Pelo Teorema do Valor Médio, existe z €]x, y| tal que:

y—x
Como, por hipétese, f'(z) = 0, segue que:
o S~ F()
y—x
de modo que:
fly)—f(x)=0



e portanto:

fy) = ).

Como x e y sdo dois pontos quaisquer de I, concluimos que f é constante em 1.

Proposicao 21. Seja I C R um intervalo. Se F,G : I C R — R sdo fungdes primitivas
de f : 1 C R — R, entdo existe uma constante ¢ € R tal que para todo x € I tem-se

G(x) —F(x) =c.

Demonstragdo. Seja:

H: ICR — R
x = G(x)—F(x)

Como F e G sdo primitivas de f : [ — R, temos F'(x) = f(x) = G'(x) para todo x € I.

Assim, para qualquer x € I tem-se:
H'(x) = [G(x) = F(x)]' = G'(x) = F'(x) = f(x) = f(x) = 0
Pela Proposigio 20, segue que H(x) = ¢ para alguma constante ¢ € R. Logo,
(Vx e I)(H(x) = ¢),

ou seja:
(Vx € I)(G(x) = F(x) +¢).
[]

Assim, a proposi¢do acima nos informa que o problema de determinar as primitivas de f

se resume a achar uma primitiva em particular.

Teorema 22 (Teorema Fundamental do Cilculo, parte 2). Se F : [a,b] — R é uma primi-
tiva de f : [a,b] — R, entdo:

[ Fyix = E0) ~ F(@

.

Demonstracio. Tem-se:

A(a) :/aaf(x)dx:O e A(b) :/ubf(x)dx
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Pelo Teorema Fundamental do Calculo, parte 1, tem-se F'(x) = f(x). Pela Proposi¢io
segue que A e F diferem por uma constante, ou seja:

A(x) =F(x)+c

Para x = a, temos A(a) = F(a) + ¢, de modo que ¢ = —F(a). Assim,

Em particular, para x = b, tem-se:

[ Fyix = A) = K@) ~ Fla)
]

Exemplo 23. Sabemos que (sinx)’ = cos x. Desta forma, F(x) = sin(x) é uma primitiva da fungdo
f(x) = cos(x), e toda primitiva de f(x) = cos(x) é da forma:

G(x) = sin(x) +¢,

onde ¢ € R é uma constante.

Definicao 24 (integral indefinida). Se F é uma primitivade f : I C R — R, a fungdo:

G: I — R
x — F(x)+c

onde c é uma constante, é chamada a integral indefinida de f, e é denotada por:

/f(x)dx =F(x)+c

Note que da defini¢do de integral indefinida, decorre que:

(i) [ f(x)dx =F(x)4+c < F(x) = f(x);

(ii) [ f(x)dx representa uma familia de fungdes (a familia de todas as primitivas da fungdo

f)-
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2.4.1 Propriedades da Integral Indefinida

Proposicao 25. Sejam f,g: I C R — R fungoes integrdveis e k € R. Entdo:

(i) /k-f(x)dx :k-/f(x)dx;

(ii) / [F(x) + g(x)]dx = / F(x)dx + / 2(x)dx

Demonstragio. Ad (i): O resultado segue trivialmente se k = 0. Vamos assumir, portanto, que
k # 0.

Seja F: I C R — R uma primitiva de f. Nota-se prontamente que k - F é uma primitiva
de f, pois para todox € I, (k- F)'(x) = k- F'(x) = k- f(x). Assim,

/k-f(x)dx:k-F(x)+c:k-F(x)+k~% k- [Fx) + ] :k-/f(x)dx.

Ad (ii): Sejam F,G : I € R — R fungdes primitivas de f : I -+ Rede g : I — R,
respectivamente. Entdo F + G : I — R é uma primitiva da fun¢do f + ¢ : I — R, uma vez
que:

(Vx € D([F+ G]'(x) = F'(x) + G'(x) = f(x) + 8(x) = (f + &) (x))

Portanto,

JUF() + gx)Jdx = [F(x) + G(x)) + ¢ = [F(x) + G(x)] + 1+ 2, onde c =1 + ¢,
= [F() + 1] +[G(x) +ca] = [ fl)dx+ [ g(x)dx

]

O processo de integracdo exige muita intuicdo, pois conhecendo apenas a derivada de
uma dada fungdo, nés queremos descobrir a fungdo. Podemos obter uma tabela de integrais,
chamadas “integrais imediatas”, a partir das derivadas das func¢des elementares.

2.5 Tabela de Integrais Imediatas

Aconselha-se que o leitor verifique cada uma das seguintes igualdades:
a+1
a+1

(1)/dx:x+c (2)/x"‘dx:
R\ {-1}

+ ¢, sempre que a €
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3) /%dx =In|x|+c¢ (11) /csc -cot(x)dx = —csc(x) + ¢

X X
@ /e dx=e +c = arcsin(x) + ¢

dx
12 / e
@ [
(5) Sempre que a > 0, tem-se / atdx =

dx 1. [1+4+x
x ——
B, (13)/1—x2_21n’1—x te
In(a)
(6) /sin(x)dx = —cos(x) +c (14) / T2 = arctan(x) + ¢

(7) /cos(x)dx =sin(x) +¢ dx B
(15) /ﬁ = arcsec(x) +c
(8) /secz(x)dx = tan(x) + ¢

(16) | ——dx=In|x+ Va2 + 1| +c
9) /Cscz(x)dx = —cot(x) +c¢ / N n | 1]
(10) /sec(x) -tan(x)dx = sec(x) +c (17) / \/%dx =Injx+ Va2 —1|+c

3 O Teorema da Mudanca de Variavel

Teorema 26 (Teorema da Mudanga de Varidvel). Sejam f : [a,b] — R uma fungio continua
e g : [c,d] — R uma fungdo derivdvel, com §' :]c,d[— R integrdvel e tal que g[[c,d]] C [a,b].
Entdo:

8(d) d ,
L fx= [ Fla(e) g ()

Demonstragio. Sendo f continua, pelo Teorema Fundamental do Caélculo f possui uma pri-
mitiva F : [a,b] — R. O Teorema Fundamental do Cilculo nos da:

= F(g(d)) — F(g(c))-

Por outro lado, pela Regra da Cadeia, tem-se (Fo g)'(t) = F'(g(t)) - ¢'(t) = f(g(t)) - ¢'(t)
para qualquer t € [a,b]. Deste modo,

Fog: [cd] — R
b= F(g(h)
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é uma primitiva da funcdo integravel:

d: [c,d — R
too= fg(h)-g'(H)

Temos, portanto:

de modo que:

Proposicdo 27. Se f : [—a,a] C R — R é uma fungdo par, entdo:

:f(x)dx =2 /Ouf(x)dx

Demonstragido. Como f é par, tem-se:
(Vx € [0,a])(f(=x) = f(x)).
Desta forma, fazendo a mudanca de variavel:

g: [0,a] — [-a,0]CR
x —x

como ¢(0) =0e g(a) = —a, segue que:

[* = [ siao) g = [ ) T = [ o=

f par

;—/aof(x)dx: — (—/Oaf(x)dx> :/Oaf(x)dx

ou seja,
0 a
| reodx = [ fx)dx
—a 0
Portanto, temos:
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aditividad%

/_aaf(x)dx X /_af(x)dx+/0”f(x)dx — /O”f(x)dx+/()af(x)dx =2-/Oaf(x)dx

Ou seja,

’ f(x)dx=2- uf(x)dx
/ J

—a

Proposicdo 28. Se f : [—a,a] C R — R é uma fungio impar, entio:

_ﬂ f(x)dx =0

Demonstragido. Como f é impar, tem-se:
(Vx € [0,a])(f(—x) = —f(x)).
Desta forma, fazendo a mudanca de variavel:

g: [0,a] - [-a0CR
X — —X

como g(0) =0e g(a) = —a, segue que:

Lo [ pn= [ fie= [ fax
ou seja, ” “
0 a
| fdx == [ fyax
Portanto, temos:
aditividad%

/_aaf(x)dx;/_af(x)dx—k/oaf(x)dx:/Oaf(x)dx—/oaf(x)dx:o
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Ou seja,

Apéndice: Rudimentos da Teoria da Integral de Riemann

No texto acima, usamos apenas parti¢des regulares dos intervalos a fim de tornar mais
conveniente a apresentacdo. Neste apéndice apresentamos conceitos mais refinados da teoria
de integracgdo, e terminamos por exibir um exemplo de fungdo que nao é integravel de acordo
com a nossa defini¢ao.

Sejam I = [a,b] C R um intervalo fechado e limitado, f : I — R uma fungdo limitada,
Py =1{a=1x0 <x1 < <xp-1 < X = b} uma particdo qualquer de [a, b]. Sejam:

mi(f) =inf{f(x) | x € [x;1, %]}
M;(f) = sup{f(x) | x € [x;—1, x|}

e seja Ax; o comprimento do intervalo [x;_1, x;]. As somas inferior e superior de f correspon-
dentes a particdo P, ;) sdo, respectivamente:

fpab Zml AxleSfPab i Axl-
b)) <

S(f+ Pay))-

Evidentemente, como m;(f) < M;(f), tem-se que s(f, P,

Vale também vale o seguinte resultado mais forte:

Lema 29. Sejam Py, ) uma partigio do intervalo [a, b] e 73[’ ap) HMA particdo do mesmo intervalo tais

que todo subintervalo determinado por 73[’ o] esteja contido em algum subintervalo da particio Py, ) ﬂ
Entdo:

s(f, Plap)) < s(f Plagy) € S(f,Playy) < S(f. Plap)

Ou seja, ao refinarmos uma particdo, as somas inferiores ndo diminuem e as somas superiores niao
aumentam.

2neste caso, dizemos que P/ ,, é mais fina do que P, ;.
q (a,b] q [a,b]
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Demonstragio. Por hipdtese, cada subintervalo [x; 1, x;] determinado por P, ; se subdivide
em vdrios (digamos k) subintervalos determinados por 77[’ l digamos

[xl‘_l, xi] - [xi—l - xio/ xil] U [xillxig] :

- U [xim,ximﬂ] U---u [xikfl,xik = x,-]
Axi3 Axik_z
k—I k—
| 1 I 1 1 I I |
1 T T T T T | p—

Xig = Xi—1X4i;, Xiy Xiy Xjy Xig Xip_o Xip_Xip = Xi
Seja, para cada ¢ € {0,--- ,k—1}:
Axi, = |xi,,, — x|

Por propriedade de infimo de um conjunto, como [x;, ,,x;,] C [xj_1,%;], tem-se m;(f) <
m;,(f) para todo £ € {0,1,--- ,k — 1}, de modo que:

mi(f) - Ax; = m(f) - Dxiy +mi(f) - Axyy + -

o mi(f) - Axi, e+ mi(f) - Axg | <
< miy(f) - Axjy + mj, (f) - Axjy + -

<+ mi£_1 (f) . Axié_l + -+ mik—l (f) . Axik_l =

k-1
= Z mij (f) : Axij
j=0

Quando tomamos a soma de todos os i € {1,---,n} do membro esquerdo da expressdo
acima, obtemos:

s(f, Play)) = Zmz - Ax;

enquanto que tomando a soma de todos os membros a direita da expressdo acima para [ €
{1,---,n}, obtemos:

n k-1
S Y mi () by = s(f, P')
i=1j=0
Desta forma, s(f, Pp) < s(f, P[a b]) A demonstragdo para somas superiores é anadloga

]

<

Corolario 30. Se P,y e 73[’ a,p) S0 duas particdes quaisquer de I = [a,b], tem-se s(f, P })
(f, Pla,p)), ou seja, a soma inferior é sempre menor (ou igual) do que a soma superior.
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Demonstragdo. Seja P[/[;,b] = Plap Y 73[’ ,5- que € uma particdo mais fina do que P, e do que

73[’ Wb’ simultaneamente. Ent3o:

S(f, Plagy) < U, Plagy) < U Plagy) < SU Pragy):
[

Decorre do corolario acima que o limitante superior das somas inferiores de f é menor ou
igual ao limitante inferior das somas superiores de f, ou seja,

sup{s(f, P[/a,b}) | P’ particdo de [a,b]} < inf{S(f, P[/a,b]) | P’ particao de [a,b]}

Defini¢do 31 (integrabilidade segundo Riemann). Uma funcio f : [a,b] — R é Riemann-
integrdvel em [a, D] se:

e f ¢é limitada em [a, b);
e sup{s(f, P[’a’b]) | P'ap) partigio de [a,b]} = inf{S(f, P[’a,b]) | P’ () partico de [a,b]}

Denotamos este numero dado na igualdade acima por | l0,6] f(x)dx ou por [ ab f(x)dx, que

denominamos “a integral de f sobre [a,b]”. A seguir, apresentamos a caracterizag¢do da
integrabilidade de fun¢des segundo Riemann:

Teorema 32. Uma fungio limitada f : [a,b] — R é Riemann-integrdvel se, e somente se, para todo
e > 0 existir uma partigio Py, ) de [a, b] tal que:

S(f+ Plap) —5(f, Plap) <e

Demonstragio. Certamente que se para todo & > 0 existir uma particao Py, ;) tal que S(f, Py ) —
S(f, Plap)) < € tem-se:

sup{s(f, P[la,b]) | P’[a,b} parti¢do de [a,b]} = inf{S(f, Pfa,b]) | P’[a,b] particdo de [a,b]}
de modo que f é integravel.
Reciprocamente, se f é Riemann-integravel em [a, b], tem-se:

sup{s(f, Pfu,b}) | P’\,,p) particdo de [a, b]} = inf{S(f, P[/a,b]) | P'l4,p) particdo de [a, b]}

de modo que para cada ¢ > 0 existem particdes P,y e [’a’b} tais que S(f, Pop) —
S(f,P['a/b]) < & Se P[/;,b} = Ploy) U P[,y, do lema segue que S(f,P[’;/b]) — s(f,P['L;/b]) <

S(fr Pap) —s(f, Ply) <e 0
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Exemplo de uma funcao limitada que nao é Riemann-integravel: considere:

f: 01 — R

0 se x é racional
X

1 se x é irracional

Se Pjo,1) € qualquer particdo de [0, 1], cada subintervalo I; por ela determinado tem sempre
pontos x com x racional e com x irracional. Deste modo, my(f) = 0 e My(f) = 1, e portanto:

s(f,Poy) = ), 0-Ax; =0
I, C[01]

S(f,Pox) = ), 1-8x,=1
IkC[O,l]

de modo que f ndo é Riemann-integravel.

Uma caracterizacdo da Riemann-integrabilidade de uma fun¢do pode ser dada em termos
do “tamanho” do conjunto onde a funcdo é descontinua. A grosso modo, se tal conjunto for
“pequeno” (em um sentido que tornaremos preciso a seguir), entdo a funcdo serd Riemann-
integravel - e se a funcdo for Riemann-integravel, seu conjunto de descontinuidades serd
“pequeno”.

Definigdo 33 (medida nula). Um subconjunto A C R? tem medida nula se para todo ¢ > 0 existe
uma cobertura {Iy,- - - , Iy, - - } de A, por intervalos (abertos ou fechados), de modo que Y2 4 ¢(I;) <
E.

Nao é dificil demonstrar que, na reta, um conjunto tem medida nula se, e somente se, este
conjunto for no méximo enumerével.

Definicao 34 (contetdo nulo). Um subconjunto A C R tem conteiido nulo se, e somente se, para
qualquer € > 0 existir uma cobertura finita {I,- - - , I, } de A por intervalos (abertos ou fechados), de

modo que Y 1 £(I;) < .

Novamente, na reta, um conjunto A tem medida nula se, e somente se A for um conjunto
finito.

3.1 A oscilagdo de uma funcao

Definig¢do 35 (oscilagdo). Seja f : [a,b] — R uma fungdo. A oscilagdo de f em [a,b] é:
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w(f, [a,b]) = My (f) — mpap (f)

Se f ndo for continua em xo, a medida da descontinuidade de f em xo pode ser dada de forma
precisa. Sejam, para & > 0:

M(f, x0,6) = sup{f(x) | x €]xo — 6, x0 + 4[}

m(f,x0,0) =1inf{f(x) | x €]xg — 6, x0 + [}

A oscilagdo de f em xg é:

w(f,x0) = lim [M(f,x0,0) — m(f,x0,0)] = }r;{)w(f,xo,d)

- 5—)0+
Proposic¢do 36. Sejam [a, b] um intervaloe f : [a,b] — R uma funcio limitada. Tem-se, para qualquer
Xo €|a, bl:

W(f,%0,8) = sup{If(x) — Fy)| | %, €lxo — 6,30+ o[}

Demonstragio. Dados x,y €]xg — 6, xg + 6], podemos escolher a notagdo de modo que f(y) <
f(x). Temos:

m(f,x0,6) < f(y) < f(x) < M(f, xo,9)

o que nos da:

f(x) = fFW)l = f(x) = f(y) = f(x) + (=f(y)) < M(f, x0,8) = m(f,xo,9)

Assim, M(f,xp,0) — m(f,xo,06) é cota superior de {|f(x) — f(y)| | x,y €]xo — 3, x0 + I[}.
Por outro lado, dado ¢ > 0 podemos encontrar x1,x; €]xg — J,x9 + J[ tais que f(x1) >
M(f,x0,0) =5 e f(x2) < m(f,x0,0) + 5, ou seja, —f(x2) > —m(f, x00) — 5. Segue-se que
[f(x1) = flx2)| = fx1) = f(xa) = fx1) + (=f(x2)) > (M(f,x0,0) — m(f, x0,6)) — e Isto

mostra que M(f, xo,8) — m(f,xp,6) é a menor cota superior de {|f(x) — f(y)| | x,y €]xo —
J,x0+ 0}, de modo que:

w(f, x0,0) = sup{|f(x) = f(y)| | x,y €]x0 — &, x0 + 4[}.
O

Observagdo 37. Em virtude da Proposi¢do 36, como a oscilagio é o supremo de um conjunto de
niimeros nio negativos, tem-se sempre w( f,xp,6) > 0.

Proposigao 38. Uma funcio limitada f : [a,b] C R?> — R é continua em xq € [a, b] se, e somente se,
w(f,xp) = 0.
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Demonstragido. Suponha f continua em xp, de modo que para qualquer ¢ > 0 existe § > 0 tal
que x €]xg — 4, xg + 6] implica |f(x) — f(x0)| < 5, ou seja:
€ €
(vx €]xo — &, %0+ 0[) (f(x0) = 5 < f(x) < flwo) + )
Em particular, para qualquer 7 > 0 com 0 < 7 < §, vale:

(Vx €]xo — 17, %0 + 77]) (f(xo) —§ < flx) < flxo) + %)

Por defini¢do de supremo, como f(xp) + 5 é cota superior para f(x) em |xo — 1, x0 + 1],
tem-se:

€
(vx €lxo— 1, %0 + 1) (f(x) < M(f, x0,m) < f(x0) +5))
Analogamente, para o infimo, temos:

s

(v €lxo — %0+ 71) (f(x0) = 5 < m(f,x0,1) < f(x)

e portanto:

{MUmmMSfaw+§
f(x0) =3 <m(f,x0,1)

Segue, portanto, que para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que 0 < 7 < J implica M(f, xo, 1) —
m(f,xo0,1) < f(x0)+5+5— f(x0) = ¢ ouseja, lims_,o[M(f, x0,6) — m(f,x0,0)] = 0, de modo

que w(f, (xo,y0)) = 0.
Reciprocamente, se w(f,xg) = 0, entdo para todo ¢ > 0 existe § > O tal quese 0 < 5 < ¢

entdo M(f,xo, 1) —m(f,xo,1) <e.
Como para todo x €|xg — 17,x0 + 75| tem-se f(x) < M(f,x0,1) e —f(x0) < —m(f,x0,1).
Tem-se, assim:

f(x) = f(x0) < M(f,x0,m) —m(f, xo0,7) <e.
Também valem que f(x9) < M(f,xo,1) e m(f,x0,1) < f(x), logo:

f(xo) — f(x) < M(f,x0,1) —m(f,xo0,1)

donde segue que:

m(f, x0,17) = M(f,x0,11) < f(x) = f(x0)

Assim, para todo x €]xp — 1, x9 + 7| vale:

|f(x) = fx0)| < M(f, x0,1) — m(f,x0,1) <e.

Segue, portanto, que f é continua em xy.
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Lema 39. Seja [a,b] um intervalo fechado e limitado e xo €la,b[. Se f : [a,b] — R ¢é limitada e
w(f,x0) < c, entdo existe § > 0 tal que w(f,x) < ¢ para todo x €|xy — 8, xy + I[.

Demonstragdo. Pela definigao de limite, como w(f,xo) = lim; ,ow(f,xo,7) < ¢, existe & > 0
tal que w(f, xp,d) < 6. Dado qualquer x €]xg — 6, xp + 6], tomamos { > 0 com |x — {, x + {[C
|xo — 8, x0+ &[) e obtemos:

w(f,x) < w(f, %) < w(f,x0,6) <c¢
[l

Lema 40. Seja [a, b] um intervalo fechado e limitado. Se f : [a,b] — R é limitada, dado € > 0, tem-se
que o conjunto:

B ={x0 € [a,8] | w(f, %) > e}
é fechado em R.

Demonstragido. Mostraremos que R \ B é aberto.
Note que:

B =[abjNn{x e dom (f) | w(f,x) > €}

e portanto:

R\B=(R\R)U{x € dom (f) | w(f,x) < ¢}

Assim, dado x € R\ B, tem-se x ¢ [4,b] ou w(f,x) < e. No primeiro caso, como |[a, D]
é fechado e portanto R\ [a,b] é aberto, existe um intervalo aberto C que contém x tal que
CCR\[ab] CR\B.

Tomemos xp € {(x,y) € dom (f) | w(f, x) < e}. Pelo Lema[39} tem-se que existe § > 0 tal
que w(f,x) < e para todo x €]xy — 6, xg + J[. Segue disto que Jxg — 6, xg + I[C {x € dom (f) |
w(f,x) < ¢}, de modo que este conjunto é aberto e seu complementar, {x € dom (f) |
w(f,x) > €} é fechado. Segue que R\ B, por ser unido de intervalos abertos, é aberto, e

portanto B é fechado. O

Lema 41. Sejam ¢ > 0, [a,b] um intervalo fechado e limitado e seja f : [a,b] — R uma fungio
limitada tal que para todo x € [a, b] tenhamos w(f,x) < e. Entdo existe uma particio Py, ) de [a, b]
com S(f, Plap) —s(f, Plap) <e-|b—al.

Demonstragido. Dado qualquer x € [a,b], existe um intervalo fechado R, que contém x em
seu interior e tal que Mg (f) — mgr, (f) < ¢ de modo que {int(Ry) | x € [a,b]} constitui
uma cobertura aberta de [a,b]. Sendo [a,b] compacto (fechado e limitado), uma quantidade
finita de conjuntos da forma int(Ry) recobre [a,b], digamos {int(Ry,) | i € {1,--- ,n}}. Seja
Pla,p) uma partigdo de [a,b] tal que cada subintervalo S determinado por Pia,p) esta contido
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em algum int(Ry,) parai € {1,---,n}. Tem-se, entdo, Mg(f) — mg(f) < ¢, de modo que

S(f,P) =s(f,P) = Ls[Ms(f) —ms(f)] - £(S) <e-£(R). .

O teorema a seguir nos d4 uma condicdo suficiente para que uma funcdo seja Riemann-
integravel, a saber, que o conjunto de suas descontinuidades tenha medida nula.

Teorema 42. Sejam I um intervalo e f : I — R uma fungio limitada. Se Desc (f) tem medida
nula entdo f é Riemann-integrdvel em 1.

Demonstragido. Suponhamos que Desc (f) tenha medida nula. Dado ¢ > 0, seja B, = {x €
[a,b] | w(f,x) > ¢}. Entdo B, C B, de modo que B, também tem medida nula. Uma vez
que B; é fechado e limitado, segue que B, é compacto, e portanto tem contetido nulo. Assim,
existe uma colegéo finita de intervalos fechados, Uy, - - - , U, tais que B, C U} ;int. (U;) e que
i L(U;) <e.
Seja P uma parti¢do de I tal que cada subintervalo S determinado por P esteja em um dos
dois seguintes grupos:

(1) S1, que consiste dos subintervalos S tais que S C U; para algumi € {1,--- ,n};
(2) Sz, que consiste dos subintervalos S tais que SN B, = @.
Como f é limitada, seja M > 0 tal que:

(Vx € D(|f(x)] < M).
Tem-se Mg(f) —mg(f) < 2M para cada S. Portanto,

n
Y [Ms(f) —ms(f)] - £.(5) < 2M Y £.(UL;) < 2Me
Ses, i=1
Se S € Sy, tem-se para todo x € S, w(f,x) < . Pelo Lema existe uma parti¢do P[’ o b)’
mais fina do de P, ;) tal que:

Y. My (f) —mg(f)] - £(S") <& £(S),

s'cs
para S € S;. Entéo:
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S, Ply) =5 Ply) = X IMa(f) —ms ()] - £08)+

S'CSes

+S/ ;S [Ms/(f) —ms (f)] - £.(5") < 2M€+SZS: e-£.(S) <
<2Me+¢-L.([a,b])

Como M e ¢.([a, b]) sdo numeros fixados, isto mostra que se pode encontrar uma parti¢do
73[’ 45 COM S(f, 73[’ a,b]) —s(f, 73[’ a,b]) tdo pequeno quanto se queira. Desta forma, f é Riemann-
integravel. O
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