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Prof. Jean Cerqueira Berni*

Introducao

Seja y = f(x) uma funcdo que descreve quantitativamente algum aspecto de certo feno-
meno. Por exemplo, y pode ser a distancia percorrida por uma particula até o instante x, ou
y pode ser a velocidade de certo corpo em termos de sua posigdo, x.

Muitas vezes ndo é possivel estabelecer diretamente o tipo de dependéncia que y guarda
de x, mas é possivel obter relagdes de x e de y com as derivadas de y até certa ordem.

Da relacdo estabelecida entre a varidvel independente, x, com a varidvel dependente vy, e
suas derivadas, podemos, em certos casos, determinar de que modo y depende de x, ou seja,

encontrar uma funcéo f tal que y = f(x).

Nesta agenda, introduziremos nogdes bdsicas sobre as chamadas “Equagdes Diferenciais
Ordindrias” (E.D.O.s) de primeira ordem, apresentando alguns métodos de resolucéo.

1 Nocgodes sobre Equac¢oes Diferenciais Ordinarias de Primeira
Ordem

Considere o seguinte problema:

Exemplo 1. Um corpo de massa m é abandonado de certa altura. Pede-se para estabelecer uma
fungdo que descreva como a velocidade do corpo, v, varia conforme o corpo cai, se além da forca
exercida pela gravidade, age sobre o corpo uma for¢a no sentido oposto do movimento, diretamente
proporcional a velocidade do corpo em cada instante.
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Solugido: Pela segunda lei de Newton,

—k-v

do
F=m- g
onde % é a aceleragdo do corpo (i.e., a derivada da velocidade em func¢do do tempo) e F é
a magnitude da forca resultante que age sobre o corpo na dire¢io do movimento. A forca
resultante, por sua vez, provém de duas forcas: a forca da gravidade, cuja intensidade é m - g
(onde g é a aceleracdo da gravidade) e a forca da resisténcia do ar, cuja magnitude é dada
por —k - v — o sinal de menos se deve ao fato de esta for¢a se dar no sentido contrario ao
movimento. Desta forma, chegamos a equagao:

m-—=m-g—k-v

A relagdo acima conecta a fungdo desconhecida, v = v(t), com sua derivada, ‘;—Zt’. Temos
aqui uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem.

A seguir apresentamos a defini¢do precisa de EDO de primeira ordem:

Definicao 2. Sejam I C R um intervalo e:

F: IXRxR — R

uma fungdo de trés varidveis. Uma equagdo diferencial ordindria de primeira ordem é uma
equagdo da forma:

F(x,y(x),y'(x)) = 0.

No problema apresentado no Exemplo |1, tem-se:

F: [0,0[xRXxR — R
(t,0,9'(t)) +— m-v'(t)—m-g+k-v(t)
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e a equagao é:
F(t,o(t),v'(t)) =0
ou seja,
m-v'(t)—m-g+k-o(t) =0
ou ainda:

m-v'(t)=m-g—k-o(t)

A questdo natural que surge é a seguinte: podemos encontrar uma fungdo v = v(t) que
satisfaga:

m-v'(t)=m-g—k-o(t)?

Em caso afirmativo, como fazé-lo?

Vamos generalizar esta questdo na seguinte:

Pergunta: Dada uma equacdo diferencial ordindria de primeira ordem:

F(x,y(x), /() =0,
onde F é dada nos termos da Defini¢do [2, como encontrar uma (ou vdarias) funcédo
(fungoes) derivavel y : I — R que satisfaca a questdo acima?

Este problema é precisamente o de solucionar uma EDO. Assim, solucionar uma EDO sig-
nifica encontrar uma func¢do que a satisfaga.

Na imensa maioria das vezes, é impossivel encontrar uma solugdo analitica para uma EDO
- caso no qual lancamos méo dos “métodos numéricos” ou, se nos interessar apenas o com-
portamento da solugdo, fazemos seu “estudo qualitativo”. Estes casos, no entanto, ndo serdo
tratados: lidaremos apenas com alguns métodos que nos permitem resolver certas EDOs de
primeira ordem, fornecendo-nos solugdes dadas analiticamente, seja de modo explicito ou
implicito.

Uma EDO em que especificamos uma restri¢do é denominada um “problema de valor ini-
cial” (PVI), conforme expresso na defini¢do abaixo:



Definicao 3 (Problema de Valor Inicial de Primeira Ordem). Sejam I C R um intervalo
e F: I xR xR — R uma fungido. Um problema de valor inicial, PVI, é uma equagio
diferencial,

F(x,y(x),y'(x)) =0,

sujeita a uma condigdo inicial, dada por uma igualdade da forma:

y(x0) = yo,
onde xy € I.

Em nosso Exemplo , podemos colocar a condigéo inicial v(0) = 0 (ou seja, assumir que no
instante t = 0 o corpo que cai estava em repouso). Assim,

é um problema de valor inicial de primeira ordem.

2 Equacgdes Diferenciais Ordindrias de Primeira Ordem com
Varidveis Separaveis

Definicdo 4. Sejam f : ] CR — Reg: ] C R — R fungdes continuas tais que (Vy €
J)(g(y) # 0). Uma equagio diferencial ordindria de primeira ordem da forma:

W )5, 0

onde o membro da direita é um produto de uma fungio que depende apenas da varidvel x por uma
fungdo que depende apenas da varidvel y é uma equacgdo diferencial ordindria de varidveis
separadas.

Uma vez que, por hipétese, para todo y € ] vale ¢(y) # 0, podemos reescrever (I)) como:

1 dy
et @
s a7
A equagdo é resolvida integrando-se ambos 0os membros da equagdo com respeito a varia-
vel x:



/g(lm-;i—zdx:/f(x)dx

/ﬁdy: /f(x)dx

que é uma expressdo que relaciona a solugdo, y, com a varidvel x (e uma vez que a integral é
indefinida, ha uma constante arbitraria envolvida também).

Vamos comegar a ilustrar a resolu¢do de EDOs de primeira ordem de varidveis separaveis
considerando um problema da Fisica: o decaimento radioativo de nicleos de elementos ins-
taveis.

Dada uma amostra de um elemento radioativo, como saber o nimero de dtomos do ele-
mento da amostra num dado instante t?

Em 1902, enquanto estudava a radioatividade do Tério, Ernest Rutherford (1871-1937) e
o quimico britanico Frederick Soddy (1877-1956) descobriram que a radioatividade estava
associada com altera¢des no ntcleo do 4tomo, que transformavam o Tério em outro elemento
quimico. Eles descobriram que o Toério dd origem a outra substiancia que é intensamente
radioativa. A radioatividade, eventualmente, faria o novo elemento desaparecer. Ao analisar
este processo, Rutherford e Soddy formularam a lei do decaimento exponencial, que nos diz
que a taxa de emissdo de radioatividade depende, em cada instante, da quantidade presente.
Simbolicamente, se t é o instante do tempo e N (t) denota o nimero de ntcleos de uma certa
substancia radioativa, a Lei do Decaimento Exponencial nos diz que existe uma constante
A > 0 tal que:

=0 =
Note que podemos escrever a equagdo acima como:

N'(t) —A-N

dN

dt
que é uma EDO de primeira ordem e de varidveis separaveis. Seja Ny a quantidade de ntcleos
de uma amostra radioativa no instante t = 0, de modo que temos o PVI:

=—-A-N

AN
= =—AN
N(0) = Np

Para resolvé-lo, primeiramente resolvemos a EDO, primeiramente separando suas varia-
veis:



1 dN
N dt
Integrando os dois membros com respeito a ¢, obtemos:

/% dd—l;]dt /( A)dt

/ AN = -\ /dt (t+C)
In|N|= —A-t—A-C

N(t) — e—/\-t—/\C

=k
—~

N(t) — e—A~t . e—)vC
N(t) =k-e M

Se denotarmos por Ny a quantidade de ntcleos da substancia no instante inicial, ¢t = 0,

podemos escrever:

No=NO0)=k-e " =k-1=k

Sk = No

Assim, a solucdo deste problema de valor inicial (PVI) é:

N(t) = Np-e M

Exemplo 5. Resolver a equagdo:

4y _ Y
dx 1+x
Verificamos que:
y 1

1+x 1ty
de modo que se trata de uma equagdo de varidveis separaveis, e podemos escrever:




1 dy 1

y dx 1+x

Integrando os dois membros da equagdo acima com respeito a variavel x, obtemos:

/1dy
1+

Inly(x)|=In|1+x|+C

y(x)=e“ - (1+x)=K-(1+x)

3 Equacoes Diferenciais Ordindrias de Primeira Ordem Ho-
mogeéneas

Definicao 6. Uma funcgdo F : R Xx R — R é homogénea de grau n se para qualquer A € R
tivermos:

(V(x,y) e RxR)(F(A-x,A-y) =A"-F(x,y))

\.

Exemplo 7. A fungio f(x,y) = 3/x3 + y3 é homogénea de grau um, uma vez que para todo A € R e
para qualquer (x,y) € R x R wvale:

FA-xA-y) = f/(/\-x)3+()x-y)2:\3/A3-x3+A3-y3:{’/A3-(x3+y3)=

_ YRy = A Py = A fay)

Exemplo 8. A fungio ¢(x,y) = x -y — y* é homogénea de grau dois, pois para quaisquer que sejam
(x,y) e RxReA € R tem-se:

gA-x A y)=A-x)- A y)—Ay)P=Axy—A P =1 (x-y—y’) =

=A% g(x,y).



Defini¢dao 9. Seja f : R x R — R uma fungdo homogénea de grau zero, ou seja, tal que para
quaisquer (x,y) € RxReA € Rtem-se f(A-x,A-y) = A f(x,y) = f(x,y). Uma equagio
diferencial ordindria de primeira ordem da forma:

dy _
a—f(xz}/)

¢é uma equagdo diferencial homogénea de primeira ordem.

Seja

dy _
P f(xy)
uma EDO homogénea. Sabemos que, para todo A € R vale:
fA-x,4-y) = f(xy)
de modo que para A = %, temos:

f(xy) =f(1,%),

de modo que uma fungdo homogénea de grau zero depende apenas da razdo, y/x de seus
argumentos. Assim, a equagdo original corresponde a uma equacao da forma:

V(1Y) ®

dx X

Fazendo a substituicdo u = % (ou, equivalentemente, y = u - x), obtemos:

Regra do Produto

dy d 1 du
F a[u(x) x] = u(x) + I ¥
Substituindo a expressdo acima em (3), temos:
du
u(x) + - -x=f(Lu)
ou, equivalentemente,
du
X =f(l,u)—u,

que é uma EDO de varidveis separaveis. Integrando, obtemos:
du 1
[T S V.
f(lu)—u x
Ap6s resolver as integrais acima, substituindo-se u por y/x obtém-se a solugéo.
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Exemplo 10. Resolver:

dy _ _xy
dx — x2—12
Solugdo: Observamos, primeiramente, que a fungdo f(x,y) = xzx;yyz é tal que, para qual-

quer A € R vale:

Ay o Mexy xey
R N L P v B

de modo que a EDO em aprego é homogénea. Para resolvé-la, primeiramente fazemos A = %
para obtermos:

dy _ (1 1 N_ oy 1-(5)
(o) =r )=
Fazemos a mudanca de varidvel u = %, e obtemos:

dy d _du B
%—E(u(x)-x)—dx x+u=

1—u?
du 1 u 1 u’
- = . _— U — . J—
dx x \1—u? x \1—-u?2)’
que é uma EDO de variaveis separaveis. Escrevemos, entéo:

1—u? du 1

b dx  x
e integramos os dois membros com respeito a x, obtendo:

2
/1 3u du:/ldx
u x
2 -2
/1 31,1 du:/%du—/ldu:/u_g’du—/ldu:—u——ln]u|
u u u u 2

Assim, a equacdo fica:

1 1—u? 1
—m—ln]u\—/ du—/;dx—ln|x\+C

Mas:

us

1
—ﬁ—ln|u| =In|x|+C



1

1
—W:ln|u-x|+C

Finalmente, voltamos a varidvel original:

2- (%)
2
X

Desta forma, a solugdo da EDO é dada implicitamente pela equagdo acima.

4 Equacdes Diferenciais Ordindarias Lineares de Primeira Or-
dem

Definicao 11. Sejam P : I CIR -+ Re Q : ] € R — R fungdes continuas. Uma equagdo
diferencial ordindria linear de primeira ordem é uma equacio diferencial que pode ser escrita
na forma:

Y Py~ Q) =0

Equivalentemente, uma EDO linear de primeira ordem é uma equagdo diferencial que pode ser
escrita na forma:

dy _
ge TP() v = Q) (4)

denominada forma padrdo.

Para resolver (4), vamos supor que a solu¢io seja da forma:

y = u(x)-o(x), ®)

sendo uma delas arbitrdria e a outra por determinar. Derivando os dois membros de (5),
obtemos:

Substituindo a expressdo acima em (4), obtemos:
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u(x) - B+ o) 4+ P() u(x) - 0(x) = Q)

ou, equivalentemente,

()« (G4 P 00) ) o) - 52 = Q) ©
Vamos escolher v(x) tal que:
T 4 P(x)o(x) =0 7)

Separando as variaveis da equacéo (7), obtemos:

1 dv .
o) dx P(x)

Integrando os dois membros com respeito a x, obtemos:

/%Z—de = —/P(x)dx

Substituindo v(x) em (f)), tem-se:

Logo,

i) = [ 42

= /Q(x) . efP(JC)dde +C

Assim, assumindo que exista, a solucdo geral da equagao:
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W 4Py = Q)

é, portanto,

y(x) =u(x)-ov(x) = (/ Q(x) cef Pdxgy 4 C> e~ [ P(dx

ou seja,

y(x) = e~ J P()x / Q(x) - o/ PGy 4 ¢ o= S P (8)

Vocé ndo precisa memorizar a férmula acima, porém, deve lembrar-se do termo especial:

y(X) _ efP(x)dx

4

pois ele serd usado em uma maneira mais simples, embora equivalente, de resolver (#): mul-
tiplicando os dois membros de (8) por y(x), obtemos:

el POx .y (2) = /ng@f)dx -Q(x)dx+C )

Derivando os dois membros de (9), obtemos:

a4 [efp(x)dx .y(x)} — o/ P@ gy . Q(x)

ou seja,

of P(x)dx % 4 P(x) el POy (x) = of PO () (10)
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Roteiro para Resolver uma EDO Linear de Primeira Ordem da forma:

dy _
EJFP(X) y(x) —Q(x) =0
(i) Colocar a equacdo na forma:

W P(x) y(x) = Q)

(ii) Multiplicar os dois membros da equacdo por i(x) = e/ P()dx

(iii) O membro esquerdo da equagdo resultante serd automaticamente a derivada do

produto de p(x) por y(x):

B e Py )] = of PO ()

(iv) Integrar os dois membros da equacdo.

Exemplo 12. Resolver:

m-ov'(t)=m-g—k-o(t)

Solugdo: De acordo com o passo (i), colocamos a equagdo na forma padrao:

J(+ 5 o =g

Seguindo o passo (ii), identificamos P(t) = X, de modo que p(t) = e/ P()dt = ent. Em

seguida, multiplicamos ambos os membros da equagdo em sua forma padrdo por p(t) = ent:

-t

S|

mtop(t)=g-e

Pelo passo (iii), observamos que o membro da esquerda é a derivada do produto de p(t)
por y(t):

% [e%t‘v(t)] =g emt

e integramos ambos 0s membros, obtendo:
/% [e%'t : v(t)] dt = g-/erﬁ'tdt
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o(t) = %Q+C-g-e_ﬁ't
Exemplo 13. Resolver:
dy
— -3y =6
ax Y
Solugdo: A equagdo acima jé se encontra na forma padréo, entdo procedemos ao passo (ii).
Identificamos P(x) = —3 e multiplicamos os dois membros da equagdo por u(x) = e —3dx —

e 3%,

e 3. <Z—Z — 3y) —e¢ 3.6

De acordo com o passo (iii), observamos que o membro esquerdo resultante serd a derivada

de ju(x) por y(x):

d
—3x 4y 4 -3x,
Ix 3-e y

% <e_3x . y(x)) =6

De acordo com o passo (iv), integramos os dois membros da equagdo acima:

e =6

d [ _a 3y e —3x
/a<e ~y(x)>dx:6-/e dx =6 |— 3 +C|=—-2-e77"46-C

e y(x)=-2-e+6-C

y(x) = —2+6-C-e*

y(x) = —2+c-e*

Exemplo 14. Considere o seguinte circuito RC:

=y
| |
|
O
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No instante t = 0 o capacitor estd descarregado e a chave s é ligada. Pela Lei de Ohm, temos
Upy=R-i=R- Z—‘Z. Pela Lei de Faraday, Uy, = % Finalmente, U.; = 0e Uy, = —V.

Aplicando a Segunda Lei de Kirchoff, concluimos que:

Ugp + Upe + Ueg + Uy =0

e portanto:

Chegamos, portanto, a equagdo:

que é uma EDO linear de primeira ordem, jd apresentada na sua forma padrdo. Deduzir de que modo
se relacionam a carga, q, armazenada no capacitor, com o instante t, desde que a chave s foi ligada.

Solucido: Neste caso temos uma equacao juntamente com uma restri¢do (g(0) = 0), ou seja,
temos um PVI. Para resolvé-lo, solucionamos primeiramente a EDO.

A equacdo jé estd em sua forma padrao, por isto podemos comegar pelo passo (ii): identifi-
camos P(t) = %C' de modo que u(t) = el PO = = e/ wc = ¢xT. No passo (iii), multiplicamos
os dois membros da equacao original por y(t), obtendo:

t
RC . — R .g — eRC .
e dt+e R.C g=e

Observamos, entdo, que o membro esquerdo da equacdo acima é:

2 (e -q(n)

A equacdo a ser resolvida é, portanto:

£ (e -a0) = o

Integrando os dois membros na varidvel t, obtemos:

dg oo 1wV
R

/%(‘ZR%' =3 /eRCdt (R-C)-(eXc +k) =V -C-eRC +V-C-k

t

exC . q(t) =V -C-eFc +V-C -k
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S qt) =V-C-(14k-e e)

Para determinar k, vamos utilizar o fato de que no intante ¢t = 0 a carga é nula, ou seja,
g(0) = 0. Assim, obtemos:

0=gq(0)=V-C-(1+k-e ®c)=V-C-(1+Fk)

Mas V- C- (1+k) = 0 ocorre se, e somente se, k = —1. Assim, a solucdo deste PVI é:

q(t) =V -C- (1 - e rc)

4.1 EquacoOes de Bernoulli

Considere o fendmeno do movimento de um corpo de massa m em um meio cuja resis-
téncia, F, depende da velocidade do corpo: F = Ay -v+ Ay -v". A equagdo do movimento
assume, entdo, a forma:

d
m-d—?——)\l-v—/\z ",
ou:
o M
dt om
—AM 0 — Ay 0" m - m - 90

Deste problema segue a:

Definicdo 15. Sejam P : I CIR — Re Q : | € R — R fungdes continuas, n # 0,n # 1.
Uma equacgdo diferencial ordindria de Bernoulli é uma equacio da forma:

d
2 +P() y=0) ¥"

Para resolver esta equagdo, dividimos seus dois membros por y", e obtemos:

1 dy 1 B
y—n-ﬁer-P(x)_Q(x)
—n dy —n+1 _
y -E+P(x)~y T =0(x) (11)

Na sequéncia, fazemos a substituigdo:
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—n+1

z=y
de modo que:
dz Y
i (—n+1)-y e
Substituindo Z—fc em (11), obtemos:
dz
(1) )z = (i 1) Q(),

que, por sua vez, é uma equacdo diferencial ordindria linear de primeira ordem — que vimos
como resolver na secdo anterior.

Ao final da resolugao, retornamos a varidvel original fazendo z = y~"*+1.

Exemplo 16. Resolver a EDO:

dy _ 2 .2
X %er_x Y

Primeiramente, reescrevemos a equagao como:

dy 1~ _ 2
ix 2 VT

Como n = 2, fazemos a mudanga de varidvel y = u~1 obtendo pela Regra da Cadeia,

dy _ 1 du

dx  u?2 dx
e substituimos na EDO, obtendo:

du B 1 _

dx x

O fator integrante desta equacdo em, digamos |0, o], é:
e_ j%d'x = e_ ln(x) —= eln(%) —_= 1
x

Integrando ambos os membros de:

obtemos:
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Como u = 1, segue que:

y
Xy
1
Sy(x) 21 C.x

Referéncias

[1] AviLa, G., Célculo: Fungdes de Uma Variavel, Volume 1, 4? edicdo. Editora LTC. Rio de
Janeiro, 1981.

[2] FLemMiNng, D.M. E GoNgaLvEs, M. B., Cdlculo: Funcdes, limite, derivacao e integracao,
6" edicdo revista e ampliada. Editora Pearson Prentice Hall, Sao Paulo, 2006.

[3] Guiporizzi, H. L., Um Curso de Calculo, Volume I, 5% edicdo. Editora LTC. Rio de
Janeiro, 2015.

[4] FINNEY, Ross L. Célculo de George B. Thomas Jr., volume 1/ Ross L. Finney, Maurice
D. Weir, Frank R. Giordano; traducdo: Claudio Hirofume Asano; revisdo técnica Leila
Maria Vasconcellos Figueiredo. - Sdo Paulo: Addison Wesley, 2003.

[5] FINNEY, Ross L. Calculo de George B. Thomas Jr., volume 2/ Ross L. Finney, Maurice
D. Weir, Frank R. Giordano; traducdo: Claudio Hirofume Asano; revisdo técnica Leila
Maria Vasconcellos Figueiredo. - Sdo Paulo: Addison Wesley, 2003.

[6] RUTHERFORD'S NUCLEAR MODEL, https://www.britannica.com/science/atom/
Rutherfords-nuclear-model, acesso em 30/6/2021.

[7] ZiLr, D. G. Equag¢des Diferenciais com Aplicacdes em Modelagem; tradugdo: Cyro
de Carvalho Patarra; revisdo técnica: Antdnio Luiz Pereira. Editora Pioneira Thomson
Learning, 2003.

18


https://www.britannica.com/science/atom/Rutherfords-nuclear-model
https://www.britannica.com/science/atom/Rutherfords-nuclear-model

	Noções sobre Equações Diferenciais Ordinárias de Primeira Ordem
	Equações Diferenciais Ordinárias de Primeira Ordem com Variáveis Separáveis
	Equações Diferenciais Ordinárias de Primeira Ordem Homogêneas
	Equações Diferenciais Ordinárias Lineares de Primeira Ordem
	Equações de Bernoulli


