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Apresentacdo

Nas agendas anteriores pudemos nos familiarizar com sequéncias e séries infinitas de na-
meros reais. A ideia de definir funcdes através de séries, ou de se exprimir fun¢des como
séries, surge naturalmente — até ja fizemos isto. Consideremos a fungao:

f:]-1,1] » R
1

1—x

X —

Vimos, na agenda anterior, que sempre que |x| < 1, tem-se } ;> x" =

-+ de modo que

podemos escrever a seguinte igualdade:

1

(vx €]~ 1,1]) (f(x) - = 2)

Ao estudar o comportamento das p—séries, vimos que sempre que p > 1, a série an—,,
converge. Desta forma, podemos definir a seguinte fungao:

: Jl,0o] - R
= 1
P ) P
n=1
conhecida como “func¢ado zeta de Riemann”.

Vamos convencionar a seguinte nota¢do: dado X C IR, escreveremos:
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F(X,R) = {X & R| f funcao}

para denotar o conjunto de todas as fun¢des de dominio X e contradominio IR.

Munidos desta notagdo, vamos generalizar o conceito de sequéncia numérica para “sequén-
cia de fung¢des”: uma sequéncia de fungdes serd, simplesmente, uma fungdo de N em F (X, R):

¢: N - F(XR)
n — fr:X—=NR

Naturalmente, a nota¢do para uma sequéncia de fungdes serd (f, : X = R),en, (fo(x), f1(x),
fa(x), -, fu(x), ) ou (fu(x))nen, onde colocamos este x depois do f apenas para nos lem-
brarmos de que cada termo desta sequéncia é uma fungédo (de variavel x).

Dada uma sequéncia de fungées, (fy : X — R),en € F(X,R)N, podemos definir a série
que lhe é associada, a sequéncia das somas parciais:

(fo(x), fo(x) + fi(x), fo(x) + fi(x) + fa(x),- -+, fo(x) + fi(x) + - + fu(x),---)

N J/

o fil%)

que denotaremos por:

(iﬁ(x)) ou Y fulx)
i=0 nelN

Note que para cada xp € X, temos uma série numérica, qual seja, Y f(xp), que pode
convergir ou divergir. O conjunto dos pontos de X tais que a série ) f,(x) converge é deno-
minado dominio de convergéncia, e serd denotado por:

Conv(f)Cc X={xeX| iofn(x) converge}

Podemos, desta forma, definir neste conjunto uma funcgao:

f: Conv(f)CcX — R
x = Y=o fu(X)

Observando que toda série de fungdes é, por defini¢do, uma sequéncia de fungdes, tem-se
que, dada uma sequéncia (f,),en de fungdes continuas (diferenciéveis, de classe Ck etc), pelo
fato de a soma finita de funcdes continuas (diferencidveis, de classe C* etc) ser continua (di-
ferenciével etc), a série associada, que é a sequéncia de somas finitas, (}_i_g fi),cp também é
uma sequéncia de fun¢des continuas (diferencidveis, de classe Ck etc). Surge, naturalmente,
0 questionamento: serd que a fun¢do definida por meio de uma série de fun¢des continuas
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(diferenciéveis, de classe CK etc) é, novamente, continua (diferenciaveis, de classe C etc)?

Vamos considerar o seguinte exemplo:

Exemplo 1. Consideremos a seguinte sequéncia de fungoes:

s: N — F([0,1], R)
fn: [0,1] — R
no— "
X X

cujos grdficos estdo esbogados abaixo:

Yy

0.5 |

K 0.5 i

X

Cada uma dessas fungdes continua (na verdade, de classe C* em [0,1]). Notamos que para qualquer
x € [0,1], temos:

. _ . ”/l _
P fnl) = limg ¥ =0
mas que para x = 1,
lim 1" =1
n—oo

Desta forma, ponto a ponto, concluimos que a sequéncia de fungdes continuas (f,(x)),eN converge
para a fungdo:

f: [0,1] — R
0, sex €[0,1]
X
1, sex=1

que é descontinua em 1, pois lim,_,;  f(x) =0# 1= f(1).



O exemplo acima nos mostra que nem sempre o limite de uma sequéncia de fungdes
continuas é continua (ou diferenciavel etc). Nesta agenda, apresentaremos o conceito de con-
vergéncia uniforme, que quando valida, nos garante que a fungdo-limite herda propriedades
dos termos da sequéncia (como continuidade, diferenciabilidade etc). Veremos, em particular,
resultados que garantem a convergéncia uniforme de certas séries de fun¢des (como o Teste
M de Weierstrass), e estes resultados nos permitirdo operar com séries como se fossem somas
finitas de fungdes no que diz respeito a derivacdo e a integragéo.

Motivados pela férmula de Taylor, vamos introduzir as séries de poténcias, e veremos
que, a depender do caso, tais séries convergem uniformemente, o que nos permite integra-las
e derivé-las termo a termo, servindo posteriormente para resolver certos tipos de equagdes
diferenciais ordindrias.

1 Séries de Funcoes

Definicio 2 (n—ésima soma parcial). Seja (fu)uen € F (X, R)N uma sequéncia de fungoes
de mesmo dominio, X C R. A n—ésima soma parcial de (f,)necN € a fungio:

S (1) = éﬁ(x)

Observe que se todas as fungoes do conjunto {f, : X — R | n € IN} forem continuas (dife-
rencidveis, de classe C¥ etc), entdo a n—ésima soma parcial destas fungoes também serd continua
(diferencidvel, de classe Ck etc).

Exemplo 3. Dada a sequéncia de fungdes (fy, : [0,1] — R),  dada por f,(x) = x", a n—ésima
soma parcial é:

soma da PG

U T 1_xn+1
Sn(X):le:1+x+x2+..._|_x” — ( 1_x )
i=0

Definigdo 4 (série de fungdes). Seja (fn)nen € F (X, R)N uma sequéncia de fungées de
mesmo dominio, X C R. A série de fungbes associada a (f,),eN € a sequéncia das n—~ésimas
somas parciais de (fn)ncN, OU Seja:

an(x) = (sn(x))neN = (éfz(x))

nelN




Exemplo 5. A série associada a sequéncia dada no Exemplo B é a sequéncia das somas parciais:

i X" = (sn(X))neN = (ixi) N - (11%3(11:)1161[\1

onde x € [0,1].

2 Convergéncia Pontual e Uniforme

Nesta secdo vamos apresentar dois tipos de convergéncia de sequéncias (e, portanto, tam-
bém de séries) de fungdes: a convergéncia pontual e a uniforme.

Defini¢do 6 (convergéncia pontual). Seja (f, : X — R),eN uma sequéncia de fungoes de
X em R. Dizemos que (fu)neN converge pontualmente em X para f : X C R — Rse, e
somente se, para todo xy € X, a sequéncia numeérica (f(x))neN converge para f(xg).

Exemplo 7. A sequéncia (f, : [0,1] — R),en dada por f,(x) = x™ converge pontualmente para

Fx) = {0, se x € [0,1]

1, sex=1

Como toda série é uma sequéncia, temos a seguinte defini¢do, que nada mais é do que um
caso particular da defini¢do anterior:

Definicdo 8 (convergéncia pontual de uma série de fungdes). uma série de fungoes,
Y fu(x) = (su(x))nen, onde s,(x) = Y1 fi(x),x € X C R converge pontualmente se,
para cada x fixado no dominio, a série numérica Y, 1 fu(xo) convergir.

Exemplo 9. A série (Y1 x") onde x € [0, 1], converge pontualmente para:

nelN’
f:[01] - R

x
1—x
De fato, dado qualquer xo € [0, 1], temos:
LI 1 — xnHl 1
: L P o B
Jimm sn(x0) = Yim B, 0 = fim, == = = g = f(xo)

i=0

Equivalentemente, uma série }_ f,,(x) converge pontualmente se ela (enquanto sequéncia nu-
mérica) for de Cauchy (ja& que estamos trabalhando em R, que é completo). Isto quer dizer
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que ela converge pontualmente se, para cada xg € I for verdadeiro que para qualquer ¢ > 0
existe 19(g, x9) € IN tal que para m > n > ny(¢, xg) tenha-se:

m n

[sm(x0) — su(x0)| <& =|}_ filxo) = }_ fi(xo)| <e
i=1 i=1
Exemplo 10. A série de fungdes )" 1 -5, com x € [0,1], converge pontualmente, pois é fato que para
qualquer xo € [0,1], temos:

Vimos, na AGENDA 2, que a série ), 4 % é convergente (por ser uma p—sériecomp =2 > 1), e
portanto, para cada xo € [0,1]:

o0
X0
Lop

converge. Assim, a série ) = converge pontualmente em qualquer x € [0,1].

Defini¢do 11 (convergéncia uniforme). Sejam (f, : X C R — R),eN uma sequéncia de
fungdes e f : X — R uma fungio fixada. Dizemos que (fu)neN converge uniformemente
para f se, e somente se, para qualquer ¢ > 0 pudermos encontrar ng(e) € N tal que:

n 2 mno(e) = (Vx € X)(|fu(x) = f(x)[ <)
Notagdo: f, = f.

Note que, para que ocorra a convergéncia uniforme, devemos poder aproximar todos os
pontos dos gréficos das fungdes (f,),eN, tanto quanto queiramos, do grafico de f. Isto quer
dizer que dado ¢ > 0, devemos ser capazes de encontrar um indice ng(e) € IN tal que para
qualquer x € X tenhamos |f,(x) — f(x)| < e. Observe a figura abaixo:




1

Exemplo 12. Considere a sequéncia de fungdes (fy : [0, E} — R),eN dada por fn(x) = x". Veremos

que f, = 0, a funcdo identicamente nula.

De fato, observamos que para todo n € IN, para todo x € [0, %] temos fn(x) < fn <%> = 2%

Dado & > 0, basta portanto tomarmos ny(e) = [log,(1/¢)], e teremos:

n>ng(e) = (Vx € {o,ﬂ) (

Assim, fy, 0.

\.

Observacgao 13. O que significa uma sequéncia de funcoes, (f, : X — R),eN ndo convergir
uniformemente para f : X — R? Significa que ndo ocorre o seguinte:

(Ve > 0)(Ino(e) € N)(n > no(e) = (Vx € X)(Ifu(x) = f(x)] <¢))

Negar que “para qualquer que seja e > 0” vale certa condigio é dizer que existe pelo menos um
eg > 0 tal que a condigdo ndo é vdlida.

Por sua vez, negar que existe ny(e) € IN a partir do qual tem-se uma condigdo equivale a
dizer que nenhum niimero natural satisfaz aquela condicdo, ou seja, dizer que para todo niimero
natural, n € IN, existe x,, € X que “fura” a condi¢do dada. Mas dizer que “ x,, fura” a condigdo:

| fu(xn) — f(xn)| <e

equivale a dizer que:

| fu(xn) — f(xn)| > €0

Assim, f, /> f (fy nio converge uniformemente para f) significa que existe ey > 0 tal que,
para qualquer niimero natural, n € IN, existe x,, € X satisfazendo:

|fu(xn) — f(xn)| > €0

Assim,

fu 7> f = (3e0 > 0)((Vn € N)(Bxu € X)(|fu(xn) — f(xn)] 2 €0))

Exemplo 14. A sequéncia de fungdes (fu : [0,1] — R)nen dada por fu(x) = 137 converge pon-
tualmente para f(x) = 0.



Note que, fixado xy € [0,1], temos:

. IERT n-Xo . T n .
fim fu(xo) = lim 3227 = %00 lim 1oms =0

de modo que a sequéncia converge pontualmente para a fungio identicamente nula.

Vamos demonstrar que, no entanto, a sequéncia ndo converge uniformemente em [0, 1] para f(x) =
0.

Para fazer isto, deveremos exibir um niimero ey > 0 tal que, a partir de certo indice, ng € IN sempre
exista um ponto x,, € [0,1] tal que |fn(x,) — f(xn)| > 0.

De fato, vamos buscar os pontos criticos de cada f,. Para isto, devemos resolver a equagdo:

fu(x) =0,

ou seja,

d( n-x >_(1+n2-x2)-n—n-x-(2~n2-x) n-(1+n% x2—2n%- x?)

dx \1+n2-x2 (14 n2-x2)2 - (14 n2-x2)2 -

2, ,2

" 1—nc-x _
14+n2-x2

A igualdade ocorre se, e somente se, 1 — n?.-x2=0,ou seja, se, e somente se, x = :I:%.

Pelo teste da derivada sequnda, verificamos que % é ponto de mdximo de f : [0,1] — R. De fato,

(—2n%x) (14 n?x?) — 2n2x (1 — n®x?)
(1+n2x2)?

V() =n-

de modo que:

Veja abaixo alguns termos da sequéncia (fy),cn



Observamos que:

1
| fu(xn) — f(xn)| > 1

e portanto a convergéncia ndo é uniforme.

Apresentamos, agora, uma importante caracteriza¢do da convergéncia uniforme para uma
sequéncia de funcgdes:

Proposicdo 15. Seja (fy : X C R — R),en uma sequéncia de fungdes e f : X — R uma
fungdo. Entdo:

fa N f <= (Ve >0)(Ing(e) e N)(m >n>np(e) = (Vx € X)(|fm(x) — fu(x)] <e))

Demonstragdo. (=) Se fu —» f, dado e > 0, para § > 0 existe ng(e/2) € N tal que se n >
no(e/2), entdo (Vx € X) (|fu(x) — f(x)| < §). Dados m,n € N tais que m > n > ng(e/2),
tem-se, portanto, para todo x € X vale:



[fin(x) = fu ()| = [ fin () = f () + [ (2) = fu ()| < [ fin(2) = fOO) [+ | fulx) = f)[ < 545 =

ou seja,

(Ve € X) (| fi(x) = fulx)] <)

(<) Suponhamos que para qualquer ¢ > 0 exista np(¢) € IN tal que m > n > ny(e) =
(Vx € X)(|fin(x) — fu(x)| < €). Tem-se, entdo, que para qualquer xy € X, a sequéncia numé-
rica (fn(x0))nen € de Cauchy, e portanto converge para algum valor f(xp) € R, digamos.

Se a convergéncia ndo fosse uniforme, existira g9 > 0 tal que, para qualquer n € IN existiria
x, € X tal que:

| fm(xn) — f(xn)| = €0

0 que contrariaria o fato de a sequéncia (fiu(xn))men convergir para f(x,) — um absurdo.
Este absurdo vem de se supor que a convergéncia ndo era uniforme. Conclui-se, assim, que a
convergéncia €, de fato, uniforme. O

Na verificagdo da convergéncia uniforme da série dada no Exemplo M2, usamos a estra-
tégia de majorar a sequéncia de fungdes por uma sequéncia numérica convergente. E esta
a ideia subjacente ao chamado Teste M de Weierstrass, que garante, sob certas condices, a
convergéncia uniforme de certas séries de fungdes.

Este critério, como veremos, garante ndao somente a convergéncia uniforme, mas também
a convergéncia absoluta (isto é, que a série dos valores absolutos converge).

Teorema 16 (Teste M de Weierstrass:). Seja (f, : I C R — R),eN uma sequéncia de
fungdes reais, (My),cN uma sequéncia de niimeros reais satisfazendo:

(Vx € (| fu(x)] < Mn)
onde Y > | My, é uma série numérica convergente. Entdo:

(o]

converge uniforme e absolutamente em I.

Demonstragio. O teste da comparacdo garante que, fixado qualquer xp € I, a série numérica:
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imm

converge. Logo, a convergéncia pontual esta assegurada, de modo que para cada xo € I,
Yo 1 fu(xp) € R. Vamos escrever f(xg) = Yoo 1 fu(X0).

Afirmamos que ) f, converge uniformemente para:
f: 1 — R
x o Ll falx)

Seja ¢ > 0 fixado. Da convegéncia de ), ; M, segue que esta é uma sequéncia de Cauchy,
de modo que existe ng(e) € N, tal que:

m

Y M

i=n

m>n>np(e) = <e

Logo:

<Wen<fﬁm§

3 hi)

de modo que, pela Proposi¢do 05, (Yi fi),cpn converge uniformemente.

stMsf%<Q

i=n

]

O critério acima é muito til, pois reduz o problema de verificar a convergéncia uniforme
de uma série de fungoes ao problema de verificar a convergéncia de uma série numérica, o que
ja sabemos como fazer. Veremos, a seguir, o que torna a convergéncia uniforme tdo impor-
tante.

Lema 17. Seja (fy : I C R — R),eN uma sequéncia de fungdes continuas definidas num
conjunto I C R que converge uniformemente para f : I — R. Entdo f é continua.

Demonstragio. Dados m,n € IN quaisquer, tem-se, para qualquer x € I

f(x) = f(x0)| = [f(x)=fu(x) + fu(x)—fu(x0) + fu(x0) = f(x0)] <
< f(x) = fu()| + 1 fu(x) = fa(xo)| + [ fu(x0) — f(x0)| (1)

Seja e > 0 qualquer.

Como f, = f, existe ny(¢/3) € N tal que n > ng(e/3) implica:
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(Vx € [a,b]) (|fn(x) —f)]< §>

e, em particular,

[falx0) = f(x0)| < 5

Como, por hipétese, f, é continua, em particular em xo, existe § > 0 tal que:

x—xol <= |fulx) — falwo)| <

Desta forma, dado ¢ > 0, tomando n = ng(e/3) + 1, onde ny(e/3) foi construido acima,
tomando 6 > 0 (oriundo da continuidade de f, em xg), teremos:

F(x) = f(x0)| = |f ()= ful(x) + fulx)— fu(x0) + fu(x0) — f(x0)] <
< f(x) = fua() |+ [fa(x) = fu(x0)| + [ fu(x0) = f(x0)| < §+ g +§ — e

Concluimos, portanto, que para todo & > 0 é possivel construir § > 0 tal que:

| (x) = f(xo)| <¢

ou seja, f é continua em xp. Como x € arbitrdrio, segue que f é continua em 1. [

O Lema M7 nos permite afirmar que, sempre que (f,(x)),cN € uma sequéncia de fungdes
s u o .
continuas, f, — f e xo € I, podemos “comutar os limites”:

pim (Jim ) = Jim, (i o) g

Proposicdo 18. Suponha que as fungdes f,(x) sejam continuas e que a série Y ;. 1 fn(x) con-
verge uniformemente. Entdo a soma da série f(x) = Y ;7 1 fu(x) também é uma fungio continua

Demonstragio. Seja xg € 1. O resultado é evidente se xy for um ponto isolado de I. Se, todavia,
xo for um ponto de acumulacédo de I, por (2) podemos escrever :

lim f(x) = lim Z fi(x) = lim lim Z fi(x) = lim lim Z fn(x) =

X— X x—>x0 X—XQ 1’[%00 n—o0 x—>x0

n o)
lim } fi(xo) = )} fu(x0) = f(x0)
i=1 n=1
Logo, f é continua para qualquer x € I, e segue o resultado. O
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A proposicdo acima tem uma histéria interessante: em 1821, em seu Course d’Analyse (pp.
131 e 132), Cauchy enunciou e “demonstrou” (incorretamente, hoje sabemos), um resultado
que dizia que a soma de qualquer série de fung¢des continuas era, novamente, uma fung¢do con-
tinua (sem requerer a convergéncia uniforme, conceito que ndo estava disponivel na época).
Em 1826, Abel argumentou, usando a série:

o nH.sin(nx)
;12:1( =

que converge para a fungdo periddica de periodo 27t que em | — 77, 77| é igual a f(x) = 3.

Abel observou que apesar de cada termo da série acima ser coninuo, a funcdo para a qual
esta converge é descontinua (descontinuidade de salto) em pontos da forma k - 71, com k € Z.
O conceito de convergéncia uniforme s6 seria introduzido em 1838, pelo matemético aleméao
Christof Gudermann.

Lema 19. Se uma sequéncia de fungdes continuas (f, : [a,b] — R),cN converge uniforme-
mente para f : [a,b] — R, entdo f é integrdvel e vale:

n—00

/a ! F(x)dx = lim /a ()

Demonstragido. Dado & > 0 existe ng(e) € N tal que n > ng = |fu(x) — f(x)| < 3= para todo
x € [a,b], e portanto:

—| [ 1 - e < [ 1500 - futwlax <

'/ub f(x)dx — /abfn(x)dx

para todo n > ny(e), de onde segue o resultado. O

Proposi¢do 20. [Integragio termo a termo] Suponha que as fungdes (f, : I — R),eN seja
uma sequéncia de funcoes integrdveis em um intervalo I C R e que a série Y ;> ; fn(x) convirja

uniformemente. Entdo:
/1 (nglfn(x)> dx = n;l/lfn(x)dx

Em outras palavras, é permitido integrar termo a termo uma série uniformemente convergente.

Demonstragdo. De fato,

J (;fn(x)> te= | (7111520;]3@0 ix
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Como a convergéncia é uniforme, segue do Lema 9 que:

A(}géﬁ(@) dx:]}ggo/Zﬂ dx—nlgrc}og/lfj(x)dx:;/lfn(x)

Teorema 21. Seja (f,) uma sequéncia de fungdes deriviveis no intervalo [a,b]. Se, para um
certo ¢ € [a,b] a sequéncia numérica (fy(c))yeN converge e se as derivadas f, convergem
uniformemente em [a, b para uma fungdo h, entdo (f,) converge uniformemente em [a, b] para
uma fungdo derivdvel f, tal que f' = h.

Demonstragio. Seja € > 0 dado.
Como (fu(c))nen é uma sequéncia de Cauchy, dado 5 > 0 existe 11 (e) € IN tal que:

m>n>ny(e) = |fm(c) — fn()‘<_

Sabemos que (f,(x))nen € uniformemente convergente, entdo dado € > 0 existe n,(¢) tal
que:

m>n > ny(e) = (Vx € [a,b]) (Ifm(x) — fu(x)] < 2(;—_a)>

Dados m,n € N quaisquer, como a fun¢do fi, — fu : [a,b] — R é diferenciavel, pelo
Teorema do Valor Médio existe ¢ entre x e c tal que:

fn(x) = fu(x) = fun(c) = fule) + (x =€) - [£(8) — fu(D)] <
< |fm(e) = fule) [+ (x =) - sup |f5(x) = fu(x)| < |fin(c) = fule) |+ (b—a) - sup |f5,(x) = fi(x)]

x€la,b) xX€[a,b]

Definindo ny(e) = n1(e) + na(¢), tem-se:

m>n>ny(e) =

= (Vx € [a,b]) (Ifm(x) — fu() < 1 fmlc) = fulO)| + (b —a) - sup |fy(x) = fu(x)] <

X€E[a,b]

<§+(b—u)-m:e)

Pela Proposi¢do M5, como (fy(x)),en € de Cauchy, esta sequéncia converge uniforme-
mente. Seja:
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f: [a,b] — R
x = limye fu(X)

Resta mostrarmos que f é derivavel e que f' = h.
Fixado y € [4, b], demonstraremos que f'(y) = h(y).

Defina, para cada n € IN:

Qn: lab] — R
fn(X)—fu(y)
{v, se X 7é Yy
faly), se x=y

Da continuidade de f, e da diferenciabilidade de f, em y, segue que g, é continua para
todo n € IN. Definimos, agora:

g: [ab] — R
f(xx:;((y) se x £y
W), sex =y

e chamamos a atencdo para o fato da continuidade de g em y ser equivalente a diferenciabili-
dade de f neste ponto e termos f'(y) = h(y).

. 2 b u .
A fim de provarmos que ¢ é continua, vamos mostrar que g, — ¢. Para provar a unifor-
midade da convergéncia de (¢, (x)),eN, vamos utilizar a Proposigdo I5.

Temos, para quaisquer m,n € IN:

_ [ fu(x) = fu(y) _fn(x)_fn(y)
() = | o
(fm = fn) (x) = (fim —fn)(y)D

X—Yy

(v € [a,b]) (gm<x> g

Pelo Teorema do Valor Médio, existe { €]a, b tal que

(fm — fn)(x))c : ](/fm _fn)(y) — (fr/n —f,i)(C)
Agora, dado ¢ > 0, como (f;,(x)),en € de Cauchy, existe ny(e) € N tal que m > n > ng(e)
garante:

sup |f(x) — fu(x)| <e

X€E[a,b]
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Logo, para m > n > ng(e), temos:
(Vx € [a,b]) (Igm(x) — gn(x)| = | /(D) — fu(D)] < S?Fa\fk(x)-—fﬁ(x)!<i€)

Isto prova que (¢n(x))sen € uma sequéncia de Cauchy, e pela Proposi¢io I3 segue que gy
converge uniformemente. Finalmente, observe que para todo x € [a,b], tem-se:

lim g, (x) = g(x)

n—oo

pois se x # -

lim g,(x) = lim =

fn(x) = fu(y) r [

n—00 n—00 xX—y x—y Lln—oo n—00
_ ) —fly) _
=Ty 8w

esex =y:
. . . ! o .
lim g, (y) = lim f,(y) = h(y) = g(y)-
Segue, assim, que g é continua em y, e portanto f'(y) = h(y). O

Assim, se (fu(x))neN € uma sequéncia de fungdes derivéveis tal que existe ¢ € [a,b] tal
que (fu(c))nen converge e tal que (f,(x)),eN converge uniformemente para h, entdo

lim f,(x) = h(x) = /(x) =+ (lim f,(x))

n—00 X

Proposic¢do 22. [Derivagio termo a termo] Suponha que as funcdes (f, : I — R) e defi-
nidas em um intervalo I sejam continuamente derivdveis e que a série das derivadas, Y ., f;(x)
convirja uniformemente. Suponha ainda que, para um dado xy € I, a série Y .. 1 fu(xo) convirja.

Entdo:
. ( fn(x)> =Y fil)
n=1 n=1

Demonstragio. Defina a sequéncia:

$n(x) = FulX) + falx) + o+ fulx) = iﬁ(x)
2
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Assim,
n

su(x0) = Y fi(xo)

j=1

Logo, sn(xp) converge, por hipétese. Observe que:

Sabemos que, por hipétese, s;, converge uniformemente para s’, logo s,(x) converge uni-
formemente para s’'(x) e recaimos nas condigdes do teorema anterior. Logo: s, converge
uniformemente para uma fungdo cuja derivada & s’, e concluimos que:

$ =, dfj(x)
E;E:“ﬂKX):: Z:_Ti;_

n=1 n=1

3 Séries de Poténcias

As técnicas de aproximagdo de fung¢des por polindmios surgiram no século XVII. Na ver-
dade, os matematicos daquela época utilizavam as séries infinitas para representar funcdes,
como se fossem polindmios. Uma vez que eles ndo possuiam qualquer teoria que tratasse da
convergéncia — e ndo perceberam a necessidade desta teoria — manipulavam séries como se
fossem polindmios. Era um expediente comodo, que permitia representar fun¢des complica-
das por “polindmios infinitos”. De fato, possuindo infinitos termos, estes entes eram tratados
com as mesmas regras formais do célculo algébrico. Por isso mesmo, era frequente obterem
resultados estranhos e até mesmo contraditérios. Por exemplo, quando derivamos a série:

x> 3 xt

como se o membro direito da igualdade fosse um “polindmio” (ou seja, termo a termo) ,
obtemos:

1
1+x
Embora esses desenvolvimentos sejam ambos vélidos para x € R com |x| < 1, a primeira

série continua convergente mesmo quando x = 1, ao passo que a segunda ndo faz nenhum
sentido; De fato, veja que ao substituir x por 1 na segunda igualdade obteriamos:

=1—x+x> -4t

—:%:1—1+1—1+1—1+m,
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que, conforme ja vimos, diverge (recorde que a série de Grandi diverge).

Evidentemente, o resultado acima ndo pode ser aceito como verdadeiro. Nao é sempre
que podemos derivar uma série de fun¢des termo a termo, conforme ja vimos. Neste caso, ao
derivar a série de In(1 + x) obtemos uma série divergente.

Como careciam de uma nogdo precisa de convergéncia, os matematicos acabavam lidando
com séries divergentes, as vezes sem perveber. O que faltava a Matematica dos séculos XVII
e XVIIII seria suprido somente pelos mateméticos do século XIX, a comegar com os trabalhos
de Bolzano (1781-1827) e Cauchy (1789 — 1857).

Nesta secdo veremos que uma série de poténcias, quando converge, o faz uniformemente
em um intervalo simétrico (limitado ou toda a reta), de tal modo que podemos deriva-las e
integra-las termo a termo.

As séries de poténcias sdo o tipo mais natural de séries de fungdes, por diversas razdes.
Em primeiro lugar, sdo a generalizagdo natural dos polinémios, e em segundo lugar, sdo cla-
ramente sugeridas pela férmula de Taylor.

Definicdao 23 (série de poténcias). Uma série de poténcias em torno de um niimero real,
xp € R é uma série de fungdes da forma:

Zan-(x—xo)”:ao+a1-(x—xo)+a2-(x—xo)z—i—---—i—an-(x—xo)”—I—---
n=0

Nos pontos em que converge, X C R, uma série de poténcias, }_a, - (x — x9)" define uma
funcéo:

f: X — R
X = Yo oan- (x —x)"
Acerca desta funcdo, podemos perguntar:

(@) Quais sdo as propriedades da fungdo f definida por uma série de poténcias?

(b) Dada uma funcdo f : X — RR, serd possivel encontrar uma série de poténcias de tal
modo que:

(Vx e X) | f(x) = i ay - (x — xp)"
n=0

O resultados a seguir nos indicam que o conjunto de pontos para os quais uma série de
poténcias é convergente ou é unitdrio ou é um intervalo.
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Lema 24. Se a série de poténcias Y ay - (x — xo)" converge para certo X € R, ou seja, se ¥ € R
é tal que Y ay - (¥ — xo)", enquanto série numérica, é convergente, entdo para todo x € R tal
que |x — xo| < |X — xo|, a série Y |a, - (x — x¢)"| converge.

Demonstragio. Se Y ay, - (¥ — xp)" é convergente, entdo:

: AR T
nlggomn (x—x0)"| =0

de modo a sequéncia (|ay, - (¥ — x0)"|)nenN € limitada, digamos pela constante M > 0, ou seja:

(Vi € N)(lan - (% — x0)"| < M)

Mas observe que, para qualquer x € R tal que |x — xg| < |X — x|, podemos escrever, para
todo n € IN:

n

<M-

n
X — X

X — Xq

X — X
X — X0

1’1’_

|an - (x = x0)"| = |an - (X = x0)"[

Assim, dado x € R tal que |x — xo| < |¥ — x¢|, para todo n € N, temos:

n

X — Xp
lan - (x —x0)"| < M- |=
X — X0
<1
e ~ - X — X0
Pelo Critério da Comparagio, observando que |x — xg| < |¥ — xo| = |= < 1e que,
X—x
L . s X — n
portanto, a série geométrica ) M - | converge, segue que ) |a, - (x — xp)"| converge,
X — X0

ou seja, a série ) a, - (x — xg) ndo apenas converge, mas também é absolutamente convergente.

O

Lema 25. Se a série de poténcias Y ay - (x — xo)" diverge em X € R, ou seja, se Y a, - (X — x)"
diverge, entdo para todo x € R tal que |x — xo| > |¥ — x¢|, a série (numérica) Y a, - (x — xo)"
diverge.

Demonstragio. (contraposi¢do) De fato, seja x € R tal que |x — x9| > |¥ — xp|. Se a série
Y. lan - (x — x0)"| converge, entdo pelo Lema 24 seguiria que }_ |a, - (¥ — xo)"| converge. [

Uma série de poténcias, }_a, - (x — xp)", pode convergir apenas para X = Xg, como € 0 caso
da série )_n!(x — xg)". Com efeito, se x = xp, a série em apreco é ) 0, que converge, mas
sempre que x # Xg, lim,_se [1! - |x — x0|"| # 0. Também pode acontecer de uma série de
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A . . 7 7 . xn
poténcias convergir para todo x € IR, como € o caso da série } 7 ;.

A parte desses dois casos extremos, veremos que existe um namero positivo, R, tal que
se |[x —xg| < R, a série }_a, - (x — xp)" converge, e se |x — xo| > R, a série }_a, - (x — x0)"
diverge.

Teorema 26. Seja ) a, - (x — xo)" uma série de poténcia tal que existem X € R, X # xg tal que
Y. a, - (X —x)" converge e ¥ € R, com X # xo, tal que Y_a, - (X — xo)" diverge. Entio existe
um niimero positivo R tal que:

|x —xo| < R= Y a,-(x—xp)" converge absolutamente
|x —xo| > R= Y a,-(x—xp)" diverge

Demonstragio. Considere o conjunto S = {y € R | Ya,, - (y — x0)" converge absolutamente}.
Este conjunto é ndo-vazio, uma vez que ¥ € S, e limitado superiormente. Seja:

R = sup{|x — xo| | x € S}

Observe que |¥ — x9| < R e que |¥ — xp| > R (uma vez que se |X¥ — xp| < R, entdo existiria
yeR, |¥— x| <y < Rtal que Y a,-(y— xp)" converge absolutamente, o que pelo Lema
implicaria que Y a, - (X — x¢)" também convergiria absolutamente, contrariando a defini¢do
de x).

Se x é tal que |x — xg| < R, pela defini¢do de supremo existe x' € S, ou seja, existe ¥’ € R
tal que Y_a, - (x’ — x0)" converge e tal que |x — xo| < | —x9| < R. Pelo Lema @, a série
Y.an - (x — x0)" converge absolutamente. A série diverge para x € R ral que |x — xo| > R,
sendo, pelo mesmo lema, teria que convergir em todo y € R tal que R < |y — xo| < |x — x|, e
portanto R ndo seria supremo do conjunto {|x — xg| | x € S}. O

O ntimero R introduzido no teorema anterior é chamado “raio de convergéncia da série”.

O Teorema A garante a convergéncia absoluta no intervalo aberto |xp — R, xo + R[, nada
afirmando sobre os extremos, xo — R e xg + R. Vamos ver, posteriormente, esses casos.

H4 um outro modo de introduzir o conceito de raio de convergéncia de uma série de
poténcias, que nos permite inclusive calculd-lo em termos dos coeficientes da série. Para
tanto, aplicamos o critério da razdo a série }_a, - (x — xg)". Pelo Teste da Razdo, teremos a
série }_a, - (x — x)" absolutamente convergente sempre que:

+1
o aaq| [(x —xp)"
L [ = x0)"

<1 <=
oo ay| - | (x = x0)"|
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e gim Pl < 3)
H—500 |an|
|an+l|

|an|
Y.a, - (x — xp)" converge absolutamente para todo x € R.

Caso lim; e = 0, a desigualdade (B) sempre se cumpre, de modo que a série

|an+1|

||
absolutamente sempre que:

Caso L = limy, oo > 0, entdo pelo Teste da Razdo, a série ) a, - (x — xp)" convergira

. |a 1
lim @011 Jx—x0] <1 <= |x—x0| <
n—oo  |a,| im, e \‘1|n+|1|
n
diverge converge diverge
?
).\ 1 A
h g 1 hd
1 X 1
X0 — T 0 X0 + T

Note que o teste é inconclusivo sempre que o limite de |a,11|/|a,| for 1 — por isto ndo
podemos concluir nada sobre o comportamento da série nos pontos xo — 1 e xo + 1 (razdo
pela qual colocamos uma lacuna com um ponto de interrogac¢do sobre esses pontos na figura
acima: sdo pontos em que a série de poténcias pode ou ndo convergir).

Finalmente, se lim;, oo |T;—+|1| = 00, entdo para todo x # x( teremos:
n
. _ n+1
im Ap+1 (x X()) — ‘x_ xO‘ . lim |an+1| — 00
n—oo| - (x — xo)" n—so0 |an|

de modo que Y a, - (x — xg)" diverge para todo x # x.

|an+1|

||
Caso limy e i/ |ax| seja um namero real ndo nulo, a convergéncia absoluta da série ) ay, -
(x — xp)" fica assegurada sempre que:

Se, no entanto, o limite lim,, ndo existir, podemos apelar para o Teste da Raiz.

lim V!an\ Sx —xo|" = |x —xg| - im {/|an] <1 <= |x — x| <
n—o00 n—o00

1
limy; 00 v/ |an |
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Se lim,_,0 {/|a,| = 0, entdo para todo x € R teremos:

0 =[x —xo - lim {/|au| = lim {/la, - (x —x0)"| <1

de modo que a série de poténcias ) a, - (x — x9)" convergird absolutamente para todo x € R.

Finalmente, se lim, ;o {/|an| = 00, entdo para qualquer x # xy teremos |x — xg| # O e,
portanto:

fim {/]a, - (x —x0)"| = [x — x| - lim {/au| = o0

n—o00 n—o0

de modo que a série divergird sempre que x # xj.

Podemos resumir a discussdo acima na seguinte:

Defini¢do 27 (raio de convergéncia). Seja }_a, - (x — x)" uma série de poténcias tal que

=L = lim {/|ay]|
n—00 |ﬂn| n—300

(i) Se L = 0, dizemos que o raio de convergéncia da série de poténcias ) a, - (x — xp)"
é infinito, ou seja, que a série converge para todo x € R;

(i) Se L > 0, entio dizemos que o raio de convergéncia da série de poténcias ) a, - (x —
x0)" é R = L. Neste caso, garante-se que a série converge (pelo menos) no intervalo aberto

]xg—l/L,xo—i—l/L[;

(iii) Se L = oo, dizemos que o raio de convergéncia da série de poténcias }_a, - (x — xp)"
é zero. Neste caso, a série converge apenas no conjunto {xg}.

Definicao 28 (intervalo de convergéncia). O intervalo convergéncia da série de poténcias
Y. a, - (x — x0)" é o maior intervalo centrado em x restrita ao qual a série é convergente.

Exemplo 29. Determinar o intervalo de convergéncia da série de poténcias dada por:

0 41

~ . 1
Soluc¢do: Aqui temos a, = —. Calculamos:
n
. |an] . nil . n
lim = lim —/— = lim =1,
n—eo || n—oo L poeon41

n
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de modo que o raio de convergéncia desta série de poténcias é R = 1. Notamos que a série
estd centrada em xp = 0, de modo que a série converge em todo ponto do intervalo | —1,1].
Falta, portanto, testar os extremos deste intervalo. Para x = —1, a série é:

que pelo critério de Leibniz, converge. Para x = 1, temos a série Zf 1 %, que por ser a série

harmonica, diverge. Logo, o intervalo de convergéncia da série ), ; 2~ é [—1,1[.
Exemplo 30. Determinar o intervalo de convergéncia da série de poténcias:
0
= n!
Soluc¢ao: Neste caso, a, = % Vamos determinar o raio de convergéncia calculando,
primeiramente:
11 o wl 1
a n+1
lim 2 o Dy Py o
n—oo || n—00 l| n—oo (n+1) - ol n—>oon—|—1

n:

de onde concluimos que a série converge absolutamente para todo x € R, ou seja, o intervalo
de convergéncia é IR.

Exemplo 31. Determinar o intervalo de convergéncia da série de poténcias:

L (1) (x5

Solugido: Neste caso a, = (—1)" - n". Calculamos:

lim {/|a,| = lim {/|(=1)"-n"| = lim Vn" = lim n" =
n—oo n—oo n—oo n—o00

Assim, exceto quando x = 5, a série de poténcias dada é divergente. Seu intervalo de
convergéncia, neste caso, é degenerado, consistindo apenas do conjunto {5}.

Exemplo 32. Determinar o intervalo de convergéncia da série:

i D"

n=1

22n L A2
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Solucdo: Note que, na forma acima, a série ndo é de poténcias. No entanto, podemos
converté-la em uma série de poténcias fazendo a mudanca de varidvel y = x2. Temos, assim:

i (_1);1 '22” yn
n=1 2n
) » . _ (—1)"- 221
que é uma série de poténcias centrada em yy = 0. Aqui a, = oy de modo que:
(71)n+1,22~(n+1)
. |ﬂn+1| ‘ 2-(n+1) 92:(n+1) M ' 2/% 4.2
lim = lim = lim 5, = lim =
n—oo |ay,| n—00 '(_1),,.22” n—o 2. (n+1) 22" n—eo (2n +2) 2}%
2n
lim Sn
= |1 =4,
n—oo 211 + 2
de modo que o raio de convergéncia da série (envolvendo y) é:
1 1
K= ana| 4
limy, 00 ntl
|an]
e a série converge em ] —}1, % [ Analisemos o que ocorre nos extremos: para y = —1/4, temos

o ()2 V@ ()2 () 2 1
Tg 2n ( 4) _T; on - 2 _];_1211
que diverge. Para y = 1/4 temos:

(=122 (1N (D21 @ ()
Sy g gor

]E 2n 4

que, pelo Teste de Leibniz, converge. Logo, o intervalo de convergéncia para a série em y é

4

Falta retornarmos a variavel x. Temos:

|11 = xe |11
A i 22
(_1)n . 22n X xzn
Desta forma, o intervalo de convergéncia da série ) ;. ; o

[N
[
N|—
~
N[—
[
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Proposicdo 33. Toda série de poténcias y_ay, - (x — xo)" converge uniformemente em todo in-
tervalo da forma [xo — p, xo + p], onde 0 < p < R.

Demonstragdo. De fato, para todo x € [xg — p, xo + p] tem-se:

@+ (x = x0)"| = |aul - [x = x0|" < |aul - p" = [an - "]
e a série numérica:
(0]
2 p"
n=0

é convergente, pois a série de poténcias converge pontualmente. Pelo Teste M de Weierstrass,
segue que a série:

(o]
n
Y an - (x — x)
n=0
converge uniformemente. [

(_1)11 . 22n . x2n
2n

Exemplo 34. A série y ;4 converge uniformemente no intervalo [—%, %] .

L. A s o " . . 11
Exemplo 35. A série de poténcias )" | 7~ converge uniformemente no intervalo [_E' 2} :

Observe que o teorema anterior garante a convergéncia uniforme em qualquer intervalo
[xo — p, X0 + p] C]xo — R, xp + R], mas ndo neste ultimo. Como exemplo, considere a série
geométrica:

1
1—x

Y ' =14x+22+25+ =
0

n
cujo raio de convergéncia é R = 1. Mas a convergéncia ndo é uniforme em todo intervalo
| —1,1]. De fato, tomando:

2 n 1_xn—|—1
su(x)=1+x+x"+- +x"=—"—
1—x
temos:
1 _‘x|n+1
S”(x)_l—x T 1—x

Observe que dado ¢y = 1, para todo n € N existe x, = ”*{@ €] —1,1] tal que:
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1
1_Xn

n+1
w Y (3) 1 |
pum— pu— = pu— 2
R T T 2,(1_“\1/;)

e portanto a convergéncia ndo é uniforme em todo o intervalo | — 1,1[, embora o seja em
qualquer intervalo da forma [—p,p], com 0 < p < 1.

Sn(xy) —

1
1_x;1

Sn(xy) —

Como consequéncia do Lema @7, temos o seguinte:

Corolario 36. Se R > 0 ¢ o raio de convergéncia da série Y a, - (x — xo)", entdo a fungio:

f: Jxo—Rxp+R[ — R
x = Y o (x — x)"

é continua.

Assim, a func¢do definida por uma série de poténcias no conjunto de pontos em que con-
verge € continua.

Teorema 37. Se a série de poténcias Y ay - (x — xo)" tem raio de convergéncia R > 0, entdo:

[ee]

Znﬂn-(x—xo)”*l: Y (n41)- a1 (x—x0)" 4)
n=1 n=0

obtida da série dada por derivagio termo a termo, tem o mesmo raio de convergéncia, R > 0.

Demonstracdo. De fato, temos:

(o] oo
Y n-ay-(x—x0)" ! converge <= (x—xp)- ) n-a,-(x—x0)" " converge
n=1 n=1

O raio de convergéncia desta tltima série, Y ;> ;1 - a, - (x — xp)", é o reciproco do nimero:

=1
e e
lim {/|n-ay| = lim ¥/n-{/|a,] = lim {/n- lim {/|a,| = lim V]
n—o0 n—o0 n—oo n—roo

n—oo
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de modo que o raio de convergéncia da nova série é:

1 1

limy, o0 /|1 - ay| B limy, 0 /||

= R.

Teorema 38. Se a série de poténcias Y ay, - (x — xo)" tem raio de convergéncia R > 0, entdo:

(0]

an 1 = al’l—l n
Y. S(x—x)" =) — - (x — x0) (5)
n=0 n+1 n=1 e

obtida da série dada por integragdo termo a termo, tem o mesmo raio de convergéncia, R > 0.

Demonstragdo. Note que:

an
n+1

(o] a (0.0)
Y —— - (x— x0)""! converge <<= (x —xp)- )

—— - (x —xp)" converge
n=1

n=1

Para concluirmos nossa tese, basta observarmos, como na demonstracdo do lema anterior,
que:

/—/h\
= lim ——- lim {/|a,| = hm {/ |an]
n—oo ” n+1 n—oo
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Proposicdo 39. Seja )" a, - (x — x9)" uma série de poténcias e R > 0 seu raio de convergéncia.
Entdo, se definimos:

f: ]XQ—R,XQ—I-R[ — R
X = Yo odn - (x —x0)"
entdo:
(a) Para todo x €]xg — R, xo + R|, Z n-ay - (x —x0)""1, ou seja:
Zan-x—xo Zd ay - (x — x)" Zn ay - (x —x)""
n—=
b 00
(b) Para qualquer I = [a,b] Clxo — R, xo + R], / flx)dx = ) n{:’—il (b = x9)" T —
i n=0
(a — x0)" 1], ou seja:

/ab (:;)an : (x—xo)”> dx = ni;o/ab[an (x — x0)"]dx

Demonstragido. Ad (a): A soma finita de fun¢des polinomiais é certamente continuamente de-
rivavel, e segue do Teorema BZ que, em |xo — R, xo + R[, Y n - a, - (x — xp)" converge unifor-
memente. Aplicando a Proposi¢do 22 chegamos ao resultado desejado;

Ad (b): Basta aplicarmos a Proposicao 20 . Il

Observe que o teorema acima ndo nos diz nada sobre o que ocorre nas extremidades do
intervalo |xp — R, xo + R|. Posteriormente veremos um resultado que trata da convergéncia da
série nos extremos deste intervalo.
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Proposicao 40. Sejam Y ;> an, - y" uma série de poténcias com raio de convergéncia R > 0 e
I, ] C R intervalos tais que ] C] — R, R[. Definindo:

f: JCR — R
y o= Yooany"

seu: ] C R = R for uma fungio tal que:
(Vx € I)(u(x) € )
entdo:

Y - u(x)"

converge (pontualmente) para f ou : I — RR.

Demonstragdo. Por defini¢ao:

foulx) = fu(x)) = io an - u(x)".

Para qualquer x € [ fixado, como u(x) € | C] — R, R|, segue que a série Y, an - u(x)"
converge para o valor f(u(x)). O

Vejamos algumas aplicagdes importantes da proposicdo acima, obtendo novas séries de
poténcias a partir de séries ja conhecidas.
Sabemos que a soma da série geométrica de razdo f com |t| < 1, é:

1
1—t
Substituindo ¢ por —x (ou seja, tomando u :] —1,1[— R, t — —x na Proposic¢do &) em (B),
obtemos:

=1+t+P 4+ + 4+ 4 (6)

1 1
— —1— 2 B A (=)
T g R e X+x"—x"4+x =+ (=) +
Se substituirmos x por —x? (ou seja, tomando u :] — 1,1[—] — 1,0[C R,t — —x? na Pro-

posicao Hl) em (H), obteremos, por sua vez:

1

Exemplo 41. Sabemos que para todo t €] —1,1[ temos:
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m:1+t+t2+t3+t4+t5+~~~+t”+~~~

Aplicando o item (b) da Proposi¢do BY, podemos integrar os dois membros da igualdade acima em
qualquer intervalo da forma [0, x] C] —1,1[, ou seja, com —1 < x < 1, e obtemos:

/ﬁdt /1dt+t-|—/ tzdt—i—/ t3dt+/ t4dt+/ Odt + - - +/ 't + - -
01—

x2 x3 x4 xn-i-l
In(1 — x) = T ot
n(l=x) =xtg 3ttt

Exemplo 42. Sabemos que para todo t €] —1,1] temos:

b
1+t

Aplicando o item (b) da Proposi¢do BY, podemos integrar os dois membros da igualdade acima em
qualquer intervalo da forma [0, x] C] —1,1[, ou seja, com —1 < x < 1, e obtemos:

X X X
/—dt /1dt—t+/ t2dt — /t3dt+/ t4dt—/ t5dt+~~~+(—1)”/ thdt + -
0o 1+t 0 0 0

—1—t+2 PP (D)

2,3 4 n+1
Xt X’ x x
In(1 —x— T (=) .
n(l+x)=x st + (1) o
Exemplo 43. Sabemos que para qualquer t €] — 1,1[, podemos escrever:
1 (o]
—:1_t2 t4_t6 . _17’l_t21’1 e — _1n't2n
— A (1) = Y ()

e portanto, para qualquer 6 € [0, 1{, podemos aplicar o item (b) da Proposigdo B9 ao intervalo [0,6] C
| —1,1], obtendo:

o 1 0 0 0 0 0 0
/ 2clx = / ldx — / x2dx +/ xtdx — / xOdx + / xBdx — / x10dx —
o 1+x 0 0 0 0 0 0

93 95 97 92n+1
_ —g_2 7 _ 1. ..
arctan(f) — arctan(0) = 0 3 + T~ + -+ (—1) 1 +
03 95 97 92n+1
—g_ 47 _ 7 1. .
arctan(6) = 6 sts o+ 4+ (-1) 1 +
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A seguir veremos resultados que nos permitem, sob certas condi¢des, calcular o valor de
uma série de poténcias de raio de convergéncia R no extremo direito de seu intervalo.

Lema 44. Seja Y a, = (sSn)neN uma série numérica tal que existe M € R tal que para todo
n €NN,s, <M, eseja (by),en uma sequéncia nio crescente de termos ndo-negativos. Entdo
as somas reduzidas da série Y ay - by, sdo limitadas por M - |b|.

Demonstracdo. Temos:

n

Zai-b,-

i=1

=ls1-b1+(s2—51) ba+- -+ (s —8u-1) " bu| =

|51+ (b1 = b2) +52- (b = b3) + -+~ +5u-1- (by1 = bu) +5n - bu| <

]

Teorema 45 (Teorema de Abel). Se a série de poténcias ) a, - (x — xo)", com raio de conver-
géncia igual a 1 converge em x = xo + 1, entdo ela converge uniformemente em [xg, xo + 1], de
modo que:

f: [XO,Xo+1] — R
X = Yo oan - (x — xp)"

é uma fungdo continua neste intervalo. Em particular, tem-se:

x—rxp+1_

lim f(x) = ioan = f(xo+1)

Demonstragido. Como, por hipétese, a série Y ° ;a, é convergente, tem-se que (Y;_(a;),cp €
uma sequéncia de Cauchy. Desta forma, dado € > 0, existe np(¢) € R tal que para todo inteiro
positivo p, vale:

n+p n+1

Y ai— ) a
i=0 i=0

Observe que para todo x € [xg, xo + 1], a sequéncia b, = (x — x¢)" é ndo-decrescente e
consiste apenas de nimeros ndo negativos. Pelo Lema B4, tem-se:

n>np(e) =

= a1+ Fanp| <e
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n+p . n+l )
n>mno(e) = | Y ai-(x—x0)' = Y ai- (x = x0)"| = |ant1-(x—x0)" + - Hanip- (x—x0)"F| <
i=0 i=0

<e-(x—x0)"1<e

Segue da Proposi¢do M5 que a série é uniformemente convergente em [xo, xg + 1]. Pela
Proposicédo 08, segue que a fungdo f é continua em [xg, xo + 1] e, em particular, tem-se:
(o) oo

im Y a4, (x—x0)" =) an=f(xo+1).

x—xo+1— =0 =0

Vamos aplicar o Teorema de Abel no seguinte:
Exemplo 46. Podemos retomar o Exemplo B3, utilizando-nos do fato de que a série:

= ()"
Z 2n +

n=0

—_

converge, segue que:

1 1 1
g = arctan(1) = xlg{l_ arctan(x) =1 — 3Tg ot (=1)"-

Exemplo 47. Sabemos que para todo x €] —1,1], tem-se:

0 ; xn+l
| = -1)"-
n(1+x) Z( 1) o
n=0
Observando que:
= 1
pa— n .
Z (=1) n+1

n=0
é convergente (pelo Critério de Leibniz), podemos escrever, devido ao Teorema de Abel:
@) =In(1+1)= Y (-1 —— =y (-1 12
n+1

n=0 =1

n

Exemplo 48. Usando o exemplo acima e o Teorema da Estimativa (Teorema 56 da AGENDA ?),
obter uma aproximagio para In(2) com erro inferior a 101,
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Solugdo: Pelo Teorema da Estimativa, temos:

In(2) - Y (-1)71- ] <

Queremos erro inferior a %. Comparando:

! com 1
n+1 10
notamos que basta tomarmos n = 9. Assim,
9
1 11 1 1 1 1 1 1 1879
]1 -1 _ - 4L _ 4 _ 4 _ 4= —
Z 5t3 175 et5 gt o = ooy — 074563492063

=

serd uma aproximagdo de In(2) com erro inferior a 1/10. O valor que encontramos na calcu-
ladora é 0.69314718056, e de fato tem-se:

0.74563492063 — 0.69314718056 = 0.05248774007 < 0.1

Observacao 49. Notamos, no exemplo anterior, que a convergéncia se dd de modo bastante lento: para
obtermos uma aproximagdo de In(2) com erro inferior a 1/100, serd necessdrio computarmos a soma
dos 99 primeiros termos da série, e assim por diante. Temos:

99 o1

Z(—l)f”; = 0.69817 - - -
j=1

999 .1

Z(—1)1—17 = 0.69364 - - -
j=1

9999 1

Y. (—1)1*17 =0.69319 - - -
j=1

Corolario 50. Se a série de poténcias Y an - (x — x)", com raio de convergéncia igual a R
converge em x = xo + R, entio ela converge uniformemente em [xg, xo + R|, de modo que:

f : [XO , X0 + R] — R
x = Yo odn - (x —x0)"
é uma fungdo continua neste intervalo. Em particular, tem-se:

lim  f(x Zan R"

x—xp+R_
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Demonstragio. Similar & do Teorema de Abel, trocando-se (x — xp) por R - (x — xp). O

Teorema 51 (unicidade de séries de poténcias). Se uma funcido f : I C R — R admite um
desenvolvimento em série de poténcias em um ponto xo € I, este desenvolvimento € iinico.

Demonstragido. Suponhamos que f tenha dois desenvolvimentos em série de poténcias numa
vizinhanca de xg € I, |x — xg| < R:

x €]xg — R, xo + R[= f(x) = 2”” (x—x0)" = an < (x —x)"

Estas séries podem ser derivadas repetidamente, termo a termo em |xy — R, xo + R|, donde
seguird que (Vn € IN)(a, = by). O

O teorema acima nos diz que, se uma fung¢do tem série de poténcias em torno de um ponto
X0, ndo importa que método empregamos para obté-la, ja que esta série é tinica. Muitas séries
serdo obtidas a partir das “séries de Taylor”, como veremos posteriormente.

Os resultados vistos acima nos mostram que as fun¢des definidas por séries de poténcias
tém propriedades muito boas: por exemplo, sdo infinitamente derivaveis (se f é definida por
uma série de poténcias e f é derivavel, entdo f’ também é definida por uma série de potén-
cias) e assim por diante.

Assim como pudemos derivar e integrar séries de poténcias, podemos opera-las, como
segue:
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Proposicao 52 (soma/subtracao de séries de poténcias e produto por escalar). Sejam
xo € R, Ry > 0e Ry > 0 os raios de convergéncia das séries de poténcias Y a, - (x — xo)" e
Y- by - (x — x0)", respectivamente. Se definirmos as fungdes:

f: ]xo—Rl,xo—i—Rl[ — R
X = Yo odn - (X — x0)"
e:
g: ]XQ—RQ,xo-l-Rz[ — R
X = Yo obn - (x —x0)"

entdo a série de poténcias dada por:

(ee]

(ay £by) - (x — x0)"
=1

converge para a funcio
ftg: Jxo—R,xo+R[ — R
X = f(x) £8(x)
k

onde R = min{R;, Ry }. Também, se « € R e k € IN, entio a série y ;> o - (x — x0)" - a,_ -
(x — x0)" converge para « - (x — xg) - (x — x0)* em ]xg — Ry, xo + Ry |.

Demonstracdo. Temos:

n

Zan.(x_xo)”:tngobn.(x_xo)n:nli—l;l’.}ozak-(x—XO) + lim Zbk x—XO)k:

k=0 n—)oo

= lim (Zak X — Xg) iZbk x—x@)-lgr(}oz (a +by) - (x — xp)k =

e k=0 k=0
[ee]
Zanib (x — x0)"

Quanto a segunda parte, fazendo m = n 4k, temos n = m — k, de modo que quandon = 0
tem-se m = k. Naturalmente lim;_,., m = oo, e portanto:

x—xo Zan x —xp)" Zoc Ay - (x — x0)™

Trocando m por n, segue que:
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(x — xo)F Zan x —xp)" th Ay (x —x)"

n=k

Exemplo 53. Exibir a série de poténcias da fungdo dada por:

f(x):ln<1—’__i>

e determinar seu raio de convergéncia.

Solugao: Vimos que:

1 1 1
ln(l—x):—x—i-xz—g-xfﬁ—z-x‘l—---

e que ambas tém raio de convergéncia igual a 1. Pela Proposic¢ao 52, temos:

1+x\ B 1, 1 5 1
ln(l—x) =In(l+x)—In(l—x) = (x 5 X

L oo 1 5 1 4 _

( X— o Xt = )-

e o raio de convergéncia desta série também é 1.

Observagao 54. Podemos obter, a partir do exemplo anterior, uma férmula recursiva bastante comoda
para calcular In(n) para qualquer n € IN. Fazendo:

= 1 ou seja 1+x _ntl
C 2n+1 Y T2~ "n
‘n—i—l‘

Note que para qualquer n > 0, |x| = < 1, de modo que podemos escrever:

n(" ) (2 L 11
n ) 2n+1 3-2n+1)3  5-(2n+1)>  7-(2n+1)7

Inn+1) =In(n) +2- L + ! + 1 + 1 I
B 2n+1 3-(2n+1)3 "5 - (2n+1)° ' 7-(2n+1)7
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Para obtermos, por exemplo, In(3), basta tomarmos n = 2 e teremos:

1 1 1 1 1

Apresentamos a seguinte:

Definic¢ao 55 (funcdo analitica). Sejam X C IR, xo um ponto de acumulagio de X e f : X C
R — R wuma funcio de classe C*. Dizemos que f é analitica em x( € int. (X) se existir § > 0
tal que, no intervalo |xo — 8, x0 + 6|, f € iqual a uma série de poténcias. Se f é analitica em
todos os pontos de seu dominio, dizemos simplesmente que f é analitica em X.

Na préxima secdo veremos como representar diversas funcgdes de classe C* como séries
de poténcias.

4 Expansdo de Fun¢Oes em Séries de Poténcias

Nesta secdo vamos responder ao segundo questionamento sobre func¢des representédveis
por meio de séries de poténcias. Isto é importante porque séries de poténcias nos ddo apro-
ximagoes calculdveis de uma funcdo — por exemplo, ndo ha método de calculo razoavel para
o calculo da fungdo arco-tangente, mas usando a série x — x3/3+x°/5—x7/7+ --- obtemos
uma bom valor aproximado.

Na se¢do anterior conseguimos representar algumas fungdes em séries de poténcias, com
base essencialmente no conhecimento da soma de uma série geométrica através do uso de
certas manipulagdes algébricas do importante resultado a respeito da derivacdo e integragao

termo a termo de uma série de poténcias. E natural, entdo, procurarmos saber mais quais
fungdes podem ser representadas assim e como obter a representagdo.

Comecamos observando que se, em seu intervalo de convergéncia, tivermos:

flx) = io - (x — x0)"

entao:
P =Y e an (x—xp)""
n=1
£ = Ene (=) (x = x0)"



e assim por diante. Avaliando cada uma das igualdades acima em x(, obtemos:

f(x0) = ag
f(x0) = a
f(x0) =2-ay

f(”)(xo) =n!-ay,

de modo que se f(x) = Yo" yan - (x — xp)", entdo:

o £(n)(y
foy = o L0y

n!

Definigao 56 (série de Taylor). Seja f : I C R — R uma fungio de classe C*(I,R) e xg € L.
A série de Taylor de f em torno de x é:

w () (x
To(f) = & LS ey

Se xo = 0, a série é chamada série de MacLaurin da fungdo.

Do exposto acima, concluimos que, pelo Teorema 5T, se uma funcdo tem desenvolvimento

em série de poténcias em torno de um ponto xp, esta série é necessariamente sua série de
Taylor.

Vamos calcular algumas séries de Taylor.

Exemplo 57. Expandir a fungio f(x) = e* em série de Taylor em torno de xo = 0 e apresentar seu
intervalo de convergéncia.

Solugao: Neste caso, temos:

(¥n € N)(f"(x) = ¢)
de modo que para qualquer n € IN, f()(0) = ¢ = 1. Assim, temos:

oo 1 (0]

o r(n) n
Zof fo)(x—O)”:Z—~(x—0)”: x_

v |
n = n! = n!

Para determinar o raio de convergéncia da série acima, calculamos:
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1
lim @41 = lim (CEE) li —%{ = lim —1 =
n—oo |a,| n—co % n—oo (n+1)-m noeen+1

e concluimos que a série acima converge para todo x € R.

Exemplo 58. Expandir a fungio f(x) = sin(x) em série de Taylor em torno de xg = 0.

Solugao: Observamos que:

£ (x) = sin(x)
£(x) = = sin(x)
£ (x) = sin(x)
£ (x) = —sin(x)
de modo que:
f®(x) = (=1)F - sin(x)
Também notamos que:
fV(x) = cos(x)
f&)(x) = — cos(x)
£ (x) = cos(x)
£ (x) = — cos(x)
de modo que:
fED (x) = (~1)F - cos(x)

Segue, entdo, que:

F(o) {Q(selgzk 2k
nt ) =L -
2K+ 1)V sen=2k+1
Portanto, a série de Taylor de f(x) = sin(x) em torno de xy =0 é:
SPARUIIEE Ul Gl VTSN AU N A
EO T _kgo(zkﬂ)!x TR i
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Para determinar o raio de convergéncia desta série ndo podemos considerar a razdo
|an+1|/|an|, uma vez que sempre que n for par, teremos a, = 0. No entanto, podemos es-
crever:

2k+1

y=x F
S G A TR =N G O LIS i > (=1
k;()(zk"_l)!x _k:ZO(ZkH)! ) = k:ZO(ZkJrl)! y
Neste caso, temos a; = (g;—i)lk)!, de modo que:

(_1)n+1
fim 12l g (2RI @e (2uAT1]1 —0
n—eo |ay| n—eo | (_qyn n—oo (2n+3)!  n—eo 2n+3) - (2n+2) - 2u+1)7

(2n+1)!

(—D)F
(2k+1)!
de convergéncia é R. Consequentemente, o intervalo de convergéncia da série original,

e portanto o raio de convergéncia de Y ;- - y* é infinito, ou seja, seu intervalo

00 (_1)k 4 2
Zkzo m : x2k+1, também é RR.

Exemplo 59. Expandir a fungio f(x) = cos(x) em série de Taylor em torno de xog = 0.
Solugao: Observamos que:
fO(x) = cos(x)
@ (x) = — cos(x)
fO(x) = cos(x)
) (x) = —cos(x)
de modo que:
f®(x) = (=1)F - cos(x)
Também notamos que:
£ (x) = — sin(x)
£9)(x) = sin(x)
f(S)(x) = —sin(x)
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de modo que:

Segue, entdo, que:

— (1)
n! ((213 , sen =2k
Portanto, a série de Taylor de f(x) = (x) em torno de xo = 0 é:
= fU0) g (CDF x? xt o xf
= -1 4+
L k_zo(zk)!x TR

Para determinar o raio de convergéncia desta série ndo podemos considerar a razdo

|ay+1|/|ay|, uma vez que sempre que n for impar, teremos a, = 0. No entanto, podemos
escrever:

2

y=x
o (_1)k ok 0 (_1)k onE T ) (_1)k L
X = - (x —
Lot e ) T L
Neste caso, temos a; = %, de modo que:
( 1)n+1
n— 00 ’ﬂn| n—00 n—00 ( (n ))l n—s00 (2n _|_2) . (Zn 4 1) W

B

(=D . .
Yy é infinito, ou seja, seu intervalo de conver-

e portanto o raio de convergéncia de 2}20:0 —(Zk)

. . o L —1)k
géncia é R. Consequentemente, o intervalo de convergéncia da série original, } ;7 (=1) x2k

(k)

7

também é R.

Exemplo 60. Expandir a fungio:

f: R — R
x = (1+x)*

onde o € R, em série de Taylor e determinar seu raio de convergéncia.
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Solugao: Temos:
f(o)(x) = (1+x)"
fU@) =a- (142
f(z)(x) = - ((X _ 1) . (1 +x)oc—2
f(3)(x) = - ((x _ 1) . ([X _2) . (1 —i—x)"‘*g‘
de onde podemos inferir que:
f(n)(x) :DC'(IX—l)---([X— (n—l)) . (1+x),x_n

e portanto:

Se denotarmos:

obtemos:

que generaliza a férmula binomial, denominada série binomial.

Vamos determinar agora o raio de convergéncia desta série. Tem-se:
«
ay =
n
Observe que:

( o ):oc-(«x—l)---(zx—(n—l))-(«x—n) _ (zx)_oc—n

n+1 (n4+1)-n!
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de modo que:

de modo que o raio de convergéncia desta série é 1.

Exemplo 61. Usar a série binomial para calcular /630 aproximadamente.

Solucgdo: O quadrado perfeito mais proximo de 630 é 625. Escrevemos, entéo:

1

1 1\2

— — 2. L) Zos. L
V630 = V625 +5 \/25 <1+125> 25 (1+125)

Tomando a« = % na série binomial, obtemos:

(1+x)% 1+1~x—1 x2+l-x3—i x4+ :i ; x"
278 16 128 = \n
1
Em nosso caso, x = — 155 = 0.008, de modo que:
1
1 LY _ vy (2 0.008)
tis) ~ )l
n=0
1 1
:1 — —
t5 (0008)—|—16 (0.008)% — 8 - (0.008)* — 556 - (0.008)° + -

=1+ 0.004 — 0.000008 + 0.000000032 — 0.000000000000896 - - -

e portanto, usando os 3 primeiros termos da série binomial, obtemos:

1
1 \2
V630 =25- (1 + E) ~ 25+ 0.1 —0.0002 = 25.0998

Pelo Teorema da Estimativa, o erro cometido serd menor que:

2

Y (n) (0.008)" — v/630 ‘ - (0.008)% = 0.000008

n=0

Exemplo 62. Determinar a série de MacLaurin de f(x) = sin(x) + sin(3x).
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Solugao: Para todo t € R temos:

sin(t):i(—l)”-;tzn“_ 3+£_t_7+£_£+
2n+1)! TSI ZRCTR ST

n=0

Podemos aplicar a Proposi¢do B, substituindo ¢t por 3x para obter:

sin(3x) = i(—l)” : ﬁ(&c)z’“r1 =

n=0
3x)  (Bx)°  (Bx)”  (Bx)? (Bx)U!
:3x—( )+( ) )+( )’ (3x) T
31 51 7! 9! 11!
34,3 5 3, 3y 31
:3x—§x +§x—ﬁx +ax—ﬁx +

Pela Proposi¢do B2, tem-se:

sin(x) + sin(3x) = ¥ (<1)" - LES ni
= (2n+1)! B

143 5 143 . 143 , 143,

T I TR TR

3

=4x —

X

Exemplo 63. Determinar a série de MacLaurin de f(x) = x° - e*.

Solugao: Temos:
=Y
= !
de modo que pela segunda parte da Proposicao 52, vale:
201 =1 3. | > 1 m
R P DE-TiE A D I

Desta forma, podemos escrever:

) 1, 1 1. 1
ot ) =0 fat ot ol

Até aqui vimos exemplos de séries de Taylor que aproximam a func¢do em torno de um
certo ponto. Nem sempre este é 0 caso, como veremos a seguir.
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Exemplo 64. Expandir a fungio:
f: R = R

0, sex<0
X 1
e x,sex>0

em série de Taylor em torno de xo = 0.

Soluc¢do: Apresentamos, abaixo, o grafico da fungao:

y

04 |

0.2 |

0.5 1 x

Pode-se demonstrar que:

£ x) = {

onde p,(y) é um polindmio na indeterminada y. Por exemplo, no caso da derivada primeira,
verifica-se que p;(y) = y?. Para determinar o valor da derivada na origem, é necessario
calcular suas derivadas laterais. A n—ésima derivada lateral a esquerda de f é:

0, sex<0
e_%-pn<%>,sex>0

FM0) = lim f™(x) = lim 0=0

x—0_ x—0_

A n—ésima derivada lateral a direita em 0, por sua vez, é:

fj(tn)(o) = lim f(n)(X) = lim e ¥ - Pn (—) = lim ¢¥ - pu(y) = lim pn(y) —0

x—04 x—04 y—o0 y—oo ey

Desta forma, para todo 7 € IN, temos f(")(0) = 0, e a série de Taylor de f em torno de 0 é:

[o0]
0-x"
n=0
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Resta claro que a fungdo f é diferente de sua série de Taylor em qualquer intervalo cen-
trado em xg = 0.

Vimos, acima, um exemplo de funcdo de classe C* que ndo é analitica no ponto 0.

4.1 Aplicacdo da Série de Taylor ao Calculo de Derivadas

Se n,k € N, entdo a k—ésima derivada de x" é 0 em x = 0, exceto se n = k, caso em que a
derivada é k!':

dk
W(xn)

(7)

_JO, parak #n
o |k, parak=n

Por exemplo, se n = 3, entdo x> e suas duas primeiras derivadas, (¥3)' = 3x? e (x*)" = 6x

se anulam em x = 0, enquanto que (x*)©®) = 6 = 3! e todas as derivadas de ordem mais alta
sdo zero para todo x € R. Portanto, se a série de poténcias:

Fx) =Y " ®)
n=0

tiver um raio de convergéncia ndo-nulo, entdo:

n=0

00 dk
90 = ¥ an: [d—xk<"”>] = gy K ©)
x=0

Assim, se conhecemos a série de MacLaurin de uma funcdo, podemos facilmente calcular
suas derivadas em x = 0.

Exemplo 65. Vimos que para todo 6 €] — 1,1], temos:

- (D" o
tan(0) = ~L_ .t 10
arctan(0) nz—o 1 (10)
9

Usar esta série para calcular W(arctan(G))

=0

Solugdo: A férmula (3) mostra que f(?)(0) = 9!-ag, onde ag é o coeficiente de 6° na
série de poténcias de f. Obtemos a poténcia §° na série (M) fazendo n = 4. Desta forma,
(-D* _1

“=5a411 9°

d®)
W(arctan(G))

.91 = 8!

1
0=0 9
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5 Poliné6mio de Taylor

Os polindmios sdo certamente as fung¢des mais simples e elementares, por isso mesmo era
natural, desde o inicio do Calculo, que os matemdticos procurassem representar com polino-
mios fun¢des mais complexas. Comecemos observando que os coeficientes de um polindmio
qualquer:

p(x):ao+a1.x+a2.x2+...+an_xn 1)

sdo dados em termos de suas derivadas na origem, pois:

como é facil ver. Portanto:

p(x) = p(0) + p'(0) - x + P"Z(!O) Pt

(n)
PO
p - X (12)

Fixado um valor x(, a substituicio de x por xp + Ax em p(x) nos conduz a um novo
polindmio na varidvel Ax, g(Ax) = p(xp + Ax), de mesmo grau que p(x). Portanto, de (I2)
podemos concluir que:

" (n)
q(Ax):q(O)-l—q’(O)-Ax-i—%-sz—i—----i—%-Ax” (13)

Pela Regra da Cadeia, vé-se facilmente que 4()(0) = p)(xg) para todo i € {0,1,--- ,n}.
Fazendo esta substitui¢do em (I3) e lembrando que g(Ax) = p(xo + Ax), obtemos:

"(y () (x
p(xo + Ax) = p(x0) + p'(x0) - Ax + # A g P n(v e (14)
que é a férmula de Taylor para um polindmio qualquer, p(x). E importante observar que
vdarios matemdticos do século XVII, dentre os quais Isaac Newton, usaram essa férmula para
qualquer fungdo, ndo se restringindo a polindmios. Assim, por exemplo, no caso da fungao
f(x) =In(1+ x), a férmula (T4), com xy = 0, nos da:
1 1 1
In(1 S B S G L
n(+x)x2x+3x ()nx
E claro que os matemadticos do século XVII sabiam muito bem que isso ndo estava certo;
para remediar, tomavam n cada vez maior.

A férmula (I4) é vélida no caso de uma fungdo f qualquer, possuindo derivadas até a

ordem 7 no ponto xg, desde que completada com um termo adicional, R,;, denominado resto
de ordem n:
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1) o, fP )

f(x0+Ax) = f(x0) + f'(x0) - D + n!

- Ax" 4+ Ry, (Ax) (15)

Este resto é definido pela propria formula: ele é a diferenca entre f(xo + Ax) e o polindmio
de ordem n em Ax que precede R, no segundo membro, o chamado polinémio de Taylor de
ordem 7 da fungdo f referente ao ponto xy. Explicitamente,

Definigdo 66. Sejam X C R uma vizinhanga de O e f € C®°(X,R). O polinémio de Taylor
de ordem n € IN de f em torno de x é:

£ (x0)

n!

pu(x) = £(z0)  £/(x0) - (x—20) + L2 (g

- (x = xp)"

Observe que o n—ésimo polindmio de Taylor de uma func¢do de classe C* é a n—ésima
soma parcial da série de Taylor, ou seja:

n £k ©  ¢(n)
lim Pn(x) _ r}g’;‘ol;)f k(!xo) . (x _ xO)k _ Z f (xO) . (x . xO)n

n—oo
n=0

Teorema 67 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange). Sejam [a,b] C R um intervalo e
f:[a,b] = R uma fungdo (n + 1) vezes diferencidvel em [a,b]. Se xg € I e x € [a, b], temos:

"(y () (x
£8) — Fs) + 1o} (o = ) g e (o)

onde Ry, x,(x) (o “resto”) pode ser escrito como:

(n+1)

onde ¢ é um niimero conveniente entre xg e X.

Rﬂ,xo (x) =

Demonstragio. Faremos a demonstracdo supondo x > xg. Para x < xp, o procedimento é ana-
logo.

Sejam p;(f) o polindmio de Taylor de ordem n de f no ponto xg e Ry x,(t) o resto corres-
pondente. Entéo:

(Vt € [a, b)) (f(t) = pn(t) + Rux (1))
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de modo que para t = x temos:

" (x () (y
f(x) :f(x0)+f/(xo)'(X—x0)+"'+f é!O) -(X—XO)2+"'+f n( 0) '(x_xO)n+Rn,x0(x)

Consideremos a seguinte funcdo:

g [x0,x] — X
Eoe f@) OO D Ry ()

(x _ t)n-i—l
(x — x)"*1

Como f é (n 4 1)—vezes diferenciavel em |a,b[, f") : [a,b] — R é continua, e portanto
¢ também é continua, em particular, em ]xg, x[. Sendo f(") também derivavel, tem-se, em
particular, que g é derivavel em |xg, x[. Observando que:

g(x0) = f(x) = f(x0) — f'(x0) - (x —x0) — -+~

segue do Teorema de Rolle que existe ¢ €]x, x| tal que ¢'(¢) = 0.

Derivando g e calculando em ¢, obtemos:

f(E)

)n—i—l
(n+1)!

Ry x,(x) = ~(x —xg
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=4 (52
=4 (' (1) (1)) ( ~ )
gt =1 =Tf"(t)- (x—t)— f'(1)] - [ — £t (x — t>] —
(550 1) (L3 ety
(4) ~ T f(nt1) ) )
— [f 4!(t) S(x—1t)3 — ] — []%-(x—t)”-l- ({1—(1?! -(x—t)”_1] —

—t n+1
:% (Rn,xo (x)- (ix,xO))nH )

(n+1)
sy =L e ey ey
(n+1)
s 0=g(@ =L gy el gy
f(nﬂ)(é) _ Rux(x)
< Ryy, (x) = % (x—x )n+1

]

Se fizermos a hip6tese adicional de que f(**1) seja limitada em algum intervalo aberto

contendo xp, digamos, |xo — 6, x0 + 4], por uma constante M > 0, entdo obtemos a seguinte
estimativa:

M- |x _ x0|n+1
(n+1)!

fr()

) gt 2 D e <

[Rinxo (%)] = CE]

Exemplo 68. No caso da funcio f(x) = e*, vimos que sua série de Taylor em torno de 0 é dada por:

21 1 1
Z_.xn:1+x+_.x2+_.x3+...
= n! 2 3!

de modo que o polinomio de Taylor de ordem m é dado por:
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1 1 1
=1 I Vs BT B v
pm(x) M R v I i sk e B
Observe abaixo os primeiros 5 polindmios de Taylor de f(x) = e*, e veja como suas formas
se aproximam do grafico de f para ordens cada vez mais elevadas dos polindmios. Temos:

.

po(x) =1
pr(x) =1+x

1
(x) =14 x+ = -2

SRE
_ A2t 3t 4
(x —1—{—x—|—§ x+3! x+4! X

Note, também, que quanto mais nos aproximamos do centro da série de Taylor da fungéo,
melhor o polindmio a aproxima.

p2(x)
pg(x):1+x+—-x2+l-x3
pa(x)

Y

1 'Xj
1 2 3
— po(x)
—p1(x)
— p2(x)
— pa(x)
— pa(x)

Se quisermos uma aproximacao para e com exata até, por exemplo, a sétima casa decimal,
devemos requerer um erro inferior a 10~8. Podemos fazer como segue:

Para x € [—1,1], [f"(x)| = |e*| < |e!| < 3. Logo, o erro cometido ao aproximar e = e

por seu polindmio de Taylor de ordem n é majorado por:

(n+1) (n+1)
f(n:_ 1(;:') _(x_o)n—l—l — |f(n:_ 1(;:')| . ‘x_Oln—O—l <

R (x)] = GO
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Para obtermos |R,,1(1)| < 1078, basta garantirmos que:

3

Gl I1—-0]" <1078
ou, equivalentemente,
108 < (n+1)!
3

Para n = 10, temos (n +1)! = 11! = 39916800, e 11!/3 = 13305600 > 108, de modo que
basta avaliarmos o polindmio de Taylor de ordem 10 em x = 1:

11 1 1 1 1 1 1 1 9864101
— ol — — —
e=e =~ pp(l) —1+1—|—2!+3! +4!+5!+6!+7!+8! +9!+10! = 3628800 = 2.718281801

De fato, o valor encontrado em uma calculadora é:
2.718281828
e o erro cometido é, portanto:
2.718281801 — 2.718281828| = 0.00000002731266 = 2.73 - 1078

Exemplo 69. No caso da fungio f(x) = sin(x), vimos que sua série de Taylor é dada por:

o (_1\k 3,5 7
I YA S8 BV S S
i=o (2k+1)! 3t 57!
de modo que o polinomio de Taylor de ordem m desta fungio serd:
3 x x XM
puld) =3 = b g — gt
ou seja,
(po(x) =0
p1(x) = p2(x) = x )
p3(x) = pa(x) = x — 5 - %
T 1
ps(x) = po(x) = 3 — o0 o8
1 T 1
prlx) = pslx) = v — 3 P+ o 2S -
(x) = (x):x—l-x3+l x5—l~x7+l x°
(PLY) = P 31 T E 71 o
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— -2 -1 1 2 3
sin x
1 — pix)
— p3(x)
— ps(x)
— pr(x)

(x)

— po(x

-2

O exemplo acima nos esclarece por que dizemos “ordem” de um polindmio de Taylor em
vez de “grau”: observamos, por exemplo, que como f¥(0) = 0 sempre que k é par, tem-se

para todo n € N, pu(x) = pp11(x).

Exemplo 70. Determinar o polindmio de Taylor de grau 6 da fungdo f(x) = sin(2x) no ponto xo = 4

T

Usar este polindmio para determinar um valor aproximado para sin (% ). Fazer uma estimativa para o

erro.
Solugdo: Primeiramente, calculamos:
f(x) =sin(2x) = f (§) =sin (F) =

1
f'(x) =2-cos(2x) = f' (§) =2-cos (F) =
f"(x) = —4-sin(2x) = " (

O (x) = —8 - cos(2x) = f(3 Z)=-8-cos(5)=0
f®(x) =16-sin(2x) = f* (Z) =16 -sin () = 16

) (x) =32-cos(2x) = f® (Z) =32-cos (%) =0

| f©)(x) = =64 -sin(2x) = f(©) (§) = —64-sin (§) = —264

Assim, o polindmio de Taylor de ordem 6 é:
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o) = (3) + L8 (e Ty LB (o R
W08 o T oy OB (om0 O (e )
0+ 2 (e TY 0 22 (- T
T O I O R O

pte) <15 (= 5 5 (o ) (D)

Usando pe(x) para determinar sin(7/3), obtemos pela Férmula de Taylor:

:1_§(E_EY+§(%_gf_g(E_EY+ﬂm@.%_Ey:

21 \6 4 4! 6! \6 4 7! 4
_ fOE) (m w7
= 086602526 + ~— = - (= — )
para algum ¢ € [Z,Z]. Como FD(x) = —128 - cos(2x) e (Vx € [Z,Z])|cos(2x)| < 1,
podemos escrever:
nn (6+1) ()| = | — 128 -
(Vx € [6,4})(\f (x)] = | — 128 - cos(2x)] §128)

donde concluimos que:

|Rgz (%) | < 172—,8 : (% - 5)7‘ ~ 2.1407 -10~°

Exemplo 71. No caso da fungio f(x) = cos(x), vimos que sua série de Taylor é dada por:

L A G

Loor Y T T Ta e
de modo que o polinomio de Taylor de ordem m desta fungio serd:
x> xt «® x™
() =1= i+ e T



X
A
4] — po(x) \

Exemplo 72. Usar o polinémio de Taylor de ordem 4 para obter uma aproximagdo de cos (%) e estimar
o erro obtido.

Solugao: Vimos, no exemplo anterior, que:

2 L4

XX
=1-=

de modo que pela Férmula de Taylor, podemos escrever:

cos (2) = £ (2) = pa (2) +Ran () = 1= B BT rey (T) 00606+ Reo (7)

Como f©®)(x) = —sin(x) e (Vx € [0, Z])(] — sin(x)| < 1), podemos afirmar que o resto,
Re (%), satisfaz:

Re (E)‘ _ 'm (Z)]- | =sin(®)] (Z) < 2 (Z) ~ 0000327

5! 6/ — 5I'\6

6 5! 6

» . _x2 , o
Exemplo 73. Apresentar a série de MacLaurin de e=*", bem como seu raio de convergéncia.

Solugdo: Neste caso, aplicamos a Proposicio Al fazendo u(x) = —x% e g(y) = . Como
para todo y € R tem-se:

2 3 4 5
vy .y .y
ely)=1+y+= +3+4—|—5'—|—

e portanto:
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2 14 x© 28 10 00 20
€x=g(u(x)):1—x2+§—§+z—?+ :ZO(_l)n.7
n—=
Seus primeiros polindmios de Taylor sdo:
po(x) = p1(x) =1
pa(x) = p3(x) =1 -2
4
pa(x) = ps(x) =1—x2+ %
4 6
ps(x) = pr(x) =1— 2+%_%
xt a6 a8
ps(x):pg(x):1_x2+5_§jzg 10
x* x* x® o«
| Pro(x) = pu(x) :1—x2+§—§+z_§

O intervalo de convergéncia é o mesmo de g, ou seja, é R.

Exemplo 74. Obter uma estimativa de:

1
A2
/exdx
0

utilizando um polindmio de Taylor de ordem 6 e estimando o erro.

Soluc¢do: Vimos que o polindmio de Taylor de ordem 6 é:
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de modo que pela Férmula de Taylor, podemos escrever:

4 6
X X
e = 1= o = g+ Rop(x)

onde:
@)
A

Temos f7)(x) = —2 (64e*x2x7 — 672 %" x5 4 1680e % x3 — 84Oe*x2x>, que em [0,1] pode
ser majorado por:

[R7,0(x)| =

FP )] = | =2 (64e™ %7 — 672¢7 2" + 16800~ x> — 840 x ) | <
< 2-(|64] + [672] + [1680] + [840]) = 6512

de modo que:

(vx € [0,1])(If7)(x)] < 6512)

de modo que:

7)(&) 6512
[R7,0(x)| = 'f 7!( | < ==~ 1.2920
Pela aproximacao:
2 xt o x®
e’ %p6(x):1_x2+5—§

segue que:

g [ (12 X Y ar | XX X 26 008571409
/oe ax o( ST )dx {x 3710 12),” %

O valor encontrado em uma calculadora cientifica é 0.74682413.

A partir da estimativa para o resto da aproximagao polinomial dada no Teorema b7, obte-
mos uma condi¢do que garante que uma fungdo coincide com sua série de MacLaurin.
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Proposigdo 75. Seja f : R — R uma fungio de classe C*(R,R). Se existir p > 0 tal que para
qualquer n € IN tivermos:

(Vx € [—p,p]) (If ™) (x)| < My)

n
lim M, -2 =0,

n—o00 n!

entdo para todo x € [—p, p], teremos:

© ()
fly =y L0

n=0 (

.xn

e portanto p, — f neste intervalo.

\.

Demonstragido. Vamos considerar apenas o caso em que x € [0, p], sendo que o caso em que
x € [—p,0] é andlogo. Temos:

(vVx € [0,0]) (~My < f")(x) < M,)

Integrando a desigualdade acima de 0 a t € [0, p], obtemos:

¢ t t
/ M, dx < / f(”)(x)dx §/ M, dx,
0 0 0

de modo que:

M, -t < FU) — f10) < M, -t

Trocando t por x, obtemos:

(vx € [0,p]) (=M x < FO7 V() = 71 (0) < My - x)
Integrando a desigualdade acima de 0 até ¢t € [0, p], obtemos:
t t t
/ —M,, - xdx < / [F=D(x) — FO=1D(0)]dx < / M, - xdx,
0 0 0
de modo que:

t2 t2
M, - 5 < f(”_z)(t) _f(”—Z)(Q) t< M, - 5

Trocando t por x, tem-se:
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x2 2
(Vx € [0, p]) (—Mn 5 < Fr=2(x) — f=2(0)x < M, - )

Integrando os membros das desigualdades acima, obtemos

2
/ Mn-—alx</[f”2 Fn=2)(0) x]dx</Mn %dx
£ _ n3) (n-3) (n-2) (0 £ r
. . .
My b < fI ) - D (0) 1 D)L < M,
Trocando ¢ por x, segue que:

3 2 3
(v € [0,6]) (~My- 5 < 09w = F07I0) = FUI0) - x = £ 2(0)- T < My )
Depois de repetir este procedimento n vezes (integrar a desigualdade anterior de 0 até
t € [0,p] e depois substituir ¢ por x), obtemos as seguintes desigualdades

_ : M, - —
1 * =

Colocando o sinal de menos em evidéncia no termo do meio, obtemos

(Vx € [0,p]) (—Mn-’;—fgf(x)—f(O)_f’(O).x_,,_ FI0) x”>

(Vx € [0,0]) | =My =
e como x € [0, p], tem-se:

- n!
de modo que:

(Vx € [0,0]) (If(x) — pu1(x)] < My, - P—n)

Agora temos também, por hipétese:

n

lim M, -2 =0

n—oo n!
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n
de modo que dado qualquer & > 0, existe ng(e) € N tal que n > ngy(e) = ‘Mn : % - O’ <ege

portanto:
(vx € 0,0) (1£3) = pua ()] < M- & <),

e a convergéncia é, de fato, uniforme. O

6 Multiplicacao, Divisao e Composicao de Séries de Poténcias

Grande parte da utilidade das séries de poténcias estd no fato de que, nos intervalos de
convergéncia, elas podem ser adicionadas, multiplicadas, divididas, compostas, derivadas e
integradas, realizando-se as operagdes “como se fossem polindmios” (somas finitas) em vez
de séries infinitas. Nesta se¢do, descreveremos resultados-chave relativos a essas operagdes
com séries de poténcias.

Consideremos o problema de multiplicar duas séries de poténcias:

ag+ap-x+ay x>+ ebg+b-x+by-x>4--- (16)

Aplicando o procedimento formal algébrico, como se as séries fossem polindmios, o resul-
tado seria a nova série de poténcias:

ag-bo+ (ag-by +ay-bo)-x+(ag-by+a;-by+ax-by) - x>+ --- =

o0 (o) n
= Z(ao~bn—i—a1~bn_1—i—---—|—an_1-b1+an-bo)-x”: Z (Zai-bn_i) -x"(17)
n=0 n=0 \i=0

A justificativa do porqué de multiplicarmos séries de poténcias como fizemos em ([4) esta
no seguinte:

Teorema 76. Se A = Y a, e B = Y by sdo duas séries absolutamente convergentes, entio a
chamada série produto, Y c,, onde ¢, = Y1 o a; - b,_;, também é absolutamente convergente e,
além disso:

A-B= (Zan> : <an> = Z(ao-bn+a1-bn_1+---+an_1-b1+an-b0)
n=0 n=0

n=0

Demonstragio. Sejam A, e B, as n—ésimas somas parciais de ) a, e } b, respectivamente, ou
seja:
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Ap=ap+a+---+ay
By =bo+ b+ +by

e seja C, a n—ésima soma parcial de ) ¢,. Analigamente, sejam A/, e B;, as n—ésimas somas
parciais reduzidas de }_ |a,| e ¥ |by|, respectivamente, e seja C; a n—ésima soma parcial de
Y ¢, onde ¢, = |ag| - |bn| + |a1] - |bu_1] + - - - + |an| - |bo|. Para cada indice n € IN dado, seja m
o maior inteiro menor do que n/2, ou seja, m < n/2 < m+ 1.

E f4cil ver que o produto A}, - B; contém todos os termos |a;| - |b;| que aparecem em Cy; e
todos os termos do produto A}, - B, aparecem em C;,. Portanto, tem-se:

Al - B, <C, <A, B,

Como limy, . 11 = 00, segue do Teorema do Confronto que (C;,),cN converge para A’ - B'.

Observe que (Vn € IN)(|c,| < ¢},), de modo que a série produto, ) c,, é absolutamente
convergente. Seja C o valor para o qual a série ) ¢, converge. Resta provarmos que C =
A - B. Para isto, observe que cada termo da diferenca A}, - B;, — C;, é o médulo do termo
correspondente a diferenca A, - B, — C,, portanto:

0<|A, B,—Cy| <|A},-B,—Cy|

Como limy,_s« |A}, - B, — C},] = 0, segue do Teorema do Confronto que limy,_ o |Ay, - By —
[

Conforme mencionamos anteriormente, o Teorema 76 justifica o produto de série de po-
téncias dado em ([Z6), pressupondo, evidentemente, que as séries ) a, - x" e ) b, - x" tenham
raios de convergéncia positivos. A série do produto converge pelo menos no dominio |x| < R,
sendo R o menor dos raios de convergéncia dessas séries.

61



Teorema 77 (produto de séries de poténcias). Sejam xo € R, Ry > 0 e Ry > 0 os raios
de convergéncia das séries de poténcias Y a, - (x — x9)" e Y. by - (x — x0)", respectivamente. Se
definirmos as fungoes:

f: ]xo—Rl,xo—i—Rl[ — R
X = Yo odn - (x — x0)"
e:
g: ]XQ—RQ,xo-l-Rz[ — R
X = Yo obn - (x —x0)"

entdo a série de poténcias dada por:

[o¢] n
)3 < a; - bn—j) - (x —x0)"
n=1 \j=0
converge para a fungio

f-g: Jxo—Rxp+R[ — R
X = f(x)-g(x)
onde R = min{Ry, Ry }.

Exemplo 78. Dar os termos até grau 5 da série de MacLaurin de sin(x) - cos(x).

Soluc¢do: Temos, para todo x € R:

1

1 1 5 1

1 1
1 f— — — 3 _ 5__. 7 e — — — . 3 —_ —_—— . 7 .« ..
sin(x) = x T +5! X=X + X=X +120 T +
_ 1 2 1 4 1 6 _ 1 2 1 4 6
COS(X)—l—E'x -l—Ex —ax +—1—§x -I—ﬂx —ﬁox —+ .-

de modo que:
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1 1 1 1
sin(x)-cos(x):(x—ﬁ-x3+§ x5—7| x4 > (1—5 x2+a-x4—a x5+ )
1 1 1 1 1 1 1
SV IR SOV SIS SOV S OV IUIUU W SOV S S - SO N S S S
x< BT R T R >6x BT BT R
I s I >, 1 4 1 5 _
+mx<1§x+ﬂxﬁox+ =
_ . 15 1 5 I 3,1 5 I s _
—XT Yty 6 ¥ "1 T -
3,2 5 . I S
B AR TR _EO(_) 2n+1)!

Uma vez que as duas séries convergem para todo x € IR, o intervalo de convergéncia da
série acima € IR.

'y
1 1

RN TR
sin(x) - cos(x) |~

11! p1(x)

pa(x)

3

p7{x

- po(x)

Exemplo 79. Obter o desenvolvimento do produto e* - /1 + x em série de poténcias de x em torno de
0.

Solugao: Temos:

x> i3 x x* i3
X\ /1 — (1 4T ) (12 ) =
e +x (+x+2!+3!+ )(-I—2 8+16+ )

3 7 17
—14+=. S SRV < T
—1-2 x+8x+48x+
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-1+
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Como se vé no exemplo acima, ndo é facil obter uma forma geral simples para o termo ge-
nérico deste desenvolvimento, E importante observar, todavia, que é sempre possivel calcular
os primeiros coeficientes da série, 0 que muitas vezes é suficiente para as aplica¢des.

Com o Teorema 76, podemos obter a série de poténcias de uma fungdo 1/ f conhecendo a
série de poténcias de f. Assim, colocando 1/f = g =) a, - x", determinamos os coeficientes
gn a partir da relacdo f - g = 1. Devemos ter ap - g0 = 1 e, para todo n € IN

ao.qn_i_al.qnil_{_..._}_an.qo:0

Daqui obtemos todos os coeficientes gy,:

( 1
QO:%
a1 -
”0'@1+a1-q0:0:>q1:_ 1a0‘10
al - + a» -
ﬂO'q2+a1-q1+a2.q0:O:>q2:_ 1 qlao 2 qo
\

e assim por diante.

Exemplo 80. Obter a série de poténcias de

Um procedimento andlogo a esse permite obter o desenvolvimento, em poténcias de x, de
um quociente do tipo f/g (desde que, evidentemente, g(0) = by # 0):

fx) _ao+a-x+---
g(x) bo+by-x+--- bo
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Exemplo 81. Dar os termos até grau 6 da série de MacLaurin de f(x) = sec(x). Determinar, ainda
o raio de convergéncia.

Solugdo: Temos sec(x) = ——, e sabendo que:

cos(x)
_ x> xt kA8
cos(x) = —Stm ate T

podemos escrever cos(x) = 1 — z, onde:

Cx?oxt a8
S TR TR T TR

de modo que:
1 1

pum pumm :1 2 3 .« e .
sec(x) cos(x) ~1-z +z+z°+27+

para valores de z com |z| < 1. Temos:

) xt x® .
=T 2 + termos de grau mais alto

5 0 :
=73 + termos de grau mais alto

1 5
O célculo acima mostra que sec(x) = 1+ 5 X2+ TR xt+ 750 X6 4
O raio de convergéncia desta série de poténcias é 1.

Exemplo 82. Dar os termos até grau 6 da série de Maclaurin de f(x) =

. Determinar, ainda
cos(x)
o raio de convergéncia.

Solugao: Dividimos x? pela série de poténcias de cos(x) “como se fossem polindmios”:

x? 1— 2224 Lat— ...
PN P R BV NS o e pr ¥ ey
Y TN
NI

O célculo acima mostra que x?/ cos(x) = x? + sx* + Zx0 + - -
O raio de convergéncia desta série de poténcias é 77/2, uma vez que a série de poténcias
de cos(x) converge para todo x e zera em +77/2.

65



Podemos aplicar a Proposi¢ao BY para obter novas séries de MacLaurin a partir de séries
ja conhecidas.

7 Funcgdes Definidas por Séries

Até agora s6 temos obtido desenvolvimentos em séries de poténcias de func¢des conhecidas,
ou entdo, dada uma série de poténcias, temos procurado identificd-la com o desenvolvimento
de alguma fungdo ja conhecida anteriormente.

Mas a importancia das séries de poténcia ndo reside apenas nisso. Elas sdo usadas para
definir fun¢des novas, do mesmo modo que a integral é assim utilizada. De fato, podemos
imaginar uma série de poténcias qualquer, como:

00 n

x
X)=) —5—
fx) ,1;)3n2+4n+1
Pelo Teste da Razdo, é facil ver que essa série converge quando |x| < 1; logo, ela define
uma fungdo f com dominio | —1,1[. Uma fun¢do dada dessa maneira sé muito raramente po-
derd ser identificada com fungdes ja conhecidas. Um importante exemplo de funcdo oriundo
da Fisica dada por uma série é a funcdo de Bessel de ordem zero, dada por:

00 x2n

— n
]O(X) - n;o( 1) ) 4n . (n!)z

Em geral, uma série define uma funcdo totalmente nova. E essa possibilidade de criar
novas funcgdes através das séries de poténcias é extremamente importante para as aplicacoes.
Para resolver equacdes diferenciais, por exemplo, as séries de poténcias sdo um recurso muito
poderoso e, frequentemente, nos conduzem a construgdo de novas fungdes, que ndo podem
ser expressas em termos de fungdes ja conhecidas mas que, no entanto, devem ser estudadas
pela sua grande importancia prética.

As séries de poténcias sdo também usadas para definir as fun¢es que ja nos sdo fami-
liares, como a exponencial, o seno e o cosseno. Estas trés fungdes, por exemplo, costumam
ser definidas por suas séries de poténcias. Esse procedimento é preferivel em Anélise Mate-
madtica, pois evita, entdo, a necessidade de utilizar conceitos geométricos na definicdo dessas
funcgdes.

As fungdes que admitem desenvolvimentos em séries de poténcia formam uma classe
importante, a das chamadas fun¢des analiticas. Assim, sdo analiticas as fun¢des trigonomé-
tricas, a funcdo exponencial, o logaritmo e as demais fun¢des que ja nos sdo familiares e que
admitem um desenvolvimento em série de poténcias.
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