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Apresentacdo

Nesta agenda apresentamos uma motivagdo para a introducdo das chamadas “séries de
Fourier” ao procurar solugdes de uma equacao diferencial que descreve o comportamento da
difusdo do calor ao longo de uma barra homogénea e isolada. Apresentamos a modelagem
matemadtica detalhada do problema e, apresentando o método de Fourier, concluimos que a
solucdo da equacdo do calor se escreve como uma série de senos e cossenos.

Apresentamos nog¢des preliminares para o nosso estudo, como o de fungdes pares, impa-
res, Riemann-integraveis e periddicas. Em seguida, deduzimos algumas relagdes tteis que
nos permitirdo calcular certas integrais de modo muito mais rdpido. Introduzimos o conceito
de polindmio trigonométrico e de série trigonométrica, culminando na dedugédo e definigdo
dos coeficientes de Fourier de certos tipos de fungdes.

No6s introduzimos, sem demonstracdo, o Teorema de Fourier, que garante dada uma fun-
cdo f : R — R periddica e seccionalmente diferencidvel, a convergéncia pontual da série de
Fourier para a média dos limites laterais da fun¢do no ponto. Calculamos as séries de Fou-
rier de algumas func¢des, apresentando também os primeiros polindmios trigonométricos para
ilustrar como eles aproximam essas fungdes.

Na secdo seguinte, apresentamos a definicio de extensdo par e impar de uma funcdo
definida em um intervalo da forma [0, L] com L > 0. Posteriormente apresentamos resultados
sobre a integracdo de séries de Fourier e a identidade de Parseval.
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1 Motivacao: Deducao da Equacao do Calor

Considere uma barra condutora, de dimensao linear preponderante e dimensdes seccio-
nais insignificantes, como, por exemplo, um arame bem fino e bem extenso em comprimento,
isolado termicamente do meio ambiente a ndo ser por suas extremidades. Se colocarmos a
barra, no sentido deste seu comprimento sobre o eixo Ox, e aquecermos uma das extremi-
dades, o fluxo de calor se dara longitudinalmente, da extremidade mais quente para a mais
fria, conforme rege a Lei do Resfriamento. Deste modo, estamos tratando de um problema de
condugdo térmica unidimensional.

Queremos estabelecer uma funcéo:
u: RCR*> - R
(x,t) = u(x,t)

que descreva a temperatura num ponto x da barra num dado instante ¢; esta é nossa motiva-
¢ao.

Material de condutibilidade
térmica x area A
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O matematico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) obteve, baseado em seus
experimentos, uma equacgdo que descreve a quantidade de calor transferida de uma secgdo
transversal para outra por unidade de tempo (fluxo % de calor, cuja unidade S.I. é W, i.e, o
watt [joule por segundo] ) em funcdo de suas dreas, A, que supomos constantes, da distancia

entre duas destas sec¢Oes, d, e do médulo da diferenga entre as temperaturas nestas extremi-
dades, T; e T>.



A Lei de Fourier, que modela este fendmeno, nos diz que, fixando um intervalo de tempo
At, tem-se:

Q AlL-T|

_ X —

At d
onde Q é a quantidade de calor absorvida ou cedida por um material, medida em joules, ],
A é a édrea da secgdo transversal da barra, T7 e T, sdo as temperaturas nas extremidades e
d é seu comprimento. Inserimos, ainda, uma constante de proporcionalidade denominada
condutibilidade térmica, x, podendo entdo escrever:

Q_  AlL-T| )

At d
A Lei de Fourier, como vemos, é independente do tempo (uma vez que o intervalo de
tempo é tixado a priori), de modo que precisamos de uma fun¢do que descreva de modo mais
completo a situacdo da barra, ou seja, de uma fungdo que descreva a temperatura (dependente

do fluxo do calor, %) em funcdo do tempo e de sua coordenada espacial, x.

Definamos, agora, a funcdo na qual estamos interessados, sempre considerando que o ca-
lor estd fluindo da extremidade mais quente para a mais fria.

Recorde, do Célculo Diterencial e Integral 11, a seguinte:

Definicdo 1. Uma fungio u : U C R* — R, u é de classe C*>(U,R) se suas derivadas parciais

2 2 2 2 P ,
de sequnda ordem, 3712‘, %TE‘, % e g’t—a‘;, existirem e forem todas continuas em U C R2.

Seja u = u(x,t) uma fungido de classe C>(U,R), que descreve a temperatura da barra na
sua coordenada x, no instante f.

Para contornar a dificuldade da auséncia da varidvel tempo na Lei de Fourier, introdu-

zimos a grandeza fluxo de calor através da segdo transversal de coordenada x em um dado
instante f como segue:

e Fixamos o tempo em (), e fazemos T, = u(x +d, t) e Ty = u(x,t);

e Passamos o limite da fungdo u(x +d,t) — u(x,t) quando d tende a zero em ().

Assim, se denotarmos por g(x, t) o fluxo de calor através de x no instante ¢, temos:

g0 t) = - A Jim LHEEAD Zue ) | wxtd ) —u(x )
d—0 d d—0 d

()
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Como a temperatura decresce conforme x cresce, introduzimos um sinal de menos em (2),
que fica:

ou(x,t) 3
e (3)
Fixemos, agora, para 6 > 0, um elemento entre os pontos xy e xp + J, ao longo do eixo
dos x. Calcularemos o calor que entra na sec¢do transversal de coordenada xp no periodo de
tempo, para T > 0 entre ty e to + T.

g(x,t) = —x.A.

Fixe um ponto qualquer da barra, xj, e defina AQ como sendo a quantidade de calor que
entra na regido delimitada entre xg e xp +  num intervalo de tempo arbitrario, de tg a to + 7.
Esta quantidade é escrita como:

to+T to+T
AQ:/ q(xo,t)dt—/ q(xo + 6, t)dt @)

to to
Pela Lei de Fourier, (3), temos:

—  [hfT du(xo+9,t) du(xo,t)
AQ = W o { 0x - ox

Usando o Teorema Fundamental do Calculo em (B), temos:

|- aa

o to+T  rxo+6 azu x,t
5Q= | /x %-K-A-dxdt )
0

0

Definicao 2 (calor especifico). Calor especifico é uma grandeza fisica que define a variagdo
térmica de determinada substdncia ao receber determinada quantidade de calor. A unidade no
S.Ié kgLK (Joule por Quilograma Kelvin). Uma outra unidade mais usual para calor especifico é

cal . .
2°C (caloria por grama grau Celsius).

Sabemos, da Fisica bésica, que:

AQ=m-c-N=p-V-cAO=p-V-clu(xg,to+T)—u(xo,to)]

Onde p ¢é a densidade volumétrica da barra, ¢ o calor especifico do material que a consti-
tui, V seu volume e Af o incremento de temperatura que o pedago da barra sofre num dado
intervalo de tempo.

Temos, entdo : o
AQ =p -V -clu(xo, to+T)— u(xp,to)]

xXo+6
V=A- / dx
X0
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Mas observe que:



Entao:
xo+6

A@zp~A-c~/ [u(x0, to + T) — u(xo, to)]dx

X0

Usando novamente o Teorema Fundamental do Célculo:
to+T XQ+5 au
AO=p-A-c- / / D gty ©)

Comparando (B) e (B), temos que:

/to-‘r’r /X0+(5 au(x’t Adid /to-‘rT /Xo-‘r(s azu(x, t) e A dudt
t or O PTAmEEE T

Chegamos em:

to+T  pxo+6 32 x, t) ou(x,t)
/t / ( sz ~K~A—T~c-p-A)dtdx—O

O argumento da integral acima é continuo, pois supusemos que u = u(x,t) era de classe
CZ(U, R), pelo menos. Ademais, a igualdade acima é vélida para todo tg, T, X9, € R. Afirma-
mos que o argumento da integral acima é identicamente nulo.

Suponhamos, ab absurdo, que este seja ndo-nulo. Entdo este argumento seria positivo ou
negativo para algum t(, T, xo,d € R. Suponha-o, sem perda de generalidade, positivo. Como
este argumento é continuo, segue que existe uma bola aberta B C R na qual este é positivo, o
que implica na ndo-nulidade da integral, contrariando o fato da igualdade acima valer para
qualquer vizinhanga, o que é absurdo. Logo, segue o fato. Portanto:

LU o
ax2 P
Ou seja:
ou  « o%u
I oo

Denominamos % por difusibilidade térmica, k, assim, podemos reescrever a equagdo acima

como: 5 2
u u
=k- 7
ot 0x2 @)
A equacdo () é conhecida por equagdo do calor ou equagio da difusdo. Nosso objetivo principal

serd descobrir quais funcdes u(x, t) satisfazem ().

Observe que qualquer constante é solugdo de (), e a fungdo u(x,t) = ¢ - x também o
é. Enfim, existem muitas outras; a determinac¢do da solu¢do procurada depende de fatores
fisicos. Algumas das condi¢des que interferem fortemente na determinagdo da solugdo estdo
listadas abaixo:



e - CONDICAO INICIAL DO PROBLEMA
Podemos ter uma fungio f(x) que descreve a temperatura da barra na coordenada x no

instante t = 0, i.e.,
u(x,0) = f(x)
Onde f: [0,L] — R

e [[- CONDICAO DE CONTORNO DO PROBLEMA
Podem ser de vérios tipos:
TIPO 1: As temperaturas nas extremidades sdo conhecidas.

u(O, t) = T1

le(L, t) = T2

Num caso mais complexo, podemos ter que a temperatura num ponto de coordenada x
da barra no instante t = 0 pode ser expressa por uma fungéo:

u(0,t) = ho(t)

u(L,t) = Iy (t)

TIPO 2: Temos as extremidades isoladas termicamente, i.e., ndo hé fluxo de calor nas
extremidades:

ou (0, t) _ ou(L,t)

ox ox =0

TIrO 3: H4 transferéncia entre o meio e as extremidades. Para abordarmos este tipo
precisaremos da seguinte definicdo:

Definic¢ao 3. Em Fisica, emissividade é relacdo entre o poder emissivo de um corpo qual-
quer e a de um corpo negro. E conhecida como emissividade, e, e pode ter um mdximo
igual a 1, que é correspondente a de um corpo negro, e um minimo igual a zero. Corpos
que possuem emissividade inferior a um sdo chamados corpos cinza. Corpos onde a emissi-
vidade é também dependente da temperatura e comprimento de onda sdo chamados corpos
ndo-cinza. A emissividade mede a maior ou menor tendéncia que determinado corpo tem
em emitir radiagdo. O poder de emissividade estd associado a natureza do corpo, a drea
exposta e a temperatura absoluta a que se encontra.




ou(0,1t)

s = elu(0,) — uo]
B augi,t) = e[u(L,t) — ug]

TIPO 4: Qualquer combinagdo dos casos anteriores.

2 Formulacao Matematica do Problema

Considere o plano cartesiano de eixos x e t, onde t serd a nossa coordenada temporal e
x serd a nossa coordenada espacial. Queremos definir uma fungdo real u(x,t) no fecho do
conjunto R = {(x,t) € R?/0 <t < 00,0 < x < L}, R, que satisfaga:

w_, o
ot  ox2

em R, além da condigdo inicial:
u(x,0) = f(x) Vx € (0,L)
e da condicdo de fronteira:
u(0,t) =u(L,t) =0

Este tipo de problema é conhecido como “problema de valores iniciais e de contorno ”.
Um método desenvolvido para resolver este tipo de equagédo foi desenvolvido por Fourier, e
O veremos a seguir.

2.1 Método de Fourier

Supomos inicialmente que a fungado procurada, u(x, t) pode ser escrita como o produto de
duas fun¢des, uma exclusivamente dependente de x e outra exclusivamente dependente de ¢,
isto é, da forma:

u(x,t) = F(x) - G(t) 8)
Substituindo (B) na equagdo do calor, teremos:

F(x)G'(t) = k- F"(x)G(t)

1G'(t)  F'(x)
kG(t)  E(x)




Observe que aqui supusemos F(x) e G(t) nunca se anularem. Concluimos da equagdo
acima que os quocientes ndo podem depender nem de x nem de ¢, de modo que deve ser uma
constante, o

1G'(t) _

ke 7
€ F//(x

Fix) 7

Agora, reduzimos o problema de resolver uma E.D.P. ao problema de resolver duas E.D.O.s.
Resolvamos uma delas:

F’(x) —oF(x) =0 ©9)
Como u(0,t) = u(L,t) = 0, segue que:
F(0)G(t) = F(L)G(t) =0 ¥t > 0

o que implica F(0) = F(L) = 0 pois G(t) = 0 ndo nos interessa. Resolvendo o P.V.C. (problema
do valor de contorno):
F’(x) —0oF(x) =0
F(0)=0
F(L)=0
teremos trés possiveis valores de ¢ a analisar:
i) o >0
F(x) = c1eV7* 4 cpe VX

Para satisfazer o problema do valor inicial temos que ter:

{cl +¢, =0; pois F(0) =0
c1eVoL 4 cpeV7l = 0; pois F(L) =0
o que implica ¢; = ¢; =0, e F(x) = 0 ndo nos interessa.
ii) c =0
F(x) =cx+c

Comc; =0eciL+c; =0 = ¢; = ¢ = 0, uma solugdo trivial que tampouco nos
interessa;

iii) 0 <0
Fazemos 0 = — A2 para facilitar os calculos. Temos:

F(x) = ¢y cos (Ax) + cpsin (Ax)

8



que deverd satisfazer:

1 = 0
cpsin (AL) =0

Como, novamente, ndo queremos uma solucdo identicamente nula, i.e., c; = 0, entdo

devemos ter:
cpsin (AL) =0 com ¢; # 0 < sin (AL) =0
O que implica que:
(Vn € Z*)(AL = nn)

Assim, A = &

9 n? 2
c=—A"=—
I2
Como para cada n temos um A diferente, entdo designaremos:
32— n?m?
"=

que serdo designados os autovalores do P.V.C.
Chegamos a conclusdo de que as fung¢des que satisfazem a E.D.O. (B) sao:

nritx

Fu(x) = sin (T)

que serdo designadas as autofungdes do P.V.C.

Agora, resta-nos achar a solugdo geral da outra E.D.O. em t, a saber:

G'(t) —okG(t) =0

que serd, para cada n:

S

Gn(t) =cyn-e 12
un(x,t) = Fy(x) - Gu(t)

Portanto, para cada n € IN teremos uma funcéo:

—n272k.t . nritx
up(x,t) =cpe 12 .sin <T>

Vamos definir u(x,t) como sendo:

0 —n2r2k.t
u(x, t) =Y cpe " sin <$)
n=1

(10)



também é solucdo, onde os c,s sdo constantes. Observamos que esta solucdo é descrita por
uma série de fungdes e, portanto, precisaremos de critérios para decidir sua convergéncia. Por
hipétese, u(x,0) = f(x), o que implica:

f(x) = i Cy Sin (n_zcx)

n=1
o que sugere que a fungdo f deverd poder ser escrita como uma série de senos.
E o0 método de Fourier culmina na indicacdao deste candidato como solucéo.
ProBLEMA 1: Serd que a fungdo dada, f(x), pode ser escrita como uma série de senos? Se

ndo puder, entdo u(x, t) como a encontramos néo servird como solucdo. Ai deveremos ver em
que condigdes f(x) pode ser escrita dessa forma, bem como obter os coeficientes c,s para esta.

3 Preliminares: fun¢des pares, impares e periddicas

Nesta segdo estudaremos alguns conceitos basicos da Andlise de Fourier, que envolvem a
paridade de fungdes, sua periodicidade e integrabilidade, entre outras coisas.

Definicdo 4. Uma fungio f : R — R é par se:
(Vx € R)(f(x) = f(=x)).

Dizemos que f é impar se:

(Vx € R)(f(—x) = —f(x)).

10



Exemplo 5. (i) Dado L > 0, a fungdo f(x) = cos <n_7gx> é par;

(ii) A fungio f(x) = x*", comn € N é par;
(iii) Dado L > 0, a fungdo f(x) = sin (?) é tmpar;

(iv) Para qualquer n € IN, a fungdo dada por f(x) = x*"~1 é uma fungio impar.

Proposicao 6. Tem-se:

(i) A soma de duas fungoes pares é uma fungdo par e a soma de duas fungoes impares é uma
fungdo impar;

(ii) O produto de duas fungdes pares é uma fungio par;
(iii) O produto de duas fungdes impares é uma fungio impar;

(iv) O produto de uma fungdo par por uma fungdo impar é uma fungdo impar.

Demonstragido. Ad (i): Sejam f: R — R e ¢: R — R duas fungdes pares. Entao:

(f+8)(x) = f(x) +g(x) = f(=x) +8(=x) = (f +8)(=¥)
Logo, f + g é uma fungdo par.

Se f:R — Reg:R — R sdo duas fungdes impares, entdo:
(f+8)(x) = —f(=x) —g(=x) = =(f +&)(~x)

11



Logo, f + g é uma fun¢do impar.
Ad (ii): Sejam f : R — R e ¢ : R — R duas fung¢des pares. Entdo:

(f-&)(x) = f(x) - g(x) = f(=x) - g(=x) = (f-8)(~x)
Logo, (f - g) é uma fungdo par.

Ad (iii): Sejam f : R — R e ¢ : R — R duas fungdes impares, entdo:

(f-&)(x) = f(x) - g(x) = = f(=x) - (=8(=x)) = (f - &) (=¥

Logo, f - ¢ é uma funcgdo par.
Ad (iv): Sejam f : R — R uma fungdo par e g : R — R uma fung¢do impar. Entao:

(f-8)(x) = f(x) - g(x) = f(=x) - [=g(=x)] = (=f - &)(—x)
Logo, (f - g) é uma fungdo impar.

Recordemos a definigdo de integrabilidade:

Defini¢do 7 (fun¢do Riemann-integravel). Seja f : [a,b] — R uma fungio.

inferiores é iqual ao infimo das somas superiores;

integrdvel em [ay + 8, by — &'| e os limites abaixo existem:

/ f(x)dx = lim bkié,f(x)dx

(5—>0 ag+o

Neste caso, a integral impropria de f é:

[ feya =3 [ s

(1) Se f é uma fungdo limitada, entdo f é integrdvel sequndo Riemann se o supremo das somas

(2) Se f ndo é limitada, dizemos que f é integrdvel (e sua integral é chamada integral im-
prépria) se o intervalo [a,b] puder ser decomposto em um niimero finito de intervalos,
L, , I, com I = [a,by], tais que para todos 6 > 0 e & >0, a fungdo f é limitada e

12



Proposicado 8. Tem-se:

(i) Se f : R — R é uma fungdo par que é integrdvel em qualquer intervalo limitado, entdo:
L L
/ f(x)dx = 2-/ f(x)dx
-L 0
(i) Se f : R — R é uma fungio impar e integrdvel em qualquer intervalo limitado, entdo:

/_LLf(x)dx =0

Demonstragido. Ad (i): observe que:

L 0 L
| f@dx= [ feodx+ [ fxdx
E também: 0 o .
/Lf(x)dx = —/0 f(x)dx = /0 —f(x)dx
Como f é par, segue que:
—L L L
/0 —f(x)dx = /0 f(—x)dx = /0 f(x)dx
de modo que:
L L
/_Lf(x)dx = 2./0 f(x)dx
Ad (ii): observe que:
L 0 L
| f@dx= [ fedx+ [ fxdx
E também: 0 o .
[ f@dx == [ fodr = [C =l

Somando as duas igualdades acima na integral:

/_LL fx)dx = /_LLf(x) ~ f(x)dx = /_LL 0dx = 0

13



Nos termos da defini¢do acima, podemos enunciar a seguinte:

[ Proposicao 9. cos é uma fungdo par, enquanto que sin é uma fungdo impar.

Demonstragio. Devemos mostrar que dado qualquer x € R, tem-se cos(—x) = cos(x). Ora,
por (4), tem-se:
cos(—x) = cos(0 — x) = cos(0) - cos(x) + sin(0) - sin(x),

e como por (1) e (2) tem-se que sin(0) = 0 e cos(0) = 1, segue que:

cos(—x) = cos(0) - cos(x) + sin(0) - sin(x) = 1 - cos(x) + 0 - sin(x) = cos(x).

Provamos, portanto, que cos é uma fungdo par. Observe, abaixo, o aspecto do grafico da
fungdo cosseno nas proximidades da origem do plano cartesiano:

Ha& uma simetria especular com respeito ao eixo Oy.

Devemos mostrar, agora, que sin é uma fun¢do impar, ou seja, que dado qualquer x € R
vale sin(—x) = —sin(x).

Por (3), tem-se:

sin(—x) = sin(0 — x) = sin(0) cos(x) — sin(x) cos(0) = 0 - cos(x) — sin(x) - 1 = —sin(x),

e segue que sin é uma func¢do impar. Observe, abaixo, o aspecto do grafico da funcdo seno
nas proximidades da origem do plano cartesiano:

14



No caso acima, hd uma simetria com respeito a origem do plano (ou seja, da reta de

equacao y = Xx).

]

Teorema 10. Seja f : R — R uma fungio Riemann-integrdvel e impar. Dado L > 0, temos:

L
/_Lf(x)dx =0

Demonstragio. Sendo impar, temos:

(Vx € [=L,0])(f(=x) = —f(x))

Assim,

/LLf(x)dx = /OLf(x)der/OLf(x)dx = /OLf(—x)dx—i—/OLf(x)dx
—/OLf(x)dx+/OLf(x)dx:o

]

Teorema 11. Seja f : R — R uma fungio Riemann-integrdvel par. Dado L > 0, temos:

/_LLf(x)dx :2-/0Lf(x)dx

Demonstragio. Sendo impar, temos:

(Vx € [-L,0)(f(—x) = f(x))

Assim,

15



f(=x)=f(x)
T
[ sar= [ f@axs [ par= [ s [ oae =
L L L
:/0 f(x)dx+/0 f(x)dx:2-/0 f(x)dx
[l

Observamos que as fungdes continuas e, de um modo mais geral, seccionalmente conti-
nuas no intervalo [a, b] sdo limitadas e, portanto, integraveis

Defini¢do 12 (fungdo periddica). Uma fungio ¢ : dom () € R — R ¢é periddica se existir
um nimero positivo, p, tal que:

(Vx € dom (g))(x + p € dom (g) = g(x +p) = g(x))

Defini¢do 13 (periodo fundamental). Seja ¢ : dom (¢) C R — R uma fungio periédica. O
periodo fundamental de g é o menor niimero positivo, py, tal que:

(Vx € dom (g))(x + po € dom (g) = g(x + po) = g(x))

Exemplo 14. A fungio:

f: R - R
x > sin(x)

é periddica de periodo fundamental igual a 27T, uma vez que:

(Vx € R)(sin(x + 27) = sin(x))

e para qualquer « < 271, tem-se:

sin(x + «) = sin(x) - cos(a) + sin(a) - cos(x) # sin(x)

Proposicao 15. Se f : R — R é uma funcio periédica de periodo p, entio para todo k € Z

tem-se:
(Vx € R)(f(x+k-p) = f(x))

16




Demonstragio. Provaremos o resultado primeiramente para todo n € IN, usando Indugdo
Finita. O caso em que n = 0 é 6bvio: de fato, é verdade que para todo x € R vale

f(x+0-p) = f(x+0) = £(0).

Para k = 1 tem-se, pela definigdo de periodo:

(Vx e R)(f(x+1-p) = fx+p) = f(x))

Hipétese de Inducdo: Suponhamos que seja vélido:

(Vx e R)(f(x + (k=1)-p)) = f(x)
e mostremos, utilizando a hipotese de indugéo, que (Vx € R)(f(x +k-p) = f(x)).

De fato, noteque x +k-p=x+(k—14+1)-p=x+(k—-1)-p+1-p=x+(k—1)-p+p,
de modo que:

Hip. Ind.
T

(Vx e R)(f(x+k-p)=flx+(k=1)-p+p)=flx+(k=1)-p) f(x))

Logo, tem-se:

(Vk € N)(Vx € R)(f(x+k-p) = f(x)) (11)
Seja, agora, n € Z \ IN, de modo que existe k € IN tal que n = —k.

Como o resultado foi demonstrado para todo ntimero natural k, temos:

(@)

/l\
(Vx e R)(f(x+n-p)=flx—k-p) = flx—k-p+k-p)=f(x))
Desta forma, fica demonstrado que para qualquer n € IN tem-se:

(Vx e R)(f(x +n-p) = f(x))

Seja y = f(x) uma fungdo periddica de periodo p, ou seja, tal que:

(Vx € R)(f(x +p) = f(x))

Vejamos, a seguir, o que ocorre ao combinarmos, de diversos modos, uma constante com
a funcgao.

Dado um ntimero A € R\ {0}, podemos obter as seguintes fung¢des:

17



(1)
g: dom(f) — R
x = A4 f(x)

Neste caso, a func¢do g terd o mesmo periodo da fungéao f, pois:
(i) Para qualquer x € R, tem-se g(x+p) =A+ f(x+p) = A+ f(x) = g(x);
(ii) Se existisse um numero positivo p’ < p tal que:
(Vx € R)(g(x +p') = g(x))

entao teriamos:
(Vx e R)(A+ flx+p') = g(x +p) = g(x) = A+ f(x))

(Vx € R)(f(x +p') = f(x)),
ou seja, p ndo seria o menor namero positivo tal que (Vx € R)(f(x+p) = f(x)) -
o que é absurdo.

(2)
g: R — R
x = A-f(x)
Neste caso, a fungdo g terd o mesmo periodo da fungdo f, pois:
(i) Para qualquer x € R, tem-se g(x+p) =A- f(x+p) =A- f(x) = g(x);
(ii) Se existisse um numero positivo p’ < p tal que:

(Vx € R)(g(x +p') = g(x))

entao teriamos:

(Vx e R)(A- f(x+p') =g(x+p) =g(x) =A- f(x))
Como A # 0, podemos dividir os dois membros da igualdade:

A flx+p)=A-f(x)

por A, de modo a concluir que:

(Vx € R)(f(x+p') = f(x)),

ou seja, p ndo seria o menor namero positivo tal que (Vx € R)(f(x+p) = f(x)) -
o que é absurdo.

Observagio: é comum denominarmos o nimero |A| por amplitude da fungéo g.
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(3)
g: R — R
x = f(x+A)

Neste caso, a fungdo g terd o mesmo periodo da fungdo f, pois:

(i) Para qualquer x € R, tem-se g(x+p) = f(x+p+A) = f((x+A)+p) = f(x+
A) =g(x);
(ii) Se existisse um numero positivo p’ < p tal que:

(Vx € R)(g(x +p') = g(x))

entdo teriamos:

(Vx €R)(F(x+p +A) = g(x+p) = g(x) = f(x+ 1))
o (Vx € R)(f(x + A+ p') = f(x+A)).

Assim, dado qualquer y € R, tem-se f(y+p') = fly—A+A+p) = fly—A+
A) = f(y)- Logo,

(Vy e R)(f(y+p') = f(y)

ou seja, p ndo seria o menor nimero positivo tal que (Vx € dom(f))(x +p €
dom (f) = f(x+p) = f(x)) — o que é absurdo.

Observacgdo: é comum denominarmos o ntimero A por constante de fase ou fase
inicial da funcéo g.

(4)
g: dom(f) — R
x = f(A-x)

Neste caso, a fungdo g terd periodo igual a p/|A|, pois:

(i) Para qualquer x € dom (f) tal que x +p € dom (f), tem-se g (x + ﬁ) =f (A- (x + |Tp|>) =
fA-x£p) = f(A-x) = g(x);
(ii) Se existisse um numero positivo p’ < ﬁ tal que:

(Vx € R)(g(x +p') = g(x))

entdo teriamos:

(Vx e R)(f(A-x+A-p)=f(A-(x+p)) =gx+p) =8(x) = f(A-x))
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Seja y € R. Como A # 0, podemos escrever y = A - (X .y). Assim,

fo W) = £ (- (5) - ) =5 (v (5 ver) ) = £ (v 3v) = rw)

Note que como p’ < %, tem-se |A| - p’ < p, ou seja, p ndo seria o menor nimero

positivo tal que (Vx € R)(f(x + p) = f(x)) — o que é absurdo.

Exemplo 16. Dados L > 0 e n € IN, o periodo fundamental da fungdo:
f: R — R
x — sin (1Y)

2 2L .
il Desta forma, quanto maior for n, menor serd o periodo da fungio f.

L

Exemplo 17. O periodo fundamental da fungiio cosseno é 271, uma vez que: cos(x) = sin (x + %), e
podemos aplicar (1).

Em termos gréficos, as fungdes periddicas repetem a curva do seu grafico em intervalos
de comprimento igual ao do seu periodo.

4 Algumas Identidades Uteis

Recordemos as duas férmulas a seguir:

cos(a + B) = cos(a) - cos(B) — sin(w) - sin(B) (12)

cos(a — B) = cos(a) - cos(B) + sin(«) - sin(B) (13)
Subtraindo (I2) de (I3), obtemos:

cos(w — B) — cos(a + B) =2 -sin(a) - sin(p)

e portanto:

sin(a) - sin(B) = cos(a — B) ; cos(a + pB) (14)

Somando () com (I3), obtemos:

cos(a) - cos(B) = cos(a + p) JZFCOS(OC —F) (15)
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Teorema 18. Sejam m,n € N \ {0}. Entdo:

1 / cos )dx:o

2 _Lsin<n'z'x>dx:

3 LLCos<mf-X>-cos<n-7£.x)dx:{(L) Zee”nif’:l
4 _ism(m'z['x)_COs(n.Z.x>dx:0

s [ (e {0

L nem-x L nem-x L .. ,
/_Lcos< [ )dx—n 7Tsm( ) _L:n‘n[sm(n-T()Jrsm(n-n)]—
Ad 2.
/Lsin<n'7r'x>dx—— L <n-7r-x>L_ [ B
. T = o cos T = pr— cos (n - 71t) — cos(n - 71)]

m-+n)- ) +sin((m+n)- )|+

=0

- [sin((m —n) - ) +sin((m —n)-m)] =0




Se m = n, no entanto, temos:
/L cos(n'n'x) cos(n.n'x)dx—/L cosz<n.7r'x)dx—/L1 1+ cos 2rnx dx =
L L L )L L L2 L N
L L :
_1 / 1dx—|—/ cos 27nx dx _1 2L+—Lsm(27m) =L
2 _L L L 2 n

/_LLsin(m'Z'x) -cos(n'fix)dx:O,

uma vez que o produto da fungdo seno (impar) pela fun¢do cosseno (par) nos d4d uma fungdo
impar.

Ad 4.:

Ad 5.: Se m # n, usando (I4), temos:

[ () i () -
“5 o (P e (B -

1 L : L
=3 [ e -

-2-sin((n+m)~7r)} =0

L L
n2 (LT _1/ Ceos (P gy B oy _
/_Lsm ( T )dx—z . [1 cos( 3 dx =1L 5 B 2-sin(2nm) =L

]
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5 Polindmios Trigonométricos e Séries Trigonométricas

~

Defini¢ao 19 (polinémio trigonométrico). Um polindmio trigonométrico de ordem n é
uma fungdo da forma:

4 TTX . [ TTX 27TX . [ 2nx
sn(x) = 2+a1 cos<L>+b1 sm<L>+u2 cos( T )+b2 sm( 7 )—|—

onde ag,ay,- -+ ,an,b1, -+ ,by € ReL > 0.

\.

Exemplo 20. A fungdo dada por:
f: R — R
x > cos(x)+ cos(2x) + cos(3x)

é um polindmio trigonométrico com L = 11, a0 = 0,41 = ap =a3 =1eb; = by = b3 =0.
Exemplo 21. A fungdo dada por:

f: R — R
x > cos(x)+ sin(2x) + cos(3x)
é um polindmio trigonométrico. De fato, neste caso tem-se ay = 0,a1 = 1,ap = 0,a3 =1,b; =0,bp =
1,b3=0eL =1t

t s(x) = cos(x) + sin(2x) + cos(3x)
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Observagdo 22. Sabemos que o periodo de sin(nntx/L) e cos(nntx/L) é 2L/n. Desta forma, para
qualquer polindmio trigonométrico de ordem n, como 2L é muiltiplo inteiro de 2L,2L/2,2L/3,---2L/(n —
1),2L/n tem-se para todo x € R:

=1-2L =1-2L
—~= ~—
pn(x+2L)=”2—°+a1-cos %Jr 2L | +b; -sin %+ 2L | +
:2.% :2.%
2 ~ 2 ~
ap COS %—k 2L | + by - sin %—i— 2L | 4+ -+
_ng —né

PN PSS
a, cos ?—’— 2L | + b, sin %—1— 2L =

Z%OJralcos(%)anlsm( )+---+ancos(n7LT )+b mn(mgx) = pn(x)

de modo que:

(Vx € R)(pn(x +2L) = pu(x))

Pode-se demonstrar que o periodo fundamental de p,(x) é 2L.

Definicao 23 (série trigonométrica). Dado L > 0, uma série trigonométrica é uma série da
forma:

612_0+ i (an-cos <n7£ )+bn sin <n7£x>> 612()+,1lgr,}05”(x)

n=1

6 Coeficientes de Fourier

Se uma fungdo real f : R — R puder ser escrita na forma:
nmx . (n7X
flx) = 2 04 nZ:l (an cos ( i ) + by sin (T)) (16)

é de se esperar que os coeficientes a, e b, estejam intimamente relacionados a fungdo f. Para
calculé-los, vamos supor que a igualdade (I6) se verifique, e mais ainda, que a série em (IA)
convirja uniformemente.
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Uma vez que todo polindmio trigonométrico é uma fungdo continua, sendo a conver-
géncia uniforme, segue que f também serd continua, e portanto, integravel. Além disso, f
deve ser periédica de periodo 2L, pois para qualquer n € IN, 2L é o periodo de cos (*F*),
bem como o das demais fungdes que aparecem na série. Assim, usando a integra¢do termo a
termo (pois estamos supondo a convergéncia uniforme) no membro direito de (If), obtemos

a seguinte igualdade:

: ap [t S k nrx L /nmx
/ﬁf“*“—“E/de+22%'/L“”(ff?dx+W'/L““@7?%”

donde:

L
a=1 [ flx)dx (17)

pois para qualquer n € IN, tem-se:

/LLcos <?) dx = /LLsin <n_7LTx> dx =10

Multiplicando ambos os membros de (If) por cos mfx , para m > 1 fixado, e integrando,

obtemos:

/_if(x)cos(mfx)dx:am-L (18)
e portanto:
am:%-/LLf(x)-cos<m£Tx> dx (19)

uma vez que para todo n # m, tem-se:

/_icos(m.z[.x)-cos(n'z.x>dx:0
mimx

De modo semelhante, multiplicando os dois membros de I8 por sin (), para m > 1
tixado, e integrando, obtemos:

/_LLf(x) sin (mfx>dx =by - L

uma vez que para qualquer n # m:

/L sin <m_7'(x> sin
L L

e portanto:
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/ fx sin mﬂx)dx (20)

Agora, estamos em condi¢des de dar uma boa definigdo.

Definicao 24 (coeficientes de Fourier). Seja f : R — R uma fungdo periddica de periodo 2L,
integrdvel e absolutamente integrdvel em cada intervalo limitado. Os niimeros:

= %-/_LLf(x)dx

/ f(x) - cos nnx>dx

by =1 / fx sm n7rx>dx

sdo os chamados coeficientes de Fourier da fungio f.

Observacao 25. Como f é absolutamente integrdvel em qualquer intervalo limitado, temos em particu-
lar que [ EL |f(x)]dx < co. A exigéncia da integrabilidade absoluta é necessdria para que as expressoes
(T9) e (20) facam sentido, pois:

| = ‘/_LLf(x) cos (7 ) dx
Iby| = ‘/_LLf(x) sin (7 ) dx

7 Séries de Fourier

< [ 1ol

< [ Vo)l

Como vimos na agenda precedente, dada uma funcdo f : R — R periédica, absolutamente
integravel de periodo 2L, podemos calcular seus coeficientes de Fourier pelas expressdes:

— 1/ s

/_Lf( x) - cos(?)dx

an:

=~ =
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bn:%-/L fx) -sin (M) dx

Assim, podemos escrever:

fx) ~ %0 + il (an cos (?) + by sin (”—Zx» (21)

Note que acima ndo temos uma igualdade. A expressdo do lado direito de (1) é a série de
Fourier de f. Mas qual relagdo tem uma fun¢do com sua série de Fourier? Infelizmente nem
sempre temos uma igualdade, havendo casos em que a série de Fourier pode até divergir. H4
até exemplo de funcdo continua cuja série de Fourier diverge. A seguir, estudaremos condi-

¢Oes suficientes para que a fungdo f seja igual a sua série de Fourier.

Definicao 26 (descontinuidade de primeira espécie). Sejam f : D C R — R uma fungdo
e xo € D. Dizemos que xo é uma descontinuidade de primeira espécie de f se:

B lim £(x)

X— X

mas existem (e portanto sdo finitos):

lim f(x) e lim f(x)

x—>x0+ X—X0_

Defini¢do 27 (funcdo seccionalmente continua). Uma fungio f : [a,b] — R serd seccio-
nalmente continua se ela tiver apenas um niimero finito de descontinuidades, e todas de primeira
espécie em qualquer intervalo limitado.

Em outras palavras, dados a < b, existem a < a1 < ap < a3z < --- <a, <D, tais que f é

continua em cada um dos intervalos abertos ]a]-, aji1 [j=1,2,---,n—1, e existem os limites:

lim f(x) e lim f(x)
x—mj+ x—m;

Exemplo 28. A funcdo dada por:

g: R — R
1, sex>0
X
—1, sex <0
é seccionalmente continua. De fato, R =] — c0,0[U[0,00[ € f [|_co0[ € f []0,00[ SA0 continuas,
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Definicdo 29 (funcao seccionalmente diferencidvel). Uma funcgio f : R — IR serd seccio-
nalmente diferencidvel se for seccionalmente continua e f' for também seccionalmente continua.

Observemos que f’' ndo estd definida em todo ponto de f, pois nos pontos em que f é
descontinua, f’ ndo existird, e f” ndo existira nos pontos em que f’ ndo for continua, logo as
derivadas podem néo existir mesmo em alguns pontos onde f é continua.

Enunciamos (sem demonstrac¢do) a seguir o Teorema de Fourier, que nos diz quais as con-
di¢des suficientes para a convergéncia da série de Fourier de uma funcéo f.

Teorema 30. (Teorema de Fourier) Seja f : R — R uma fungio seccionalmente diferencidvel
de periodo 2L. Entdo a série de Fourier da fungdo f, dada em [[H, converge em cada ponto x

para [limx_mg f(x) —|—limx_>x0_ f(x)], ie.,

% llim f(x)+ lim f(x)] = 612_0 + i (ﬂn cos (n7zx0> + by sin (nﬂx())) (22)

+ = L
X—rXy X—rXy

Exemplo 31. Encontre a expansio em série de Fourier da fungao:

f: [-m0[U]o, ] — R
1, se —m<x<0
x,se0<x<rm

X
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Solugdo: Observamos que, neste caso, L = 7. Temos:

1 /7 1 0 1 Tt T
ao—;/_nf(x)dx—;-/_ﬂdx—i—;-/o xdx-l—kE.

ay = 1 /n f(x) - cos(nx)dx = % : /_O cos(nx)dx + % : /Onx -cos(nx)dx =

s —7T 7T
0 T
1 1 1 T
= —sin(nx)| +—- o sin(nx)| | ——- [ sin(nx)dx =
nm . T |n 0 nt Jo
T

1 (-1)" —1

= = — —_ 1 = —
" cos(nx) e (cos(nm) —1) 0

De modo anélogo, calculamos:

(—1)" - (1-n)—1

nrit

1 0 1 T
= -_— _ — 1 d — '/ . 1 d pu—
/ f(x)-sin(nx)dx - /nsm(nx) X+ — X sin(nx)dx
Desta forma, a série de Fourier desta funcéo é:

f(x) = —+ ™+ Z ( —7 -1 - cos(nx) + (=1 7&1; ) -1 -sin(nx))

Apresentamos abaixo o grafico dos 4 primeiros polindmios trigonométricos e como eles
aproximam a fungao:
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Exemplo 32. Exibir a série de Fourier da extensdo periddica da fungdo:
fio [ — R
. -1, sex € [-m,0]
1, sex €0, ]
Y
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
e R E— > @
—3m | !l it | 3t
| | | | | |

by =~ [ fx)-sin () = ( / On ~sin(n)dx + nsin(nx)dx) =220
% ; [1+ (;1)n+1] -sin(n - x)



Observamos que a extensdo periddica de f é seccionalmente diferencidvel e continua em

cada intervalo da forma |k - 7, (k+ 1) - [,k € Z e que, portanto, pelo Teorema de Fourier
para todo x €] — 7,0[U]0, 7, temos:

2 i {1+( 1)”“} sin(n - 2)

n:

21

e em x = 0, temos a série identicamente nula, que converge para 0 = #

Observe, abaixo, o grafico da extensdo periddica de f juntamente com os polindmios
trigonométricos so(x) = 0, 51(x) = ~ -sin(x), s3(x) = = -sin(x) + 5= - sin(3x) e s5(x) =
3 .sin(x) + 5= - sin(3x) + == - sin(5x):

Exemplo 33. Dado L > 0, obter a série de Fourier da extensio periddica da fungio dada por:
f: R — R

0, se x € [-L,0]
x o
1, se x € [0, L]

ondek € Z.
Yy
_— | aum—] L ¢—0 ¢
— — > T
—3L —L L 3L
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Soluc¢do: Notamos que a estensdo periddica da fun¢do acima é seccionalmente diferencié-
vel e periddica de periodo 2L. Assim, calculamos:

1 L 1 0 1 0 1 L L
e [t b e ][] [ ] [t

an:%_/Lf( ). c08<@>dx:
{/ flx COS d —|—/ f(x cos >dx] —
/f COS nnx)dxz%-/o cos<?>dx=£sin(nnx)

bn:%-/_LLf(x) sm(g)dx:
:% [/ flx sm d —i—/ fx sm )dx]:
Z-/()Lf(x)-sin<nnx =7 / sin nnx x:—nicos<n7£x>

L 1)+l 41
= ——-cos(nm)+ —-cos(0) = VAT L
nrw nr

de modo que:

L & (-1)"t+1 . (NTTX
~ — ———— . L . —
f(x) >t ni_l o s1n< 7 )

Pelo Teorema de Fourier, temos:

- —1)n 1 nrtx
(Vx €] — L,0[U]0, L[) (f(x) _ %+% ZM,QH( T >)

I\JIP—‘

1 L > )”+1+1 . ((nm0 1
2 2T Z Sm(_L )—z

alguns dos primeiros polindmios trigonométricos que “aproximam” a funcdo f e como o
fazem:
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RoOR
~—

i
N[— N|—

5 . [TIX
+ = sm( [ >
. [ TIX 37X
ss(x)= 1+2 sm(T)—F%-sm T
TX . 37Tx ) 5x
ss(x) = 3+ 2-sin (T) —|—32n-sm T —1—5%-5111 (L>

Exemplo 34. Exibir a série de Fourier da extensdo periddica da fungdo dada por:

f: [-LL[ - R
X = X

n
>

3L

/

Soluc¢do: Notamos que a estensdo periédica da func¢do acima é seccionalmente diferencidvel e
periddica de periodo 2L. Assim, calculamos:



L 1 2(-1)"L? 2 (=" 2L (-1t
L J_L L T

de modo que:

flx) ~—

Pelo Teorema de Fourier, temos:

(Vx €] — L, L[) (f(x) = i (_n) .sin(nfx>>

7T n L

Apresentamos abaixo o gréfico de f juntamente com os 4 primeiros polindmios trigono-
métricos:

-2 F U gy (m0)

n=1

(

so(x) =0
51(x) = 2-L-sin(%)

7T

_ 2-L-sin (2F) L-sin(z%)+2-L-sin(3%)

\53(x) 7T 7T 37T

8

Exemplo 35. Exibir a série de Fourier da extensdo periddica da fungio:

f: [-m,r] - R
X - x2
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N
4

n 3

Soluc¢do: Sendo esta uma funcdo par, os termos em b, sdo todos nulos.

Temos:
1 (7 2772
ag = —/ 2dx = 5
7T J—71 3

_1)”
n2

1/ 5 (
an:—/ x“-cos(n-x)dx =4-
TJ—rn

de modo que a série de Fourier seré:
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8 Séries de Fourier para Func¢des Pares e Impares

Veremos, nesta se¢do, que sempre que f : [—L, L] — R for uma fungdo par que admite coefi-
cientes de Fourier, os coeficientes b, que multiplicam as fun¢des seno, sdo sempre zero, e que
se a funcdo for impar, os coeficientes a,, com n > 1 é que serdo nulos.

Defini¢do 36 (extensdo par de uma funcdo). Seja L > 0. Dada uma fungio f : [0,L] — R,
sua extensdo par é:

f: [-L L] — R

. f(x), se x € [0,L]
~ {f(—x), se x € [-L,0]

Graficamente, obtemos a extensdo par de uma funcdo refletindo seu grafico ao redor do
eixo Oy.

Seja, assim, f : [-L,L] — R uma fung¢do par. Seus coeficientes de Fourier podem ser

obtidos como segue:
1 L 2 (L
ay = Z-/Lf(x)dx: Z~/0 f(x)dx
fungéo par

a, = / - COS nnx) dx = i / f(x) - cos <n_7lrlx) dx

fungao 1 0 impar

by / sm nrtx =1 / f(x)-sin n7'(x> dx =0
de modo que sua série de Fourier sera:
ap nritx
5 T Z ay - cos ( T )

Como os coeficientes de Fourier, b, sdo todos zero, ndo aparecem termos de seno na série
de Fourier de f, e dizemos que a série é uma série de Fourier de cossenos, ou simplesmente

série de cossenos. Ela converge para a fungdo original f : [-L,L] — R. No caso em que é
dada f: [0,L] — R, a série de cossenos ¢ a série de Fourier de sua extensdo par, f : [-L,L] —
R.
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A série de Fourier de uma funcdo impar f : [—L, L] — R é a série de cossenos:

f(x) = i ay - sin (?) (23)

n=1
onde:

an =1 / f(x) - cos nnx) dx (24)
Exemplo 37. Encontrar a série de cossenos da fungdo:
f: [0,%] — R

{1, se 0<x< 7
x

0, se 7 <x<m

Solugido: Para obter a série de cossenos, selecionamos a extensdo par da fun¢do em [— 71, 77,
cujo grafico é dado abaixo:

u K

I
3
|
ST
NN
~
A 4
=

e calculamos os coeficientes:

nnx 2 /3 2 nnm
/ f cos ) dx = e /0 cos(nx)dx = — - sin <7>

nm
Portanto, a expansdo em série de cossenos da fungdo f é:
1 & 2 nr
xX)=z+ sm( )-cosnx
flx) = 2+ % 2 wsin () -cos(nx)
n=1
A série de cossenos se iguala exatamente aos valores de f(x) para x # 7; no ponto x = 7,

o valor da série de cossenos é % Graficos dos polindmios trigonométricos sdo dados em

seguida:
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s1(x) = ; + 72T - cos(x)
sp(x) = ; + — - cos(x) — =— - cos(3x)

Defini¢do 38 (extensdo impar de uma fungdo). Seja L > 0. Dada uma fungio f : [0, L] —
R, sua extensio impar é:

f: [-L L] — R

. f(x), se x € [0,L]
~ {—f(—x), se x € [-L,0]

Graficamente, obtemos a extensdo impar de uma funcéo refletindo seu grafico pelo do eixo
Ox e, em seguida, refletindo a figura obtida em torno do eixo Oy.

Seja, assim, f : [-L,L] — R uma fung¢do impar. Seus coeficientes de Fourier podem ser
obtidos como segue:
f impar
1 L T
aozz-/_Lf(x)dx = 0
funcdo impar
ay = 1 }(x) cos (ﬂjdx =0
"L ) L B

fungao par

by = % : /_LL}(x) -sin (mgx)‘dx = % : /OLf(x) - sin (%) dx
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de modo que sua série de Fourier sera:

; b, - sin <n_7LIx>

Como os coeficientes de Fourier, a,, sdo todos zero, ndo aparecem termos de cosseno na
série de Fourier de f, e dizemos que a série é uma série de Fourier de senos, ou simplesmente
série de senos. Ela converge (pontualmente) para a fungdo original f : [-L, L] — R. No caso
em que é dada f : [0,L] — R, a série de senos é a série de Fourier de sua extensdo impar,

fil-LL - R

A série de Fourier de uma fungdo impar f : [—L,L] — R é a série de senos:
= . (NTTX
flx) = ;;1 b, - sin (T) (25)
onde:
2 L . /n7X
by = T /Lf(x) -sin (T) dx (26)

Exemplo 39. Encontrar a série de senos da fungdo:

f [O,%] — R
1, se 0<x <7
X —
0, se z<x<m

Solugido: Para obter a série de senos, selecionamos a extensdo impar da func¢do em [—7, 77|,
cujo grafico é dado abaixo:

\4
=

e calculamos os coeficientes:
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b _ 2 /ﬂf(x) in(nx)dx—2 /7211 i (nx)dx—l—/n() in (nx)dx| =
= s =<1/ sin ; sin x| =
_ 2
Conm
de modo que a série de Fourier é:
= 2
) — sin(nx)

9 Integracao de Séries de Fourier

Comecaremos com um lema importante sobre integrais de funcdes periddicas:

Lema 40. Se f : R — R é uma fungio continua, periédica de periodo 2L, entdo Vx € R, temos:

[ s = [ fwa

Demonstragiio. Seja G(x) = [} e f(x)dx. Mostraremos que G é constante.
Com efeito, observe que como f é continua, podemos usar o Teorema Fundamental do Cal-
culo para computar o valor da derivada de G:

ilfc; ddx f( )dx = f(x+ L) — f(x— L) = f(x) — f(x) =0

Logo, a derivada de G é a fungﬁo identicamente nula e depreendemos que G é constante, de

modo que G(x) = G(0) = f_LLf(x)dx, e segue o resultado. Ademais, se fizermos y = x + L

neste resultado, seguira que:
x+2L L
|7 fodx= [ foax
x —L

9.1 O Teorema sobre Integracao de Séries de Fourier

Seja f uma fungdo integravel e absolutamente integravel, de periodo 2L, f : R — R a qual
supomos ser igual & sua série de Fourier:

flx) = 2 04 Zancos <n7Z )+bn sin (ﬂ_zcx)

n=1
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Ademais, supondo que a série converge uniformemente para a funcdo, podemos integra-la
termo a termo, concluindo que:

/abf(x)dx:/ab%()dx—kg [/abancos <?>dx+/abbnsin (?)dx} (27)

Comecemos com uma funcdo f : R — R, peridédica de periodo 2L e seccionalmente
continua. Definimos a fun¢do F : R — R, pela seguinte expressao:

X ao
Fex) = [ [0 - %) at (28)

0 2
a qual é continua. Como consequéncia do Teorema Fundamental do Célculo, temos que F’'(x)
existe em todos os pontos x onde f é continua e, mais ainda, F/(x) = f(x) nesses pontos. As-

sim, F'(x) é seccionalmente continua.

Observamos também que F é peridédica de periodo 2L, pois podemos escrever:
x+2L ao L ag
F@+2U—Fuy_A {ﬂn—fym_/lﬁﬂﬂ—fyu_ (29)

L L g,
:/Lﬂﬂw—/Lim:mﬁ—%L:o (30)

Resumindo, temos que F é continua (pois é integral de uma fungéo), tem derivada F’ =
f(t) continua por partes, pois foi esta a condicdo exigida primeiramente de f(¢). Aplicando o
Teorema de Fourier, pois estamos satisfazendo suas hipoéteses:

i [A cos( 7LT )—I—B sin (%)} (31)
Onde:

% ) cos —dx n>0

% ) sin —dx >1

Integrando por partes, podemos obter:

1 L nux L, nix
An—z |:F(X)—Sl T|_L—/_LEF (X)Sln de
De modo que:
nri



Analogamente:

1 L nix L _, nx
B"_f F(x)n—cosT|_L /L nnF (x) cos dx
De modo que:
La,
B, = ,n>1 (33)
nm
Para calcularmos Ay, basta fazermos x = 0 em (E1l), e obtemos:
A (o]
= 70 + Z A,
n=1
Assim,
. hld 34
- ; " (34)

Assim, usando (Z8), (BI) e as expressOes para os coeficientes de Fourier em (B2), (33) e (B4),

obtemos: i
| rmat =)+

agx b, nix L niTx
/f L —Z—+Z——bncosT+—ans1nT

Que pode, equivalentemente ser escrita como, se observarmos as igualdades entre os coefici-
entes de F(x) e de f(x) em suas séries de Fourier:

nrt x . nrt
/f t)dt = / dt+2(/ ancosTdtJr/O b, sin Tdt> (35)

A expressao (B3) fornece (27) fazendo-se x = a e x = b e subtraindo-se as expressdes entdo
obtidas.

Assim, acabamos de demonstrar o:
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Teorema 41 (Teorema sobre Integracio de Séries de Fourier:). Seja f : R — R uma
fungdo periédica de periodo 2L e seccionalmente continua e seja:

a e nix . NTX
EO + Z;l <an CcoSs I + b, sin T) (36)
n=

sua série de Fourier. Entdo:

(i) a série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada é a integral de f; mais

precisamente,
b b o b b
/ f(x)dx = / D0 0% + ) (an/ cos @dx—kbn/ sin @dx> (37)
a a 2 = a L a L
(ii) a fungdo F(x fo — 70 |dt é periddica de periodo 2L, continua, tem derivada
F'(x) secczonalmente contmua representada por sua série de Fourier:
x ap L &b, & L ntx L . nmx
t)—=|dt==) — ——b — 4+ — —
/0 [f() 2} n,;ln+1§ o +nnansm L &)
onde: ) .
L&b, 1
=) —== F(x)d 39
L= o [ PO )

Observagao 42. Para as aplicagdes, o teorema acima toma a forma prdtica sequinte:
Se

f(x) ~ %0 -1—1;:1,1 cos (?) + by sin <n_7Zx)

entdo:

R = [ (70 - 2) at =
“ar J, P L B (e S )

Aplicagoes: Todas as fungdes a seguir sdo periddicas de periodo fundamental L.

(i) Considere a funcdo f(x) = x, para —L < x < L. temos

2L i ) onmx
= sin
e L
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(ii)

(iii)

Logo,

X
F(x) = =+
() =3
e L )
1 L
Z /_L P(X)dx = —
e, portanto:

Para —L < x < L.

Aplicando novamente o teorema a (&), e como:

obtemos:

Para - L <x <L

Usaremos o teorema acima mais uma vez em (&I).Como

x (3 L2 xt o L2x?
o= [ (5% )= 1

1 /L 714
— dx = ——
or ., F)dx = =35
Obtemos:
xt L2 7L 2L* & (1)t nmx
Z - = + Ccos
24 12 360 7t n L

Fazendo x = L em (&2), obteremos:
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10 Identidade de Parseval

Dada uma fungdo f : R — R, periddica de periodo 2L, integrével e absolutamente integra-
vel, podemos calcular sem problemas os seus coeficientes de Fourier, ag, a,, e b,,. A Identidade
de Parseval ( em homenagem ao matemaético francés do século XVIII, Marc-Antoine Parseval
des Chénes) nos diz que:

1 2) )P
§a0+2a—|—b L/ x)|*dx

n=

Informalmente essa igualdade nos diz que a soma dos quadrados dos coeficientes de Fou-
rier de uma fungdo é igual a integral do quadrado da fun¢do. Mais formalmente, observamos
que a igualdade de Parseval valerd para func¢des cujo quadrado é absolutamente integravel.

Defini¢ao 43. Uma fungio f : [—L,L] — R é de quadrado integrdvel se, e somente se:

[ 1

existir e for finito. Notagdo: f € £*([-L,L]).

Observe que toda fungdo continua, em particular, é de quadrado integravel.

Teorema 44 (Segundo Teorema de Fourier). Sejam f € £*([-L,L],R) e:

sn(x) = 2 by Z (ak cos <k7th> + by - sin (k%))

onde ay, ay, by sdo os coeficientes de Fourier de f. Entdo:

lim ' [f (%) — s,(x)]?dx =0

n—oo J_ 1,

Este resultado nos d4 a relagdo entre a média do valor absoluto do quadrado da funcéo e
seus coeficientes de Fourier. Devemos observar, portanto, que o objetivo deste teorema nédo é
calcular a média do valor absoluto do quadrado de uma fungdo sabendo-se seus coeficientes
de Fourier (pois isto pode ser feito por meio de simples integra¢do), mas sim relacionar tais
valores.
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Teorema 45 (Identidade de Parseval). Seja f :] — L, L[— R uma fungdo de quadrado inte-
grdvel, ou seja, tal que para quaisquer a < b tenha-se:

b
/ f (x)2dx < oo,
a
e cuja série de Fourier converge uniformemente para ela. Entio:

1

L2t Y (@ +82) = / %) [2dx (43)
20T L L

Demonstragio. Admitindo que:

121 5 (e () < s (7))

como a série converge uniformemente, podemos multiplicar por f(x) e integrar termo a termo
a igualdade acima, donde obteremos:

/_LLf(x)de = %0 /_LLf(x)dx+

i(an/ fx cos—dx+b/ f(x sen—dx)

onde usando as expressdes ffo(x) cos M dx = a,L, f f(x)sen 2dx = b,Le f flx
Lag, chegamos a:

L 2 0
|, ftar = 2L 41 . (a5 +00)
n=

E finalmente a:

iantbz

]’[:

Nlom

Lot
O

A identidade de Parseval , no entanto, é valida sob condi¢des menos restritivas que
estas que impusemos aqui.

Vejamos agora algumas aplicagdes da igualdade de Parseval.

Aplicacdo 1: Usaremos a identidade de Parseval para encontrar a soma de uma série
infinita. Considere a expressdo (&), que nos diz que os coeficientes de Fourier da funcdo
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f(x) = x® — L%x, integravel e absolutamente integréavel, periédica de periodo 2L s&o a, = 0
(trata-se de uma funcdo impar) e:
b — (—1)"12L3
" w3l

Dai, se aplicarmos diretamente a identidade de Parseval, (3), obteremos:

Aplicagao 2: Podemos utilizar a identidade de Parseval, (83) para garantir a convergéncia
de algumas séries. Por exemplo, seja f : [0, L] — R uma funcdo continuamente derivavel tal

que f(0) = f(L) =0, e seja:
nmx

by, L/ f(x)sen —dx (44)
Mostraremos que

Z |by| < o0 (45)
n=1

Le., que a série dos termos b, converge absolutamente, e, portanto, converge. Para tanto,
integramos por partes (B4), para chegarmos em:

/ f'(x) cos n_rcxdx

Portanto, pensando em f como uma func¢do impar e periddica de periodo 2L, sua derivada,
f' é uma fungéo par, periddica de periodo 2L, concluimos que:

L
bn:_a

/
—d, (46)

Onde bys sdo os coeficientes de Fourier de f e a;s sdo os coeficientes de Fourier de f’.
Observe que, para quaisquer a, b temos:

(a+b)?

a* 4 2ab +b* > 0
1 72
2"
Usando a desigualdade acima, obtemos de (26 ):

+ b2>ab

L* 1
|b |— 27T PY;) 2 §|an|2
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Logo, temos que:
Z|bn_2n22n2+ Z|"|

Onde a segunda série (a dos coeficientes de Fourier de f’) converge gracas a Identidade de
Parseval.

11 Outros tipos de Convergéncia

Existem outros teoremas sobre convergéncia das séries de Fourier; eles dizem, essencialmente,
que se definirmos “outros tipos de convergéncia”, as séries de Fourier terdo um comporta-
mento ainda melhor. No que segue, escrevemos:

)=+ (oo () -in (7))

O primeiro teorema mostra que a série de Fourier de uma fun¢do continua por partes
determina a funcao.

Teorema 46 (Teorema de Fejér). Seja f : R — R uma fungdo continua por partes, periddica
de peiodo 2L. Definindo:

So(x) +51(x) + - - - 4 sm(x)
m+1

om(x) =

temos que:

im o (x) = 5 - im £(6) + Jim £(2))

m—ro0 t—xy t—x_

O segundo teorema que nos interessa se baseia na ideia de “erro quadratico minimo”.
Sejam f e ¢ duas fung¢des definidas em um intervalo | — L, L[. A “distancia quadratica média”

entre f e g é:
=1 [ 1)~ g(x) P

Esta “distancia” nos d4 uma medida da diferenca entre f e g que é 1til em muitos casos.

48



Teorema 47. Seja f :| — L, L|— R uma fungdo continua, e consideremos sua extensio periddica
de periodo 2L. Valem:

@ timp [1 [  Jon - f@Pdz| =0

(b) Se p(x) = L+310 4 (cn - COS (?) +d, - sin (%)) é um polindmio trigonomé-
trico de ordem m, entio:

L ton) — fPax < 1 [ I — £

(c) Identidade de Parseval:

L pwpae =24 (@ +82)
L _fo x_z ay n

n=1

(d) A série de Fourier de f pode ser integrada termo a termo, isto é, para todo x € R, temos:

=" 0y [ oy cos (P +b, -sin (7
/Of(t)dt— > +1§1/0 {an cos<L)+bn sm(Lﬂdt

12 Desigualdade de Bessel

Definicio 48. Uma funcio f : [a,b] — R é chamada quadrado integrdvel se f e |f|? sio
integrdveis. Dizemos que tal funcdo é de classe £2. Portanto, temos que £ é o espaco vetorial
de todas as fungdes quadrado integrdvel.

Observacgdo 1: Se f for limitada e integrével a Riemann, entdo f sera quadrado integréavel
b
| 1Pz < MP —a)
a
Onde M = sup {|f(x)|;x € [a,b]}.
Observacio 2: Se f nao é limitada, pode acontecer que ela seja £, mas ndo £2.

Consideremos a fun¢do f(x) = x"2,com 0 < x < 1. Sua integral imprépria de 0 a 2
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converge, mas a integral imprépria do quadrado do seu médulo diverge:

1 1
/ X 2dx =2;
0

1 1
/ |x*%|2dx = / xldx = —limIne = 0
0 0

e—0

Observacao 3: Nossas fungdes estdo definidas em intervalos limitados. Ademais, se
f e L entio f € L.

A demonstracdo deste fato estd relacionada a desigualdade de Cauchy-Schwarz para inte-
grais:

Desigualdade de Cauchy-Schwarz para Integrais: Sejam f e g fun¢des de quadrado
integraveis em um intervalo [a,b]. Entdo fg é absolutamente integrével e:

/a g ()ldx < { / ' f(x)|2dx] % { / ') g(x)|2dx} : 47)

Abordaremos melhor esta desigualdade na préxima secéo.

Usando a desigualdade (872) com g(x) = 1, obtemos:

INEIE = |/ b If(X)|2dxF <o

Como f é quadrado integréavel, entdo a integral da direita converge, e pelo teste da compara-
¢do, a integral da esquerda converge, implicando que a fungéo f é £

Defini¢ao 49. Uma sequéncia de fungdes (f,) de quadrado integrdvel, em um intervalo [a, b],
converge, em média quadrdtica, para uma fungio f de quadrado integrduvel, se:

b
lim [ |fu(x) = f() P = 0

n—o00

A expressio:
b
en= [ fulx) = fx) P

é chamada erro médio quadritico, na aproximagdo de f por fy.
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Mostraremos agora que as reduzidas de uma série de Fourier, s,(x), de uma funcéo de
quadrado integravel sdo os polindmios trigonométricos que melhor aproximam f em média
quadratica. Mais precisamente, consideremos um polindmio trigonométrico de ordem n:

c 1 krtx krtx
ta(x) = EO + kzi (ck CoS —— + disen T)

e designemos por:

L
ew= [ lsn(x) = f(x)dx
k 2
bn= [ Ita(x) ~ f(x)Pdx
Provemos que:
en < &y (48)

Para tanto, utilizamos as relacdes de ortogonalidade dadas no Teorema I8 e as expressdes dos
coeficientes de Fourier, e obtemos:

-L
L n k 2
:/ C—O—i—z ckcos——l—dkseni) — f(x)| dx =
L2 = L
&)

2(co — f(x))- i (Ck cos ]% + disen k%) +

2
! krx krx
+ (Z Cx COS —— —|—dksenT> ' dx =

k=1

—Lco—l—/ (x)]? x—co/ fx dx+/ COZ(ckcosk——kdksenk%)d—k
2
/L Z:ccos]ﬂ—kdsenkﬂ dx
L \ETT L T

=1

Observando agora que:



e que:

L
/ co Z (ck cos krx + disen kﬂ) dx =

-L {0 L L
n L krtx L krtx
=c c cos —dx +d / sen—dx)
Dy (c [ cos ™ arsde [ sen’]
Ademais: .
L krtx L kx|~
/ cOoSs —dx = —sen —— =0
L krtx L kx| * L
/ sen —dx = — coS —— =0
L L km L |.__;

Temos ainda, que

2
L & krtx krtx
/ chcosT+dksenT dx =
—L \k=1
L n k k 2
/ ) (c% cos? % 4 t;l%senZﬂ + TC> dx
~L i L L

Além disso:

/ Z(ckcos —+d2 kﬂ +TC> dx =
n L L L
) (c%/ coszkﬂdqud%/ sen27% dx+/ Tc dx)
= ~L L -L L ~L

onde T sdo os termos cruzados em seno e cosseno. Utilizando as relagdes de ortogonalidade
dadas no Teorema [8, a expressdo acima se iguala a:

n

Z ck+d2

L L L -
o= SR+ LY (G+d) + / f()Pdx — Lagcy — 2LY (e + bick)
k=1 - k=1

E dai, completando quadrados, temos:
, _ L 2 - 2
= = (co—ao)"+ LY (cx —ax)’+
2 k=1
n L
+LYy (dk—bk)2+/L|f(x)|2dx—T—LZ (a2 + b2)
k=1 - =
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Observemos que obteremos o menor valor de é, quando ¢y = ag, ¢y = a; e dp = by (para
k=1,---,n). E neste caso, vemos que é, = ¢,. Logo, em geral, teremos:

en < €,

Para estabelecermos a desigualdade de Bessel abaixo, observamos que &, > 0 para qualquer
escolha dos coeficientes ¢, e d;, portanto:

L 2 L”’% = 0,0
Ogen:/ F(0)Pdx — 220 LY (a2 4 1) (49)
-L 2 k=1
e dai:
Doy @) <k [P
2 — k k - L)t

k=1

por fazer ag = cp, ax = cx e by = dx. Como a desigualdade vale para qualquer n, podemos
concluir que

Desigualdade de Bessel: Se f : [~L,L] — IR é uma funcao de classe .#?, entdo:

2 00 L
Dy @+ <1 [ U@ (50)

k=1 -

13 Convergéncia Uniforme da Série de Fourier

Nesta secdo, pretendemos fornecer condi¢des suficientes sobre uma fungdo f, peridédica de
periodo 2L que garantam a convergéncia uniforme de sua série de Fourier. A ideia é aplicar
o teste M de Weierstrass.

Teorema 50 (Primeiro Teorema sobre Convergéncia Uniforme da Série de Fourier).
Seja f uma fungdo periddica de periodo 2L, continua e com primeira derivada de quadrado
integrdvel. Entdo a série de Fourier de f converge uniformemente para f. (i.e., as condicdes do
teorema sio f € Ce f' € £?)

Teorema 51 (Segundo Teorema sobre Convergéncia Uniforme da Série de Fourier).
Seja f periddica de periodo 2L, seccionalmente continua e tal que a derivada primeira é de qua-
drado integrdvel. Entdo, a série de Fourier de f converge uniformemente para f em todo intervalo
fechado que ndo contenha pontos de descontinuidade de f.
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