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AGENDA 06

Prof. Jean Cerqueira Berni*

Apresentacdo

Nesta agenda introduzimos o conceito de continuidade de uma fun¢do em um ponto, bem
como o de descontinuidade. Damos diversos exemplos de fung¢des continuas, utilizando-nos
das propriedades aritméticas dos limites.

Apresentamos um resultado que nos garante a continuidade da composi¢do de fungdes e
técnicas de resolucdo de limites usando as nogdes introduzidas.

1 Continuidade de Func¢des

Informalmente, definimos uma funcdo f : D C R — R como sendo continua em um ponto
do seu dominio quando satisfizer a propriedade abaixo:

“E possivel controlar a distancia de f(x) a f(x) simplesmente controlando a distancia
entre x e xo.”

Vamos tornar mais preciso o enunciado acima: a distancia entre f(x) e f(xo) é |f(x) —
f(x0)|, enquanto a disténcia entre x e xg é |x — xp|. Reformulando a afirmacdo anterior, temos:

“E possivel controlar | f(x) — f(xo)| simplesmente controlando a |x — x|.”

Mas o que significa, exatamente, “controlar |f(x) — f(xg)|”? Significa que podemos limi-
tar superiormente |f(x) — f(xo)| por qualquer ntimero positivo. De modo, analogo, “controlar
|x — x9|” significa limitar |x — xo| por algum ntimero positivo. Note, assim, que f serd conti-
nua em Xy se para controlar a distancia de f(x) a f(xg) for suficiente limitarmos a distancia de
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X a xp a um valor “pequeno o bastante”.

Nos termos acima, podemos re-enunciar a continuidade de uma fungdo f : D C R — R
em xo € D como:

“E possivel tornar a expressdo |f(x) — f(xo)| limitada superiormente por um ndmero
qualquer, ¢ > 0 simplesmente tornando a expressdo |x — xg| menor do que um certo
namero positivo, 6 > 0.”

Nestes termos, f : D C R — R é continua em um ponto xj se, e somente se, dado qual-
quer ¢ > 0 (digamos uma “margem de erro para o resultado”), existir § > 0 (digamos, uma
“margem de erro para o dado”) tal que, se x estd no dominio de f e |x — xp| < J, tenha-se

[f(x) = f(xo)| <e.

Em termos simbdlicos, temos:

Definicdo 1 (continuidade “raiz”). Sejam f : D C R — R wuma fungio e
xg € D = dom (f). Dizemos que f é continua em xg se, e somente se:

(Ve >0)(36 > 0)((x € D)&(|x — x0| <8) = [f(x) — f(x0)| <e)

Observe, agora, o caso em que Xy € D’. Note que a sentenga:

(Ve > 0)(36 > 0)((x € D)&(|x — x0| < 0) = |f(x) = fx0)| <¢) 1)
é muito similar aquela que usamos para expressar que:
lim f(x) = f(x0),

qual seja:

(Ve >0)(36 > 0)((x € D)&(0 < [x —xo| <0) = [f(x) = fx0)| <¢) )

Note que, claramente, (I) = (2), uma vez que se para todo x satisfazendo |x — x| < &
vale |f(x) — f(xo)| < ¢, a fortiori para todo x satisfazendo 0 < |x — x9| < J (uma condigdo
mais exigente que |x — xg| < 6, pois excui a possibilidade de x ser igual a xy) também tem-se

f(x) = flx0)| <.

Perceba que, como estamos tratando de continuidade, o ponto x( deve pertencer ao domi-
nio de f, ou seja, existe f(xp). Desta forma, se estiver satisfeita a sentenca (2)), teremos:

[x —x0| <= {(x#xo)&(lx—xd <9 {0< x—xo| <08 F(x) - flxo)| <e

(x = x0)&(|x — x| <) x=x9=|f(x0) — f(x0)|=0<e¢



ou seja, vale (I).

Logo, se [x — xg| < J tem-se, de um modo (x # xp) ou de outro (x = xp), |f(x) — f(x0)| < &.

A argumentacdo acima nos permite descrever a continuidade de uma func¢do como segue:

Definicdo 2 (continuidade “Nutella”). Sejam f : A C R — R wuma fungio e
xo € A =dom (f). Dizemos que f é continua em xg se, e somente se, uma das seguintes
condigoes for satisfeita:

(C1) x¢ € ponto isolado de D;
(C2) Caso xg € D', se limy_,x, f(x) = f(x0).

Quando a fungio f : A C R — R é continua em todos os pontos de seu dominio, dizemos
simplesmente que “f é continua”.

Conforme vimos na agenda anterior, as seguintes fun¢des sdo continuas em qualquer

ponto de seu dominio:
e a fungdo constante, f(x) = k (Exemplo 2 da AGENDA 05);
e a fungdo afim, f(x) = a-x + b (Exemplo 3 da AGENDA 05);
e a fungdo f(x) = sin(x) (Proposi¢do 4 da AGENDA 05);

e a funcdo x — |x| (Exemplo 10 combinado com o Lema 5 da AGenDpA 05).

Definicao 3 (func¢do descontinua em um ponto). Dizemos que uma fungio f : A C R — R
é descontinua em xo € A se, e somente se xq for ponto de acumulagio de A e limy_,, f(x) #

f(x0) ou se Hlimy_y, f(x).

Exemplo 4 (fun¢ido descontinua em um ponto). A fungdio:

g: R — R
R |—jz|, sex #0
0, sex=0
ndo é continua em Q, posto que:
Alim m
x—0 X



De fato, veja que os limites laterais sdo distintos:

dim g(x) = g)g(x) =lim1=1.

li =li = lim -1 = -1
o 80) = limat) = Jin
X

Exemplo 5 (funcdo descontinua em um ponto). Considere a fungdo:

R — R
1
sin{— ], sex#0
oo () e
1, sex=0
Tal fungio é descontinua em 0, uma vez que o limite de g(x) conforme x tende a xy ndo existe.

Exemplo 6 (funcdo descontinua em todo o seu dominio). Considere a fungio:

h: R — R
1
N ,sex€Q
0, sex e R\Q

Tem-se, assim, por exemplo, h(1) = h(1/2) = h(2/3) = 1 e h(v/2) = h(\/3) = h(m) = 0.
Seja xo € R qualquer. Mostraremos que h ndo é continua em xy mostrando que:

3 lim h(x).

X—r X

Isto se verifica devido ao fato de que, em qualquer vizinhanga de xq, ou seja, para qualquer & > 0,
existem sempre x; €]xg — 6, %0+ 6[NR\ Q e x, €]xg — 6, x9 + J[NQ.

Vamos construir duas sequéncias convergindo para xo, (an)neN € (bn)nen, tais que (Vn €
IN)(a, € R\ Q) e (Vn € IN) (b, € Q). Seguird disto que:

a, — Xo e by, — xg

(Vn € N)(h(a,) =0)

(Vn € N)(h(by) =1).
Construgdo de (a,),en: Dado n € IN, pelo Teorema 20 do MATERIAL SUPLEMENTAR, existe

um numero irracional entre xo — — e xg + —. Escolhemos um niimero irracional neste intervalo e o
n n
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1
denotamos por a,. Note que, dado ¢ > 0, basta tomarmos ng(e) = k—‘ , e teremos, para n > ny(e),
1 1
xXg— &< xO_E < ay < x0+5 < X0 + €& 0 que mostra que a, — X.

Construgio de (by),cn: Dado n € IN, pelo Teorema 22 do MATERIAL SUPLEMENTAR, existe

um niimero racional entre xo — . e xo+ p Escolhemos um niimero racional neste intervalo e o de-

1
notamos por by,. Note que, dado ¢ > 0, basta tomarmos ny(e) = [E-‘ , e teremos, para n > ny(e),

1 1
Xg—€e< Xo— <b, < xo—i—ﬁ < x0 + €, 0 que mostra que b, — xo.
Pelo Teorema 15 das NOTAS DA AGENDA 08, de 11 de setembro de 2020, segue que:
3 lim h(x).
X— X

Uma vez que xo € R é qualquer, a fungio é descontinua em todo seu dominio.

2 Propriedades das Func¢des Continuas

Convém enunciarmos propriedades fundamentais das fun¢des continuas, como o seu fecha-
mento sob as opera¢des de soma, subtra¢do, multiplicacdo e divisdo.

O teorema a seguir é uma consequéncia imediata da definicdo de continuidade em um
ponto e das propriedades aritméticas dos limites:

Teorema 7. Sejam f,g: A C R — R fungdes continuas em xo € AN A’. Entdo:
D f+g:ACR — Récontinua em xo;
(I) f—g:ACR — Récontinua em x;

II) f-g:ACR — Récontinua em xop;

(IV) Se g(x0) # 0, é—; : A\ ¢7'[{0}] € R — R é continua em xo;

Demonstragio. Ad (I): Como f e g do continuas em xy, tem-se:

lim £(x) = f(x) e lim g(x) = g(x0)

X—XQ X— X

Como o limite da soma é a soma dos limites, tem-se:



lim (f +¢)(x) = lim f(x) + lim ¢(x) = f(x0) + g(x0) = (f + &) (x0)-

X— X X— X X— X

Ad (II): Como f e g do continuas em x, tem-se:

lim £(x) = flxo) e Jim g(x) = g(x0)
Como o limite da diferenca é a diferenca dos limites, tem-se:

lim (f —¢)(x) = lim f(x) — lim ¢(x) = f(x0) —g(x0) = (f — &) (x0):

X— X X—XQ X—XQ

Ad (III): Como f e g do continuas em xp, tem-se:

lim £(x) = f(xo) e Jim g(x) = g(x0)
Como o limite do produto é o produto dos limites, tem-se:

lim (- ¢)(x) = lim f(x)- lim g(x) = f(x0) - g(x0) = ( - &) (x0)-

X—XQ X—XQ X—XQ

Ad (IV): Como f e g o continuas em x, tem-se:

lim f(x) = f(x0) e lim g(x) = g(xo)

X—Xg X—Xg

Como g(xp) # 0 e, nesta condigdo, o limite do quociente é o quociente dos limites, tem-se:

CIOLE == R QL

]

Observacio 8. L falso que a soma de suas fungoes, f,g: A C R — R descontinuas em xg € AN A’
seja descontinua em xy. Considere as fungoes:

g: R — R
1, sex>0
X
—1, sex <0
h: R — R
-1, sex >0
X =
1, sex <0
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ambas descontinuas em xo = 0. No entanto, a soma destas duas fungdes, g +h : R — R, é a fungio
constante igual a zero, que é continua em xy = 0.

Teorema 9 (Teorema da Conservacdo do Sinal). Seja f : A C R — R continua em
xo € A’. Se f(xo) > 0, entdo existe & > 0 tal que:

(Vx € A)(|x — x| <6 = f(x) >0).

Outrossim, se f(xg) < 0, entdo existe 7 > 0 tal que:

(Vx € A)(]x —xo| <= f(x) <0)

f(xo)

0,
5 >

Demonstragdo. De fato, uma vez que f(xg) > 0 e f é continua em xy € A’, dado ¢ =

existe § > 0 tal que:

ou seja,

0<@<f(x)<3 5

Assim, se x € A é tal que |x — xg| < J entdo:

0 < f(x).

O outro caso é andlogo. O

(x0) -+ - :
f Of@B.--.—/—.\ f
’ 1 . F ,
1 L > X




2.1 Exemplos de Fun¢des Continuas

Nesta subsegdo apresentamos diversos exemplos de fungdes continuas.

Definic¢ao 10 (fun¢do polinomial). Seja n € IN. Uma fungdo polinomial de grau n é uma
fungdo da forma:

p: R — R
X = ap-xt+a,q-x" 4+ +ay-x2+a;-x+ag,

onde ap,ay,- -+ ,a,—1,a, € R sdo tais que a,, # 0.

Exemplo 11 (continuidade da fung¢do f(x) = 2-x + 3 no ponto xo = 1). Dado € > 0, podemos
encontrar 6 > 0 tal que vale a seguinte implicagdo:

x—1|<é=[f(x)— f)|=2-x+3—(2-143)| =2 x+3—5| <e

Vamos buscar uma condigdo suficiente envolvendo o termo |x — xo| = |x — 1| para que tenhamos
12 x — 2| < e&. Temos:

2-x—2| <& <=

— 2] |x—1l<e <=

I3
2
Deste modo, se tomarmos 6 = €/2, teremos a implicagdo:

— |x—1|<

3
2
Assim, f é continua em xy = 1, pois dado ¢ > 0, existe 6 = ¢/2 > 0 tal que |[x — 1] < § =

f(x) = fD)] <e

Para alguns valores de € entre 0 e 3, veja https.// www.geogebra.org/ m/ fadspkk3c.

x—1<d===12-x—-2|<e¢

Exemplo 12 (continuidade da funcdo polinomial). Toda fungio polinomial é continua em qual-
quer ponto de seu dominio.

Com efeito, segue do Teorema [7 que, como a fungio f(x) = 1-x+ 0 é continua e as fungdes
constantes iguais a ap, - - - , a, sdo continuas, pelo item (III) seque que f>(x) = x-x = x2,--- f(x) =
x" sdo fungodes continuas em todo o seu dominio, bem como as fungdes x — ap - x",--- ,x — a -
x,x — ag. Pelo item (I) do mesmo teorema segue que:


https://www.geogebra.org/m/fdspkk3c

p(x) = ay 2"+t Xt ag

é continua em qualquer ponto do seu dominio, ou seja, para qualquer xy € R tem-se:

lim p(x) = p(xo).

X—X(

Definic¢do 13 (func¢do racional). Uma fun¢do racional é uma funcdo da forma:

re R\q'[{0}] - R

, _, P)
q(x)
onde p(x) e g(x) sdo fungdes polinomiais.
Exemplo 14. A funcio:
r: R\{-1,1} — R
. x> —3x+2x% + 1
x*—1
é uma fung¢do racional.
Exemplo 15. A fungio:
f: el - R
x o= /x

é continua em qualquer xo € [0, co].

De fato, seja ¢ > 0 dado e fixado. Devemos encontrar & > 0 tal que sempre que x € [0,00] e
0 < |x — xg| < J tenhamos:

[Vx— /x| <e

Fazemos a andlise do grifico abaixo:



rE=======

1
1
1
1
1
1

1

o

- 2
X9 — 2/Xpe + € X
v 0 X0 +2\/xos+ezx

Note que devemos tomar cuidado para que o intervalo centrado em \/xq ndo tenha nenhum niimero
negativo, pois neste caso ndo poderiamos calcular os extremos usando a regra da fungdo.

Assim, dado € > 0, seja:
n= min{s, \/x_o}
e desta forma garatimos que /xo — 1 > 0.
A andlise do grdfico sugere que devemos tomar 6 = min{2,/xon + 11%,2\/Xon — 1>}
Temos assim que se 0 < |x — xg| < J, entdo:
< x—x<0=
—(2yxn — 1) < =6 < x—x9 < 6 < 2y/xon + &2 =
—(2y/Xon — %) < x—x0 < 2/x0n + 17 =
X0 — 2/Xon + 1 < x < x0 +2y/x0n + 17 =
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(VR <x< (VI +n)? <
VR —e S VR - < VE< VE 4 S Viote
e ViR < =
— Vr-yEml<e

Assim, mostramos que:

lim v/x = {/xo

X—XQ

Veja alguns exemplos concretos de € para xo = 1 em https:// www.geogebra.org/ m/ wbysft3a.

Exemplo 16 (continuidade das fun¢des racionais). Toda funcdo racional é continua em todos os
pontos de seu dominio.

Com efeito, o dominio de uma fungio racional x — p(x)/q(x), onde x — p(x) e x — q(x)
sio funcdes polinomiais consiste de todos os pontos xy € R tais que q(xo) # 0. Pelo item (IV) do
Teorema [7] segue que como toda fungio polinomial é continua, seu quociente é continuo.Assim, para
todo xo € R tal que q(xq) # 0 tem-se:

p(x) _ p(xo)

lim =
=¥ q(x)  q(xo)

Exemplo 17 (continuidade da fungdo seno). A funcio y = sin(x) é continua em todos os pontos
de seu dominio (veja Exemplo 8 das Notas da Aula 07), uma vez que, para qualquer xo € R:

xl1_>r§10 sin(x) = sin(xg).

Proposicao 18 (continuidade da funcao cosseno). Para qualquer xo € IR tem-se:

xlgl}}g cos(x) = cos(xp).

Demonstragio. Pelas Férmulas de Prostaférese, tem-se, para quaisquer x, xg € R:

() () o (5)

11

| cos(x) — cos(xg)| = ‘—2 - sin (x—;xo) - sin



https://www.geogebra.org/m/w5ysft3a

e portanto:

| cos(x) — cos(xg)| <2-

sin A
2

Seja r > 0 o nimero dado no item (5) do Teorema 1 da AGeNDA 02. Para x € RR tal que
|x — xg| < 2r, segue que:

| cos(x) — cos(xp)| < 2-

. [ x—x0 |x — x|
<2. = |x —
sm( 5 )‘_ : |x — x|

Assim, dado ¢ > 0, basta tomarmos § = min{2r, ¢}, e teremos:

(x € R)&(0 < |x — x| < ) = |cos(x) —cos(xp)| < |x — x| <,

ou seja,

xh_)n}rclo cos(x) = cos(xp).

Proposicdo 19 (continuidade da fungio tangente). Seju xo € R\ {x e R | x # (2k+ 1) -
%,k e Z}. Vale:

Jclgl;clo tan(x) = tan(xp).

Demonstragio. Como xg € R\ {x € R | x # (2k+1) - 5,k € Z}, cos(xg) # 0. Utilizando que
as fungdes seno e cosseno sdo ambas continuas em ¥y, segue do item (IV) do Teorema [7| que:

sin(x)
cos(x)

x — tan(x) =

é continua em todo seu dominio. O

Proposicao 20 (continuidade da funcdo logaritmica). Seja b > 1 um niimero real fixado.
A fungdo:

*Cb: IR*+ — R
x +— log,(x)

é continua em qualquer ponto do seu dominio.

12



Demonstragio. Fixemos xg € RY} qualquer. Mostraremos que dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que:
(x > 0)&(0 < |x — xo| < J) = |log,(x) —log,(x0)| < e

Y,

logy, (x) +¢ R

logy(x)) pmmmm e e e m =

logy(xg) —¢  F======

-JI |
poss(o)= X plosp (xo)+eX

Fazendo uma andlise do grafico, encontramos o seguinte palpite (“Ansatz”): devemos
tomar 6 como o menor dos niimeros xy — plogy(xo)—¢ o plogy(xo)+e _ Xp, OU seja:

6 = min{xg — b8 (0)=¢ plogy(xo)+e _ 1

Mostremos, portanto, que este 6 nos servira. Seja x € ]R’jr tal que:

O0<|x—xp| <d <= —d<x—x9<9

Como 6 < xo — blo8s(%)—¢ tem-ge —(x0 — blOgb(’CO)_‘“‘) < —{ e, é claro que ¢ < plogy(xo)+e
Assim, tem-se:

—S<x—x9<6= —(xg— b8 <y xy < ploBx0)FTE _ x

e portanto:

xXo — Xxo + b'o8(¥0) ¢ <y < plogy(0)Fe _ x4 vy —

s plogy(x0)—¢ 5 ~ plog,(xo)+e

Finalmente, usamos o fato de que a fungdo logaritmica (para b > 0) é estritamente cres-
cente,

plosy(¥0) =€ <y < plosr(F0)+e = Jog (xg) — & < log, (x) < log,(x) +& <=
<= |log,(x) —log,(xo)| < e.

13



Portanto,

lim log, (x) = log,,(xo).

X— X

Proposicao 21 (continuidade da func¢ao exponencial). Seja b > 1 qualquer. A fungio:

gb:]R—>]R
x — b*

é continua em qualquer ponto xy € R.

\.

Demonstragio. Dado € > 0, fazemos a andlise do grafico a seguir:

Observe que, se tivermos &€ > b*, teremos b*0 — ¢ < 0, de modo que jamais existird
tal que 0 < |x —xp| < & = |b¥ — b™| < ¢, pois log, ndo estard definido em b™ —e < 0.
Para garantir que ndo estaremos subtraindo nenhum ntimero que torne b*0 — ¢ < 0, vamos
considerar, dado o € > 0, o namero

) b*o
7 = min {e, 7}

X0
Note que, agora sim, tem-se b*0 —y > - > 0, de modo que ndo recairemos no problema
anteriormente descrito e poderemos extrair o logaritmo tranquilamente.
A andlise do grafico nos sugere que devemos tomar:

14



Agora devemos verificar que este J é tal que:

O0<|x—xg| <d=|b*—b" <e
Com efeito,
0<|x—x| <d =
— < x—x<0 <
— —xg+1log, (b —1m) < x—x9 <log, (b +11) —x9 =

log, (b —11) < x < log, (b™ + 171)
= DO—m <<+ =
= - <= <y =

|b* —bY| <m <e
Assim,

lim Sb(x) = Sb(xo).

X— X

O

Vocé poderad verificar alguns casos concretos de valores de € para constatar a continuidade

da fungdo & (x) = 2¥ em xp = 1 no applet https://www.geogebra.org/m/vha7pknn.

Teorema 22 (continuidade da funcdo composta). Sejam ¢ : A C R — B C R uma
fungdo continua em xg € A’ e f : B C R — R uma fungio continua em g(xo) € B. Entdo
fog:ACR = Récontinua em x.

Demonstragdo. Seja ¢ > 0 dado. Como f : B C R — R é continua em g(xp) € B, existe 7 > 0
tal que:

(v € B)&(ly —g(xo)| <7) = [f(y) — f(g(x0))| <

Também, como g é continua em x, dado este 7 > 0 existe § > 0 tal que:

(x € A)&(|x — x| <0) = |g(x) —g(xo)| <7

Assim, dado € > 0, tomando o § acima tem-se que:

15


https://www.geogebra.org/m/vha7pknn

(x € A)&([x — xo < 8) = (g(x) € B)&(|g(x) — g(x0)| < 1)
= (f(g(x)) € R)&(|f(g(x)) = f(g(x0))| <¢)

ou seja,

lim f(g(x)) = f(g(x0))-

X—XQ

3 Caélculo de Alguns Limites

Com o que vimos até agora, j4 somos capazes de calcular diversos limites. Nesta secao
daremos diversos exemplos do cdlculo de limites.

Exemplo 23. Calcular:

lim x° + 4x* — 3
x—1

Solugdo:

Usamos que a fungdo em aprego é polinomial, e portanto continua em todo o seu dominio. Desta
forma:

imx®+4x2—-3=134+4.12-3=14+4-3=2.
x—1
Exemplo 24. Calcular:

lim a1
=5 x245

Solugdo:

Vemos que a fungdo em aprego é uma fungdo racional, e sabemos que toda fungdo racional é continua
em todos os pontos de seu dominio, que neste caso é {x € R | x> +5 # 0} = R. Logo,
S —1 5045 -1 6254251 _ 629
x5 x2+5 5245 2545 30

Exemplo 25. Calcular:

lim v/4x? -3
x——2
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Solugdo: A fungio:

|—oo,—LULeo & R L R
x — 4x?2—3 — V4x2 -3

Como g(x) = 4x* — 3 é polinomial, seque que g é continua em —2. Também, pelo Exemplo 27 das
notas de aula precedentes, f(y) = |/y é continua em y = g(—2) = 13 € R. Pelo Teorema 33 das
notas da aula anterior, seque que:

xgmzﬁ_\/—__f

Exemplo 26. Calcular:

lim L
x—16 {1/}
Solugdo: A fungio x — «/x pode ser vista como a composta:

R, & R & R

X o VE oo VRS R

isto é, como a composta de f(y) = \/y com g(x) = \/x. Pelo Exemplo 27 da aula anterior, tem-se

que f e g sdo ambas continuas. Decorre do Teorema 33 das notas da aula anterior, que x — /x é
continua, de modo que como 64 € R, tem-se:

lim /x = v16 = 2.
x—16

Pelo Lema 12 das notas da aula 07, seque que:

Exemplo 27. Calcular:

Solugdo: Note que aqui temos a fungio racional:
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f: R\{2} - R
x> —4
x—2
que é continua em todos os pontos de seu dominio. No entanto, 2 ¢ dom (f), de modo que nio podemos
substituir x por 2 na expressio algébrica dada. Usamos, aqui, “O” Teorema, como segue:

X

Tem-se, para qualquer x # 2:
x>—4  (x+2)-(x—2]
x—2 (x—27

Assim, a fungdo f dada acima coincide com:

=x+2

g: R - R
X = x+2

em todo ponto x # 2. A fungdo g é continua. Assim, pel”O” Teorema:

4

=limx+2=242=4.
2 x—2
Exemplo 28. Calcular:

lim sin(2x)
X—7T

Solugdo: A funcio dada por x — sin(2x) é a composta:

RS R LR
x +— 2x — sin(2x)
Mas g(x) = 2x é continua em 7, e g(71) = 27, e f(y) = sin(y) é continua em y = g(7r) = 2.
Desta forma, tem-se:

%gr}T sin(2x) = sin(27) = 0.

Exemplo 29. Calcular:

lim M
=3 x—3
Solugdo: Fatoramos:

x—3=(Vx—V3)- (Vx+V3)

de modo que para qualquer x # 3 tem-se:
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Vi3 (Vx—=3) 1
=3 (=3 (VX+ V3 Vr+ V3
Como a fungdo x +— \/x é continua (Exemplo 27 das notas da aula anterior), tem-se lim,_,3 /x =
/3. Assim,

1im\/—;\/§:hm 1 = 1 .
=3 x—3 x—>3\/§+\/§ 23

Exemplo 30. Calcular:

3 3
x—2 x—2

Solucgdo: fatoramos:

x—2=(Va)’ = (V2)’ = (Vx = V2) - (Va2 + V2x + V/4)

de modo que, para qualquer x # 2, tem-se:

VX2 _ Vx -2 1

XY=2  (Yx—V2)- (VP4 V2x+VE) VA2 + VA
Pel”O” Teorema, segue que:

3 3
lim—\/_ \/E—' L L

1 _
v x-2 a2 xl4 V2xt VA 34

Exemplo 31. Calcular:

Solugdo: Facamos:

de modo que:
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Jd sabemos calcular:

2 _ . _
X 1:1im(x+1) (x 1):limx—i—1:2,
x—1 x—1 x—1 (x—l) x—1

e como g é continua em ug = 2, segue do Teorema 22| que:

lim u = V2.

u—2
Exemplo 32. Calcular:
— 34 _
lim (3—x°)*—16
x—1 x3—1

Solugdo: Fazemos u(x) = 3 — x3 e notamos, primeiramente, que
limu(x) = lim3—-x>=3-1=2.
x—1 x—1
Como x> — 1 = —u + 2, seque que:
B-xt-16 wut-16 (u—2) - (u+2)- (u*+4)
-1 o 2—u 2—u
Pelo Teorema segue que:

34 —2). 2)- (U2 +4
lim B=x) 6:Iim (u=2) (u+2) W+ ):lim—(u+2)-(u2—|—4):
x—1 x3—1 u—2 2—u u—2
=—(242)- (2> +4) = —4-8=-32.
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